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مرکز کنکوري سیب ترش

درس اول : مجموع جملات دنباله هاي حسابی و هندسی

در یک دنباله ي حسابی جملات اول، ششم و پنجاه و یکم جملات متوالی از یک دنباله ي هندسی هستند، قدر نسبت دنباله ي هندسی  1
را بیابید.

در دنباله ي حسابی  حاصل  را به دست آورید.   2, ,⋯a1 a2
−a20 a6

−a12 a8
(d ≠ 0)

3 جمله ي هفدهم یک دنباله ي حسابی برابر  و جمله ي بیست و سوم آن  است. در این دنباله حاصل  را به دست
آورید.

6084−a40 a22

بین دو عدد که تفاضل آن ها  است، پنج واسطه ي حسابی درج شده است. قدر نسبت این دنباله را بیابید.  4840

3 m 3 m 3 m

در یک مسابقه تعدادي توپ روي یک خط مستقیم و به فاصله ي  متر از هم قرار دارند. فاصله ي توپ اول تا سبد  متر است (شکل  5
زیر). دونده اي باید از کنار سبد شروع کرده و هر توپ را برداشته و آن را تا سبد حمل کند و به سبد بیندازد و مجدداً به طرف توپ بعدي

برود و آن را تا سبد حمل کند و به داخل آن بیندازد. اگر این دونده مجموعاً  متر دویده باشد، تعیین کنید او چند توپ در سبد انداخته
است؟

33

918

در یک دنباله ي حسابی   و  است، حاصل  را بیابید.  6= 34a15= 20S8S50

اعداد طبیعی مضرب  را به ترتیب کنار هم می نویسیم. اگر مجموع  جمله ي اول آن  شود،  را بیابید.  7n11462n

مجموع چند جمله از دنباله ي حسابی   برابر  می باشد؟  82, 7, 12,⋯87

مجموع اعداد طبیعی مضرب  در فاصله ي   را بیابید.  96[21, 182]
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مجموع آن دسته از اعداد طبیعی کوچکتر از  را بیابید که بر  بخش پذیر باشند.  101015

بین دو عدد  و  حداقل چند عدد قرار دهیم تا اعداد حاصل تشکیل دنباله ي حسابی دهند و مجموع همه ي اعداد حاصل بزرگتر از  11

 گردد؟

46

50

) عددي فرد باشد، مجموع جملات این دنباله  برابر جمله ي وسط است. ثابت کنید اگر تعداد جملات یک دنباله ي حسابی (  12nn

مجموع چند جمله  از دنباله ي حسابی مقابل برابر  است؟  13168

2a − 1 , 7a − 9 , a + 5,  ⋯

اگر به قدر نسبت یک دنباله ي حسابی  واحد اضافه شود، به مجموع  جمله ي اول آن چند واحد اضافه می شود؟  14230

مجموع همۀ اعداد طبیعی سه رقمی که مضرب شش هستند چقدر می شود؟  15

در دنبالۀ حسابی  حداقل چند جملۀ آن را با هم جمع کنیم تا حاصل آن از  بیشتر شود؟  165, 8, 11,⋯493

171 جواب معادله ي  را به دست آورید. + 2 + 3 + ⋯ + n =
5
9
n2

بین دو عدد  و  تعداد  واسطه عددي درج کرده ایم، اگر قدر نسبت  باشد، مجموع تمام جملات را به دست آورید.  18729n2

در یک دنباله ي عددي به جمله ي اول  واحد و به قدر نسبت  واحد اضافه می کنیم. به جمع  جمله ي اول چه قدر اضافه خواهد  19
شد؟

4210

اگر مجموع  جمله ي اول از دنباله ي عددي به صورت  باشد، جمله ي دهم را به دست آورید.  20n=Sn

− 3nn2

3

واسطه ي هندسی مثبت بین دو عدد  و  را به دست آورید.  21+5√ 3√−5√ 3√

2231125 سه جمله ي متوالی از یک دنباله ي هندسی بیابید که مجموعشان  و حاصل ضربشان  باشد.

اگر جمله ي سوم و پانزدهم یک دنباله ي هندسی به ترتیب  و  باشند، جمله ي نهم این دنباله را بیابید.  23348

در یک دنباله ي هندسی مجموع جملات اول و چهارم برابر  و مجموع جملات دوم و سوم برابر  است. قدر نسبت این دنباله چه  24
عددي است؟

1812
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در یک دنباله ي هندسی مجموع سه جمله ي اول  و مجموع شش جمله ي اول  است. جمله ي نهم چند برابر جمله ي هفتم است؟  25112126

مجموع چند جمله ازدنباله ي هندسی  برابر  است.  266, −12, 24,⋯1026

براي محافظت از تابش هاي مضر مواد رادیواکتیو لایه ي محافظی ساخته شده است که شدت تابش ها پس از عبور از آن ها نصف  27

99می شود. حداقل چند لایه باید استفاده کنیم تا شدت تابش  درصد کاهش بیابد؟

درس دوم : معادلات درجه دوم

اگر   یک ریشه ي معادله ي  باشد، ریشه ي دیگر کدام است؟  28x = −14 − mx − 7 = 0x2

در معادله ي  اگر یکی از جواب ها  واحد کم تر از جواب دیگر باشد،  را بدست آورید و هر دو جواب را پیدا  29
کنید.

2 − 8x + m = 0x
22m

به ازاي کدام مقدار  در معادله ي درجه ي دوم  بین ریشه هاي معادله رابطه ي  برقرار است؟  30k2 − x + k = 0x2+ 2 = 3x1 x2

اگر  و ریشه هاي معادله ي  باشند، حاصل  را به دست آورید.  31αβ− 5x + 1 = 0x
2

β + αα
3

β
3

به ازاي چه مقدار  یکی از ریشه هاي معادله ي  مربع ریشه ي دیگر است.  32k+ kx + 8 = 0x
2

اگر   و   ریشه هاي معادله ي   باشند، معادله اي بنویسید که ریشه هایش  ،  باشد.  33αβ3 − x − 1 = 0x2− 12
α

− 12
β

جاهاي خالی را با عبارت یا عدد مناسب پر کنید.  34

52−ریشه هاي معادله .................. اعداد  و  است.

تابعی یک به یک است که هر خط موازي محور .................. ، نمودار تابع را حداکثر در یک نقطه قطع کند.

، بازه  .................. است. 1)اگر  یک همسایگی عدد  باشد، حدود  + x, 3x)3x

، بازه .................. است. yدامنه تابع  = (x + 1)log4

معادلۀ درجه دومی بنویسید که:  35

الف) ریشه هاي آن  و  باشند.

ب) یکی از ریشه هاي آن دو برابر دیگري باشد. (مسئله چند جواب دارد؟)

1
3

2
3
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36 در هر یک از شکل هاي زیر نمودار سهمی  داده شده است. در هر حالت صفرهاي تابع و ضابطۀ آن را
مشخص کنید.

(الف
x

y

21

-1

-2

(ب x

y

-2 -1-3

-1
-2

1

P (x) = a + bx + cx2P (x)

اگر یکی از ریشه هاي معادله ي  دو واحد از معکوس دیگري بیشتر باشد،  را بیابید.  37+ x + m = 0x
2

m

بدون حل معادله و با استفاده از  و و در وجود و علامت جواب هاي معادله ي  بحث کنید.  38SPΔ5 − 7x − 5 = 0x2

اگر نمودار سهمی  به صورت زیر باشد، ضابطۀ سهمی را مشخص کنید.  39
 

 

y = a + bx + cx2

نمودار سهمی  به صورت زیر است. علامت ضرایب  را تعیین کنید.  40
 

 

y = a + bx + cx2
c, b, a
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41 صفرهاي توابع زیر را در صورت وجود به  دست آورید.

f(x) = − 4xx3

g(x) = 2 + + 3xx3 x2

 h(x) = + 3 + 5x4 x2

42 هر یک از سهمی هاي زیر نمودار حالتی از تابع  است که در آن  است و نقطۀ راس سهمی نیز داده
شده است. صفرهاي تابع را در صورت وجود به دست آورید و ضابطۀ تابع را مشخص کنید.

f(x) = a + bx + cx2|a| = 1

x

y

-3 5, ))

 

 
x

y

-2 2, ))

x

y

-33 , ))
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x

y

-2 -1, ))

صفرهاي توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید.  43

f(x) = − 4xx3

g(x) = + (x + )(x + )
1
x

2 1
x

تعداد و مقدار تقریبی ریشه هاي معادلۀ  را با استفاده از روش هندسی به دست آورید.  44|x − 1| = − x − 1x2

معادلات زیر را حل کنید.  45

− 3 + 2 = 0x4 x2

( − 2 − 7( − 2) + 6 = 0
x2

3
)2

x2

3

(4 − − 2(4 − ) − 15 = 0x2)2 x2

مقدار  را چنان بیابید که یکی از صفرهاي تابع   برابر   باشد، سپس صفرهاي دیگر تابع را به  46
دست آورید.

kf(x) = + k − x − 2x3 x2−2

معادلات زیر را حل کنید.  47

2 + + 3x = 0x3 x2
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+ = 10
3 − 11x2

8
74 − 2x2

12

48  معادله ي مقابل را به روش هندسی حل کنید.

 = x + 2(x + 1)2

درس سوم : معادلات گویا و گنگ

معادله  را حل کنید.  49+ = 31

(x − 2)2
2

x − 2

براي تابع  به سؤال هاي زیر جواب دهید.  50f(x) =
9 − x2
− −−−−

√

x − [x]

fدامنۀ تابع  را به دست آورید.

این تابع در همسایگی محذوف کدام نقاط تعریف شده است به طوري که در خود آن نقاط تعریف نشده است؟

این تابع در یک همسایگی چپ کدام نقاط تعریف شده است و در هیچ همسایگی راست آن نقاط تعریف نشده است؟

این تابع در یک همسایگی راست کدام نقاط تعریف شده است و در هیچ همسایگی چپ آن نقاط تعریف نشده است؟

معادلۀ زیر را حل کنید:  51

 + = 3
1

(x − 2)2
2

x − 2

ماشین  کاري را به تنهایی  ساعت زودتر از ماشین  انجام می دهد. اگر هر دو ماشین یک کار را در  ساعت انجام دهند، چه  52
زمانی براي هر کدام از ماشین ها لازم است تا آن کار را به تنهایی انجام دهند؟

A15B18

معادله زیر را حل کنید.  53

+ = 4x + 3
− −−−−

√ 3x + 1
− −−−−−

√

معادله ي مقابل را حل کنید.  54

2x − =x2 6 − 12x + 7x2
− −−−−−−−−−−−

√

بدون حل معادله ي توضیح دهید که چرا مجموعه ي جواب تهی است؟  55+ + 3 = 01 − x
− −−−−

√ 2 − x
− −−−−

√
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درس چهارم : قدر مطلق و ویژگی هاي آن

عبارت  را بدون استفاده از قدر مطلق بنویسید.  56y = |x − 1| + |x − 2|

اگر   باشد، ضابطه ي تابع   را بدون قدر مطلق بنویسید.  57x ≤ 1y = |x − 3| + |x − 1|

با استفاده از تعیین علامت، ضابطۀ هر یک از توابع زیر را بدون استفاده از نماد قدرمطلق بنویسید.  58

f(x) = x |x|

g(x) = − 1∣∣x
2 ∣∣

h(x) = |x − 1| + |x + 1|

به کمک تعیین علامتِ عبارت هاي داخل قدر مطلق، ضابطه ي توابع زیر را بدون استفاده از قدر مطلق بنویسید.  59

f(x) = x|x|

f(x) = |x + 1| − 2

y = |x − 1| + |x + 2|

تابع  را به صورت یک تابع چند ضابطه اي بنویسید و نمودار آن را رسم کنید. به کمک نمودار برد تابع  60
را معلوم کنید.

f(x) = |x + 1| + |x − 1|

نمودار تابع مقابل را رسم کنید.  61

f(x) = |x − 2| − |x + 2| + x − 1
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نمودار تابع مقابل را رسم کنید.  62

f(x) =
x |x + 1|
x + 1

نمودار تابع مقابل را رسم کنید.  63

f(x) = − |2x − 4| + 2

نمودار تابع زیر را رسم کنید.  64

y = ||x| − 2|

نمودار تابع زیر را رسم کنید.  65

y = − 2x∣∣x
2 ∣∣

برد تابع زیر را بیابید.  66
y = |x − 3| − 5

معادله ي مقابل را حل کنید.     67

= x
6x − 12
|x − 2|

براي هر دو عدد حقیقی  و  ثابت کنید: و نتیجه بگیرید:  68

(خاصیت بالا را خاصیت نامساوي مثلث می نامند.)

ab−|a| − |b| ≤ a + b ≤ |a| + |b|

|a + b| ≤ |a| + |b|

در رابطه ي  ، حدود  را بیابید.  69|x + 3| + |y − 3| = 5x

در رابطه ي  حدود  را بیابید.  70|x − 1| + |2y − 4| = 2y

71x حدود  را از رابطه ي مقابل بیابید.

|x − 1| > x − 1

نامعادله ي قدر مطلقی   را حل کنید.  72|2x − 1| < 1

برد تابع زیر را بیابید.  73

y = x − |x|
− −−−−−

√

براي هر عدد حقیقی  و  نشان دهید   74xy|y| − |x| ≤ |y − x|
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بر روي محور طول ها چه نقاطی وجود دارد که مجموع فاصله هاي آنها از دو نقطه به طول هاي  و  روي محور ها برابر  باشد؟  75−13x6

نمودار تابع  را رسم کنید، سپس معادلۀ  را هم به روش هندسی و هم به روش جبري، حل نمایید.  76f(x) = ||x| − 2|f(x) = 1

نمودار تابع  را رسم کنید. سپس به دو روش هندسی و جبري معادله  را حل نمایید.  77f(x) = − 2x∣∣x
2 ∣∣− 2x = 2∣∣x

2 ∣∣

نمودار هریک از دو تابع زیر را رسم کنید. سپس به ازاي  معادله هاي به دست آمده را به روش هندسی و جبري حل کنید.  78

 (الف

 (ب

y = 3

y = x −
x

|x|

y = | − 6x|x2

نامعادله ي مقابل را حل کنید.  79

− 9 ≤ 7∣∣x
2 ∣∣

نامعادله ي مقابل را حل کنید.  80

− 1 ≤ |x + 1|∣∣x
2 ∣∣

نامعادله ي مقابل را حل کنید.  81

− 9 + 9 >∣∣x
2 ∣∣ x2

نامعادله ي مقابل را حل کنید.  82

− 2x + |x − 1| < 1x2

نامعادله ي مقابل را به روش جبري حل کنید.  83

|x − 2| ≤ x

معادله ي   را حل کنید.  84||x| − 2| = 3

85y خط  و نمودار تابع  در چند نقطه اشتراك دارند؟ = 4y = ||x − 1| − 4|

معادلات زیر را حل کنید.  86

=∣ x∣4 − 12x + 9x2
− −−−−−−−−−−−

√
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∣x + 1 ∣= 4 + 2x

∣ ∣=
1

3x − 1
1
2

جاهاي خالی را با عبارت یا عدد مناسب پر کنید.  87

، مجموعه جواب بازه  .................. است. x|در نامعادله  − 1| < 3

f(x)دامنه تابع  برابر است با  .................. . ([    ] نماد جزء صحیح است) =
x

1 − [x]

،  آنگاه عدد  از عدد   .................. است. (بیشتر - کمتر) xاگر  < y < 00٫2x0٫2y

یک چند ضلعی منتظم درون دایره اي به شعاع  سانتیمتر محاط شده است. اگر تعداد اضلاع چند ضلعی را افزایش دهیم مساحت آن
به عدد .................. نزدیک می شود.

3

درس پنجم : آشنایی با هندسه تحلیلی

،  و  بر یک خط راست قرار دارند. نشان دهید  نقطه ي   883A(6, 3)B(3, 1)C(−3, −3)

نقاط  و  دو رأس مثلث  هستند که نقطه ي  محل تلاقی میانه هاي آن است، مختصات رأس  89
سوم مثلث را بیابید.

A(−2, 5)B(4, −6)ABCG(3, −2)

،  و  در یک نقطه مقدار  را چنان بیابید که سه خط   90
همدیگر را قطع کنند.

m: 3x − y − 1 = 0d1: 2x + 3y = 8d2: (m − 2)x + 2y − 2m = 0d3

معادله ي خطی را بیابید که از نقطه ي  بگذرد و طول از مبدأ آن سه برابر عرض از مبدأ آن باشد.  91A(3, −2)

،  رئوس مثلث  هستند،  را چنان بیابید که مثلث در رأس  متساوي الساقین باشد.  ، نقاط   92A(2,m)B(1, 2)C(−2, −1)ABCmA

نقطه اي روي نیمساز ربع دوم و چهارم بیابید که فاصله اش از نقطه ي  برابر  باشد.  93B(1, 1)2 5√

به ازاي چه مقدار از  دو خط  و  بر هم منطبق هستند؟  94m5x − my = 3mx − 20y = m − 4
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فصل دوم : تابع

معادله ي خطی را بنویسید که از نقطه ي تقاطع خط  با محور عرض ها بگذرد و بر این خط عمود باشد.  952x − 3y + 1 = 0

: مقدار  را طوري تعیین کنید که خط گذرنده از  و   96

الف) با خط  موازي باشد.

ب) بر خط  عمود باشد.

kA(4, −1)B(k, 2)

3y + 2x = 6

2y − 5x = 1

97a  را چنان بیابید که دو خط زیر بر هم عمود باشند.

d : 3ax − (3a + 1)y − 4 = 0

: ax + (a − 1)y − 2a + 1 = 0d′

مقدار  را چنان بیابید که دو خط زیر موازي متمایز باشد.  98a

d : (2 − a)x + y = −1

: ax − 3y = 5d′

مقدار  را چنان تعیین کنید که دو خط  و  بر روي نیمساز ربع اول و سوم متقاطع  99
باشند.

a4y − 3x = −1(2a − 1)x + (a + 2)y = 2

مختصات نقطه ي برخورد دو خط  و  را بیابید.  1003x − 2y = 42x + 3y = 7

ثابت کنید فاصلۀ دو خط موازي  و  برابر  می باشد.  101ax + by + c = 0ax + by + = 0c′
|c − |c′

+a2 b2
− −−−−−

√

معادله ي خطوطی را بنویسید که موازي خط  بوده و به فاصله ي  واحد از آن قرار داشته باشند.  1023x − 4y = 73

فاصله ي دو خط موازي  و  را بیابید.  103: 3x + 4y + 1 = 0d1: 6x + 8y − 8 = 0d2

درس اول : آشنایی بیشتر با تابع

104A همۀ تابع هاي از مجموعه  به مجموعه  را بنویسید. (از نمودار پیکانی کمک بگیرید). = {a, b, c}B = {d, e}

12



تابع  در همه شرایط زیر صدق می کند.  را رسم کنید و ضابطه آن را بنویسید.  105

الف) دامنه  مجموعه اعداد حقیقی است و  

ب)  در بازه    ثابت است.
پ) تابع  به هر عدد بزرگ تر از  مربع آن را نسبت می دهد.

ها را در نقطه اي به طول  قطع می کند. ت) تابع  براي اعداد منفی، خطی است و نمودار آن محور 

ff

ff(−5) = −2 , f(2) = 3

f[0, 2]
f2

fx−3

ماشین تابع  هر عدد حقیقی بزرگ تر مساوي  و کوچک تر از  را به عنوان ورودي قبول می کند و از قرینه ي مربع آن یک واحد  106
کم می کند.

الف) ضابطه تابع  را بنویسید.

ب) اگر ورودي تابع عدد  باشد، خروجی تابع را بیابید.

پ) اگر خروجی تابع عدد  باشد، ورودي تابع چقدر بوده است؟

f−69

f

−3

−65

مجموعه هاي   و   مفروض اند.  107
الف) چند تابع مانند  از  به  می توان نوشت؟

ب) چند تابع  از  به  می توان نوشت که شامل زوج مرتب   باشد؟

ج) چند تابع  از  به  می توان نوشت که فاقد زوج مرتب هاي  و   باشد؟

د) چند تابع  از  به  می توان نوشت که   باشد؟

A = {2, 5, 6, 7, 8}B = {1, 4, 10, 6}

fAB

fAB(6, 10)

fAB(2, 1)(7, 4)

fABf(6) ≠ 1 , f(8) = 1 , f(5) = 10

در تابع   براي مجموعه هم دامنه  سه مجموعه متفاوت مثال بزنید.  108f : (−3, +∞) → B

f(x) = −2x + 4
(B)

در تابع   براي مجموعه  (هم دامنه) چهار مجموعه متفاوت مثال بزنید.  109
f : (−3, 4] → B

f(x) = − + 7x
2B

در تابع   ، اگر   باشد، حاصل  را بیابید.  110f(x) = m − 3x2f(−2) = 17f(3)

کدام یک از زوج توابع داده شده با هم مساویند؟  111

 (الف

 (ب

 (ج

f(x) = , g(x) = |x|x2
−−

√

f(x) = , g(x) = x + 3
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x ≠ 3

− 9x2

x − 3
5 x = 3

f(x) = { , g(x) =
x x ≠ 2
3 x = 2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− 2xx2

x − 2
3

x ≠ 2

x = 2

اگر  چند تابع از  به  وجود دارد؟  112B = { } ,A = { }p, q a, b, c, dAB
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اگر دو تابع  و مساوي باشند  را به دست آورید.  113f(x) = x + 4g(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− 16x2

x − 4
k − 1

x ≠ 4

x = 4
k

اگر تابع  با تابع  برابر باشد، مقدار  را محاسبه کنید.  114f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

− 1x4

− 1x2
a

x + 1
b

x − 1

∣x ∣≠ 1

x = 1

x = −1

g(x) = + 1x2a + b

، تابعی از  است؟ چرا؟ آیا در معادلۀ   115− = 1x2
y
2

x

درس دوم : انواع توابع

اگر تعداد افرادي که، طی یک مدت معیّن، به وسیلۀ یک نوع ویروس آلوده می شوند، با دستور  به   116

دست آید که در آن  زمان برحسب ماه است:
الف) تعداد افرادي که در انتهاي ماه پنجم آلوده شده اند چقدر است؟

ب) پس از چند ماه تعداد افراد آلوده به  نفر خواهد رسید؟

n(t) =
9500t − 2000

4 + t

t > 0

5500

y

f

x1-2-3-4-5-
1 2 3 4 5

1
2
3

1-
2-
3-
4-

y

g

x1-2-3-4-5-
1 2 3 4 5

1
2
3

1-
2-
3-
4-

توضیح دهید که چگونه با استفاده از نمودار تابع  می توان نمودار تابع  را رسم کرد.  117f(x) =
1
x

g(x) = −
1
x

دامنه ي تابع زیر را بدست آورید.  118

f(x) =
x − 2− −−−−√

|x| − 5

تساوي توابع زیر را بررسی کنید.  119

f(x) = g(x) =
x−−√

x − 1− −−−−√
x

x − 1

− −−−−
√

نمودار توابع زیر را رسم نموده و دامنه و برد هریک را معلوم کنید.  120
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f(x) =
⎧

⎩⎨
1
x

x − 2

x > 0

x ≤ 0

f(x) = + 5x − 2
− −−−−

√

f(x) = {
+ 2x−−√

x + 2− −−−−√

x > 0
−2 ≤ x ≤ 0

f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪
−

1
x

− x−−√

x < 0

x ≥ 0

دامنه تابع هاي زیر را بیابید.  121

f(x) =
2 − x−−√

2 + x−−√

− −−−−−−

√

f(x) = ||x + 1| − 3| − 2
− −−−−−−−−−−−−

√

،   ضابطه ي یک تابع است؟ به ازاي کدام مقدار   122kf(x) = { kx + 2 x ≥ 2
x ≤ 2x3

+123  تابع بودن رابطه ي  را بررسی کنید. = 0(y + 1)2 (x − 2)2

|y|124  ضابطه ي  آیا نشان دهنده ي یک تابع است؟ + |x| = 2

تابع بودن  را بررسی کنید.  125f(x) = x + 2
− −−−−

√

تابع بودن روابط زیر را بررسی کنید.  126
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+ = 2x

y

y

x

 y = ±2x − 3
− −−−−−

√ 3 − 2x
− −−−−−

√

کدام یک از معادلات زیر یک تابع را مشخص می کند؟  127

3x + 2y = 12

x = 1

y = −2

f(x) = {  x + 3
x − 1

x ≤ 0
x ≥ 0

=y2 x2

y = |x|

الف) معادلۀ  را حل کنید.  128

ب) به ازاي چه مقادیري از  معادلۀ زیر ریشۀ حقیقی دارد؟

 

x + [x] = 2020٫6

a

x + [x] = a

اگر   باشد، در این صورت   را بیابید.  129f(x) = [x + 3]f(2 − )2√

تساوي توابع زیر را بررسی کنید.  130

f(x) = 0 g(x) = [ ]x2

+ 1x2

16



نمودار زیر را رسم کنید.  131

y = x [x] − 2 < x < 2

نمودار تابع با ضابطه  را در بازه  با ارائه راه حل رسم کنید. ([     ] نماد جزء صحیح است)  132f(x) = [ ]
x

2
[−2, 4)

133 یک شرکت پستی براي ارسال بسته هاي پستی تا کمتر از یک کیلوگرم  هزار تومان و براي ارسال بسته هاي از  تا کمتر از 

 کیلوگرم  هزار تومان و از  تا کمتر از  کیلوگرم  هزار تومان و براي بسته هاي بیشتر نیز به همین ترتیب دریافت می کند. اگر 

هزینه ارسال یک بسته پستی   کیلوگرمی باشد، ضابطه اي آن را رسم کنید و معادله اي براي آن بیابید.

212

4236f(x)

x

نمودار توابع زیر را به کمک نمودار  رسم کنید.  134

الف) 

ب) 

f(x) = [x]

y = [x] −
1
2

y = 2[x] + 1

نمودار تابع    را در بازه   رسم کنید.  135y = [ x]
1
3

[−6, 6]

نمودار تابع هاي زیر را رسم کنید.  136

f(x) = [x] + 1, −2 ≤ x < 3

f(x) = [ x] , −4 ≤ x < 4
1
2

در تابع   براي مجموعه هم دامنه   سه مجموعه متفاوت مثال بزنید.  137f : [−4, 5] → B

f(x) = −5x + 2
(B)

درس سوم : وارون تابع

یک به یک بودن تابع زیر را بررسی کنید.  138

f(x) = { x2

3x + 5
x < 3
x ≥ 3

اگر رابطه ي زیر یک تابع یک به یک باشد  را بیابید.  139α + β

f = {(1 , − ) , (1, 1) , (2, 3) , (α − β , 3)}α
2

β
2
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آیا تابع  وارون تابع  است؟  140f(x) =
2
5

g(x) =
5
2

1

2

1
2

1-
x

y

3

-3-4-

2

4

3

نمودار تابع  به صورت مقابل است. در صورت وارون پذیر بودن، نمودار تابع وارون آن را رسم کنید.  141f

وارون پذیري تابع  را بررسی کنید.  142y = [x]

اگر  تابع معکوس  باشد  کدام است؟  143(x)f−1f(x) = x + 2 x − 4
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−

√( )f−1 6√

درس چهارم : اعمال روي توابع

نشان دهید که وارون (معکوس) هر تابع خطی به صورت  باز هم یک تابع خطی است.  144(a ≠ 0)y = ax + b

اگر   و   مفروض باشند، به موارد زیر پاسخ دهید.  145

الف) تابع   را به صورت زوج مرتب بنویسید.

ب) مقدار   را بیابید.

f = {(4, 5), (6, 3), (7, 1)}g = {(3, 4), (6, 0), (4, 6)}
f

g

(2f + g)(4)

توابع   و   مفروضند. در صورت امکان توابع   و   و   را به دست آورید.  146f(x) = x + 3
− −−−−

√g(x) =
2
x

f + gf × f
g

f

توابع  و   مفروضند، در صورت امکان توابع  و   را به دست آورید.  147f(x) =
4

x − 2
g(x) =

1
6 − x

f − g
g

f

148 فرض کنیم:

توابع زیر را حساب کنید.

f = { }(−4, 13), (−1, 7), (0, 5), ( , 0), (3, −5)
5
2

g = { }(−4, −7), (−2, −5), (0, −3), (3, 0), (5, 2), (9, 6)

f + g, f − g, fg,
f

g

18



149f(x)  و  باشد دامنه ي  را به دست آورید. = + 2xx2
− −−−−−

√g(x) =
−1
+ 2xx2

− −−−−−−

√f + g

توابع  و  با ضابطه هاي  و  مفروض هستند. اولاً دامنه ي توابع  را تعیین کنید  150

سپس ضابطه ي  را بنویسید.

fgf(x) = 4 − x2
− −−−−

√g(x) =
x + 2
x − 1

gof, g, f

gof

151 فرض کنیم  به این صورت تعریف شود:  که در آن:

، را به  دست آورید. ، توابع  و 

f : A → N,{ g : N → N

g(n) = 2n
f = {(1, 2), (2, 3), (3, 5), (4, 7)}

A = {1, 2, 3, 4}f + ggof

توابع   و   مفروضند.  152

الف) دامنه تابع   را به دست آورید.

ب) ضابطه تابع   را بیابید.
ج) مقدار   را حساب کنید.

f(x) =
1
x

g(x) =
x + 2
x − 1

fog

fog

(g − f)(2)

xr

یک پی (فونداسیون) بتنی مربع شکل به عنوان پایه اي براي یک مخزن گازوئیل استوانه اي استفاده می شود. (شکل مقابل)  153
الف) شعاع مخزن، r را به عنوان تابعی از x (ضلع مربع) بنویسید.

ب) مساحت A پایه دایره اي شکل را به عنوان تابعی از r بنویسید.

(x)(Aor)ج)  را بیابید و تعبیر کنید.

154f(x)  اگر  و  باشد حاصل  را به دست آورید. = 2x + afof(x) = bx + 6a + b

اگر  و  باشد آن گاه  را به دست آورید.  155f(x) = x + 1fog(x) = 3x + 5g(x)

اگر  و   باشد آن گاه دامنه ي  را بیابید.  156f(x) =
2x
− 1x2

g(x) = 5 − x
− −−−−

√fog

اگر باشد تابع  را به گونه اي بیابید که  باشد.  157f(x) = + 2x + 2x2g(x)(fog)(x) = − 4x + 5x2

توابع  و  با ضابطه هاي زیر مفروض هستند:  158

الف)  دامنه ي 

ب) در صورت وجود ضابطه ي  را بنویسید.

fg

f(x) = + 1 g(x) = − 2x2 −x−−−√

fog

gof
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اگر  مطلوب است دامنه ي توابع  و  و ضابطه ي  .  159g(x) = |x − 1| , f(x) =
1

2 − |x − 1|
− −−−−−−−−

√
f + gfoggof

1
2
3
4

1 2 3
1_2_ 1_

2_
4

x( )g

x( )f

  

نمودار  و  به صورت مقابل داده شده است.  160fg

fgدامنه و برد  و  را بیاید.

،  و  را بیابید.  ، f)مقدارهاي  + g)(1)(f ⋅ g)(2)(3)
g

f
(fog)(3)

،  را بیابید.  ، fدامنۀ توابع  − g
f

g

g

f

fgضابطه اي براي  و  بنویسید.

fgضابطه اي براي  و  بنویسید.
f

g

fنمودار  را رسم کنید. − g

درهریک از موارد روبه رو دامنۀ توابع و ضابطۀ آن ها را باتوجه به حالت هاي زیر به دست آورید.   161

g(x) = , f(x) =
x

6 − x

4
x − 2

g(x) = x + 2 , f(x) = x − 2
− −−−−

√

g(x) = , f(x) =
2

x − 2
x + 3
− −−−−

√
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فصل سوم : تابع نمایی و لگاریتمی

f = {(0, −2), (1, 0), (−2, 5)} , g = {(1, −1), (2, 3), (0, 4)}

درس اول : تابع نمایی

نمودار تابع زیر را رسم کنید و برد تابع را تعیین کنید.  162

f(x) = {
1
x

2−x

x < 0
x > 0

نامعادلۀ زیر را حل کنید:   163

( ≤ (
2√

2
)3

4x−1 1
2√
)3

+2x2

،  را مقایسه کنید.  ،  ، اعداد   164
1
9

3 5√3 2√3
7
2

برد توابع زیر را بیابید.  165

f(x) = − 45x

f(x) = − + 3(0٫2)x

معادلات توانی زیر را حل کنید.  166

= 6
+ +2x 2x 2x

(0٫125)x−1

=
×27x 9x−2

×( )
1
3

1−x

6x
2−x
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معادلۀ  را به روش هندسی حل کنید.  167− 1 =2|x| 3x

معادله ي زیر را حل کنید.  168

=+ + ⋯ +3x 3x 3x  
تا15

+ + ⋯ +27x 27x 27x  
تا45

معادلات نمایی زیر را حل کنید.  169

×  (ب                                   (الف =
1
7

492x 7√32 × =16x 4x

170y خط  تابع نمایی  را در چه نقطه اي قطع می کند؟ =
3
27−−√5

f(x) = ( )
3
9√3

−x

نمودار تابع هاي زیر را رسم کنید.  171

y = − + 12x

y = − 12|x|

اخیراً داروي مسکن جدیدي به بازار عرضه شده است که هر قرص آن شامل  میلی گرم از ترکیبات دارویی فعالی است که با  172
گذشت هر یک ساعت از زمان مصرف، مقدار آن در خون بیمار نصف می شود.

300

جدول زیررا کامل کنید.

 
زمان سپری شده (ساعت)

مقدار داروی باقی مانده (میلی گرم)

0
300

1
150

2
⋯

3
⋯

4
⋯

5
⋯

6
⋯

tفرمولی بنویسید که مقدار دارو را در خون بیمار پس از گذشت  ساعت نشان دهد.

 

y

x

،  و  و تعداد ریشه ها و علامت آن ها را تعیین کنید. نمودار سهمی  داده شده است. علامت   173f(x) = a + bx + cx2bac

22



x

y

1
2
3

1

 

اگر نمودار سهمی به معادلۀ  به صورت مقابل باشد طوري که  ، ضابطۀ  و صفرهاي تابع را  174
درصورت وجود مشخص کنید.

f(x) = a + bx + cx2∣a ∣= 1f

درس دوم : تابع لگاریتمی و لگاریتم

دامنۀ تابع  را بیابید.  175f(x) = ( )log1−x

x + 1
x

تابع وارون تابع   را بیابید.  176f(x) = 1 + 23
x

معادله ي مقابل را به روش هندسی حل کنید.      177
3 + log|x| = x

حاصل لگاریتم هاي زیر را با استفاده از تعریف لگاریتم بیابید.  178

10log0٫001 100
−−−

√3

log0٫25 512
−−−

√10

نمودار تابع هاي زیر را رسم کنید.  179

y = 2 − (x + 1)log3

y = − (x − 1)∣∣log0٫2 ∣∣

نمودار توابع زیر را رسم کنید.  180

y = (x − 2)log0٫3

23



y = (x + 1)log0٫3

نمودار تابع هاي زیر را رسم کنید.  181

y = 1 + xlog3

y = − − 23x

y = 4( 1
3
)x

182 حاصل عبارت هاي زیررا به دست آورید.

2 8 − 3 +log2 log5 5√3 2 3log2

3 log 0٫001 + log +100
−−−

√3 log5
1
25

32 + 81 + 9log2 log 1
3

log
3√ 3√

2 5− 3log2 log2

8 +log
2√ 5(1+ 4)log5

+ 2 + log 0٫1log5 125
−−−

√ log4

24



( ( 125))log3 log3 log5

5 × 6 × 7 × ⋯ × 24log6 log7 log8 log25

+ +
1
24log2

1
24log3

1
24log4

183 حاصل  برابر است با:

 (                                               (

) صفر                                               (

[ 2] + [ 6]log6 log2

1122

334

درس سوم : ویژگی هاي لگاریتم و حل معادله هاي لگاریتمی

اگر نمودار تابع  از نقطۀ  عبور کند، آنگاه مقدار  را به دست آورید.  184f(x) = 2 + logxa( , −2)
1
3

a

تساوي دو تابع  و  را بررسی کنید:  185f(x) = log( + 4x + 4)x2g(x) = 2 log(x + 2)

حاصل عبارت زیر را بیابید.  186

 A = ( ) + log 0٫001log3
9
27−−√4

، حاصل  را بیابید. اگر  و   187x > 0x ≠ 1logx ×x3 x × x−−√5
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−−

√

اگر  باشد، مقدار  را برحسب  بیابید.  188log 5 = alog258a

تساوي توابع  و  را بررسی کنید.  189f(x) = log x2g(x) = 2 log x

تساوي دو تابع  و  را بررسی کنید.  190fg

f(x) = log(x − 2) − log(x + 5) g(x) = log( )
x − 2
x + 5

191f(x) ضابطه ي تابع وارون تابع  را در صورت امکان بیابید. = (2x + 5) +log3 log3x
−1

اگر  و  باشند، مقدار  را برحسب  و  بیابید.  192log 2 = alog 3 = blog5090ab
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حاصل عبارات زیر را بیابید.  193

+ +3
1
2 log

25
3 2− log

3
2 ( )

1
2

log
5
2

+ −( )
1
9

log
7
3

( )
1
4

−5 log
3
2

2
− log

7
1
2

دامنه ي توابع زیر را بیابید.  194

f(x) = log(x − 2) + log(x + 7)

g(x) = log(x − 2)(x + 7)

عبارت هاي زیر را ساده کنید.  195

7( + )log
3
49 log

5
49

−log165 log85

log1285

عبارتهاي زیر را ساده کنید.  196

+log
2 5√
100 log

5 2√
100

− ×log68 log28 log32

معادله هاي زیر را حل کنید.  197

26



+ 2 =( )logx3
2 logx

3

3

 + =logx9 log x√
3

1
4

الف. حاصل عبارت  را به دست آورید.  198

ب. معادلۀ لگاریتمی مقابل را حل کنید

 

( 10
−−

√ )log 8+log 2

log( + 1) − 2 log x = 1x2

دامنه ي تابع زیر را بیابید.  199

f(x) = log( )
5x − x2

4

− −−−−−−−−−−

√

معادلۀ زیر را حل کنید.   200

=x
logx5 5100

نیمه عمر عنصري چهار روز و جرم اولیۀ یک نمونه از آن یک گرم است.  201

الف) جرم  را که پس از  روز باقی می ماند بیابید.

ب) طی چند روز، این جرم به  گرم کاهش می یابد؟

m(t)t

0٫01

الف) جرم باکتري ها در زمان  از فرمول  به دست می آید. معکوس این تابع را بنویسید و آن را تفسیر کنید.  202

ب) با استفاده از وارون تابع  برآورد کنید در چه زمانی جرم باکتري ها حدود  گرم می شود؟ 

tm(t) = 2t

m(t)5000(log 2 ≃ 0٫301)

معادله ي زیر را حل کنید.  203

=9
(x+2)log 1

3 7
(2 +3x+2)log 1

7

x2

حاصل عبارت زیر را بیابید. ([  ] جزء صحیح است)  204

A = [ 100] − 2 [log 0٫04]log3

دامنه ي توابع زیر را بیابید.  205

g(x)  (ب                        (الف = (x + 3)log0٫2
− −−−−−−−−−

√f(x) = (x − 5)log2
− −−−−−−−−

√

دامنه ي توابع زیر را بیابید.  206
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فصل چهارم : مثلثات

f(x) = (x − 4)log3log2

f(x) = (x − 1)log2log0٫3

معادلات زیر را حل کنید.  207

+ + = 7logx16 logx4 logx2

( ( x)) = 0log4 log3 log2

معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.  208

− m − 3 = 0log4m
2 log4

 (12b − 21) − ( − 3) = 2log2 log2 b2

( − 1) = −1log 1
10

x2

درس اول : رادیان

209 دو چرخ به شعاع هاي  و  توسط یک تسمه به هم متصل شده اند. اگر چرخ بزرگتر  بچرخد، چرخ کوچکتر چند درجه و
چند رادیان می چرخد؟

5cm8cm100∘

28



 
3/5 cm

4 cm

پرگاري تسمۀ فلزي خمیده اي به طول  سانتی متر دارد که به فاصلۀ  سانتی متر از لولاي پرگار ثابت شده است. زاویۀ مرکزي  210
بین دو پایۀ پرگار وقتی پایۀ آن کامل باز شده، چند رادیان است؟

3٫54

r

h= 8cm

=6cm 211  شکل فضایی و نیز شکل گستردة یک مخروط در زیر داده شده است.
شعاع قاعدة مخروط  و ارتفاع آن  می باشد. اندازة زاویۀ

قطاع حاصل از شکل گستردة این مخروط چند رادیان است؟
r = 6cmh = 8cm

L

4

1200

در شکل مقابل، طول کمان  را بیابید.  212L

،  و  متناسب هستند، زوایاي مثلث را بر حسب رادیان و درجه بیابید. اندازة زوایاي مثلثی با اعداد   2133710

1
2

3

214 فرض کنید سوار چرخ و فلکی شده اید که  کابین دارد و کابین هاي آن شماره گذاري شده اند، اگر در آغاز حرکت در جهت خلاف

عقربه هاي ساعت، شما در کابین شمارة  نشسته باشید، بعد از  رادیان دوران، شما در موقعیت کدام کابین قرار دارید؟

30

2
2π
3

O
A

B

با نخی به طول  یک دایره به صورت مقابل می سازیم. اگر طول کمان  برابر  باشد، زاویۀ مرکزي  چند  215
درجه و چند رادیان است؟

200cmAB
⌢

80cmAOB
∧

29



O A

B 216 شعاع دایره مقابل برابر  می باشد: 

الف ) اگر زاویۀ مرکزي  برابر  باشد، طول کمان  برابر چند سانتی متر است؟

ب ) اگر طول کمان  برابر  باشد، زاویۀ مرکزي  چند درجه است؟ 

10cm

AOB
∧

40∘
AB
⌢

AB
⌢

cm
5π
3

AOB
∧

براي هر یک از زاویه هاي داده شده مشخص کنید که انتهاي کمان در کدام ربع دایرة مثلثاتی قرار می گیرد؟  217

الف )       ب )       پ )       ت ) 
7π
3

11π
6

−
21π
4

−
103π
2

درس دوم : نسبت هاي مثلثاتی برخی زاویه ها

عبارت زیر را ساده کنید:  218

  A = 3 sin( ) − sin( ) + 2 sin( ) − sin( )
41π
10

π

10
29π
10

19π
10

α
θ

219  شدت نور وارد بر یک سلول خورشیدي، با زاویۀ تابش  در ارتباط است (شکل زیر) اگر شدت نور را با 

نشان دهیم، رابطۀ  که در آن  یک عدد ثابت مثبت است، شدت نور را نشان می دهد.

الف) با توجه به شکل و با استفاده از روابط مثلثاتی، رابطۀ شدت نور را بر حسب زاویه  در شکل بازنویسی کنید.

ب) شدت نور را براي زاویه هاي  و  بر حسب  به دست آورید.

پ) زاویۀ  چقدر باشد تا بیشترین شدت نور به دست آید؟ چرا؟ (راهنمایی: از دایرة مثلثاتی کمک بگیرید).
(با کمی تغییر)

αI

I = k sin( − α)
π

2
k

θ

θ = , θ = 0
π

6
θ =

π

3
k

θ

، مقدار عبارت  را بیابید. اگر   220tanα =
3
2

sin(α − ) − sin(3π + α)π

2

cos( + α) + cos(α − 7π)9π
2

حاصل عبارت زیر را بیابید.  221

  A = + + +cos2
π

14
cos2

3π
14

cos2
4π
14

cos2
6π
14

درس سوم : توابع مثلثاتی

50

100

53

cm

cm

cm

α

θ

 

در طراحی روبات هاي صنعتی براي انعطاف بیشتر در حرکت روبات ها، معمولاً دو مفصل مکانیکی براي بازوي  222
آن به صورت روبه رو در نظر می گیرند.

الف) ارتفاع نوك گیرة این ربات را از سطح زمین، بر اساس توابعی از  و  مدل سازي کنید.

ب) فرض کنید این روبات براي گرفتن یک شیء در ارتفاع  مفصل دوم خود را در حالت  قرار
داده است. تعیین کنید زاویۀ  در این وضعیت چند درجه است؟

θα

(− ≤ α ≤ , 0 ≤ θ ≤ )
π

2
π

2
π

2
23٫5cmα = −30∘

θ
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برد تابع زیر را بیابید.  223

y = 9xsin3

نمودار توابع زیر را در یک دوره تناوب رسم کنید.  224

y = 2 sin(x + 1) − 1

y = cos(x + )
∣

∣
∣

π

4
∣

∣
∣

225 در هریک از نمودارهاي زیر، بخشی از یک تابع مثلثاتی رسم شده است. باتوجه به بخش رسم شده، توابع مثلثاتی داده شده در
زیر را به نمودارها نظیر کنید و سپس نمودارها را کامل کنید. 

پ. ب. الف. 

0

2
3

π
2

π π
2

3 π2

( )1

π
2

π π
2

3π
2

_
1_

1

( )2

1

2

π
2

π
2

13

( )3

y = 2+ ∣ sin x∣y = cos(x − ) + 1
π

6
y = − sin(x + )

π

2

درس چهارم : روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا

اگر  و  باشد، حاصل  را بیابید.  226sin x sin y =
3
4

tan y tan x = 5cos(x − y)

درستی اتحاد زیر را ثابت کنید.  227

sin x + cos x = sin(x + )2√
π

4

درستی روابط زیر را ثابت کنید.  228
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tanα + tan β =
sin(α + β)

cosα cos β

tanα − tan β =
sin(α − β)

cosα cos β

اگر  باشد، درستی تساوي هاي زیر را بررسی کنید.  229A + B =
π

4

sinA = cosB − sinB2√

(1 + tanA)(1 + tanB) = 2

عبارت هاي زیر را بر حسب نسبت هاي مثلثاتی  به دست آورید.  230c, b ، a

sin(a + b + c)

cos(a + b + c)

درستی اتحاد زیر را ثابت کنید.  231

sin 2x =
2 tan x

1 + xtan2

مقدار را محاسبه کنید.  232sin( )22٫5∘

اگر  باشد، مقدار  را بیابید.  233x + x =sin4 cos4
1
2

cot 2x

اگر  و  باشد، حاصل  را بیابید.  234sin x =
−1
3

π < x <
3π
2

tan 2x

اگر  و  زاویه اي حاده باشد، نسبت هاي مثلثاتی  را بیابید.  235cos x =
5√

5
x2x
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فصل پنجم : حد و پیوستگی

 236
درستی اتحاد زیر را ثابت کنید.

cos 4x = 8 x − 8 x + 1cos4 cos2

درستی اتحاد زیر را ثابت کنید.  237

cos 2x =
1 − xtan2

1 + xtan2

238 درستی رابطه هاي زیر را ثابت کنید.

= sin 2a
1 − ( + a)cot2 π

4

1 + ( + a)cot2 π

4

cos θ cos 2θ cos 4θ =
sin 8θ
8 sin θ

239 درستی تساوي هاي زیر را بررسی کنید.

= tan
sin x

1 + cos x

x

2

tan( − ) =
π

4
x

2
cos x

1 + sin x

درس اول : مفهوم حد و فرایند هاي حدي

اگر  یک بازة متقارن به شعاع  باشد، مرکز بازة متقارن  را بیابید.  240(m + 3, 1 + 2m)3٫5(m − 1,m)
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تابع  با ضابطه  را در نظر بگیرید.  241

الف ) دامنۀ تابع  را به دست آورید.
ب ) دامنۀ تابع شامل همسایگی محذوف کدام نقاط است؟

پ ) آیا این تابع در همسایگی  تعریف شده است؟

ت ) آیا تابع  در همسایگی چپ  تعریف شده است؟ در همسایگی راست  چطور؟

ff(x) =
9 − x2
− −−−−

√

− 4x2

f

2٫9

fx = −3x = −3

در شکل مقابل، حاصل عبارتهاي زیر را بیابید.  242

   ( الف

  ( ب

x

y

2
1 1

3

1- 2

4

3

2

1-
-

42-3-

3-
4-

f(x) − 2 f(x)lim
x→3

lim
x→0

3 f(x) + f(3) − f(−2)lim
x→−2

یک همسایگی، یک همسایگی محذوف، یک همسایگی راست و یک همسایگی چپ براي  مثال بزنید.  243x = −2

نمودار تابعی را رسم کنید که در یک همسایگی صفر تعریف شده باشد و در این نقطه حد داشته باشد، ولی حد آن غیر از مقدار  244
تابع در صفر باشد.

براي تابع  به سوالات زیر پاسخ دهید:  245

الف) این تابع در همسایگی کدام نقاط تعریف شده است؟
ب) این تابع در همسایگی محذوف کدام نقاط تعریف شده است که در خود آن نقاط تعریف نشده است؟

f(x) =
9 − |x|
− −−−−−

√

x − [x]

کدام یک از مجموعه هاي زیر یک همسایگی محذوف  نیست؟  2463

A = (−2, 3) ∩ (3, 4)

B = {x ∈ R|0 <∣ x − 3 ∣< 1}

C = {x ∈ R : > 1}
1

∣x − 3∣
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D = {x ∈ R :∣ x − 3 ∣> 2}

E = (1, 2) − {3}

آیا تابع  در همسایگی صفر تعریف شده است؟ چرا؟  247f(x) =
x

[x]

درس دوم : حد هاي یک طرفه (حد چپ و حد راست)

نمودار تابع  به صورت زیر است.  248
 الف) دامنه این تابع شامل همسایگی محذوف کدام نقطه است؟

ب) حدود زیر را در صورت وجود بیابید. ( نماد جزء صحیح است.)

 

f

[ ]

[f(x)] (1lim
x→−2+

f(x) (2lim
x→1−

f(x) (3lim
x→−2

با توجه به دامنۀ تابع، در مورد حد چپ تابع  با ضابطۀ  در نقطۀ  چه می توان گفت؟  249ff(x) = − xx2
− −−−−−

√x = 1

در مورد حد راست تابع   در نقطۀ  چه می توان گفت؟  250f(x) = − 2x − 15x2
− −−−−−−−−−−

√x = −3

، حدهاي زیر را مشخص کنید. با رسم نمودار تابع   251

 ( ب              ( الف

f(x) = 2 − |x − 1|

[ f(x)]lim
x→1

[f(x)]lim
x→1

نمودار تابع  را رسم کرده و حد تابع را در نقطۀ  بررسی کنید.  252f(x) =
x |x − 1|
x − 1

x = 1

نمودار تابع  را رسم کرده و حدهاي زیر را در صورت وجود بیابید.  253

  ( ت      (پ          ( ب          ( الف

f(x) = { + 2xx2

x + 3
x < 0
x > 0

[f(x)]lim
x→(−2)+

f(x)lim
x→1

f(x)]lim[
x→−1

f(x)lim
x→0

نمودار تابعی را رسم کنید که در یک همسایگی محذوف صفر تعریف شده باشد و در صفر حد چپ داشته باشد، ولی حد راست  254
نداشته باشد.
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آیا  وجود دارد؟ چرا؟  255lim
x→1−

− xx2
− −−−−−

√

 

x
1
2

y

باتوجه به شکل، کمترین مقدار طبیعی  در معادلۀ  را به دست آورید.  256nf(x) − 3 f(x) + 5n = 0n2 lim
x→1−

lim
x→2+

درس سوم : قضایاي حد

اگر حد تابع  در  موجود باشد اما تابع  در  حد نداشته باشد در مورد وجود حد تابع  در  چه می توان گفت؟  257fagaf + ga

تابع  را چنان تعریف کنید که داشته باشیم:   258f( + 1)f(x) = 20lim
x→2

x2

259mx  را چنان بیابید که تابع مقابل در نقطۀ  حد داشته باشد. = π

f(x) =
⎧
⎩⎨

m + cos xsin2 x

2

2m − cos + sin xx

2

x < π

x ≥ π

در تابع مقابل مقادیر  و  را چنان بیابید که حد چپ تابع در  برابر  و حد راست تابع در  برابر  باشد.  260mnx = 1−3x = 15

f(x) = { + mx + 1x2

3x − n + 2
x > 1
x < 1

مقادیر  و  را چنان بیابید که تابع مقابل در نقطۀ  حدي برابر  داشته باشد.  261abx = −24

f(x) = { a − xx2

2x + b

x < −2
x > −2

، آن گاه  را بیابید. اگر   262( − 2m + 3x − m) = 10lim
x→2

x
3

x
2m

تابع  در نقطۀ  حد دارد و  آن گاه حاصل عبارات زیر را بیابید.  263

 ( ب              ( الف

f−3( ) =lim
x→−3

3x − f(x)

2f(x) + x2

−11
13

( )lim
x→−3

− + f(x)x2

5 − f(x)
(4f(x) − x)lim

x→−3

، حاصل  را بیابید. اگر تابع  در کل اعداد حقیقی حد داشته باشد و   264f( ) =lim
x→4

x − f(x)

f(x) + 3
1
6

(f(x) + )lim
x→4

x
2
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، آن گاه حاصل  را بیابید. تابع  در نقطۀ  حد دارد و   265fx = 2( ) =lim
x→2

f(x) + 2
3f(x) − 1

1
2

( (x) − 5)lim
x→2

f
2

اگر  و  و  آن گاه حاصل حدهاي زیر را بیابید.  266

 (الف

 (ب

f(x) = 3lim
x→−2

g(x) = 2lim
x→−2

h(x) = −4lim
x→−2

(2f(x) − 3g(x) + (x))lim
x→−2

h2

( )lim
x→−2

2g(x) − 4h(x)
h(x) + f(x)

اگر  و  آن گاه حدهاي زیر را بیابید.  267

  ( ب                      ( الف

f(x) = 4lim
x→3

g(x) = −2lim
x→3

(−3 (x) + 7 (x))lim
x→3

f
2

g
3(2f(x) − 3g(x))lim

x→3

دو تابع  مثال بزنید که در اطراف  تعریف شده اند و  در  حد داشته باشد ولی  در  حد نداشته باشد، با این حال  268

 در  حد داشته باشد.

g, fafaga

f × ga

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  269

(2x cos − x)lim
x→ π

3

x

2
sin2

( )lim
x→ π

6

cos x − xtan2

x sin 2x

حدود زیررا در صورت وجود محاسبه کنید. (   نماد جزء صحیح است.)  270[ ]

−lim
x→3+

1
x − 3

7
− 9x2

lim
x→0

[x] + |x|

x + 1

1 2

11- x

y

2- 1-

y=f )x)

12

1
2

1-
x

y

34

3

--- 2

y=g )x)

در شکل زیر نمودار توابع  و  رسم شده اند. با استفاده از نمودارها مقدار حدهاي زیر را بیابید.  271fg
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(2g(x) − f(x))lim
x→−2

lim
x→0

g(x)

f(x)

−3lim
x→−3

g(x)
− −−−

√

lim
x→2

8g(x)
− −−−−

√3

272abx  و  را چنان بیابید که تابع مقابل در نقطۀ   حد چپی برابر   و حد راستی برابر  داشته باشد. = 2−610

f(x) = { ax − [2x], x < 2
b[−x] + 3x, x > 2

مقدار  را چنان بیابید که تابع  با ضابطه ي  در نقطه  ي  حد داشته باشد.  273aff(x) = a[x] + [x + 1]= −1x0

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  274

[ ] − 2[ ]lim
x→−6

x

2
x

3

[ ]lim
x→−

1
2

−3
x

درس چهارم : محاسبه حد توابع کسري (حالت صفر صفرم)

اگر  و ، حاصل  را بیابید.  275f(x) =
x + 1

2 − x −x2
g(x) =

2x + 1
x

f(x) ⋅ g(x)lim
x→−

1
2

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  276

lim (ب                       (الف
x→1

− 1x6

− 1x9
lim
x→1

− 1x5

x − 1
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حد زیر را محاسبه کنید.  277

lim
x→1

− 3 + 2x3 x2

− 1x2

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  278

lim
x→1

− xx5

− 1x3

(n ∉ N)lim
x→1

− 1xn

x − 1

حاصل حدهاي زیر را حساب کنید.  279

lim
x→1

− 4x + 3x2

− 1x2

lim
x→3

− 9x2

− 3xx2

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  280

lim
x→1

−x2−−√3 x−−√3

− 1x3

lim
x→2

3 − x + 7− −−−−√

+ 2x − 8x2

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  281

lim
x→1

x − x−−√

− 1x−−√3
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lim
x→4

−2 + x + 5− −−−−√
− −−−−−−−−−

√ 5√

− 16x2

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  282

lim
x→3−

(3 − [x]) − 6x + 9x2
− −−−−−−−−−

√

− 9x2

lim
x→2

− 2x + 6− −−−−√3

− 2x + 2− −−−−√

تابع  با ضابطۀ  مفروض است.  را چنان بیابید که تابع در  حد داشته باشد.  283ff(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2a( − 2)x + 3− −−−−√

∣x − 1∣
[x − 1] + 1

x < 1

x ≥ 1
ax = 1

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  284

lim (ب                      (الف
x→−1

tan(x + 1)
+ xx2

lim
x→2

sin(x − 2)
− 4x2

حد زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.  285

lim
x→0

−2 + sin x
− −−−−−−√ 2 − sin x

− −−−−−−√

3x

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  286

lim
x→0

tan x

1 − 1 + tan x
− −−−−−−−√

lim
x→0

sin 2x
−1 + sin x

− −−−−−−√ 1 − sin x
− −−−−−−√

287 حدهاي زیر را بیابید.
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lim
x→0

1 − cos 2x
x2

lim
x→0

3 − 3 cos 4x
3xtan2

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  288

lim
x→0

sin x tan 2x
+ 3x3 x2

lim
x→0

cos( + x)π

2

− 2xx2

درس پنجم : پیوستگی

به موارد زیر پاسخ دهید:  289
الف) نمودار تابعی را رسم کنید که در همسایگی   تعریف شده باشد و در این نقطه نه حد داشته باشد و نه پیوستگی راست و نه

پیوستگی چپ داشته باشد.

ب) نمودار تابعی را رسم کنید که در همسایگی   تعریف شده باشد و در این نقطه حد داشته باشد ولی نه پیوستگی راست و نه
پیوستگی چپ داشته باشد.

x = 1

x = −2

پیوستگی تابع  را در نقطۀ  بررسی کنید.  290f(x) = [ ] − [ ]
x

2
x + 2
3

x = 4

نمودار تابع   را رسم کرده و پیوستگی آن را در   بررسی کنید.  291f(x) = { |x + 3|
2

x ≠ −3
x = −3

x = −3

پیوستگی توابع زیر را در نقاط داده شده بررسی کنید.  292

(الف

 (ب

f(x) = = −24 − x2
− −−−−

√ x0

g(x)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

+ 2x − 3x2

x − 1
4

x ≠ 1

x = 1

آیا تابع  در نقطه ي  پیوسته است؟ چرا؟  293f(x) = x − 1
− −−−−

√= 1x0
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نمودار توابع زیر را رسم کرده و نقاط ناپیوستگی آن ها را تعیین کنید.   294

f(x) = |x − 1| + 2

f(x) = x + [x]

نمودار توابع زیر را رسم کرده و نقاط ناپیوستگی آن ها را تعیین کنید.  295

f(x) = x + |x|

f(x) = { − xx
2

−x + 2
x ≤ 1
x > 1

یک بازة بسته بنویسید که تابع  بر آن بازه پیوسته باشد.  296f(x) =
1

x − 1

مقادیر  و  را چنان بیابید که تابع با ضابطه ي زیر در نقطۀ  پیوسته باشد.  297ab= 1x0

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

[3x] + b

2ax + 1
− 1x2

1 − x

x < 1
x = 1

x > 1

مقادیر  و  را چنان تعیین کنید که تابع زیر در نقطه  ي   پیوسته باشد.  298ab= 2x0

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

[−x] + a

3

+ b
| − 4|x2

x − 2

x < 2
x = 2

x > 2

تابع  با ضابطه ي زیر مفروض است. ضرایب  و  را چنان بیابید که  در  پیوسته باشد ([ ] نماد جزء صحیح است.)  299fabf= 1x0

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a[4x] − b

1
a sin x + bπ

2

 x < 1
 x = 1
 x > 1

پیوستگی تابع   را در بازة   بررسی کنید.  300f(x) = x [x] − 2[2, 3)
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 دنباله ي هندسی باشند 

 هندسی

 می دانیم در دنباله هندسی  و  و  داریم: 

 2

 3

در هر دنباله ي عددي    می باشد.

 4

دونده براي برداشتن توپ اول و قرار دادن آن در سبد باید   متر طی کند، براي توپ دوم باید   متر و براي توپ سوم  متر و...  5
طی کند. پس داریم:

: دنباله ي مسافت ها

 6

 7

 یادآوري: 

→ =a
2
6 a1a51, , →a1 a6 a51

⇒ = ( + 50d) → + 10 d + 25 = + 50 d( + 5d)a1
2

a1 a1 a
2
1 a1 d2 a

2
1 a1

⇒ 25 = 40 d ⇒ 5d = 8d2 a1 a1

q = = = = 9
a6

a1

+ 5da1

a1

+ 8a1 a1

a1

abc= acb2

= = =
−a20 a6

−a12 a8

+ 19d − − 5da1 a1

+ 11d − − 7da1 a1

14d
4d

7
2

= + (n − 1)dan a1

{ ⇒ { 6d = 24 → d = 4
= 60a17

= 84a23

+ 16d = 60a1

+ 22d = 84a1
−→−
(−)

− = + 39d − − 21d = 18d 72a40 a22 a1 a1 = ===
d=4

,⋯ ,⋯ ,⋯ ,⋯ ,⋯ ,a
جملھ ی اول

b
جملھ ی ھفتم

b − a = 840 ⇒ − = 840a7 a1

+ 6d − = 840 ⇒ 6d = 840 ⇒ d = 140− →−−−−−−

= +6da7 a1
a1 a1

3 + 3 = 66 + 6 = 129 + 9 = 18

6, 12, 18,⋯ = 6 , d = 6a1

= (2 + (n − 1)d) = 918 ⇒ (12 + 6n − 6) = 918Sn

n

2
a1

n

2

3n(n + 1) = 918 → = 306 = ⇒ n = 17n(n + 1)
  

ضرب دو عدد متوالی

17 × 18
  

ضرب دو عدد متوالی

= [2 + (n − 1)d]Sn

n

2
a1

= (2 + 7d) = 20 → 2 + 7d = 5S8
8
2

a1 a1

{
= + 14d = 34a15 a1

−2 ×

+ 14d = 34a1

2 + 7d = 5 ⇒ −3 = 24 → = −8a1 a1 a1

⇒ d = 3 → = (2 + 49d) = 25(−16 + 147) = 3275S50
50
2

a1

n, 2n, 3n,⋯ , 11n

n + 2n + 3n + ⋯ + 11n = 462 → n(1 + 2 + 3 + ⋯ + 11) = 462

n × = 462 → 66n = 462 → n = 7
11 × 12

2

1 + 2 + 3 + ⋯ + n =
n(n + 1)

2
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 8

می دانیم: 

 

  و   غ ق ق   

 9

می دانیم: 

 

 10

اگر بین  و  تعداد  جمله قرار دهیم، تعداد کل جملات   می باشد پس داریم:  11

  حداقل 

 12

 جمله ي وسط  شماره ي جمله ي وسط فرد

 13

 یادآوري: در دنباله حسابی  و  و  داریم: 

 14

به مجموع  جمله ي اول  واحد اضافه می شوند  

 15

 مضارب شش

 تعداد 

= [2 + (n − 1)d]Sn

n

2
a1

= 2 , d = 5 , = (4 + 5(n − 1)) = 87a1 Sn

n

2
⇒ n(5n − 1) = 174 → 5 − n − 174 = 0 Δ = 1 + 3480 = 3481n2

n = 6n = → n = −
1 ± 59
10

58
10

= [ + ]Sn

n

2
a1 an

21 ≤ 6k ≤ 182 → 3٫5 ≤ k ≤ 30٫3

⇒ k = 4 , 5 ,⋯ , 30 ⇒ n = 30 − 4 + 1 = 27
↓ ↓ ↓

24, 30,⋯ , 180 → = ( + ) = (24 + 180) = 2754S27
27
2

a1 a27
27
2

5, 10, 15,⋯ , 100 → = 5 , d = 5 , n = + 1 = + 1 = 20a1
−an a1

d

100 − 5
5

= [ + ]Sn

n

2
a1 an

= ( + ) = 10(5 + 100) = 1050S20
20
2

a1 a20

46nn + 2

= ( )( + ) = ( )(4 + 6) > 50 ⇒ ( ) > 5S(n+2)
n + 2
2

a1 an+2
n + 2
2

n + 2
2

9=⇒ n + 2 > 10 → n > 8 → n

= + ( − 1) d (1)a
( )
n+1
2

a1
n + 1
2

= ⇒
n + 1
2

n →

⇒ = + ( ) d → = (2 + (n − 1) d) = n × (2 + (n − 1) d)a
( )
n+1
2

a1
n − 1
2

Sn

n

2
a1

1
2

a1

⇒ = n( + ( )d) = n ⋅Sn a1
n − 1
2

−→
(1)

Sn a
( )
n+1
2

= [2 + (n − 1)d]Sn

n

2
a1

2(7a − 9) = 2a − 1 + a + 5 → 14a − 18 = 3a + 4 → a = 2

⇒ 3, 5, 7,⋯ = 3 , d = 2 → = 168 → (6 + 2n − 2) = 168a1 Sn

n

2

⇒ + 2n − 168 = 0 → Δ = 4 + 4 × 168 = 676n2

n = = −14, 12 → n = 12
−2 ± 26

2
abc2b = a + c

= [2 + (n − 1)d]Sn

n

2
a1

= 15(2 + 29d)S30 a1

= 15(2 + 29(d + 2)) = 15(2 + 29d + 58) = 15(2 + 29d) + 15 × 58S ′
30 a1 a1 a1

30870= + 870 →S ′
30 S30

= 6k → 100 ≤ 6k ≤ 999 → 16٫6 ≤ k ≤ 166٫5

n = 166 − 17 + 1 = 150k = 17 , 18 , ⋯ , 166 →

↓ ↓ ↓
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حداقل  جمله      

 17

 18

می دانیم هر دنباله ي عددي    می باشد.

 19

 

 

  واحد اضافه می شود.   
 20

روش اول:

، ضریب  برابر    است. بنابراین: روش دوم: در هر دنباله ي عددي در  

 

 21

  واسطه هندسی 

102, 108,⋯ , 996

= ( + ) = (102 + 996) = 82350S150
150
2

a1 a150
150
2

= 5 , d = 3 → > 493 → (10 + 3n − 3) > 493a1 Sn

n

2

3 + 7n − 986 > 0 Δ = 49 + 12 × 986 = 11881n2

18n = = − , 17 ⇒ یا n > 17 ⇒ n ≥ 18
−7 ± 109

6
58
3

n < −
58
3

  
غ ق ق

1 + 2 + 3 + ⋯ + n = =
n(n + 1)

2
5
9
n2

+ n = ⇒ − 9n = 0 ⇒ {n2 10
9
n2 n2 n = 0 غ ق ق

n = 9 ق ق

= ( + )Sn

n

2
a1 an

= 7a1

= 29 ⇒ + (n + 1)2 = 29 7 + 2n + 2 = 29 ⇒ 2n = 20 ⇒ n = 10an+2 a1 − →−−

=7a1

= [7 + 29] = 6 × 36 = 216S12
12
2

= [2 + (n − 1)d]Sn

n

2
a1

= (2 + 9d) = 10 + 45dS10
10
2

a1 a1

= (2( + 4) + 9(d + 2)) = 5(2 + 8 + 9d + 18)S ′
10

10
2

a1 a1

130= 10 + 45d + 26(5) = + 130 ⇒a1 S10

= = =S1 a1
1 − 3
3

−2
3

= + = =S2 a1 a2
4 − 6
3

−2
3

= − = 0a2 S2 S1

d = 0 − ( ) =
−2
3

2
3

= + 9( ) = + =a10
−2
3

+2
3

−2
3

18
3

16
3

Snn2d

2

= =a1 S1
−2
3

= → d =
d

2
1
3

2
3

= + 9d = − + =a10 a1
2
3

18
3

16
3

b = a × c− −−−−
√a, b, c ⇒
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واسطه هندسی

اگر جمله ي وسط را  در نظر بگیریم داریم:   22

 23

 24

 25

 26

 

اگر شدت تابش اولیه   باشد داریم:  27

   میزان جذب شده در لایه ها 

 

 

 

 28

= = =( + )( − )5
−−

√ 3
−−

√ 5
−−

√ 3
−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ 5 − 3
− −−−−

√ 2
−−

√

x, x , xq
x

q

⋅ x ⋅ xq = 125 → = 125 → x = 5
x

q
x3

+ 5 + 5q = 31 → + 5q = 26 → 5 − 26q + 5 = 0 → Δ = 576
5
q

5
q

q2

q = = q = 5 , → q = 5 → 1, 5, 25 q = → 25, 5, 1
26 ± 24

10
1
5

1
5

⇒ = ⇒ = 16 =
= 48 → = 48a15 a1q

14

= 3 → = 30a3 a1q
2

a1q
14

a1q
2

48
3

q12 24

q = ± → q = ± = 3 → × = 3 → =24
−−

√12 2
−−

√3 a1q
2 a1 4

−−
√3 a1

3

4
−−

√3

= = × = 3 × = 3 × = 3 × = 12a9 a1q
8 3

4
−−

√3
28
−−

√3 28

22

−−−

⎷
3 26

−−
√3 22

{ ⇒ { =
+ = 18 ⇒ + = 18a1 a4 a1 a1q

3

+ = 12 ⇒ q + = 12a2 a3 a1 a1q
2

(1 + ) = 18a1 q3

q(1 + q) = 12a1
−→−

تقسیم (1 + q)(1 − q + )a1 q2

q(1 + q)a1

18
12

⇒ = → 2 − 2q + 2 = 3q → 2 − 5q + 2 = 0
1 − q + q2

q

3
2

q2 q2

Δ = 25 − 16 = 9 → q = → {
5 ± 3
4

q = 2

q =
1
2

=Sn

( − 1)a1 qn

q − 1

= 126 , = 112 → =S6 S3
S6

S3

126
112

⇒ = ⇒ = → + 1 =

( − 1)a1 q6

q − 1
( − 1)a1 q3

q − 1

63
56

( − 1)( + 1)q3 q3

− 1q3

63
56

q3
63
56

⇒ = = → q = → = =q3
7
56

1
8

1
2

a9

a7
q2

1
4

= ⇒ = 1026Sn

a(1 − )qn

1 − q

6(1 − (−2 ))n

1 − (−2)

⇒ 513 = 1 − ⇒ (−2 = −512 ⇒ n = 9(−2)n )n

a

→ = , q =a1
a

2
1
2

, , ,⋯ →
a

2
a

4
a

8

=Sn

(1 − )a1 qn

1 − q

> a → > a ⇒ 1 − > ⇒ < 1 −Sn

99
100

(1 − ( )a

2
1
2
)n

1 −
1
2

99
100

1

2n
99
100

1

2n
99
100

→ < → > 100 → n ≥ 7
1

2n
1

100
2n

x = −1 → 4 − mx − 7 = 0 → 4 + m − 7 = 0 →x2 m = 3
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فرض کنیم  و  ریشه هاي معادله باشند.  29

 30

  ریشه ي معادله است و در معادله صدق می کند. پس:

 31

 32

ریشه در معادله صدق می کند، بنابراین:

 33

  جدید

  جدید

 34

 ها

الف)  35

4 − 3x − 7 = 0 ⇒ (x + 1)(4x − 7) = 0 → x = −1,x2 x =
7
4

αβ

⟹ 2β − 2 = 4 ⇒ β = 3 , α = 1
2 − 8x + m = 0 ⇒x2

α + β = − = = 4 ⇒
b

a

−(−8)
2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

α = β − 2

α + β = 4

⇒ α β = 3 × 1 = = ⇒ m = 6
c

a

m

2

+ = = − − = −x1 x2
−b

a

1
2
− →−−
×(−1)

x1 x2
1
2

+ 2 = 3x1 x2 + 2 = 3x1 x2
– ––––––––––––

= 3 − =x2
1
2

5
2

x2

= → 2 − x + k = 0 → 2 × − + k = 0 ⇒ − + k = 0x2
5
2

x2
25
4

5
2

25
2

5
2

⇒ 10 + k = 0 → k = −10

α + β = − = 5 , αβ = = 1
b

a

c

a

β + α = αβ( + ) = αβ ( − 2αβ) = 1 ((25) − 2) = 23α3 β3 α2 β2 (α + β)2 − →−−−
αβ=1

α+β=5

α = β2

αβ = = 8 = ⇒ β = 2c
a

− →−−
α=β 2

β3 23

4 + 2k + 8 = 0 → 2k = −12 → k = −6−→−
β=2

3 − x − 1 = 0 → S = α + β = ,P = αβ =x2
1
3

−1
3

= − 1 + − 1 = − 2 = − 2 = − 2 = −4S ′ 2
α

2
β

2(α + β)

αβ

2S
P

2
3

−1
3

= ( − 1)( − 1) = − − + 1 = − 2( ) + 1P ′ 2
α

2
β

4
αβ

2
α

2
β

4
αβ

α + β

αβ

= − 2( ) + 1 = − 2( ) + 1 = −12 + 2 + 1 = −9
4
P

S

P

4
−1
3

1
3

−1
3

− x + = 0 → + 4x − 9 = 0x2 S ′ P ′ x2

+ 3x − 10 = 0x2

x

(1, 2)

(−1, +∞)

S = + = 1 , P = × =
1
3

2
3

1
3

2
3

2
9

− Sx + P = 0 ⇒ − x + = 0 ⇒ 9 − 9x + 2 = 0x2 x2
2
9

x2
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ب) یکی از ریشه ها  و دیگري  می باشد و داریم:

به ازاي هر عدد حقیقی  یک معادله به دست می آید، پس مسئله بی  شمار جواب دارد.

الف) تابع داراي یک ریشه ي مضاعف در  است.  36
روش اول:

  رأس

روش دوم:

 ریشه ي مضاعف

ب) روش اول:

 رأس

صفرهاي تابع  و  است.

روش دوم: چون  و  ریشه هاي تابع هستند داریم:

اگر  و  ریشه هاي معادله باشند داریم:  37

هر  قابل قبول  

 38

معادله داراي دو ریشه ي مختلف العلامت است که عدد مثبت از لحاظ قدر مطلق از دیگري بزرگتر است.

39  و  صفرهاي تابع هستند.

m2m

S = m + 2m = 3m , P = m × 2m = 2m2

− Sx + P = 0 ⇒ − 3mx + 2 = 0x2 x2 m2

m

x = 2

x = 0 → P(0) = c = −2 → P(x) = a + bx − 2x2

x = − = 2 → b = −4a, (2, 0) ⇒ 4a + 2b − 2 = 0b

2a

⇒ 4a + 2(−4a) = 2 ⇒ −4a = 2 → a = − , b = 2
1
2

P(x) = − + 2x − 2
1
2
x2

⇒ x = 2 → P(x) = a (0, −2) ⇒ −2 = a ⇒ a = −(x − 2)2 (0 − 2)2
1
2

P(x) = − = − + 2x − 2
1
2
(x − 2)2

1
2
x2

x = 1 → y = 0 → a + b + c = 0 (1)

x = −3 → y = 0 → 9a − 3b + c = 0 (2)

x = − = −1 ⇒ b = 2a 3a + c = 0
b

2a
− →−−
(1),(2)

(−1, −2) ⇒ a − b + c = −2 → a − 2a + c = −2 → −a + c = −2

{ ⇒ 4a = 2 → a = , c = − , b = 13a + c = 0
a − c = 2

1
2

3
2

x = 1x = −2

P(x) = + x −
1
2
x2

3
2

x = 1x = −3

P(x) = a(x + 3)(x − 1) → (−1, −2) ⇒ −2 = a × 2 × (−2) ⇒ a =
1
2

P(x) = (x + 3)(x − 1) = ( + 2x − 3) = + x −
1
2

1
2

x2
1
2
x2

3
2

αβ

α = + 2 αβ = 1 + 2β,αβ = = m ⇒ m = 1 + 2β
1
β

−→−
×β c

a

⇒ β = + ( ) + m = 0
m − 1

2
− →−−−−−−−−

درمعادلھ صدق می کند
( )
m − 1

2

2
m − 1

2

− 2m + 1 + 2m − 2 + 4m = 0 → + 4m − 1 = 0−→
×4

m2 m2

Δ = 16 + 4 = 20 → m = ⇒ m = −2 ±
−4 ± 2 5

−−
√

2
5
−−

√

2+ x − 2 ± = 0 → Δ > 0 →x2 5
−−

√

Δ = − 4ac = 49 + 100 = 149 > 0 S = = > 0 P = = = −1 < 0b2
−b

a

7
5

c

a

−5
5

24
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40  منفی                       منفی                          منفی

 41

براي تعیین صفرهاي هر تابع، باید معادلۀ  را حل کنیم.

               

 

ریشه ندارد.  

          

 

، صفر ندارد.      ریشه ندارد  تابع 

  42

) سهمی روبه بالا

  راس

 ریشه ندارد 

 سهمی روبه پایین

 راس

 سهمی روبه بالا

  راس

 سهمی رو به پایین

y = a(x − 2)(x − 4) → 2 = a(0 − 2)(0 − 4) → a =
1
4

y = (x − 2)(x − 4) → y = − x + 2
1
4

1
4
x2

3
2

abc

y = 0

f(x) = 0 ⇒ − 4x = 0 ⇒ x( − 4) = 0 ⇒ , − 4 = 0x3 x2 x = 0 x2

⇒ = 4 ⇒x2 x = ±2

g(x) = 0 ⇒ 2 + + 3x = 0 ⇒ x(2 + x + 3) = 0x3 x2 x2

⇒ , 2 + x + 3 = 0 ⇒ Δ = 1 − 24 = −23 < 0 ⇒x = 0 x2

h(x) = 0 ⇒ + 3 + 5 = 0 , = t ⇒ + 3t + 5 = 0x4 x2 x2 t2

h(x)⇒Δ = 9 − 20 = −11 < 0 ⇒

→ a > 0 → → f(x) = + bx + ca = 1 x2

x = − = −3 ⇒ b = 6a = 6 × 1 = 6 →
b

2a
b = 6

(−3, 5) → 5 = 9 − 3b + c ⇒ 5 = 9 − 18 + c → c = 14

f(x) = + 6x + 14 → f(x) = 0 →x2

a < 0 → → f(x) = − + bx + ca = −1 x2

x = − = −2 → b = 4a = 4(−1) = −4 →
b

2a
b = −4

(−2, 2) → 2 = −4 − 2b + c ⇒ 6 = −2(−4) + c → c = −2

f(x) = − − 4x − 2 → f(x) = 0 → − − 4x − 2 = 0x2 x2

Δ = 16 − 8 = 8 → x = = −2 ±
4 ± 2 2

−−
√

−2
2
−−

√

→ a > 0 → f(x) = + bx + ca = 1 x2

x = − = 3 ⇒ b = −6a = −6 →
b

2a
b = −6

(3, −3) → 9 − 18 + c = −3 → c = 6

f(x) = − 6x + 6 → f(x) = 0 → − 6x + 6 = 0x2 x2

Δ = 36 − 24 = 12 ⇒ x = = 3 ±
6 ± 2 3

−−
√

2
3
−−

√

→ a < 0 → → f(x) = + bx + ca = −1 −x2
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 راس

ریشه ندارد 

  43

ریشه ندارد. 

 ریشه ندارد.

          44

x

y

21

1

g

f

1
2

1-5- 4

   راس

 راس

  ریشه هاي معادله

  45

 46

 بر  بخش پذیر است.

x = − = −2 → b = 4a = 4(−1) = −4 →
b

2a
b = −4

(−2, −1) → −4 − 2b + c = −1 → −4 + 8 + c = −1 → c = −5

f(x) = − − 4x − 5 → f(x) = 0 →x2

f(x) = 0 → − 4x = 0 → x( − 4) = 0 → x = 0, 2, −2x3 x2

g(x) = 0 → + (x + ) = 0 ⇒ (x + )(x + + 1) = 0(x + )
1
x

2 1
x

1
x

1
x

⇒ x + = 0 → + 1 = 0 → = −1
1
x

x2 x
2

⇒ x + + 1 = 0 + 1 + x = 0 → + x + 1 = 0 → Δ < 0
1
x

−→−
×x

x2 x2

f(x) = |x − 1|
g(x) = − x − 1x2

x = − = − =
b

2a
−1
2

1
2

y = − − 1 = = −
1
4

1
2

1 − 2 − 4
4

5
4

{
یک ریشھ مثبت
یک ریشھ منفی

→ x = 2

− 3 + 2 = 0x4 x2

= k → − 3k + 2 = 0 → (k − 2)(k − 1) = 0 →x2 k2
⎧
⎩⎨

k = 2 → = 2 → x = ±x2 2
−−

√

k = 1 → = 1 → x = ±1x2

( − 2 − 7( − 2) + 6 = 0
x2

3
)2

x2

3

− 2 = k → − 7k + 6 = 0 → (k − 6)(k − 1) = 0
x2

3
k2

→

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

k = 1 → − 2 = 1 → = 3 → = 9 → x = ±3x2

3
x2

3
x2

k = 6 → − 2 = 6 → = 8 → = 24 → x = ±2x2

3
x2

3
x2 6

−−
√

(4 − − 2(4 − ) − 15 = 0x2)2 x2

4 − = k → − 2k − 15 = 0 → (k + 3)(k − 5) = 0x2 k2

→
⎧
⎩⎨

k = −3 → 4 − = −3 → = 7 → x = ±x2 x2 7
−−

√

k = 5 → 4 − = 5 → = −1 → x2جواب ندارد x2

x = −2 → + k − x − 2 = 0 → −8 + 4k + 2 − 2 = 0 →x3 x2 k = 2

f(x)x + 2

f(x) = + 2 − x − 2x3 x2
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روش دیگر: می توان   را تجزیه کرد.

  47

ریشه ندارد.   

 48

با فرض  و داریم.

معادله  ریشه دارد. 
یک ریشه مثبت و یک ریشه منفی.

 

x

y

1

-1

2

f g
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پس دامنۀ تابع برابر است با:

  

 و  و  و  و 

 51

 52

 میزان کار در یک ساعت   زمان ماشین  به تنهایی

  میزان کار در یک ساعت   زمان ماشین  به تنهایی

f(x) = (x + 2)( − 1) = 0 ⇒ x = −2 , x = ±1x2

+ 2 − x − 2x3 x2
∣

∣
∣
x+2

−1x2

− − 2x3 x2
– ––––––––––
−x − 2
+x + 2
– ––––––

0
f(x)

+ 2 − x − 2 = (x + 2) − (x + 2) = (x + 2)( − 1) = 0 ⇒ x = −2 , x = ±1x3 x2 x2 x2

x(2 + x + 3) = 0x2

⇒ x = 0 , 2 + x + 3 = 0 → Δ < 0 →x2

+ = 10 9 − 33 + 148 − 4 = 240
3 − 11x2

8
74 − 2x2

12
−→−
×24

x2 x2

⇒ 5 = 125 → = 25 → x = ±5x2 x2

f(x) = (x + 1)2g(x) = x + 2

2⇒ نقطھ برخورد 2 ⇒

= t → + 2t − 3 = 0 → t = 1 , t = −3
1

x − 2
t2

t = 1 → = 1 → x − 2 = 1 → x = 3
1

x − 2

t = −3 → = −3 → x − 2 = → x =
1

x − 2
−1
3

5
3

}9 − ≥ 0 ⇒ ≤ 9 ⇒∣ x ∣≤ 3 ⇒ −3 ≤ x ≤ 3x2 x2

x − [x] = 0 ⇒ [x] = x ⇒ x ∈ Z
⇒ باید از این بازه نقاط صحیح را برداریم.

D = (−3, −2) ∩ (−2, −1) ∩ (−1, 0) ∩ (0, 1) ∩ (1, 2) ∩ (2, 3) یا D = (−3, 3) − {−2, −1, 0, 1, 2}

−2−1012

3

−3

t = → + 2t − 3 = 0 → t = −3, 1
1

x − 2
t2

= −3 → x =
1

x − 2
5
3

= 1 → x = 3
1

x − 2

=
1
x

= x →A

=
1

x + 15
= x + 15 →B
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  میزان کار در یک ساعت   زمان هر دو ماشین با هم

غ ق ق 

  زمان ماشین  به تنهایی  زمان ماشین  به تنهایی

 53

 توان 

 جمع ضرایب

قابل قبول 

غیرقابل قبول  

 54

     غیرقابل قبول   جمع ضرایب صفر

عبارت هاي    و    هر دو نامنفی اند. حال اگر عدد  را به مجموع آنها اضافه کنیم، حاصل حتماً بزرگتر مساوي  خواهد بود. بنابراین معادله هرگز صفر  55
نمی شود.

 56

 57

 58

 
x
x2-1

-1 1

+ +_

      

=
1
18

= 18 →

+ = ⇒ =
1
x

1
x + 15

1
18

2x + 15
x(x + 15)

1
18

⇒ + 15x = 36x + 270 → − 21x − 270 = 0x2 x2

⇒ (x − 30)(x + 9) = 0 x = 30 , x = −9

45=B= 30 →A

+ = 4 ⇒ = 4 −x + 3
− −−−−

√ 3x + 1
− −−−−−

√ 3x + 1
− −−−−−

√ x + 3
− −−−−

√

⇒ 3x + 1 = 16 + x + 3 − 8 ⇒ 8 = −2x + 18x + 3
− −−−−

√ x + 3
− −−−−

√2

⇒ 4 = 9 − x 16(x + 3) = 81 − 18x +x + 3
− −−−−

√ − →−−
2 توان

x2

⇒ − 18x + 81 − 16x − 48 = 0 ⇒ − 34x + 33 = 0x2 x2

= 0 ⇒ x = 1 , x = = 33c

a

x = 1 + = 4 ⇒ 2 + 2 = 4 ⇒ x = 1− →−−
در معادلھ

امتحان
4
−−

√ 4
−−

√

x = 33 + = 4 ⇒ 6 + 10 = 4− →−−
در معادلھ

امتحان
36
−−

√ 100
−−−

√ غلط ⇒ x = 33

2x − = 2x − = tx2 6( − 2x) + 7x2
− −−−−−−−−−−−

√ x2

t = → = −6t + 7 → + 6t − 7 = 0−6t + 7
− −−−−−−

√ t2 t2

→ t = 1 → 1 = ✓−6 + 7
− −−−−−

√→ t = 1 , t = −7

t = 1 → 2x − = 1 → − 2x + 1 = 0 → = 0 →x2 x2 (x − 1)2 x = 1

1 − x
− −−−−

√2 − x
− −−−−

√33

⇒ y =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x < 1 ⇒ y = −x + 1 − x + 2 = −2x + 3
1 ≤ x ≤ 2 ⇒ y = x − 1 − x + 2 = 1
x > 2 ⇒ y = x − 1 + x − 2 = 2x − 3

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−2x + 3 x < 1
1 1 ≤ x ≤ 2
2x − 3 x > 2

x ≤ 1 → x − 1 ≤ 0 → |x − 1| = −x + 1

x ≤ 1 → x − 3 ≤ −2 → |x − 3| = −x + 3

y = |x − 3| + |x − 1| = −x + 3 − x + 1 = −2x + 4

f(x) = x |x| = { ⇒ f(x) = {
x(−x)

x ⋅ x

x < 0
x ≥ 0

−x2

x2
x < 0
x ≥ 0

g(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

− 1x2

− + 1x2

− 1x2

x < −1
−1 ≤ x < 1
x ≥ 1

h(x) = =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−(x − 1) − (x + 1)
−(x − 1) + x + 1
x − 1 + x + 1

x < −1
−1 ≤ x < 1
x ≥ 1

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−2x
2
2x

x < −1
−1 ≤ x < 1
x ≥ 1
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x -1
x +1

_ _ +
++_

-1 1
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x

x - 1

x + 2

-

-

-

+ +

+

- 2 1
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y

22-

2

4

x
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1 2
1

2

x

y

1-2-
1-
2-

3

3-

3-

3 4 5

 

 62

f(x) = x |x| = { x ≥ 0x2

− x < 0x2

f(x) = { x + 1 − 2 = x − 1 x ≥ −1
−x − 1 − 2 = −x − 3 x < −1

{ ⇒ { ⇒
x − 1 = 0
x + 2 = 0

x = 1
x = −2

⎧

⎩⎨
⎪

⎪

x < −2
− 2 ≤ x ≤ 1
x > 1

:

:

:

y = −(x − 1 + x + 2) = −2x − 1
y = −x + 1 + x + 2 = 3
y = x − 1 + x + 2 = 2x + 1

⇒ y =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−2x − 1 x < −2
3 − 2 ≤ x ≤ 1
2x + 1 x > 1

x

x + 1
x − 1

−

−

−1
0 +

−

+1

0
+

+

f(x) = |x + 1| + |x − 1| x + 1 = 0 ⇒ x = −1
x − 1 = 0 ⇒ x = +1

f(x) = ⇒ f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− x − 1 − x + 1
x + 1 − x + 1
x + 1 + x − 1

x < −1
−1 ≤ x ≤ 1

x > 1

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

−2x

2

2x

x < −1

−1 ≤ x ≤ 1

x > 1

x

y

−1
2

−2
4

x

y

−1
2

1
2

x

y

1
2

2
4

= [2, +∞)Rf

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x ≤ −2 ⇒ y = −x + 2 + x + 2 + x − 1 = x + 3
−2 ≤ x ≤ 2 ⇒ y = −x + 2 − x − 2 + x − 1 = −x − 1
x ≥ 2 ⇒ y = x − 2 − x − 2 + x − 1 = x − 5

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x + 3

−x − 1

x − 5

x ≤ −2

−2 ≤ x ≤ 2

x ≥ 2

∣

∣
∣
−2
1

∣

∣
∣
−3
0

∣

∣
∣
−2
1

∣

∣
∣
2
−3

∣

∣
∣
2
−3

∣

∣
∣
3
−2
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1 2 3

1

2

x

y
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هاست را به بالا قرینه می کنیم تا به  برسیم و سپس آنرا  واحد به براي رسم تابع  ابتدا تابع  را رسم می کنیم و سپس آن قسمتی که پائین محور 

ها قرار دارد را به بالا انتقال می دهیم تا به  برسیم. پائین انتقال می دهیم تا به  برسیم و سپس آن قسمتی که پائین محور 

2

2

x

y

02-x

y

2-

x

y

x

y

1
1

y=x: y= x :

y= x :2- y= x :2-

1

1 1-
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 : راس سهمی

 66

 67

 قابل قبول 

 قابل قبول 

x > −1 ⇒ y = = x
x(x + 1)
x + 1

x < −1 ⇒ y = = −x
−x(x + 1)

x + 1

f(x) = {−x

x

x < −1
x > −1

2x − 4 = 0 → x = 2

x < 2 ⇒ y = 2x − 4 + 2 = 2x − 2

x ≥ 2 ⇒ y = −(2x − 4) + 2 = −2x + 6

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

2x − 2

−2x + 6

x < 2

x ≥ 2

∣

∣
∣
2
2

∣

∣
∣
1
0

∣

∣
∣
2
2

∣

∣
∣
3
0

y = ||x| − 2|y = xx|x|2

|x| − 2x||x| − 2|

f(x) = − 2xx2

x = = 1 ⇒ y = −1
−b

2a
f(x) = 0 ⇒ x = 0, 2 y = | − 2x|x2

y = |x − 3| − 5 ⇒ = ⇒ y + 5 ≥ 0 ⇒ y ≥ −5y + 5
  

+

|x − 3|
  

+

x < 2 ⇒ = x ⇒ x = −6 ⇒
6(x − 2)
−(x − 2)

x > 2 ⇒ = x ⇒ x = 6 ⇒
6(x − 2)
x − 2
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 69

 70

نکته:  فقط زمانی برقرار است که  منفی باشد. پس داریم:  71

 72

 73

 74
می دانیم:

                   

اگر نقطه هاي مورد نظر را  در نظر بگیریم، داریم:  75

قابل قبول 

غلط 

قابل قبول 

 76

x

y
y= x

x

y
y= x -2

-2
-1
-1

-2

1 2
x

y f = x -2

-2 -1

1

1 2

2
x))

خط  نمودار تابع  را در  نقطه قطع می کند پس معادله  داراي  ریشه است، دو ریشۀ مثبت و دو ریشۀ منفی.

 77

y

-1
1 2

x

y=x
2
-2x

y

1

1 2
x

= x2-2x
2

f x))

 

 رأس

 رأس

چون خط  نمودار تابع  را در  نقطه قطع می کند. معادله  داراي  ریشه است، یک ریشۀ منفی و یک ریشۀ مثبت دارد.

−|a| − |b| ≤ a + b ≤ |a| + |b|
−|a| ≤ a ≤ |a|

−|b| ≤ b ≤ |b|
− →−−−−

جمع می کنیم

→ −(|a| + |b|) ≤ a + b ≤ |a| + |b| |a + b| ≤ |a| + |b|− →−−−−−−−−
بنا بھ قوانین قدر مطلق

|y − 3| = 5 − |x + 3| , |y − 3| ≥ 0 ⇒ 5 − |x + 3| ≥ 0

⇒ |x + 3| ≤ 5 ⇒ −5 ≤ x + 3 ≤ 5 ⇒ −8 ≤ x ≤ 2

|x − 1| = 2 − |2y − 4| ⇒ |x − 1| ≥ 0 ⇒ 2 − |2y − 4| ≥ 0

⇒ |2y − 4| ≤ 2 ⇒ −2 ≤ 2y − 4 ≤ 2 ⇒ 2 ≤ 2y ≤ 6 ⇒ 1 ≤ y ≤ 3

|u| > uu

|x − 1| > x − 1 ⇒ x − 1 < 0 → x < 1

|2x − 1| < 1 → −1 < 2x − 1 < 1 ⇒ 0 < 2x < 2 → 0 < x < 1

y = ⇒ y = ⇒ = {0}x − |x|
− −−−−−

√
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

0

2x
−−

√

x ≥ 0

x < 0 ⇒ غ  ق  ق
Rf

|a + b| ≤ |a| + |b|

|x + y − x| ≤ |x| + |y − x|

|y| ≤ |x| + |y − x| ⇒ |y| − |x| ≤ |y − x|

a = x

b = y − x

x

|x − (−1)| + |x − 3| = 6 ⇒ |x + 1| + |x − 3| = 6

x < −1 ⇒ −x − 1 − x + 3 = 6 ⇒ −2x = 4 ⇒ x = −2

−1 ≤ x < 3 ⇒ x + 1 − x + 3 = 6 ⇒ 4 = 6

x ≥ 3 ⇒ x + 1 + x − 3 = 6 ⇒ 2x = 8 ⇒ x = 4

y = 1f4f(x) = 14

f(x) = 1 ⇒ ||x| − 2| = 1 ⇒ |x| − 2 = ±1 ⇒ |x| = 3, |x| = 1

|x| = 3 ⇒ , |x| = 1 ⇒x = ±3 x = ±1

y = − 2x ⇒ y = 0 → − 2x = 0 ⇒ x(x − 2) = 0 ⇒ x = 0, x = 2x2 x2

x = − = − = 1b

2a
−2
2

y = 1 − 2 = −1

y = 2f2− 2x = 2∣
∣x

2 ∣
∣2

− 2x = 2 ⇒ − 2x = ±2 ⇒ − 2x = 2 ⇒ − 2x − 2 = 0∣
∣x

2 ∣
∣ x2 x2 x2
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ریشه ندارد.  

 78

 (الف

 خط  نمودار تابع را در یک نقطه قطع می کند، پس معادله  یک ریشۀ مثبت دارد.

 

x

y

1
-1
-1

1
2

3

 (ب

معادلۀ  داراي یک ریشۀ منفی و یک ریشۀ مثبت است.

 3

3

y

x

9

6

-
 

 رأس

 رأس

 79

 80

 جواب کلی  
 81

نکته: نامساوي  فقط زمانی صحیح است که   باشد.

به طرفین نامعادله عدد  را اضافه می کنیم.  82

 83

ریشه ي قدر مطلق  

  جواب  درست 

 84

Δ = 4 + 8 = 12 ⇒ x = ⇒ x = 1 ±
2 ± 2 3

−−
√

2
3
−−

√

− 2x = −2 ⇒ − 2x + 2 = 0 ⇒ Δ = 4 − 8 = −4 < 0 ⇒x2 x2

y = x − = ⇒ y =
x

|x|

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x −
x

−x

x −
x

x

x < 0

x > 0

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x + 1

x − 1

x < 0

x > 0

∣

∣
∣
0
1
∣

∣
∣
0
−1

∣

∣
∣
−1
0
∣

∣
∣
1
0

y = 3y = 3

x − = 3 ⇒ {x

|x|

x < 0 ⇒ x + 1 = 3 ⇒ x = 2 غیرقابل قبول
x > 0 ⇒ x − 1 = 3 ⇒ x = 4 جواب

y = − 6x → y = 0 ⇒ − 6x = 0 ⇒ x(x − 6) = 0 ⇒ x = 0, x = 6x2 x2

y = 3

y = 3 → − 6x = 3 ⇒ − 6x − 3 = 0x2 x2

Δ = 36 + 12 = 48 ⇒ x =
6 ± 48

−−
√

2

x = − = − = 3
b

2a
−6
2

y = 9 − 18 = −9

− 9 ≤ 7 ⇒ −7 ≤ − 9 ≤ 7 ⇒ 2 ≤ ≤ 16 ⇒ ≤ |x| ≤ 4∣
∣x

2 ∣
∣ x2 x2 2

−−
√

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|x| ≥ ⇒ x ≤ − x ≥ (1)2
−−

√ 2
−−

√ یا 2
−−

√

|x| ≤ 4 ⇒ −4 ≤ x ≤ 4 (2) ⇒ (1) ∩ (2) ⇒ −4 ≤ x ≤ − یا ≤ x ≤ 42
−−

√ 2
−−

√

|x − 1| |x + 1| ≤ |x + 1| ⇒ |x − 1| |x + 1| − |x + 1| ≤ 0

⇒ (|x − 1| − 1) ≤ 0 |x − 1| − 1 ≤ 0 ⇒ |x − 1| ≤ 1|x + 1|
  

نا منفی

− →−−
x=−1

= [0, 2] ∪ {−1}⇒ −1 ≤ x − 1 ≤ 1 ⇒ 0 ≤ x ≤ 2 ⇒

− 9 + 9 > ⇒ − 9 > − 9∣
∣x

2 ∣
∣ x2 ∣

∣x
2 ∣

∣ x2

|A| > AA < 0

⇒ − 9 < 0 ⇒ < 9 ⇒ |x| < 3 ⇒ −3 < x < 3x2 x2

1

− 2x + 1 + |x − 1| < 2 ⇒ + |x − 1| − 2 < 0x2 (x − 1)2

⇒ + |x − 1| − 2 < 0 , |x − 1| = t ⇒ + t − 2 < 0|x − 1|2 t2

⇒ (t − 1)(t + 2) < 0 ⇒ −2 < t < 1 ⇒ < 1−2 < |x − 1|
  

ھمواره برقرار

⇒ |x − 1| < 1 ⇒ −1 < x − 1 < 1 ⇒ 0 < x < 2

x − 2 = 0 → x = 2

x < 2 ⇒ −x + 2 ≤ x ⇒ 2x ≥ 2 → x ≥ 1 ∩ x < 2 ⇒ 1 ≤ x < 2 (1)

x ≥ 2 (2)⇒x ≥ 2 ⇒ x − 2 ≤ x ⇒ −2 ≥ 0 →

(1) ∪ (2) ⇒ x ≥ 1
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 غیر قابل قبول  

 85

محل تلاقی نمودارهاي دو تابع  و  در واقع ریشه هاي معادله ي  می باشد.

در  نقطه اشتراك دارند.

  86

 می دانیم:

 
 پس می توان نوشت:

 

ابتدا عبارت داخل قدر مطلق را تعیین علامت می کنیم:

 

 دو حالت داریم:

    

       

جواب  غیر قابل قبول است، چون در محدودة  نیست و جواب  قابل قبول است، چون در محدودة  است.

، سپس می توان نوشت: می دانیم 

   

می دانیم اگر  پس:

 هردو جواب قابل قبول اند، چون مخرج را صفر نمی کنند.

 87

بیشتر

روش اول: باید شیب  و  یکسان باشد.  88

 نقطه بر یک خط قرار دارند 

روش دوم: معادله ي خط گذرنده از  نقطه مثلاً  و  را یافته و مختصات نقطه ي سوم یعنی  باید در آن صدق کند.

 نقطه بر یک خط قرار دارند 

||x| − 2| = 3 → |x| − 2 = ±3 ⇒ |x| − 2 = 3

→ |x| = 5 → x = ±5 , |x| − 2 = −3 → |x| = −1

fgf = g

||x − 1| − 4| = 4

⇒ { |x − 1| − 4 = 4 ⇒ |x − 1| = 8 ⇒ x − 1 = ±8 x = 9, −7
|x − 1| − 4 = −4 ⇒ |x − 1| = 0 ⇒ x = 1

3

=∣ x ∣⇒∣ 2x − 3 ∣=∣ x∣(2x − 3)2
− −−−−−−−

√

∣a ∣=∣ b ∣⇒ a = ±b

2x − 3 = ±x

{ 2x − 3 = x ⇒ x = 3
2x − 3 = −x ⇒ x = 1

x

x + 1 −

−1
0 +

x ≥ −1⇒ x + 1 = 4 + 2x ⇒ x = −3 غ ق ق

x < −1⇒ −x − 1 = 4 + 2x ⇒ x = −
5
3

ق ق

x = −3x ≥ −1x = −
5
3

x < −1

∣ ∣=
a

b

∣a∣

∣b∣

1
∣3x − 1∣

=
1
2

∣ 3x − 1∣− →−−−−−−

x≠
1
2

معکوس می کنیم
= 2

a = ±k ⇐∣ a ∣= k

3x − 1 = ±2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

3x = 3 ⇒ x = 1

3x = −1 ⇒ x = −
1
3

−2 < x < 4

(−∞, 1) ∪ [2, +∞) R − [1, یا(2

9π

ABAC

= = = , = = =mAB

1 − 3
3 − 6

−2
−3

2
3

mAC

−3 − 3
−3 − 6

−6
−9

2
3

3⇒ = ⇒mAB mAC

2ABC

= , A(6, 3) ⇒ y − 3 = (x − 6) ⇒ 3y − 9 = 2x − 12mAB

2
3

2
3

3y − 2x + 3 = 0 , C(−3, −3) ⇒ 3(−3) − 2(−3) + 3 = 0

3⇒ −9 + 6 + 3 = 0 → 0 = 0 →
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 89

نقطه ي برخورد دو خط  و  را یافته و این نقطه باید در خط  صدق کند.  90

اگر طول از مبدأ خط  و عرض از مبدأ خط  باشند، معادله ي خط بصورت  است.  91

 92

 93

شرط این که  خط  و  بر هم منطبق باشند، آن است که:   94

 95

 شیب خط مورد نظر  شیب خط 

 96

 شیب  (الف

= ⇒ = 3 ⇒ 2 + = 9 → = 7xG
+ +xA xB xC

3
−2 + 4 + xC

3
xC xC

= ⇒ = −2 ⇒ = −5 → C = (7, −5)yG
+ +yA yB yC

3
5 − 6 + yC

3
yC

d1d2d3

: 3x − y − 1 = 0d1 −→
×3

: 2x + 3y − 8 = 0d2

{
9x − 3y − 3 = 0
2x + 3y − 8 = 0
– –––––––––––––––

11x − 11 = 0 → x = 1 ⇒ 2x + 3y − 8 = 0

⇒ 2 + 3y − 8 = 0 → y = 2 → A(1, 2) ⇒ (m − 2)x + 2y − 2m = 0

⇒ m − 2 + 4 − 2m = 0 ⇒ m = 2

pq+ = 1
x

p

y

q

p = 3q ⇒ + = 1 ⇒ + = 1 x + 3y = 3qx

p

y

q

x

3q
y

q
−→−
×3q

A(3, −2) ⇒ 3 + 3(−2) = 3q ⇒ −3 = 3q ⇒ q = −1 , p = −3

⇒ x + 3y = 3q = 3(−1) = −3 ⇒ x + 3y = −3

AB = AC ⇒ =+(2 − 1)2 (m − 2)2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ +(2 + 2)2 (m + 1)2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ 1 + − 4m + 4 = 16 + + 2m + 1 ⇒ 5 − 17 = 6m → m = −2m2 m2

⇒ A(2, −2)

y = −x → M(a, −a) → MB = 2 5
−−

√

⇒ = 2 → − 2a + 1 + + 2a + 1 = 20+(a − 1)2 (−a − 1)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ 5
−−

√ a2 a2

⇒ 2 = 18 → = 9 → a = ±3 , a = 3 → M(3, −3)a2 a2

a = −3 , M(−3, 3)

2ax + by + c = 0x + y + = 0a′ b′ c′= =
a

a′
b

b′
c

c′

5x − my − 3 = 0

mx − 20y − m + 4 = 0 ⇒ = =
5
m

−m

−20
−3

−m + 4

= ⇒ = 100 → (1)
5
m

m

20
m2 m = ±10

= ⇒ 5m − 20 = 3m ⇒ 2m = 20 ⇒ (2)
5
m

3
m − 4

m = 10

(1), (2) ⇒ m = 10

2x − 3y + 1 = 0 , x = 0 → −3y + 1 = 0 → y = ⇒ A(0, )
1
3

1
3

= −
3
2

= →
2
3

2x − 3y + 1 = 0 →

y − = − (x − 0) ⇒ 6y − 2 = −9x ⇒ 9x + 6y − 2 = 0
1
3

3
2

= =mAB

2 − (−1)
k − 4

3
k − 4

= − ⇒ = − ⇒ k − 4 = − → k = −
2
3

3
k − 4

2
3

9
2

1
2

3y + 2x + 6 →
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 شیب  (ب

 97

 شیب خط 

 شیب خط 

 98

دو خط  و  را موازي متمایز گوییم هرگاه: 

 

خط  را با نیمساز ربع اول و سوم یعنی  قطع می دهیم. نقطه ي برخورد باید در خط دوم صدق کند.  99

براي یافتن نقطه ي برخورد دو خط، باید دستگاه  معادله ي  مجهولی حاصل از آن دو خط را حل کنیم.  100

 نقطه ي برخورد  خط 

نقطۀ دلخواهی روي خط  در نظر گرفته و فاصلۀ آن را تا خط  به  دست می آوریم.  101

 فاصله  تا خط    

 102

3 x - 4 y + k = 0
3 x - 4 y = 0- 7

 

 فاصله ي  خط موازي

 103

نکته: فاصله  خط موازي  و  برابر است با:

 

 

 فاصله ي  خط موازي

          104

= ⇒ = − ⇒ k − 4 = − ⇒ k = −
5
2

3
k − 4

2
5

15
2

7
2

2y − 5x = 1 →

=
3a

3a + 1
d : 3ax − (3a + 1)y − 4 = 0 ⇒

= − =
a

a − 1
a

1 − a
: ax + (a − 1)y − 2a + 1 = 0 →d ′

( ) × ( ) = −1 ⇒ = −1
3a

3a + 1
a

1 − a

3a2

3a − 3 + 1 − aa2

⇒ 3 = −2a + 3 − 1 ⇒ 2a = −1 ⇒ a = −a2 a2
1
2

ax + by + c = 0x + y + = 0a′ b′ c′= ≠
a

a′
b

b′

c

c′

= ≠ ⇒ = ⇒ a = −6 + 3a ⇒ 6 = 2a ⇒
2 − a

a

1
−3

−1
5

2 − a

a

1
−3

a = 3

4y − 3x = −1y = x

{ ⇒ 4x − 3x = −1 ⇒ x = −1 ⇒ y = −14y − 3x = −1
y = x

A(−1, −1) ⇒ (2a − 1)x + (a + 2)y = 2 ⇒ −2a + 1 − a − 2 = 2

⇒ −3a = 3 ⇒ a = −1

22
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
3x − 2y = 4−→

×3

2x + 3y = 7−→
×2

{
9x − 6y = 12
4x + 6y = 14
– ––––––––––––

13x = 26 → 2x + 3y = 7x = 2

= (2, 1)2⇒ 4 + 3y = 7 → y = 1 →

ax + by + c = 0ax + by + = 0c′

ax + by + c = 0 ⇒ x = 0 ⇒ by + c = 0 ⇒ y = −
c

b

= = =
0 + b(− ) +∣
∣

c

b
c′∣∣

+a2 b2
− −−−−−

√

|−c + |c′

+a2 b2
− −−−−−

√

|c − |c′

+a2 b2
− −−−−−

√
AA = (0, − ) ⇒

c

b

= = = 3
|k − (−7)|

9 + 16
− −−−−−

√

|k + 7|
5

2

⇒ |k + 7| = 15 → k + 7 = ±15 → k = 8 , k = −22

3x − 4y + 8 = 0 , 3x − 4y − 22 = 0

2ax + by + c = 0ax + by + = 0c′

d =
|c − |c′

+a2 b2
− −−−−−

√

: 3x + 4y + 1 = 0 , : 6x + 8y − 8 = 0 3x + 4y − 4 = 0d1 d2 −→
÷2

: 3x + 4y − 4 = 0d2

= = = = 1
|−4 − 1|

+32 42
− −−−−−

√

5

9 + 16
− −−−−−

√

5
5

2
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1

2
1
2

1-
x

y

3

-3-4-5-

21-
2-

4

 

 106

  (الف

  (ب

  (پ

الف) هر عضو  به یکی از  عضو  می تواند متناظر شود یعنی براي هر عضو  ،  انتخاب وجود دارد. پس:  107

)   است یعنی عضو  از  فقط یک انتخاب از  دارد پس: ب) چون شامل زوج مرتب ( و 

 

) یعنی عضو  به عضو  از  متناظر نمی شود یعنی میتوانی به بقیه اعضاي  متناظر می شود. براي عضو  از  نیز همین گونه است یعنی عضو  می تواند به ج) فاقد ( و 

،  انتخاب داریم: تک تک اعضاي  به جز  متناظر شود. پس براي 

د) طبق توضیحات بالا داریم:

برد تابع را یافته و  هر مجموعه اي است که برد تابع زیرمجموعه آن باشد:   108

برد تابع را می یابیم.  هر مجموعه اي است که برد تابع زیرمجموعه آن باشد، پس:   109

(−3, 0), (−5, −2) → m = = 1
0 − (−2)
−3 − (−5)

y − 0 = 1(x + 3) → y = x + 3

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + 3 x < 0
3 0 ≤ x ≤ 2

x > 2x2

f : [−6, 9) → R

f(x) = − − 1x2

x = −3 → f(−3) = −9 − 1 = −10

f(x) = −65 → − − 1 = −65 → = 64 → x = ±8x2 x2

−6 ≤ x < 9 → x = 8 جواب , x = −8 غ ق ق

A4BA4

A : , , , ,2
↓

4 ×

5
↓

4 ×

6
↓

4 ×

7
↓

4 ×

8
↓

4 = 45

1066AB

A : , , , ,2
↓

4 ×

5
↓

4 ×

6
↓

1 ×

7
↓

4 ×

8
↓

4 = 44

1221BB7A7

B427

A : , , , ,2
↓

3 ×

5
↓

4 ×

6
↓

4 ×

7
↓

3 ×

8
↓

4 = ×32 43

A : , , , ,2
↓

4 ×

5
↓

1 ×

6
↓

3 ×

7
↓

4 ×

8
↓

1 = 3× =3×16=4842

B

x > −3 → −2x < 6 → −2x + 4 < 6 + 4 → f(x) < 10 → = (−∞, 10)Rf

B = (−∞, 10) یا B = (−∞, 10] یا B = (−∞, 11]

B

−3 < x ≤ 4 → 0 ≤ ≤ 16 → −16 ≤ − ≤ 0 → −16 + 7 ≤ − + 7 ≤ 7x2 x2 x2

→ −9 ≤ f(x) ≤ 7 → = [−9, 7]Rf

B = [−9, 7] یا B = R یا B = (−10, 7] یا B = (−10, 9)
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 110

الف) دو تابع مساویند. هم ضابطه ي دو تابع و هم دامنه ي آن ها با هم برابر است.  111

 

ب) دو تابع مساوي نیستند. چون مقادیرشان در  برابر نیستند.

 

ج) دو تابع مساویند.

 

 112

براي هریک از  عضو مجموعه  دو انتخاب از  وجود دارد      تعداد توابع 

 113
چون مساویند پس دامنه ي هر دو تابع برابر است و باید مقادیرشان در همه ي نقاط برابر باشد بنابراین:

 114

 115

    

 

 116
    

  (الف

 (ب

ها قرینه کنیم. براي رسم نمودار  از روي نمودار  کافی است که نمودار  را نسبت به محور   117

ها قرینه کنیم. بنابراین براي رسم  باید نمودار  را نسبت به محور 

f(−2) = 17 → 4m − 3 = 17 → 4m = 20 → m = 5

f(x) = 5 − 3 → f(3) = 45 − 3 = 42x2

f(x) = = R f(x) = = |x|x2
−−√ Df x2

−−√

g(x) = |x| = RDg

x = 3

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x ≠ 3 = R

− 9x2

x − 3
Df

5 x = 3 = RDg

g(x) = x + 3 f(3) = 5 , g(3) = 6 ⇒ f(3) ≠ g(3)

= = RDf Dg

g(x) = = = { = f(x)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
, x ≠ 2

− 2xx2

x − 2
3 x = 2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
, x ≠ 2

x(x − 2)
x − 2

3 x = 2

x x ≠ 2
3 x = 2

4AB= = 16 ⇐24

f(4) = g(4) ⇒ 4 + 4 = 8 = g(4)

g(4) = k − 1 = 8 ⇒ k = 9

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= + 1
− 1x4

− 1x2
x2

a

x + 1
b

x − 1

∣x ∣≠ 1

x = 1

x = −1

x ≠ ±1 ⇒ f(x) = g(x)

x = 1 ⇒ f(1) = g(1) ⇒ = 2 ⇒ a = 4
a

2

x = −1 ⇒ f(−1) = g(−1) ⇒ = 2 ⇒ b = −4
b

−2
⇒ a + b = 0

− = 1x2 y 2 ⇒ x = 2 ⇒ 4 − = 1y 2 ⇒ = 3y 2 ⇒ y = ± 3
−−

√

2↗

↘

3
−−

√

− 3
−−

√

⇒ تابع نیست.

t = 5 → n(5) = = = 5055٫5
9500 × 5 − 2000

4 + 5
45500

9

n(t) = 5500 ⇒ = 5500
9500t − 2000

4 + t

⇒ 9500t − 2000 = 22000 + 5500t ⇒ 4000t = 24000 ⇒ t = 6

y = −f(x)y = f(x)y = f(x)x

g(x) = −
1
x

f(x) =
1
x

x

61



-1
1 1

1

y

x

=f x)) 1
x

-1 1

11

y

x

=g x)) 1
x

-

-

 118

 119

  120

       

 1
1

11
2
3

y

-
-
-
-

x

       

1 2 3
1
2
3
4
5
6

y

x

 

 

      

 

y

x

2

12- -

3

1

1
2

 

  

f(x) =
x − 2
− −−−−

√

|x| − 5

} = [2, +∞) − {5}
(1) |x| − 5 ≠ 0 ⇒ |x| ≠ 5 ⇒ x ≠ ±5

(2) ≥ 0 ⇒ x ≥ 2x − 2
− −−−−

√
→
∩
Df

f(x) = → { → = [1, +∞)
x−−√

x − 1
− −−−−

√

x ≥ 0
x ≥ 1 Df

g(x) = → ≥ 0 →
x

x − 1

− −−−−
√

x

x − 1
x

x − 1

−∞

−

−

+

0
0 +

−

−

1

0
+

+

+

+∞

= (−∞, 0] ∪ (1, +∞)Dg

≠ → f(x) ≠ g(x)Df Dg

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

1
x

x − 2

x > 0

x ≤ 0 ⇒
∣

∣
∣
0
−2

∣

∣
∣
−1
−3

= RDf

= (−∞,−2] ∪ (0, +∞)Rf

f(x) = + 5, x − 2 ≥ 0x − 2
− −−−−

√ ⇒ x ≥ 2 ⇒ = [2, +∞)Df

≥ 0 ⇒ + 5 ≥ 5 → f(x) ≥ 5x − 2
− −−−−

√ x − 2
− −−−−

√ ⇒ = [5, +∞)Rf

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

+ 2x−−√

x + 2
− −−−−

√

x > 0

−2 ≤ x ≤ 0
∣

∣
∣
−2
0

∣

∣

∣
∣

0

2
−−

√

= [−2 , +∞)Df

= [0, ] ∪ (2, +∞)Rf 2
−−

√
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  121

 

 122

هر دو ضابطه در  مشترك هستند بنابراین باید مقادیرشان در این نقطه برابر باشد.

در هر دو ضابطه باید یک مقدار بدهد.  

 123

  جمع دو جمله ي نا منفی صفر شده پس تک تک جملات صفر است

جواب این رابطه فقط تک نقطه ي  است پس این رابطه تابع است.      

 124

شرط تابع بودن: 

پس تابع نیست چون به ازاي  مساوي دو  می دهد.

 125

شرط تابع بودن: 

پس این رابطه تابع است.

  126

 

تابع است.  

    

 = شرایط رادیکال ها

y = |x| =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

−
1
x

− x−−√

x < 0
x

y

−1

1

−2
1
2

x ≥ 0
x

y

0

0

2

− 2
−−

√

= R , = (−∞ , 0] ∪ (0 , +∞) = RDf Rf

f(x) = → ≥ 0 2 − ≥ 0 → ≤ 2
2 − x−−√

2 + x−−√

− −−−−−−

⎷


2 − x−−√

2 + x−−√
  
ھمواره مثبت

−→−
x≥0

x−−√ x−−√

→ x ≤ 4 ∩ x ≥ 0 → 0 ≤ x ≤ 4 → = [0, 4]Df

f(x) = → ||x + 1| − 3| − 2 ≥ 0 → ||x + 1| − 3| ≥ 2||x + 1| − 3| − 2
− −−−−−−−−−−−−

√

→ |x + 1| − 3 ≤ −2 یا |x + 1| − 3 ≥ 2 → |x + 1| ≤ 1 یا |x + 1| ≥ 5

→ −1 ≤ x + 1 ≤ 1 یا x + 1 ≤ −5 یا x + 1 ≥ 5

→ −2 ≤ x ≤ 0 یا x ≤ −6 یا x ≥ 4 → = (−∞,−6] ∪ [−2, 0] ∪ [4, +∞)Df

x = 2

f(2) ⇒

k(2) + 2 = ⇒ 2k + 2 = 8 ⇒ k = 3(2)3

⇒
x = 2
y = −1

+ = 0 ⇒(y + 1)2 (x − 2)2

(2, −1)

if : = ⇒ f( ) = f( )x1 x2 x1 x2

= ⇒ = ⇒ 2 − = 2 −x1 x2 ∣∣x1∣∣ ∣∣x2∣∣ ∣∣x1∣∣ ∣∣x2∣∣

= ⇒ = ±∣∣y1∣∣ ∣∣y2∣∣ y1 y2

xy

if : = ⇒ f( ) = f( )x1 x2 x1 x2

= ⇒ + 2 = + 2 ⇒ = ⇒ =x1 x2 x1 x2 + 2x1
− −−−−

√ + 2x2
− −−−−

√ y1 y2

+ = 2 → = 2 → + = 2xy
x

y

y

x

+x2 y 2

xy
x2 y 2

→ − 2xy + = 0 → = 0 → y = xx2 y 2 (x − y)2

y = ±2x − 3
− −−−−−

√ 3 − 2x
− −−−−−

√

x = → y = 0 ± 0 = 0

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

2x − 3 ≥ 0 → x ≥
3
2

3 − 2x ≥ 0 → x ≤
3
2

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
−→
⋂ 3

2
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فقط   در این رابطه قابل استفاده است و این رابطه فقط از یک زوج مرتب تشکیل یافته است پس تابع است.

 127

 

 

 برحسب  یک جواب دارد، پس تابع است.

      

،  هر مقداري می تواند باشد. مثلاً دو زوج مرتب  و  در رابطۀ  صدق می کنند،  تابع نیست، زیرا به ازاي مقدار ثابت  براي 

ها است. پس تابع نیست. نمودار آن خطی قائم موازي محور 

تابع است، زیرا به ازاي هر مقدار  فقط یک مقدار براي  به دست می آید.
 

    

) تابع می باشد. حال با اشتراك دامنه ها خواهیم داشت: ) تابع است. همین طور  روي دامنۀ خود (  روي دامنۀ خود (

 

ها برابر باشد،  تابع است:  براي  مشترك، مقادیر  را از دو ضابطۀ تابع به دست می آوریم. اگر مقدار 

 

 چون به ازاي  دو مقدار براي  به دست آمده است، پس  تابع نیست.

       

 

 :مثال نقض

 برحسب  دو جواب دارد، پس تابع نیست.

 تابع است، زیرا به ازاي هر مقدار  فقط یک مقدار براي  به دست می آید.
   

              

الف) از دو طرف تساوي براکت می گیریم:  128

    

ب) مشابه قسمت اول اگر از دو طرف تساوي براکت بگیریم به رابطۀ  می رسیم. درنتیجه  . پس شرط وجود جواب این است که  زوج باشد و در این

x =
3
2

{( , 0)}
3
2

3x + 2y = 12 ⇒ 2y = −3x + 12 ⇒ y = − x + 6
3
2

yx

1xy(1, 2)(1, 4)x = 1

y

xy

= x + 3y1x ≤ 0= x − 1y2x ≥ 0

x ≤ 0 ∩ x ≥ 0 = {0}

xyyf

x = 0 ⇒ { y = 0 + 3 = 3
y = 0 − 1 = −1

x = 0yf

= ⇒ = ⇒ |y| = |x| ⇒ y = ±xy 2 x2 y 2
−−

√ x2
−−

√

x = 2 ⇒ = = 4 ⇒ y = ±2y 2 22

yx

xy

y = |x| =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x

−x

x ≥ 0 x

y

0
0

1
1

x < 0 x

y

−1
1

−2
2

[x + [x]] = [2020٫6] ⇒ 2[x] = 2020⇒ [x] = 1010 x + 1010 = 2020٫6− →−−−
جایگذاری

⇒ x = 1010٫6

2[x] = [a][x] =
[a]

2
[a]
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حالت ریشۀ معادله  است.

 129

 130

توجه: کسر  یک کسر کوچکتر از واحد است یعنی مخرج آن بزرگتر از صورت است بنابراین مقدار آن همیشه عددي بین صفر و یک است.

 131

1 22

y

x
10 3

3
4

1
2

 

 132

 

 

 

توجه:  وزن هر بسته برحسب کیلوگرم است.  133

هر یک واحد محور  ها را معادل  تومان در نظر می گیریم.

y

x

2

1

3

1 2 30
 

 

x = a −
[a]

2

f(2 − ) = [2 − + 3] = [5 − ] = 5 + [− ] = 5 + (−2) = 32
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

f(x) = 0 g(x) = [ ]x2

+ 1x2

⇒ =
= RDf

= RDg

Df Dg

0 ≤ < 1 ⇒ [ ] = 0 ⇒ g(x) = 0
x2

+ 1x2

x2

+ 1x2

f = g

x2

+ 1x2

y = x [x] − 2 < x < 2

−2 < x < −1 ⇒ y = −2x x

y

−2
4

−1
2

−1 ≤ x < 0 ⇒ y = −x
x

y

−1
1

0
0

0 ≤ x < 1 ⇒ y = 0 x

y

0
0

1
0

1 ≤ x < 2 ⇒ y = x
x

y

1
1

2
2

1 ≤ < 2
x

2
0 ≤ < 1

x

2
−1 ≤ < 0

x

2
2 ≤ x < 40 ≤ x < 2−2 ≤ x < 0

f(x) = 1f(x) = 0f(x) = −1

x

y1000

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2
4
6

0 ≤ x < 1
1 ≤ x < 2
2 ≤ x < 3
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نمودار رو به رو همان نمودار  است که  واحد به سمت پایین محور  ها جابه جا شده است.
 (الف

1-

y

x

1

2-

1-

+

1 2

 (ب نمودار روبه رو همان نمودار  است که عرض آن در عدد  ضرب شده و یک واحد هم بالاتر آمده است.

2

y

x

1

2

3

1
1

1

 135

1

6

-3

y

x
1-

1-

6-

2-

3

2

    

  136

x

y

2- 1- 1
2
3

1 2 3

 

 

y = [x]
1
2

y

y = [x] −
1
2

y = [x]2y = 2 [x] + 1

y = [ x] x ∈ [−6, 6] ⇒ x ∈ [−2, 2]
1
3

1
3

− 2 ≤ x < −1 ⇒ −6 ≤ x < −3 ⇒ y = −2
1
3

− 1 ≤ x < 0 ⇒ −3 ≤ x < 0 ⇒ y = −1
1
3

0 ≤ x < 1 ⇒ 0 ≤ x < 3 ⇒ y = 0
1
3

1 ≤ x < 2 ⇒ 3 ≤ x < 6 ⇒ y = 1
1
3

x = 2 ⇒ x = 6 ⇒ y = 2
1
3

f(x) = [x] + 1 − 2 ≤ x < 3

−2 ≤ x < −1 ⇒ f(x) = −2 + 1 = −1

−1 ≤ x < 0 ⇒ f(x) = −1 + 1 = 0

0 ≤ x < 1 ⇒ f(x) = 0 + 1 = 1

1 ≤ x < 2 ⇒ f(x) = 1 + 1 = 2

2 ≤ x < 3 ⇒ f(x) = 2 + 1 = 3
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x

y

1 2 3 41
2
-
-

1-2-3-4- 1
2

 

باید برد تابع را بیابیم. هم دامنه هر مجموعه اي که برد تابع زیرمجموعه آن باشد، می توان در نظر گرفت.  137

 138

x

y

3

9

41

 یک به یک نیست

 139
مولفه ي اول یکسان نداشته باشد و در صورت یکسان بودن مولفه ي اول باید مولفه ي دوم هم برابر باشد.

خیر. تابع  تابع ثابت بوده و یک به یک نمی باشد. پس وارون پذیر هم نیست.  140

تابع یک به یک است پس وارون پذیر است و نمودار تابع وارون آن به صورت زیر است.  141

1

2

1
2

1-
x

y

3

-3-4-

2

1-
2

-

4

3

4

3
-

4-

y x=f

f
1-

براي بررسی وارون پذیري کافی است یک به یک بودن را بررسی کنیم زیرا هنگامی که تابع یک به یک باشد وارون پذیر نیز خواهد بود:  142

-

y

-

-
0 1 2

1
12

1

x
   : رسم نمودار 

f(x) = [ x] − 4 ≤ x < 4 ⇒ −2 ≤ x < 2
1
2

1
2

−2 ≤ x < −1 ⇒ f(x) = −2, −4 ≤ x < −2
1
2

−1 ≤ x < 0 ⇒ f(x) = −1, −2 ≤ x < 0
1
2

0 ≤ x < 1 ⇒ f(x) = 0, 0 ≤ x < 2
1
2

1 ≤ x < 2 ⇒ f(x) = 1, 2 ≤ x < 4
1
2

−4 ≤ x ≤ 5 → 20 ≥ −5x ≥ −25 → −25 ≤ −5x ≤ 20

−25 + 2 ≤ −5x + 2 ≤ 20 + 2 → −23 ≤ f(x) ≤ 22 → = [−23, 22]Rf

B = [−23, 22] یا B = [−23, +∞) یا B = (−∞, 22]

f(x) = { x2

3x + 5
x < 3
x ≥ 3

f(x) = f( ) = f( ) ⇒ = ⇒ = ±x2 −→−
x<3

x1 x2 x
2
1 x

2
2 x1 x2

x = 2 → f(2) = 4, x = −2 → f(−2) = 4

f = {(1 , − ) , (1 , 1) , (2, 3) , (α − β , 3)}α2 β2

− = 1 α − β = 2α2 β2

(α + β) = 1 → (α + β) =(α − β)
  

2

1
2

f(x) =
2
5

y = [x]
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 همان طور که در شکل مشاهده می شود خط افقی وجود دارد که نمودار را در بیش از یک نقطه قطع می کند مثلا خط   نمودار را در بی شمار نقطه قطع می کند پس یک به یک
نیست.

 143

 144
 

  

تابع وارون 

با فرض  و  داریم:

تابع خطی است.  

 145

   (الف

  (ب

 146

 147

 ریشه ندارد  

y = 1

( ) = x ⇒ f(x) = ⇒ =f −1 6
−−

√ 6
−−

√ 6
−−

√ x + 2 x − 4
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−

√

⇒ 6 = x + 2 ⇒ 6 − x = 2x − 4
− −−−−

√ x − 4
− −−−−

√

36 + − 12x = 4x − 16 ⇒ − 16x + 52 = 0 → x = = 8 ± 2− →−−−
2 توان

6−x≥0
x2 x2

16 ± 4 3
−−

√

2
3
−−

√

x = 8 − 2 → x = 8 − 2 ⇒ ( ) = 8 − 2− →−−
x≤6

3
−−

√ 3
−−

√ f −1 6
−−

√ 3
−−

√

y = ax + b ⇒ ax = y − b x = y −−→−
a≠0 1

a

b

a

⇒ y = x −
1
a

b

a

= m
1
a

− = n
b

a

y = mx + n ⇒

= {4, 6, 7} , = {3, 6, 4} → ∩ = {4, 6}Df Dg Df Dg

= {(4, ), ( } = {(4, )}
f

g

5
6

6, )
3
0

  
تعریف نشده

5
6

(2f + g)(4) = 2f(4) + g(4) = 2 × 5 + 6 = 16

f(x) = , = [−3, +∞) , g(x) = = R − {0}x + 3
− −−−−

√ Df

2
x

Dg

∩ = [−3, +∞) − {0} ⇒ (f + g)(x) = f(x) + g(x) = +Df Dg x + 3
− −−−−

√
2
x

= [−3, +∞) − {0}Df+g

= ∩ = [−3, +∞) ⇒ (f × f)(x) = f(x) × f(x) = × = x + 3Df×f Df Df x + 3
− −−−−

√ x + 3
− −−−−

√

= [−3, +∞)Df×f

f(x) = 0 → = 0 → x = −3x + 3
− −−−−

√

= ∩ − {x|f(x) = 0} = (−3, +∞) − {0}D g

f

Df Dg

( )(x) = = = = (−3, +∞) − {0}
g

f

g(x)

f(x)

2
x

x + 3
− −−−−

√

2

x x + 3
− −−−−

√
D g

f

f(x) = = R − {2} , g(x) = = R − {6}
4

x − 2
Df

1
6 − x

Dg

∩ = R − {2, 6} → = R − {2, 6}Df Dg Df−g

(f − g)(x) = f(x) − g(x) = − = R − {2, 6}
4

x − 2
1

6 − x
Df−g

= ∩ − {x|f = 0} = R − {2, 6}D f

g

Df Dgf = 0 → = 0 →
4

x − 2
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چهار عمل اصلی فقط روي دامنه هاي مشترك انجام می شود پس ابتدا باید اشتراك دامنه ها را بیابیم.
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 150

 151
          

 

 152

  (الف

 (ب

( )(x) = = = = R − {2, 6}
f

g

g(x)

f(x)

1
6 − x

4
x − 2

x − 2
4(6 − x)

D f

g

= {−4, −1, 0, , 3}, = {−4, −2, 0, 3, 5, 9} ⇒ ∩ = {−4, 0, 3}Df

5
2

Dg Df Dg

f + g = {(−4, 6), (0, 2), (3, −5)} , f − g = {(−4, 20)(0, 8), (3, −5)}

f × g = {(−4, −91), (0, −15), (3, 0)} , = {(−4, − ) (0, − )}
f

g

13
7

5
3

= ∩Df+g Df Dg

⇒ + 2x ≥ 0 ⇒ x(x + 2) ≥ 0 ⇒ x ≥ 0 ∪ x ≤ −2Df x2

⇒ ≥ 0 ⇒ ≤ 0 ⇒ + 2x < 0 ⇒ x(x + 2) < 0 ⇒ −2 < x < 0Dg

−1
+ 2xx2

1
+ 2xx2

x2

∩ = ∅Df Dg

f(x) = =? =?4 − x2
− −−−−

√ Df Dg

g(x) = = R − {1}
x + 2
x − 1

Dg

4 − ≥ 0 ⇒ − ≥ −4 ⇒ ≤ 4 ⇒ |x| ≤ 2 ⇒ −2 ≤ x ≤ 2 =x2 x2 x2 Df

= {x|x ∈ , f(x) ∈ } = {−2 ≤ x ≤ 2 , ≠ 1}Dgof Df Dg 4 − x2
− −−−−

√

4 − ≠ 1 → − ≠ −3 → x ≠ ± = [−2 , 2] − {± }x2 x2 3
−−

√ Dgof 3
−−

√

g(f(x)) =
+ 24 − x2

− −−−−
√

− 14 − x2
− −−−−

√

= N, = {1, 2, 3, 4} ⇒ ∩ = {1, 2, 3, 4}Dg Df Df Dg

(f + g)(1) = f(1) + g(1) = 2 + 2 = 4, (f + g)(2) = f(2) + g(2) = 3 + 4 = 7

(f + g)(3) = f(3) + g(3) = 5 + 6 = 11, (f + g)(4) = f(4) + g(4) = 7 + 8 = 15

f + g = {(1, 4), (2, 7), (3, 11), (4, 15)}

(gof)(1) = g(f(1)) = g(2) = 2 × 2 = 4, (gof)(2) = g(f(2)) = g(3) = 6

(gof)(3) = g(f(3)) = g(5) = 10, (gof)(4) = g(f(4)) = g(7) = 14

gof = {(1, 4), (2, 6), (3, 10), (4, 14)}

f(x) = = R − {0} , g(x) = = R − {1}
1
x

Df

x + 2
x − 1

Dg

= {x ∈ |g(x) ∈ } = {x ≠ 1|g(x) ≠ 0} ⇒ g(x) ≠ 0 ⇒ ≠ 0Dfog Dg Df

x + 2
x − 1

⇒ x ≠ −2 ⇒ = R − {1, −2}Dfog

(fog)(x) = f( ) = =
x + 2
x − 1

1
x + 2
x − 1

x − 1
x + 2
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ب)

ج)

 

 تابعی است که مساحت را به عنوان تابعی از  بیان می کند.
 154

 155

 156

 برقرار است. 

 157

 158

ضابطه  وجود ندارد. 
 159

  160

(g − f)(2) = g(2) − f(2) = 4 − =
1
2

7
2

2r = x ⇒ r = ⇒ r(x) =
x

2
x

2

A(r) = πr2

= A (r(x)) = A( ) = π =(Aor)(x)
x

2
( )
x

2

2 πx2

4
(Aor)(x)x

f(x) = 2x + a f (f(x)) = 2f(x) + a− →−−−−
x=f(x)

bx + 6 = 2f(x) + a bx + 6 = 2(2x + a) + a ⇒ bx + 6 = 4x + 3a ⇒ 4 = b− →−−−−−−
f(x)=2x+a

3a = 6 ⇒ a = 2 ⇒ a + b = 6

f(x) = x + 1 f(g(x)) = g(x) + 1− →−−−
x=g(x)

f (g(x)) = 3x + 5 = g(x) + 1 ⇒ g(x) = 3x + 4

= R − {±1} , : 5 − x ≥ 0 ⇒ x ≤ 5Df Dg

= {x ∈ |g(x) ∈ } = {x ≤ 5|g(x) ≠ ±1}Dfog Dg Df

g(x) ≠ −1 ⇒ ≠ −1 →5 − x
− −−−−

√

g(x) ≠ 1 ⇒ ≠ 1 ⇒ 5 − x ≠ 1 ⇒ x ≠ 45 − x
− −−−−

√

= {x ≤ 5|x ≠ 4} = (−∞, 5] − {4}Dfos

f(x) = + 2x + 2 g(x) =? fog(x) = − 4x + 5x2 x2

f(g(x)) = (x) + 2g(x) + 2 = − 4x + 5 ⇒ (x) + 2g(x) + 1 + 1 = − 4x + 4 + 1g2 x2 g2 x2

= ⇒ |g(x) + 1| = |x − 2| ⇒ g(x) + 1 = ±(x − 2)(g(x) + 1)2 (x − 2)2

{
g(x) = x − 2 − 1 ⇒ g(x) = x − 3
g(x) = −x + 2 − 1 ⇒ g(x) = −x + 1

f(x) = + 1 g(x) = − 2x2 −x−−−√

= R : x ≤ 0Df Dg

= {x|x ∈ , g(x) ∈ } = x|x ≤ 0 , − 2 ∈ R ⇒ = x ≤ 0Dfog(x) Dg Df

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
−x−−−

√
↓

x≤0

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
Dfog

gofgof(x) = − 2 ⇒ − − 1 ≥ 0 ⇒ x ∈ ∅ ⇒− − 1x2
− −−−−−−

√ x2

f(x) = g(x) = |x − 1| = R
1

2 − |x − 1|
− −−−−−−−−

√
Dg

2 − |x − 1| > 0 ⇒ 2 > |x − 1| ⇒ −2 < x − 1 < 2 ⇒ −1 < x < 3 = Df

= ∩ ⇒ −1 < x < 3 ∩ R ⇒ (−1 , 3)Df+g Df Dg

fog(x) = {x | x ∈ , g(x) ∈ }Dg Df

= {x| x ∈ R , −1 < |x − 1| < 3} ⇒ |x − 1| < 3 ⇒ −3 < x − 1 < 3 ⇒ = (−2, 4)Dfog

gof(x) = g(f(x)) = − 1
∣

∣

∣
∣
∣

1

2 − |x − 1|
− −−−−−−−−

√

∣

∣

∣
∣
∣

= [−2, 3] = [−1, 4]Df Rf
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1
2
3
4
5

1 2 3
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= (1, 4] = [−2, 1]Dg Rg

(f + g)(1) = f(1) + g(1) = 2 + تعریف نشده= تعریف نشده

(f ⋅ g)(2) = f(2) ⋅ g(2) = 3(0) = 0

( )(3) = = =
g

f

g(3)
f(3)

−1
4

−1
4

(fog)(3) = f(g(3)) = f(−1) = 0

= ∩ = (1, 3]Df−g Df Dg

= ∩ − {x ∣ g(x) = 0} = (1, 3] − {2} = (1, 2) ∪ (2, 3]Df

g

Df Dg

= ∩ − {x ∣ f(x) = 0} = (1, 3] − {−1} = (1, 3]D g

f

Dg Df

(3, 4), (0, 1) ∈ f m = = 1
1 − 4
0 − 3

⇒ {
y − = m(x − )y0 x0
y − 1 = 1(x − 0) ⇒ y = x + 1

: معادلۀ خط گذرنده از دو نقطھ
f ضابطۀ

(2, 0), (4, −2) ∈ g

m = = −1
−2 − 0
4 − 2

⇒ y − 0 = −1(x − 2) ⇒ y = −x + 2 g ضابطۀ

(fg)(x) = f(x)g(x) = (x + 1)(−x + 2) = − + x + 2x2

( )(x) = =
f

g

f(x)

g(x)

x + 1
−x + 2

= R − {2} = R − {6}Df Dg

= ∩D g

f

Dg Df −{x|f(x) = 0} = R − {2, 6} −{x| = 0}
4

x − 2

↑
ھمواره مخالف صفر

= R − {2, 6}

( )(x) = = × =
g

f

g(x)

f(x)

x

6 − x

x − 2
4

− 2xx2

24 − 4x
= ∩D f

g

Df Dg −{x|g(x) = 0} = R − {2, 6} −{x| = 0}
x

6 − x
↓

x=0

= R − {2, 6, 0}

( )(x) = = × =
f

g

f(x)

g(x)

4
x − 2

6 − x

x

24 − 4x
− 2xx2

= = ∩ = R − {2, 6}Df⋅g Df−g Df Dg
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(f g)(x) = f(x) g(x) = ( ) ( )⋅− ⋅−
4

x − 2
×
−

x

6 − x

= ∩ = R − {2}Dff Df Df

(f ⋅ f)(x) = f(x) ⋅ f(x) =
16

(x − 2)2

= {x ∈ |f(x) ∈ }Dgof Df Dg = {x ≠ 2| ≠ 6}
4

x − 2
↓

6x−12≠4→6x≠16⇒x≠ =
16
6

8
3

= R − {2, }
8
3

g(f(x)) = =

4
x − 2

6 −
4

x − 2

4
6x − 16

x − 2 ≥ 0 ⇒ x ≥ 2 ⇒ = [2, +∞) = RDf Dg

( )(x) = =
g

f

g(x)

f(x)

x + 2

x − 2
− −−−−

√

= ∩D g

f

Dg Df −{x|f(x) = 0} = [2, +∞) −{x| = 0}x − 2
− −−−−

√
↓

x−2=0→x=2

= (2, +∞)

( )(x) = =
f

g

f(x)

g(x)

x − 2
− −−−−

√

x + 2
= ∩D f

g

Df Dg −{x|g(x) = 0} = [2, +∞) −{x| = 0}x + 2
↓

x=−2

= [2, +∞)

= = ∩ = [2, +∞)Df⋅g Df−g Df Dg

(f g)(x) = f(x) g(x) = (x + 2)⋅− ⋅− x − 2
− −−−−

√ ×
−

= ∩ = [2, +∞)Dff Df Df

(f ⋅ f)(x) = ( =∣ x − 2 ∣= x − 2x − 2
− −−−−

√ )2

g(f(x)) = + 2x − 2
− −−−−

√

= {x ∈ |f(x) ∈ } = {x ∈ [2, +∞)| ∈ R} = [2, +∞)Dgof Df Dg x − 2
− −−−−

√

x + 3 ≥ 0 ⇒ x ≥ −3 ⇒ = [−3, +∞)Df

x − 2 = 0 ⇒ = R − {2}Dg

( )(x) = =
g

f

g(x)

f(x)

2

(x − 2) x + 3
− −−−−

√

= ∩D g

f

Df Dg −{x|f(x) = 0} = [−3, +∞) −{2} − {x| = 0}x + 3
− −−−−

√
↓

x=−3

= (−3, +∞) − {2}

( )(x) = =
f

g

f(x)

g(x)

(x − 2) x + 3
− −−−−

√

2

= ∩D f

g

Df Dg −{x|g(x) = 0} = [−3, +∞) − {2} −{x| = 0}
2

x − 2

↑
ھمواره مخالف صفر

= [−3, +∞) − {2}

=Dfg Df−g = ∩ = [−3, +∞) − {2}Df Dg (f g)(x)⋅− = ( ) ( )x + 3
− −−−−

√ ×
−

2
x − 2

72



    

 

162  

 

x

y

11-
1-

 163

 

  

 جدول تعیین علامت زیر را در نظر بگیرید: 

 

 164

  165

می دانیم اگر  و  آن گاه  می باشد، پس داریم:

 

می دانیم اگر  و  آن گاه  می باشد، پس داریم:

  

g(f(x)) =
2

− 2x + 3
− −−−−

√

Dgof = {x ∈ |f(x) ∈ }Df Dg = {x ∈ [−3, +∞)| ≠ 2}x + 3
− −−−−

√
↓

x+3≠4⇒x≠1

= [−3, +∞) − {1} = [−3, 1) ∪ (1, +∞)

= ∩ = [−3, +∞)Dff Df Df

(f ⋅ f)(x) = f(x) × f(x) = ( =∣ x + 3 ∣= x + 3x + 3
− −−−−

√ )2

= {1, 2, 0} = {0, 1, −2}Df Dg

= ∩ − {x|f(x) = 0} = {0, 1} − {1} = {0}D g

f

Dg Df

= {(0, )} = {(0, −2)}
g

f

4
−2

= ∩ − {x|g(x) = 0} = {0, 1} − {} = {0, 1}D f

g

Df Dg

= {(0, ), (1, )} = {(0, − ), (1, 0)}
f

g

−2
4

0
−1

1
2

= = ∩ = {0, 1}Dfg Df−g Df Dg

fg = {(1, (−1) × 0), (0, 4 × (−2))} = {(1, 0), (0, −8)}

f − g = {(1, 0 − (−1)), (0, −2 − 4)} = {(1, 1), (0, −6)}

= ∩ = {1, −2, 0}Dff Df Df

ff = {(1, 0 × 0), (−2, 5 × 5), (0, (−2) × (−2)} = {(1, 0), (−2, 25), (0, 4)}

= {x ∈ |f(x) ∈ } = {1}Dgof Df Dg

gof = {(1, 4)}

f(x) = { =
1
x

2−x

x < 0
x > 0

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

1
x

( )
1
2

x

x < 0

x > 0

= (−∞, 1) − {0}Rf

( ≤ (
2
−−

√

2
)3

4x−1 2
−−

√

2
)3

+2x2
≥− →−−−−−

0< <1
2√

2
34x−1 3 +2x2

4x − 1 ≥ + 2−→−
3>1

x2 ⇒ − 4x + 3 ≤ 0x2 ⇒ (x − 1)(x − 3) ≤ 0

x

− 4x + 3x2
−∞

+

1
0 −

3
0

+∞

+
⇒ 1 ≤ x ≤ 3

= , −2 < < < < < <
1
9

3−2 2
−−

√ 5
−−

√
7
2
−→−
3>1

3−2 3 2√ 3 5√ 3
7
2

a > 0a ≠ 1> 0ax

> 0 ⇒ − 4 > 0 − 4 → f(x) > −4 → = (−4, +∞)5x 5x Rf

a > 0a ≠ 1> 0ax

> 0 ⇒ − < 0 ⇒ − + 3 < 3 → f(x) < 3(0٫2)x (0٫2)x (0٫2)x

⇒ = (−∞, 3)Rf
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1
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x

y=
x

2

 

y

x

g
f

طبق شکل بالا، معادلۀ  فقط یک ریشۀ منفی دارد.

 168

 169

  (الف

  (ب

 170

 نقطه ي برخورد  

  171

= × 2 ⇒ = 2 ⇒ × = 2
×3 2x

( )
1
8

x−1
3

2x

81−x
2x 8x−1

⇒ × = 2 → = 2 → 4x − 3 = 1 →2x 23x−3 24x−3
x = 1

= ⇒ =
×( )33

x
( )32

x−2

×3x−1
(2 × 3)x

2−x ×33x 32x−4

× ×3x−1 2x 3x
2−x

⇒ = ⇒ × × =
35x−4

×32x−1 2x
2−x 35x−4 3−(2x−1) 2−x 2−x

= 1 ⇒ = 1 → 3x − 3 = 0 →35x−4−2x+1 33x−3
x = 1

− 1 =2|x| 3x ⇒ f(x) = − 1 , g(x) =2|x| 3x ⇒ f(x) = g(x)

f(x) = g(x)

=+ + ⋯ +3x 3x 3x
  

تا15

+ + ⋯ +27x 27x 27x
  

تا45

⇒ 15 × = 45 × ⇒ × 3 × = × 9 × ⇒ = ×3x 27x 5 3x 5 27x 3x+1 32 ( )33
x

⇒ = ⇒ x + 1 = 2 + 3x ⇒ −1 = 2x →3x+1 32+3x
x = −

1
2

2 × = → 2 × = ⇒ =( )24
x

( )22
x

24x 22x 21+4x 22x

⇒ 1 + 4x = 2x ⇒ 2x = −1 ⇒ x = −
1
2

× = → × = → =
1
7

492x 7
−−

√3 7−1
( )72

2x
7
1
3 7−1+4x 7

1
3

⇒ −1 + 4x = ⇒ 4x = + 1 ⇒ 4x = →
1
3

1
3

4
3

x =
1
3

= ⇒ = ⇒ =( )
3

9
−−

√3

−x 3

27
−−

√5
( )

3

32
−−

√3

−x 3

33
−−

√5
( )
3

3
2
3

−x
3

3

3
5

⇒ = ⇒ = ⇒ =( )3
1−

2
3

−x

3
1−

3
5 ( )3

1
3

−x

3
2
5 3

−
x

3 3
2
5

(−1٫2, )
3

27
−−

√5
⇒ − = ⇒ x = − = −1٫2 →

x

3
2
5

6
5
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چون زمان هاي سپري شده دنبالۀ حسابی و مقدار داروهاي باقی مانده، دنبالۀ هندسی تشکیل می دهند، پس ضابطۀ تابع فوق، نمایی است و می توان نوشت:

 

، پس:  باتوجه به جدول داریم:  و 

 

. همچنین ضرب چون نمودار سهمی رو به بالاست، پس  است. چون جمع ریشه ها منفی است، پس  و چون   پس  است. یعنی   173

ها را در دو نقطه قطع کرده است، پس دو ریشه دارد که یکی مثبت و دیگري منفی است. ، پس  خواهد بود. چون سهمی محور  ریشه ها یعنی  و چون 

 174

 چون سهمی رو به پایین است، پس  است.

 

با در نظر گرفتن شرایط معنی دار بودن لگاریتم داریم:   175

  

 

 

 در نتیجه: 
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زمان سپری شده (ساعت)

مقدار داروی باقی مانده (میلی گرم)

0

300

1

150

2

75

3
75
2

4
75
4

5
75
8

6
75
16

f(t) = abt

f(0) = 300f(1) = 150

300 = a ⇒ a = 300b0

150 = a ⇒ 150 = 300b ⇒ b = ⇒ f(t) = 300(b1
1
2

1
2
)t

a > 0− < 0
b

a
a > 0−b < 0b > 0

< 0
c

a
a > 0c < 0x

∣a ∣= 1 ⇒ a = ±1

a = −1

⇒ f(x) = − + bx + cx2

(0, 1) ∈ f ⇒ 1 = 0 + 0 + c ⇒ c = 1

(1, 3) ∈ f ⇒ −1 + b + 1 = 3 ⇒ b = 3 → f(x) = − + 3x + 1x2

> 0
x + 1
x

⇒
x

x+1
x

−∞

+

−1

0 −

0

ت.ن

+∞

+
x < −1 x > 0 یا(1)

1 − x > 0 ⇒ x < 1 (2)

1 − x ≠ 1 ⇒ x ≠ 1 (3)

(1) ∩ (2) ∩ (3) : x < −1 0 < x < یا1 ⇒ = (−∞,−1) ∪ (0, 1)Df

y = 1 + 23
x
⇒ = y − 123

x
⇒ = (y − 1)3x log2
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 غیرقابل قبول است زیرا عبارت مقابل لگاریتم منفی می شود. پس معادله جواب ندارد.

        

  

هر دو جواب قابل قبول هستند.
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مسافت طی شده در هر دو چرخ یکسان است.  209

 در چرخ بزرگ

مسافت طی شده در چرخ کوچک هم برابر  سانتی متر است. پس داریم:
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cos( + α) + cos(π − α)π

2

= = = = = = = −
−cosα + sinα

− sinα − cosα

cosα − sinα

sinα + cosα

−cos α
cos α

sin α
cos α

+sin α
cos α

cos α
cos α

1 − tanα

1 + tanα

1 −
3
2

1 +
3
2

2 − 3
2 + 3

1
5

A = + + ( ) + ( )cos2
π

14
cos2

3π
14

cos2
7π − 3π

14
cos2

7π − π

14

= ( ) + ( ) + ( − ) + ( − )cos2
π

14
cos2

3π
14

cos2
π

2
3π
14

cos2
π

2
π

14

= ( ) + ( ) + ( ) + ( ) = + + +cos2
π

14
cos2

3π
14

sin2 3π
14

sin2 π

14
sin2 π

14
cos2

π

14
sin2 3π

14
cos2

3π
14

= 1 + 1 = 2
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 الف)

 

 

 

 

 

θ
H

G
A
B

C

DE

F

α

50

100

53

h

ب)

 

 

 

 223

  224

y

x

1

1-
π
2

π
2

3 π2+1 +1π+1

+1-

-- -

1-

y xsin= 1( (+

   

y

x

1

1
2

-
-

π
2

π
2

3 π2+1 +1π+1

+1

3-

-

--1-

y xsin= 1( (+2 1-

y

x

1

1-
π

2
3

+- π
4 π2+- π

4

π+- π
4+-π4

π
2

- π
4

y xcos= ( (+ π
4

   

y

x

1

π
2

3
+- π

4 π2+- π
4π+- π

4+- π
4

π
2

- π
4

y xcos= ( (+ π
4

( الف. (  225

( ب. (

) نظیر می شود. پ. (

0

2
3

π
2

π π
2

3 π2

        

π
2

π π
2

3π
2

_
1_

1

        

1

2

π
2

π
2

13

 226

G B : sinα = ⇒ AB = 53 sinαA
△ AB

53

F H : sin θ = ⇒ GH = 100 sin θG
△ GH

100
⇒ BC = GH = 100 sin θ

CD = EF ⇒ CD = 50

h = AB + BC + CD ⇒ h = 50 + 53 sinα + 100 sin θ

h = 23٫5,α = −30 ⇒ 50 + 53 sin(−30) + 100 sin θ = 23٫5

50 − 53 × + 100 sin θ = 23٫5 ⇒ 100 sin θ = 23٫5 − 50 + 26٫5
1
2

⇒ 100 sin θ = 0 ⇒ sin θ = 0 ⇒ θ = 0

y = 9x → −1 ≤ sin 9x ≤ 1 → −1 ≤ 9x ≤ 1 ⇒ = [−1, 1]sin3 sin3 Rf

1

3

2

tan x tan y = 5 → ⋅ = 5 → = 5sin x
cos x

sin y

cos y

sin x sin y

cos x sin y

⇒ = 5 ⇒ cos x cos y = =

3
4

cos x cos y

3
4

5
3
20

cos(x − y) = cos x cos y + sin x sin y = + = = =
3
20

3
4

3 + 15
20

18
20

9
10
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  228

 

  229

 

 

  230

 231

  232

 

233  میدانیم:  

 234

sin(x + ) = (sin x cos + cos x ⋅ sin ) = sin x + cos x = sin x + cos x2
−−

√
π

4
2
−−

√
π

4
π

4
2
−−

√
⎛

⎝
⎜⎜

2
−−

√

2

2
−−

√

2

⎞

⎠
⎟⎟

tanα + tan β = + = =
sinα

cosα

sin β

cos β

sinα cos β + cosα sin β

cosα cos β

sin(α + β)

cosα cos β

tanα − tan β = − = =
sinα

cosα

sin β

cos β

sinα cos β − cosα sin β

cosα cos β

sin(α − β)

cosα cos β

sinA = sin( − B) = (sin cosB − cos sinB)2
−−

√ 2
−−

√
π

4
2
−−

√
π

4
π

4
= ( cosB − sinB) = cosB − sinB2

−−
√

2
−−

√

2

2
−−

√

2

A + B = → tan(A + B) = tan ⇒ = 1
π

4
π

4
tanA + tanB

1 − tanA tanB
⇒ tanA + tanB = 1 − tanA tanB ⇒ tanA + tanB + tanA tanB = 1

⇒ 1 + tanA + tanB(1 + tanA) = 1 + 1 ⇒ (1 + tanA)(1 + tanB) = 2

sin(a + b + c) = sin(a + b) cos c + cos(a + b) sin c

= (sin a cos b + cos a sin b) cos c + (cos a cos b − sin a sin b) sin c

= sin a cos b cos c + sin b cos a cos c + sin c cos a cos b − sin a sin b sin c

cos(a + b + c) = cos(a + b) cos c − sin(a + b) sin c

(cos a cos b − sin a sin b) cos c − (sin a cos b + cos a sin b) sin c

= cos a cos b cos c − cos c sin a sin b − cos b sin a sin c − cos a sin b sin c

= = = = 2 sin x cos x = sin 2x
2 tan x

1 + xtan2

2 ( )sin x
cos x

1 + ( )sin x
cos x

2

2 sin x

cos x

x+ xcos2 sin2

xcos2

2 sin x xcos2

cos x

cos = 1 − 245∘ sin2 22٫5∘

→ = 1 − 2
2
−−

√

2
sin2 22٫5∘

→ sin =22٫5∘

2 − 2
−−

√
− −−−−−

√

2
x + x = 1 − 2 x xsin4 cos4 sin2 cos2

1 − 2 x x = ⇒ 2 x x = ⇒ x x =sin2 cos2
1
2

sin2 cos2
1
2

sin2 cos2
1
4

sin x cos x = ± ⇒ sin 2x = ± ⇒ sin 2x = ±1
1
2

1
2

1
2

1 + 2x = ⇒ 1 + 2x = ⇒ cot 2x = 0cot
2 1

2xsin2
cot

2 1
1

x = 1 − x = 1 − = → cos x = ± cos x =cos2 sin2 1
9

8
9

2 2
−−

√

3
− →−−−
3 ناحیھ −2 2

−−
√

3

tan x = = = =
sin x

cos x

−
1
3

−2 2√

3

1

2 2
−−

√

2
−−

√

4
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 236

 

 237

  238

 با فرض  داریم:

 

  239

می دانیم:  و  

tan 2x = = = = =
2 tan x

1 − xtan2

2 ×
2√

4

1 −
1
8

2√

2

7
8

8 2
−−

√

14

4 2
−−

√

7

x = 1 − x = 1 − = → sin x =sin2 cos2
1
5

4
5

2 5
−−

√

5

tan x = = = 2
sin x

cos x

2 5√

5

5√

5

sin 2x = 2 sin x cos x = 2 × × =
2 5

−−
√

5

5
−−

√

5
4
5

cos 2x = x − x = − =cos2 sin2 1
5

4
5

−3
5

tan 2x = = = − → cot 2x = −
2 tan x

1 − xtan2

2 × 2
1 − 4

4
3

3
4

cos 4x = 2 (2x) − 1 = 2 − 1cos2 ( x − 1)2 cos2
2

= 2(4 x − 4 x + 1) − 1 = 8 x − 8 x + 1cos4 cos2 cos4 cos2

= = = x − x = cos 2x
1 − xtan2

1 + xtan2

1 − ( )sin x
cos x

2

1 + ( )sin x
cos x

2

x − xcos2 sin2

x + xcos2 sin2
cos2 sin2

x = + a
π

4

= = x − x = −( x − x) = − cos 2x
1 − xcot2

1 + xcot2

1 −
xcos2

xsin2

1

xsin2

sin2 cos2 cos2 sin2

= −cos 2( + a) = − cos( + 2a) = sin 2aπ

4
π

2

cos θ cos 2θ cos 4θ = =
sin θ cos θ cos 2θ cos 4θ

sin θ

sin 2θ cos 2θ cos 4θ
1
2

sin θ

= = =

× sin 4θ cos 4θ
1
2

1
2
sin θ

× × sin 8θ
1
2

1
2

1
2

sin θ

sin 8θ
8 sin θ

1 + cos x = 2cos2
x

2
sin x = 2 sin cos

x

2
x

2

= = = tan
sin x

1 + cos x

2 sin cosx

2
x

2

2cos2 x

2

sin x

2

cos x

2

x

2

tan( − ) = = =
π

4
x

2

tan − tanπ

4
x

2

1 + tan tanπ

4
x

2

1 −
sin x

2

cos x

2

1 + 1 ×
sin x

2

cos x

2

cos − sinx

2
x

2

cos x

2

cos + sinx

2
x

2

cos x

2

= × =
cos − sinx

2
x

2

cos + sinx

2
x

2

cos + sinx

2
x

2

cos + sinx

2
x

2

−cos2 x

2
sin2 x

2

+ + 2 sin coscos2 x

2
sin2 x

2
x

2
x

2
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بازة باز  یک همسایگی متقارن به مرکز  و شعاع  است اگر:  240

 

 

241  الف )

 

 

ب ) دامنۀ تابع شامل همسایگی محذوف نقاط  است.

پ ) بله تابع در همسایگی  مثلاً در بازة  تعریف شده است.

ت ) طبق دامنه، تابع در همسایگی چپ  تعریف نشده است ولی در همسایگی راست  تعریف شده است.

 242

  ( الف

 ( ب

 243

 244

 

x

y

1

2-

الف) دامنه ي این تابع را تعیین می کنیم.  245

پس در تمام نقاط صحیح این تابع تعریف نشده است.

بنابراین تابع در همسایگی همه ي نقاط بازه  غیر از نقاط صحیح این بازه تعریف شده است.

ب) تابع در همسایگی محذوف تمام نقاط صحیح بازه  یعنی در  تعریف شده است.

  246

هست

هست

     

   

   

) همسایگی از  نیست. فقط برداشتن  مهم نیست. ابتدا باید یک همسایگی  را داشته باشیم. بازة (

 247

= =
cos 2( )x

2

1 + sin 2( )x
2

cos x

1 + sin x

(a, b)x0r

= , r =x0
a + b

2
b − a

2

= 3٫5 ⇒ m − 2 = 7 → m = 9 ⇒ (m − 1,m) = (8, 9) ⇒
1 + 2m − m − 3

2
مرکز = = 8٫5

8 + 9
2

f(x) = ⇒ 9 − ≥ 0 ⇒ ≤ 9 ⇒ |x| ≤ 3 ⇒ −3 ≤ x ≤ 3
9 − x2
− −−−−

√

− 4x2
x2 x2

− 4 = 0 → x = ±2 ⇒ = [−3, 3] − {2, −2}x2 Df

x = −2 , x = 2

2٫9(2٫8, 2٫95)

x = −3x = −3

f(x) − 2 f(x) = −4 − 2 × (−1) = −4 + 2 = −2lim
x→3

lim
x→0

3 f(x) + f(3) − f(−2) = 3(−3) + 4 − (−3) = −9 + 4 + 3 = −2lim
x→−2

x = −2 →یک ھمسایگی (−3, −1)

x = −2 یک ھمسایگی محذوف  → (−4, −1) − {−2} = (−4, −2) ∪ (−2, −1)

x = −2 یک ھمسایگی راست  → (−2, −1) x = −2 یک ھمسایگی چپ  → (−3, −2)

f(0) = −2 , f(x) = 1 ≠ f(0)lim
x→0

9 − |x| ≥ 0 ⇒ |x| ≤ 9 ⇒ −9 ≤ x ≤ 9
x − [x] = 0 → x = [x] ⇒ x ∈ Z

(−9, 9)

(−9, 9)x = −8, −7,⋯ , 7, 8

> :راه اول1
1

∣x − 3∣
− →−−−−−−−−−−−−−

طرفین را معکوس می کنیم

باتوجھ بھ ھم علامت بودن نامساوی
{ ∣x − 3 ∣< 1 ⇒ −1 < x − 3 < 1
∣x − 3 ∣≠ 0 ⇒ x ≠ 3 −→

+3 2 < x < 4
و
x ≠ 3

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
⇒ است.3 ھمسایگی محذوف

:راه دوم
x ≠ 3
و
∣x − 3 ∣< 1

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
⇒ 3 1 نیز نباشد3 است و خود کمتر از نقاطی کھ فاصلۀ آنھا تا ⇒ داریم.3 ھمسایگی محذوف

∣x − 3 ∣> 2 ⇒
⎧

⎩⎨
x − 3 > 2
یا
x − 3 < −2

⇒
⎧

⎩⎨
x > 5
یا
x < 1

⇒ نیست.3 ھمسایگی محذوف

331, 23
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 یعنی تابع در هیچ همسایگی راست صفر تعریف نشده است، پس تابع در همسایگی صفر تعریف نشده است.

الف)   248
ب)

) وجود ندارد.                   (                       (

             249

x
x x-2 + _ +

1

جج ج ج

0

 

چون تابع در همسایگی چپ نقطۀ  تعریف نشده است پس حد چپ ندارد.

باید دامنۀ تابع را به دست آوریم.  250

x

x2 2- x-15

3- 5

-+ +
 

چون تابع در همسایگی راست  تعریف نشده است پس در این نقطه حد راست ندارد.

 251

 

2

1

1 2
x

y

 

 252

 

1

2

1 2
1-

y

x

 253

f(x) =
x

[x]

[x] = 0 ⇒ 0 ≤ x < 1

= R − [0, 1)Df

1

13213

f(x) = ⇒ − x ≥ 0− xx2
− −−−−

√ x2

= (−∞, 0] ∪ [1, +∞)Df

x = 1

f(x) = → − 2x − 15 ≥ 0 ⇒ (x − 5)(x + 3) ≥ 0− 2x − 15x2
− −−−−−−−−−−

√ x2

⇒ x ≤ −3 xیا ≥ 5 ⇒ = (−∞,−3] ∪ [5, +∞)Df

x = −3

f(x) = 2 − |x − 1|
∣

∣
∣
x = 1
y = 2

∣

∣
∣
x = 0
y = 1

∣

∣
∣
x = 2
y = 1

[f(x)] = [ ] = [2 − ε] = (الف1 lim
x→1

2−

[ f(x)] = [2] = (ب2 lim
x→1

f(x) = =
x |x − 1|
x − 1

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= −x
−x(x − 1)

x − 1

= x
x(x − 1)
x − 1

x < 1

x > 1

∣

∣
∣
1
−1
∣

∣
∣
1
1

∣

∣
∣
0
0
∣

∣
∣
2
2

f(x) = −1 , f(x) = 1 ⇒ f(x) =lim
x→1−

lim
x→1+

lim
x→1

حد ندارد

f(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

+ 2x x < 0 → x = − = − = −1 ⇒x2
b

2a
2
2

x + 3 x > 0
∣

∣
∣
0
3

∣

∣
∣
1
4

∣

∣
∣
x = −1
y = −1

89



 

3
4

2
1

1
1-

1-2-

y

x

 

 

 

 

 254

 

x

y

-1

 255

 

حد تابع وقتی  موجود نیست زیرا همسایگی چپ  در دامنه نیست.

 256

    

. چون  باید طبیعی باشد، پس 

تابع  در  حد ندارد زیرا اگر فرض کنیم  در  حدي برابر  داشته باشد یعنی   257

چون f هم در a حدي برابر N دارد یعنی  داریم:

  

  

یعنی  در  حد دارد و این خلاف فرض است، پس تابع  نمی تواند در  حد داشته باشد.

چون تابع  در نقطۀ  باید حد داشته باشد داریم:  258

 

 259

 

 260

باید حد چپ و حد راست در  برابر  باشند.  261

 

f(x) = 0 , f(x) = 3 (الف⇒ lim
x→0−

lim
x→0+

f(x) =lim
x→0

حد ندارد

f(x)] = [ ] = (ب1− lim[
x→−1

(−1)+

f(x) = (پ4 lim
x→1

[f(x)] = [ ] = [0 − ε] = (ت1− lim
x→(−2)+

0−

f(x) = −1f(x) =lim
x→0+

حد ندارد lim
x→0−

x −∞

+

0
0 −

1
0 +

+∞y = − xx2
− −−−−

√

− x ≥ 0 ⇒ x = 0 , x = 1x2

= x ≤ 0 ∪ x ≥ 1Df

x → 1−x = 1

f(x) − 3 f(x) + 5n = 0n2 lim
x→1−

lim
x→2+

⇒ (1)n2 −3 × 2 + 5n = 0 ⇒ + 5n − 6 = 0n2 ⇒ n = 1 ، n = −6

nn = 1

f + gah = f + gaMh(x) = Mlim
x→a

f(x) = Nlim
x→a

g(x) = (f(x) + g(x) − f(x)) = (h(x) − f(x))lim
x→a

lim
x→a

lim
x→a

= h(x) − f(x) = M − Nlim
x→a

lim
x→a

gah = f + ga

fx = 2

( + 1)f(x) = ( + 1) f(x) = 20 ⇒ 5 f(x) = 20lim
x→2

x2 lim
x→2

x2 lim
x→2

lim
x→2

⇒ f(x) = 4 , f(x) = x + 2 f(x) = (x + 2) = 4lim
x→2

lim
x→2

lim
x→2

= f(x) = (m + cos x) = m + cos π = m − 1L− lim
x→π−

lim
x→π−

sin2 x

2
sin2 π

2
= f(x) = (2m − cos + sin x) = 2m − cos + sin π = 2mL+ lim

x→π+
lim
x→π+

x

2
π

2
2m = m − 1 ⇒ m = −1

= f(x) = (3x − n + 2) = 3 − n + 2 = −3 ⇒ n = 8L− lim
x→1−

lim
x→1−

= f(x) = ( + mx + 1) = 1 + m + 1 = 5 ⇒ m = 3L+ lim
x→1+

lim
x→1+

x2

−24

= = (a − x) = 4a + 2 = 4 ⇒L− lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)−

x2 a =
1
2

= f(x) = (2x + b) = −4 + b = 4 ⇒L+ lim
x→(−2)+

lim
x→(−2)+

b = 8
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چون تابع  در نقطۀ  حد دارد پس   263

 

 

 

چون تابع  در کل اعداد حقیقی حد دارد پس   264

 

 

چون تابع  در نقطۀ  حد دارد پس   265

 

 266

 

 

 267

 

 

 268

تابع  در نقطه ي  حد دارد و تابع  در نقطه ي  حد ندارد. زیرا حد چپ و راست آن نابرابرند و تابع  در  حد دارد.

( − 2m + 3x − m) = 10 ⇒ 8 − 8m + 6 − m = 10 ⇒ 14 − 10 = 9m ⇒ m =lim
x→2

x3 x2
4
9

f−3f(x) = Llim
x→−3

( ) = = =lim
x→−3

3x − f(x)

2f(x) + x2

3x − f(x)lim
x→−3

lim
x→−3

2 f(x) +lim
x→−3

lim
x→−3

x2

−9 − L

2L + 9
−11
13

⇒ −22L − 99 = −117 − 13L ⇒ 117 − 99 = 22L − 13L ⇒ 9L = 18 ⇒ L = 2

(4f(x) − x) = 4 f(x) − x = 4L − (−3) = 4 × 2 + 3 = (الف11 lim
x→−3

lim
x→−3

lim
x→−3

( ) = = (ب= lim
x→−3

− + f(x)x2

5 − f(x)

(− ) + f(x)lim
x→−3

x2 lim
x→−3

5 − f(x)lim
x→−3

−9 + 2
5 − 2

−7
3

ff(x) = Llim
x→4

( ) = = =lim
x→4

x − f(x)

f(x) + 3

x − f(x)lim
x→4

lim
x→4

f(x) + 3lim
x→4

4 − L

L + 3
1
6

⇒ L + 3 = 24 − 6L ⇒ 7L = 21 ⇒ L = 3

(f(x) + ) = f(x) + = L + 16 = 3 + 16 = 19lim
x→4

x2 lim
x→4

lim
x→4

x2

fx = 2f(x) = Llim
x→2

( ) = = = ⇒ 3L − 1 = 2L + 4lim
x→2

f(x) + 2
3f(x) − 1

f(x) + 2lim
x→2

3 f(x) − 1lim
x→2

L + 2
3L − 1

1
2

⇒ L = 5 ⇒ ( (x) − 5) = ( f(x) − 5 = − 5 = 20lim
x→2

f 2 lim
x→2

)2 52

(2f(x) − 3g(x) + (x)) = 2 f(x) − 3 g(x) (الف+ lim
x→−2

h2 lim
x→−2

lim
x→−2

( h(x))lim
x→−2

2

= 2 × 3 − 3 × 2 + = 16(−4)2

( ) = = = = (ب20− lim
x→−2

2g(x) − 4h(x)
h(x) + f(x)

2 g(x) − 4 h(x)lim
x→−2

lim
x→−2

h(x) + f(x)lim
x→−2

lim
x→−2

2 × 2 − 4 × (−4)
−4 + 3

4 + 16
−1

(2f(x) − 3g(x)) = 2 f(x) − 3 g(x) = 2 × 4 − 3 × (−2) = 8 + 6 = (الف14 lim
x→3

lim
x→3

lim
x→3

(−3 (x) + 7 (x)) = −3 + 7 = −3 × + 7 (ب× lim
x→3

f 2 g3 ( f(x))lim
x→3

2 ( g(x))lim
x→3

3 42 (−2)3

= −3 × 16 + 7 × (−8) = −48 − 56 = −104

f(x) = x − 1x = 1g(x) = [x]x = 1(f × g)(x)x = 1

(f × g)(x) = f(x)g(x) = (x − 1)[x]

(f × g)(x) = (x − 1)[x] = 0 × 1 = 0lim
x→1+

lim
x→1+

(f × g)(x) = (x − 1)[x] = 0 × 0 = 0lim
x→1−

lim
x→1−
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  270

حد وجود ندارد  

 

 چون حد چپ و راست نابرابرند پس حد وجود ندارد. 

 271

      

 

            

 

           

      

 

 272

 273

براي اینکه  در نقطه ي  حد داشته باشد باید حد چپ و راست آن در این نقطه با هم برابر باشند.

(2x cos − x) = 2 × cos − ( ) = × − = −lim
x→

π

3

x

2
sin

2 π

3
π

6
sin

2 π

3
2π
3

3
−−

√

2
( )

3
−−

√

2

2
π 3

−−
√

3
3
4

( ) = = = =lim
x→

π

6

cos x − xtan2

x sin 2x

cos −π

6
tan2 π

6

sinπ

6
π

3

−
3
−−

√

2
( )

3
−−

√

3

2

×
π

6

3
−−

√

2

−
3
−−

√

2
1
3

π 3
−−

√

12

6 − 43
−−

√

π 3
−−

√

− = = =lim
x→3+

1
x − 3

7
− 9x2

lim
x→3+

x + 3 − 7
(x − 3)(x + 3)

lim
x→3+

x − 4
(x − 3)(x + 3)

−1
0

lim
x→0

[x] + |x|

x + 1

= = −1lim
x→0−

[x] + |x|

x + 1
−1
1

= = 0lim
x→0+

[x] + |x|

x + 1
0
1

(2g(x) − f(x)) = 2 g(x) − f(x) = 2 × 2 − 0 = 4lim
x→−2

lim
x→−2

lim
x→−2

⇒ = 0lim
x→0

g(x)

f(x)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= = = 0lim
x→0+

g(x)

f(x)

g(x)lim
x→0+

f(x)lim
x→0+

0
1

= = = 0lim
x→0−

g(x)

f(x)

g(x)lim
x→0−

f(x)lim
x→0−

0
−1

lim
x→0

g(x)

f(x)

−3 = −3 = −3 = −3lim
x→−3

g(x)
− −−−

√ g(x)lim
x→−3

− −−−−−−−
√ 1

−−
√

= 2 = 2lim
x→2

8g(x)
− −−−−

√3 g(x)lim
x→2

− −−−−−−
√3 3

−−
√3

= ax − [2x] = 2a − [2(2 − ε)] = 2a − [4 − 2ε] = 2a − 3 ⇒ 2a − 3 = −6 ⇒L− lim
x→2−

a = −
3
2

= b[−x] + 3x = b[−(2 + ε)] + 6 = b[−2 − ε] + 6 = −3b + 6L+ lim
x→2+

⇒ −3b + 6 = 10 ⇒ b = −
4
3

f(x)x = −1
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 275
  

 

 276

 (الف

 (ب

 277

  278

f(x) = a[x] + [x + 1]
f(x) = f(x)lim

x→(−1)+
lim

x→(−1)−

f(x) = (a[x] + [x + 1]) = −a + 0 = −alim
x→(−1)+

lim
x→(−1)+

f(x) = (a[x] + [x + 1]) = −2a − 1lim
x→(−1)−

lim
x→(−1)−

⇒ −a = −2a − 1 ⇒ a = −1

= [ ] − 2[ ] = [ ] − 2[ ]L− lim
x→(−6)−

x

2
x

3
−6 − ε

2
−6 − ε

3

= [−3 − ] − 2[−2 − ] = −4 − 2(−3) = −4 + 6 = 2
ε

2
ε

3

= [ ] − 2[ ] = [ ] − 2[ ] = [−3 + ] − 2[−2 + ]L+ lim
x→(−6)+

x

2
x

3
−6 + ε

2
−6 + ε

3
ε

2
ε

3

= −3 − 2(−2) = −3 + 4 = 1⇒ حد ندارد

x → ⇒ x > − ⇒ < −2 ⇒ > 6 ⇒ [ ] = [ ] = 6(− )
1
2

+ 1
2

1
x

−3
x

lim

x→(− )
1
2

+

−3
x

6+

x → ⇒ x < − ⇒ > −2 ⇒ < 6 [ ] = [ ] = 5 ⇒(− )
1
2

− 1
2

1
x

−3
x

⇒ lim

x→(− )
1
2

−

−3
x

6− حد ندارد.

f(x) ⋅ g(x) = ( × ) =lim
x→−

1
2

lim
x→−

1
2

x + 1
2 − x − 1x2

2x + 1
x

lim
x→−

1
2

(x + 1)(2x + 1)
(2x + 1)(x − 1)x

= = = =lim
x→−

1
2

x + 1
(x − 1)x

− + 11
2

(− − 1)(− )
1
2

1
2

1
2

(− )(− )
3
2

1
2

2
3

= = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5lim
x→1

− 1x5

x − 1
lim
x→1

(x − 1)( + + + x + 1)x4 x3 x2

x − 1

= = = =lim
x→1

− 1x6

− 1x9
lim
x→1

(x − 1)( + + ⋯ + x + 1)x5 x4

(x − 1)( + + ⋯ + x + 1)x8 x7

1 + 1 + ⋯ + 1
  تا 6

1 + 1 + ⋯ + 1
  

تا 9

6
9

2
3

= =lim
x→1

− 3 + 2x3 x2

− 1x2
lim
x→1

− − 2 + 2x3 x2 x2

− 1x2
lim
x→1

(x − 1) − 2(x − 1)(x + 1)x2

(x − 1)(x + 1)

=lim
x→1

( − 2x − 2)(x − 1)x2

(x − 1)(x + 1)
−3
2

= = = =lim
x→1

x( − 1)x4

− 1x3
lim
x→1

x(x − 1)( + + x + 1)x3 x2

(x − 1)( + x + 1)x2
lim
x→1

x( + + x + 1)x3 x2

+ x + 1x2

1 × 4
3

4
3

=lim
x→1

− 1xn

x − 1
lim
x→1

(x − 1)( + + ⋯ + x + 1)xn−1 xn−2

x − 1
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  280

  281

  282

= ( + + ⋯ + x + 1) = = nlim
x→1

xn−1 xn−2 1 + 1 + ⋯ + 1
  

تا n

= = = = −1lim
x→1

− 4x + 3x2

− 1x2
lim
x→1

(x − 1)(x − 3)
(x − 1)(x + 1)

lim
x→1

x − 3
x + 1

−2
2

= = = = 2lim
x→3

− 9x2

− 3xx2
lim
x→3

(x − 3)(x + 3)
x(x − 3)

lim
x→3

x + 3
x

6
3

× =lim
x→1

−x2
−−√3 x−−√

3

− 1x3

+ +x4
−−√3 x3

−−√3 x2
−−√3

+ +x4
−−√3 x3

−−√3 x2
−−√3

lim
x→1

− xx2

( − 1)( )x3 + +x4
−−√3 x3

−−√3 x2
−−√3

  
3

= = = =lim
x→1

x(x − 1)
3(x − 1)( + x + 1)x2

lim
x→1

x

3( + x + 1)x2

1
3 × 3

1
9

× =lim
x→2

3 − x + 7
− −−−−

√

+ 2x − 8x2

3 + x + 7
− −−−−

√

3 + x + 7
− −−−−

√
lim
x→2

9 − x − 7

( + 2x − 8)(3 + )x2 x + 7
− −−−−

√

= = =lim
x→2

−(x − 2)
(x − 2)(x + 4) × 6

lim
x→2

−1
6(x + 4)

−1
36

× × =lim
x→1

x − x−−√

− 1x−−√
3

x + x−−√

x + x−−√

+ + 1x2
−−√3 x−−√

3

+ + 1x2
−−√3 x−−√

3
lim
x→1

( − x)( + + 1)x2 x2
−−√3 x−−√

3

(x − 1)(x + )x−−√

= = = =lim
x→1

x(x − 1)( + + 1)x2
−−√3 x−−√

3

(x − 1)(x + )x−−√
lim
x→1

x( + + 1)x2
−−√3 x−−√

3

x + x−−√

1 × 3
2

3
2

× =lim
x→4

−2 + x + 5
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√ 5
−−

√

− 16x2

+2 + x + 5
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√ 5
−−

√

+2 + x + 5
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√ 5
−−

√
lim
x→4

2 + − 5x + 5
− −−−−

√

( − 16)x2 ( + )2 x + 5
− −−−−

√
− −−−−−−

√ 5
−−

√
  

2 5√

= × =lim
x→4

− 3x + 5
− −−−−

√

2 ( − 16)5
−−

√ x2

+ 3x + 5
− −−−−

√

+ 3x + 5
− −−−−

√
lim
x→4

x + 5 − 9

2 (x − 4)(x + 4)( + 3)5
−−

√ x + 5
− −−−−

√

= = =lim
x→4

1

2 (x + 4)( + 3)5
−−

√ x + 5
− −−−−

√

1

2 × 8 × 65
−−

√

1

96 5
−−

√

= = = =lim
x→3−

(3 − [x]) (x − 3)2
− −−−−−−

√

− 9x2
lim
x→3−

(3 − 2) |x − 3|
− 9x2

lim
x→3−

−(x − 3)
(x − 3)(x + 3)

lim
x→3−

−1
x + 3

−1
6

× ×lim
x→2

− 2x + 6
− −−−−

√3

− 2x + 2
− −−−−

√

+ 2 + 4(x + 6)2
− −−−−−−

√3 x + 6
− −−−−

√3

+ 2 + 4(x + 6)2
− −−−−−−

√3 x + 6
− −−−−

√3

+ 2x + 2
− −−−−

√

+ 2x + 2
− −−−−

√
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براي داشتن حد باید:  حد راست = حد چپ

 

    

 284

 (الف

 (ب

 285

می دانیم:   

  286

 

  287

  288

= =lim
x→2

(x + 6 − 8)( + 2)x + 2
− −−−−

√

(x + 2 − 4)( + 2 + 4)(x + 6)2
− −−−−−−

√3 x + 6
− −−−−

√3
lim
x→2

+ 2x + 2
− −−−−

√

+ 2 + 4(x + 6)2
− −−−−−−

√3 x + 6
− −−−−

√3

= = =
2 + 2

4 + 4 + 4
4
12

1
3

lim
x→1−

2a( − 2)x + 3
− −−−−

√

∣x − 1∣
×
( + 2)x + 3

− −−−−
√

( + 2)x + 3
− −−−−

√
= lim

x→1−

2a(x + 3 − 4)
  

x−1

( + 2)−(x − 1) x + 3
− −−−−

√
= =

−2a
4

−a

2

= 1 ⇒ a = −2
−a

2
[x − 1] + 1lim

x→1+
= [x]lim

x→1+
−1 +1 = [x] = 1lim

x→1+

= × = 1 × =lim
x→2

sin(x − 2)
− 4x2

lim
x→2

sin(x − 2)
(x − 2)

1
x + 2

lim
x→2

1
x + 2

1
4

= × = × 1 = −1lim
x→−1

tan(x + 1)
x(x + 1)

lim
x→−1

1
x

tan(x + 1)
x + 1

1
−1

= 1lim
x→0

sin x

x

=lim
x→0

−2 + sin x
− −−−−−−

√ 2 − sin x
− −−−−−−

√

3x
0
0

× =lim
x→0

−2 + sin x
− −−−−−−

√ 2 − sin x
− −−−−−−

√

3x

+2 + sin x
− −−−−−−

√ 2 − sin x
− −−−−−−

√

+2 + sin x
− −−−−−−

√ 2 − sin x
− −−−−−−

√
lim
x→0

+ sin x − + sin x2 2

(3x)( + )2 + sin x
− −−−−−−

√ 2 − sin x
− −−−−−−

√

× = =lim
x→0

sin x

x

2

3( + )2 + sin x
− −−−−−−

√ 2 − sin x
− −−−−−−

√

2

3 × 2 2
−−

√

2
−−

√

6

× =lim
x→0

tan x

1 − 1 + tan x
− −−−−−−−

√

1 + 1 + tan x
− −−−−−−−

√

1 + 1 + tan x
− −−−−−−−

√
lim
x→0

tan x(1 + )1 + tan x
− −−−−−−−

√

1 − 1 − tan x
= −(1 + ) = −2lim

x→0
1 + tan x
− −−−−−−−

√

×lim
x→0

sin 2x

−1 + sin x
− −−−−−−

√ 1 − sin x
− −−−−−−

√

+1 + sin x
− −−−−−−

√ 1 − sin x
− −−−−−−

√

+1 + sin x
− −−−−−−

√ 1 − sin x
− −−−−−−

√

= = = 2 cos x = 2 × 1 = 2lim
x→0

sin 2x( + )1 + sin x
− −−−−−−

√ 1 − sin x
− −−−−−−

√

1 + sin x − 1 + sin x
lim
x→0

2 sin x cos x × 2
2 sin x

lim
x→0

= = 2 = 2 × = 2lim
x→0

1 − cos 2x
x2

lim
x→0

2 xsin2

x2
lim
x→0

( )
sin x

x

2
12

= = = = =lim
x→0

3(1 − cos 4x)

3xtan2
lim
x→0

3 × 2 2xsin2

3xtan2
lim
x→0

6( × 2x)sin 2x
2x

2

( × 3x)tan 3x
3x

2
lim
x→0

6 × 4x2

9x2
24
9

8
3
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نکته: 

 

نکته: 

  

 289
(الف 

 (ب  

y

x1

y

x
2-

 290

تابع در نقطۀ   پیوسته است.

 291

y

x
1

1
2
3

234- - - -

تابع در نقطۀ   ناپیوسته است.

 292

 (الف

چون تابع در همسایگی نقطه  تعریف نشده پس حد نداشته و ناپیوسته است.

 (ب

پس تابع در  پیوسته است.

 293

u ∼ u , u ∼ utan
u→0

sin
u→0

= = =lim
x→0

sin x tan 2x
+ 3x3 x2

lim
x→0

x × 2x
(x + 3)x2

lim
x→0

2
x + 3

2
3

u ∼ usin
u→0

= = = =lim
x→0

cos( + x)π

2

− 2xx2
lim
x→0

− sin x

x(x − 2)
lim
x→0

−x

x(x − 2)
lim
x→0

−1
x − 2

1
2

f(x) ≠ f(x) ≠ f(1)lim
x→1−

lim
x→1+

f(x) = f(x) ≠ f(−2)lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)+

f(4) = [2] − [2] = 0

= [ ] − [ ] = [ ] − [ ] = [2 − ] − [2 − ] = 1 − 1 = 0L− lim
x→4−

x

2
x + 2
3

4 − ε

2
4 − ε + 2

3
ε

2
ε

3

= [ ] − [ ] = [ ] − [ ] = [2 + ] − [2 + ] = 2 − 2 = 0L+ lim
x→4+

x

2
x + 2
3

4 + ε

2
4 + ε + 2

3
ε

2
ε

3
x = 4

f(x) = { |x + 3|
2

x ≠ −3
x = −3

x = −3

f(x) = ⇒ −2 ≤ x ≤ 24 − x2
− −−−−

√

x = −2

g(x) = g(x) = = = 4 = g(1)lim
x→1+

lim
x→1−

lim
x→1

+ 2x − 3x2

x − 1
lim
x→1

(x − 1)(x + 3)
x − 1

x = 1

f(x) = x ≥ 1x − 1
− −−−−

√
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با توجه به دامنه چون تابع در همسایگی نقطه  تعریف نشده است پس حد نداشته و ناپیوسته است.
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yتابع در کل اعداد حقیقی پیوسته است.

x
1

1
2
3

2

y

x
1

1
2
3

2

12

1
2
3
4

-

--

-
-
-

  

   تابع در نقاطی به طول عدد صحیح یعنی در   ناپیوسته است و در این نقاط پیوستگی راست دارد.
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y

x
1

1
2

 

    تابع در کل اعداد حقیقی پیوسته است.

 

 تابع در نقطۀ  ناپیوسته است. در این نقطه پیوستگی چپ دارد.
y

x
1

21
1 4 1-
-

1 2

.( در این سؤال هر بازه اي که در طرف راست یا چپ  و فاقد  باشد جواب است، مثلاً (  296

 297

x = 1

f(x) = |x − 1| + 2
∣

∣
∣
x = 1
y = 2

∣

∣
∣
x = 0
y = 3

∣

∣
∣
x = 2
y = 3

f(x) = x + [x] −2 ≤ x < −1 → y = x − 2
∣

∣
∣
−2
−4

∣

∣
∣
−1
−3

−1 ≤ x < 0 → y = x − 1
∣

∣
∣
−1
−2

∣

∣
∣
0
−1

0 ≤ x < 1 → y = x
∣

∣
∣
0
0

∣

∣
∣
1
1

1 ≤ x < 2 → y = x + 1
∣

∣
∣
1
2

∣

∣
∣
2
3

Z

f(x) = x + |x| =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x + x = 2x

x − x = 0

x ≥ 0
∣

∣
∣
0
0

∣

∣
∣
1
2

x < 0

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

− xx2

−x + 2

x ≤ 1 → رأس x = − = − = ⇒ y = −b

2a
−1
2

1
2

1
4

x > 1
∣

∣
∣
1
1

∣

∣
∣
2
0

x = 1

111, 2
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 حد راست در  حد چپ در 

 حد راست

 حد چپ

 299

 300

تابع پیوسته  

تابع در بازة باز   پیوسته است.

تابع در    پیوستگی راست دارد. پس تابع در بازة   پیوسته است.

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

[3x] + b

2ax + 1
− 1x2

1 − x

x < 1
x = 1

x > 1

f(x) = f(x) = f(1)lim
x→1+

lim
x→1−

f(x) = = = −2lim
x→1+

lim
x→1+

( − 1)x2

1 − x
lim
x→1+

(x − 1)(x + 1)
−(x − 1)

f(x) = [3x] + b = 2 + blim
x→1−

lim
x→1−

f(1) = 2a + 1 →

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

2 + b = −2 → b = −4

2a + 1 = −2 → a = −
3
2

f(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

[−x] + a

3

+ b
| − 4|x2

x − 2

x < 2
x = 2

x > 2

f(2)= 22

+ b = 4 + blim
x→2+

(x + 2)(x − 2)
x − 2

[−x] + a = −2 + alim
x→2−

f(2) = 3
⎧

⎩⎨
4 + b = 3 → b = −1

−2 + a = 3 → a = 5

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a[4x] − b

1
a sin x + bπ

2

 x < 1
 x = 1
 x > 1

f(x) = f(x) = f(1)lim
x→1+

lim
x→1−

a sin x + b = a + blim
x→1+

π

2

a[4x] − b = a[ ] − b = 3a − blim
x→1−

4−

f(1) = 1

{ →
3a − b = 1
a + b = 1

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a =
1
2

b =
1
2

f(x) = x [x] − 2 x ∈ [2, 3)

x ∈ (2, 3) ⇒ 2 < x < 3 ⇒ [x] = 2 ⇒ f(x) = 2x − 2 ⇒

(2, 3)

x = 2 → f(2) = 2 × [2] − 2 = 2

= x [x] − 2 = 2 [2 + ε] − 2 = 2 × 2 − 2 = 2 = f(2)L+ lim
x→2+

x = 2[2, 3)
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