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سال پیش. یه دانشمند خفن به اسم ارشمیدس تو ذهنش یه سوال   ٢٣٠٠گرده به زمان یونانیای قدیم، یعنی حدود داستان انتگرال برمی 
 :عجیب داشت

 믺믶믻민믶믷미믹믽믾غریب (مثل یه منحنی) رو حساب کرد؟  شه مساحت یه شکل عجیب چجوری می

 

(البته اسم واقعیش "اگزاستیون" بود، ولی   !بندیی تقسیم کنندهاون موقع یه روش هوشمندانه کشف کرد که بهش میگفتن روش خسته 
  مثل مثلا(  کنه  تقسیم کوچیک  تیکه عالمه یه به رو عجیب شکل اون که  بود این شایده  خلاصه،) 놝놚놛놞놜کی حوصله این اسما رو داره؟  

  قبول داری؟  .درمیومد تر دقیق   جواب شد،می بیشتر  هاتیکه  این  تعداد هرچی. کنه  حساب جدا هرکدومو  مساحت و) ریزریز  هایمستطیل 

  اینجارو نگاه کن تا بفهمی چی گفته : 

  

  

  

  

  

  

  

  

نه فهمیدن که انتگرال در واقع  ونیتس از آلمان، هر کدوم  جداگ میلادی دو تا مغز متفکر، یعنی آیزاک نیوتن از انگلیس و لایب  ١٧قرن تو حالا 
  ! انتگرال  میشه یمشبرگردون بگیریم، تابعو  یه مشتق اگه یعنی 늵늶늷놬늸늹늺늳늴یه جور برعکس مشتقه!  

 هم با بدجور موضوع این سر   دوتا  این که  اینجاست تر خفن  داستان ولی! بشه رو و زیر  ریاضی دنیای شد  باعث کشف  اینحاجی القصه، 
 놗놘놙녿놀놖 کرده  کشف  اینو اول کی  که  شد  دعواشون

  

 

  

  برعکس مشتق در نظر بگیر، گرفتی چیشد؟جیگر انتگرال رو فعلا ،   놗놘놙녿놀놖 مبیا سختش نکنیم دیگه ماهم مثل اینا نیفتیم به جون ه

انگلیسی   عپس علامتش هم کلمه جم حالا چون انتگرال در واقع جمع همه اون مستطیل هایی هستش که زیر نمودار یه تابع هستن، 

)SUM (یعنی مخفف اش  هستشS، فقط یه کوچولو قدش بلند تره  跖跗跘跙  ∫    

گیری! مثلا  کنی که نسبت به چی داری  انتگرال میچون انتگرال خیلی جاها قراره استفاده بشه، پس همیشه باید مشخص  همین اول بگم 

گیریم ولی خب مشتق می  X" گفتم، ما معمولا نسبت به مشتق جزئیتو "  " رو اگه خونده باشیمیزاد پیشرفتهدمشتق به زبون آ جزوه "

مثلا ميخواď مساحت 

 اينجا رو حساب كنيم

اينجايعنی كل   
ارĄيدس گفت بياď اينارو چند تا 

بعد بياď مساحت  كنيم ستطيلم

 مستطيل هارو جمع بزنيم

حالا هر چی مستطيل هارو Ùز تز كنيم، 

ساحت دقيق تر گير مياد، حله!؟م  
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مون قرار میزاریم که بگیم آقا نسبت به   میتونیم نسبت به خیلی چیزا مشتق بگیریم، پس تو انتگرال هم برای اینکه کسی قاطی نکنه، همه

  dx  dy  dzکنیم : این علامت ها جلوی انتگرال استفاده می گیریم و برای نشون دادن این از  ال می گرچی داریم انت

∫ ، الان فقط بنویسیم بعد میگم چجوری انتگرال رو بگیری : گیریمانتگرال می  Xنسبت به   𝑥ଶ   مثلا از تابع 𝑥ଶ 𝑑𝑥 

∫ نویسی :   انتگرال بخوای بگیری، چجوری می Yخب الان از همین تابع نسبت به  𝑥ଶ 𝑑𝑦  

، مشتق  جواب این لامصب چی میشه؟ خب بزار یه سوال بپرسمرو یاد گرفتم ولش کن، الان کنی باشه بابا، علامت هاخب الان داری فکر می

௫య

ଷ
  " رو بخون... مشتق به زبون آدمیزاد رو برام بگیر ببینم... اینجارو نخون کاغذ بردار مشتق بگیر... بلد هم نیستی برو جزوه "  

∫یعنی چی؟ مگه مشتق برعکس انتگرال نیست؟ پس جواب انتگرال پیدا شد :    𝑥ଶآفرین شد  خب جوابش چی شد؟  𝑥ଶ 𝑑𝑥 =
௫య

ଷ
  

بیا آخرین قانون رو هم هم بهت بگم تا دیگه دست پر بریم چند تا تکنیک بهت یاد بدم هر چی انتگرال دیدی بدون فکر کردن حل شون 

  놗놘놙녿놀놖 کنی! اصلا غصه نخور قیافه اش گنده است!

  :  اینارو ببین

𝑥ଶ + 3    
مشتق 
ሱ⎯ሮ     2𝑥 

𝑥ଶ + 4    
مشتق 
ሱ⎯ሮ     2𝑥 

𝑥ଶ + 5    
مشتق 
ሱ⎯ሮ     2𝑥 

𝑥ଶ + 6    
مشتق 
ሱ⎯ሮ     2𝑥 

گیرن دیدی اون عدده هیچ تاثیری نداشت؟ چون قبلا یاد گرفته بودیم که مشتق عدد ثابت همیشه صفره، بخاطر همین هم وقتی انتگرال می 

  ) Constant  (مخفف  Cنماد برای اون عدد ثابته هم بزار مثل میگن کنار جواب یه 

  رو میزاریم؟  Cاصلا بیا برگردیم همون مثال بالایی که زدیم خودت به چشم ببین برای چی این 

න 𝑥ଶ 𝑑𝑥 =
𝑥ଷ

3
+ 1       

یعنی
ሳሰ       

𝑥ଷ

3
+ 1    

مشتق 
ሱ⎯ሮ     𝑥ଶ 

න 𝑥ଶ 𝑑𝑥 =
𝑥ଷ

3
+ 2       

یعنی
ሳሰ       

𝑥ଷ

3
+ 2    

مشتق 
ሱ⎯ሮ     𝑥ଶ 

න 𝑥ଶ 𝑑𝑥 =
𝑥ଷ

3
+ 3       

یعنی
ሳሰ       

𝑥ଷ

3
+ 3    

مشتق 
ሱ⎯ሮ     𝑥ଶ 

න 𝑥ଶ 𝑑𝑥 =
𝑥ଷ

3
+ 4       

یعنی
ሳሰ       

𝑥ଷ

3
+ 4    

مشتق 
ሱ⎯ሮ     𝑥ଶ 

න 𝑥ଶ 𝑑𝑥 =
𝑥ଷ

3
+ 𝐶       

یعنی
ሳሰ       

𝑥ଷ

3
+ 𝐶    

مشتق 
ሱ⎯ሮ     𝑥ଶ 

  

دهايی كه  ميشه جای ćه عد

 گذاشت خب ćينو بزار 
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  اصلا بزار نشونت بدم خودت بگیری چیشد : خب تا اینجا یه خلاصه بگم خسته شدی،  

න 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥ଶ + 𝑐                  𝒙𝟐   
انتگرال  بگیر 
ሯልልልልልሴ   

مشتق  بگیر 
ሳልልልልልሰ   𝟐𝒙 

قراره روش هارو باهم یاد بگیریم، اما همینجا بگم یه کوچولو زرنگ باشی، ببین هر جوابی رو از هر جایی نوشتی، حالا چه خودت  دخترا و پسرا، 

  تست کن ببین جواب درسته یا نه؟ته تهش، ، 뇉뇄뇅뇆뇇뇈뇊چشمک زدی اونم هول بوده رسونده حل کردی یا چه تقلب کردی، به پسره

چجوری؟ معلومه اگه از جواب انتگرال مشتق بگیری باید چیو بده؟ آفرین تابعی که میخوای ازش انتگرال بگیری رو میده، اگه نداد ک یعنی  

  جواب غلطه! 

  بخونی :  نسخه پیشرفتهرو میتونی تو  مهمچیزایی که قراره اینجا یاد بگیریم، مابقی حالت های اینم دسته بندی 

  

  

  

  

 

  انتگرال عدد ثابت 

  تمووووم!   x  آفرین میشه یک! یعنی انتگرال عدد ثابت میشهخالی مشتق بگیری چی میشه؟  xلب کلام اگه از یه  

න 3 𝑑𝑥 = 3𝑥        ,        න 5 𝑑𝑥 = 5𝑥        ,        න 1 𝑑𝑥 = 𝑥         ,        න
3

4
𝑑𝑥 =

3

4
𝑥         ,      න 𝑒ଶ 𝑑𝑥 =  𝑒ଶ𝑥   

න √3 𝑑𝑥 =  √3𝑥        ,         න 𝜋 𝑑𝑥 =  𝜋𝑥        ,        න 𝜋 𝑑𝑦 =  𝜋𝑦 

 ، همین! نداره ، عدد ثابته xهر چیزی که یعنی و چیزای دیگه هم هستن ها! عدد پی و اعداد اویلر ،  عدد ثابتحواست باشه 

  قانون بزیاد (یعنی زیادش کن)
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+1 

+1 

،  )و مثلثاتی و... نباشه! میگه هرچی چند جمله ای دیدی که ساده بود (یعنی رادیکالی آقا سلبریتی همه قانون های انتگرال گیری همینه 

∫  رو یه توان بهشون اضافه کن، همون توان رو بزار تو مخرج شون، مثلا اینو ببین : اینا 𝑥ଶ 𝑑𝑥 =
௫య

ଷ
 

න 𝑥ଷ 𝑑𝑥 =
𝑥ସ

4
        ,        න 𝑥ହ 𝑑𝑥 =

𝑥

6
        ,        න 𝑥ସ 𝑑𝑥 =

𝑥ହ

5
  

  ضریب دیدی بزار بیرون، اون ضریب رو مستقیم بیار تو جواب، نمیخواد بهش دست بزنی، مثلا اینارو ببین :  :  1نکته 

න 3𝑥 𝑑𝑥 = 3
𝑥ଶ

2
        ,        න 7𝑥 𝑑𝑥 = 7

𝑥ଶ

2
        ,        න 5𝑥ସ 𝑑𝑥 = 5

𝑥ହ

5
= 𝑥ହ  

بعد دونه انتگرال شونو بگیر؛ به قول   ،شون کن اگه عبارتی بود که توش جمع و تفریق دیدی، هول نکن، اول تفکیک شون  :  2نکته 

  놗놘놙녿놀놖 خودمون هر فیلی رو قاشق قاشق میشه خورد

න 𝑥 + 1 𝑑𝑥 = න 𝑥 𝑑𝑥 + න 1 𝑑𝑥 =
𝑥ଶ

2
+ 𝑥        ,        න 𝑥ଶ − 𝑥 + 1 𝑑𝑥 = න 𝑥ଶ 𝑑𝑥 + න −𝑥 𝑑𝑥 + න 1 𝑑𝑥 =

𝑥ଷ

3
−

𝑥ଶ

2
+ 𝑥  

 න 2 − 𝑥ଷ 𝑑𝑥 = න 2 𝑑𝑥 − න 𝑥ଷ 𝑑𝑥 = 2𝑥 −
𝑥ସ

4
        ,        න 𝑥 − 𝑥ଶ 𝑑𝑥 = න 𝑥 𝑑𝑥 − න 𝑥ଶ 𝑑𝑥 =

𝑥ଶ

2
−

𝑥ଷ

3
 

نزاشتم، ولی بریم برای  گیریممییاد  ولی اینجا چون داریم  ،گفتی رو چرا نمیزاری؟ آفرین که دقت کردی، باید بزاریمکه می   Cپس اون استاد 

  놗놘놙녿놀놖 جیگرزرنگ بازی هم درنیار من خودم جایزه بگیرم  .دیگه باید بزاریمحل سولات امتحان  

∫خب حالا اگه ضرب و تقسیم دیدم مثل این    √𝑥 (𝑥 − 1) 𝑑𝑥   ولی خب تا    گیریم، فعلا عجله نکن!پیشرفته یاد می اونوقت چی؟ اینو تو نسخه

  ! کن جایی که تونستی ضرب کن باز و تفکیک شون

! میتونی بندازی از انتگرال بیرون و تو جواب نهایی صاف بیاریش مثل  مثل عدد ثابت در نظر بگیراگه متغیر دیگه ای دیدی، اونو  :  3نکته 

  مثلا اینارو ببین : و...  dyیا  dxمثلا گیره عدد ثابت! یعنی بستگی داره انتگرال بگه نسبت به چی داره می

න 𝑥ଷ𝑦 𝑑𝑥 =
𝑥ସ

4
𝑦        ,        න 𝑦ଶ𝑥ହ 𝑑𝑥 = 𝑦ଶ

𝑥

6
        ,             න 𝑦𝑥ସ 𝑑𝑦 =

𝑦ଶ

2
𝑥ସ 

න(𝑦 − 1)(𝑥ଶ) 𝑑𝑦 = න 𝑦(𝑥ଶ) 𝑑𝑦 + න −𝑥ଶ 𝑑𝑦 =
𝑦ଶ

2
𝑥ଶ − 𝑥ଶ𝑦 

توش هم خب وقتی    مثل عدد ثابت رفتار کردیم، انداختیمش بیرون و صاف آوردیمش تو جواب،  𝑥ଶ−  ، با بود yخب تو این آخری چون انتگرال بر حسب 

−𝑥ଶ  ؟ خودت بگو! دوباره برگرد ببین چجوری حلش کردیم... مونه دیگه، انتگرال یک هم میشد چیمونه؟ یک میرو ببری بیرون چی می  
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د؟   هدف از زاييده شدĎ چی بو

 من بابام انتگرال گرفته؟ ننم گرفته؟ 

  مشتق کنار دستیقانون 

  뇉뇄뇅뇆뇇뇈뇊خیلی شیک و مجلسی بگیری! "بزیادبا " فقط کافیه انتگرال خود اون تابع رواگه یه تابعی ببینی که مشتقش همون بغل دستشه، 

, 𝑥مثلا اینا نباشن :   کنه، یعنی تابع ات باید مرکب باشه، منظورم اینه که  فقط این قانون برای چندجمله ای های ساده کار نمی  𝑥ଶ , 𝑥 − 1 , 𝑥ଷ + 2 , … 

   حالا یعنی چی؟ بیا بهت نشون بدم :

∫اینو نگاه کن جیگر    sin(𝑥) cos(𝑥) 𝑑𝑥  دقیقا پس  ، خب الان بیا تابع اصلی رو سینوس بگیریم، مگه مشتق سینوس نمیشه کسینوس؟

 بزیاد کن دیگه :      مشتق اش کنار دستشه، قربون دستت پس خود این تابع اصلی رو (سینوسه رو میگم)

∫ sin(𝑥) cos(𝑥) 𝑑𝑥 →
sinଶ 𝑥

2
+  𝐶 

   خب حالا اینو ببین مثل آبّ خوردن حل میشه :، 𝑠𝑒𝑐ଶ(𝑥)مشتق تانژانت چی بود؟ آفرین میشد    مهندس

∫ 𝑠𝑒𝑐ଶ(𝑥). tan (𝑥) 𝑑𝑥 →  
𝑡𝑎𝑛²(𝑥)

2
 +  𝐶 

  تا رو هم ببین تا دوباره مرور کنیم :   دواین 

න 𝑒௫ . 𝑒௫𝑑𝑥 →
𝑒ଶ௫

2
+  𝐶            ,           න √𝑥 ൬

1

2√𝑥
൰ 𝑑𝑥 →  

𝑥 

2
+  𝐶       

 گیری! ، همون تابع رو با "بزیاد" انتگرال می )خودش ضرب شده بود خب پس اگه مشتق یه تابعی کنارش بود (یعنی در  

ال خودِ تابع اصلی گرکنن اینجارو، اگه کنار دست تابع، مشتق اون عبارت داخلیش بود، اونوقت فقط انتمیاما بریم بخش دوم که همه قاطی 

  " نداری! بزیادگیری، دیگه کاری با " رو می

  بدبختی که توی تابع مونه مثلا اینایی که اینجا برات قرمز کردم رو میگن عبارت داخلی تابع :استاد عبارت داخلی چیه؟ یعنی اون 

𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟐 + 𝟏          ,         𝐜𝐨𝐬 𝒙            ,         𝒆𝒙𝟑ି𝟐             ,        𝐭𝐚𝐧 √𝒙            ,         𝒆𝐬𝐢𝐧 𝒙 

ش بود چی میشه؟ به سیاه و  اون عبارت داخل تابع اصلی رو میگم، حالا داستان چیشد؟ اگه مشتق این عبارت بغل دستگرفتی چیشد؟ یعنی 

  ری! گیتابع اصلی رو می  گرالسفید دست نمیزنی، خیلی خوشگل میای انت 

(𝒔𝒊𝒏 𝒙𝟐)(𝟐𝒙)∫مثلا اینو ببین    𝒅𝒙   ولی اگه زرنگ بینی چقدر طولانیه! ،خب انتگرال ضرب رو که هنوز یاد نگرفتیم، اونجا هم یاد بگیری می
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بگی انتگرال سینوس چی میشه؟ میشه منفی اشه، پس میتونی  ، بغل دست2xسینوس که میشه داخل  بینی که مشتق  باشی می 

(𝒔𝒊𝒏 𝒙𝟐)(𝟐𝒙)∫کسینوس، پس جواب همینه!     𝒅𝒙 = −𝒄𝒐𝒔 𝒙𝟐 

کنی اینه که میای انتگرال خودِ تابع اصلی رو  مییه تابعی رو بغل دستش دیدی، دیگه فقط تنها کاری  عبارت داخلی  گرفتی چیشد؟ اگه مشتق 

 놕놅놆녿놀 تو این سوال میگی آقا انتگرال سینوس چی میشه و تمووووم! طفق توگیری! کاریت هم نباشه توش چیه می

  بریم چند تا دیگه مثال بزنیم : 

න 𝑒ଶ௫ ⋅  2 𝑑𝑥 →  𝑒ଶ௫ +  𝐶        ,        න 2𝑥 𝑒௫మ
𝑑𝑥 →  𝑒௫మ

+  𝐶          ,          න 3𝑥ଶ𝑒௫య
𝑑𝑥 →  𝑒௫య

+  𝐶 

خودش ضربدر مشتق توانش، که دقت کنی مشتق کنارش بود، پس صاف از خود اویلر انتگرال گرفتیم،  خب تو همه اینا مشتق اویلری رو که یادته، میشد 

  انتگرال اویلر هم میشه خودش دیگه چون مشتق اش هم میشد خودش! همین! 

න 5𝑥ସ cos(𝑥ହ) 𝑑𝑥 → sin(𝑥ହ) +  𝐶           ,           න 2𝑥 . cos(𝑥ଶ) 𝑑𝑥 → sin(𝑥ଶ) +  𝐶        ,        න
𝑒୲ୟ୬(௫)

𝑐𝑜𝑠ଶ(𝑥)
𝑑𝑥 = 𝑒୲ୟ୬(௫) +  𝐶 

، یعنی وقتی مشتق داخلش کنار دستش باشه، میتونی انتگرال خود اون تابع رو بدون دردسر بگیری بیاری  بود خب اینم مدل هایی مثلثاتی

  찁쯻쯼쯽쯾찂찃쯿찀بیرون عسلم

   :اصلا غصه نخور، زندگی مون همینجوری غصه هاش زیاده، بیا با این مثال بهت بگم دوباره ای بابا من گیج شدم اصلا، الان فرق اینا چی بود؟ 

න sin(𝑥) cos(𝑥) 𝑑𝑥 →
sinଶ 𝑥

2
+  𝐶 

න sin(𝑥ଶ) . 2x 𝑑𝑥  → − cos 𝑥ଶ +  𝐶 

  ، پس صاف انتگرال گرفتیم!مشتق اون عبارت داخل سینوس بغل دستش بود دومی"بزیاد" ، تو  بغل دستش بود پس     sinمشتق خود  اولیتو 

∫مثلا اینو ببین   یه عددی چیزی کم داشت چی؟ اینم تیر آخر این قسمت، اگه یه وقت مشتق بغل دستش بود ولی نقص داشت، مثلا   خب  sin(𝑥ଶ) . x 𝑑𝑥  

  کم داره، حالا تکلیف چیه؟!  2ولی این یه   2xآقا این همه چیش اوکیه، ولی مشتق داخل سینوس میشه  

به انتگرال ایکس اضافه یا کم کنیم یادت باشه اینو؛ ولی میتونیم با عدد هاش بازی کنیم تا چیزی که دلمون  خب باید بهت بگم اولا ما کلا نمیتونیم 

ଵولی برای اینکه تعادلش بهم نخوره یه دونه  کنیم خودمون بهش اضافه می  2میخواد رو بسازیم! یعنی مثلا تو همین مثال یه دونه 

ଶ
هم میزاریم پشت     

ଵ    اوکیه؟ یعنی انگار نوشتیانتگرال، 
ଶ

× هر عددی خواستی و کم  خب این میشه یک یعنی هیچی دیگه، انگار تغییری توش ندادیم، منظورم اینه که   2

  تا بفهمی :  سراغ مثالخوره! بدو  داشتی اضافه کن، برعکسش رو هم بزار پشت انتگرال اینجوری هم تو به هدفت میرسی، هم تعادل بهم نمی

න sin(𝑥ଶ) . x 𝑑𝑥      
جور کردن  عدد 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     

1

2
න sin(𝑥ଶ) . 2x 𝑑𝑥      

انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ    −

1

2
cos 𝑥ଶ + 𝐶 

න cos(𝑥ଷ) . 𝑥ଶ 𝑑𝑥     
جور کردن  عدد 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      

1

3
න cos(𝑥ଷ) . 3𝑥ଶ 𝑑𝑥     

انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      

1

3
sin(𝑥ଷ) +  𝐶   
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اينجوری    مثلا  

න 𝑒ହ௫ 𝑑𝑥      
جور کردن  عدد 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      

1

5
න 5𝑒ହ௫ 𝑑𝑥       

انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       

1

5
𝑒ହ௫ +  𝐶   

න 𝑥 . 𝑒௫మ
𝑑𝑥     

جور کردن  عدد 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     

1

2
න 2𝑥 . 𝑒௫మ

𝑑𝑥      
انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     

1

2
𝑒௫మ

+  𝐶  

میزاریم  کنیم و برعکسش رو بینیم مشتق اش چی کم داره (فقط عدد نه ایکس چون ایکس رو نمیشه اضافه یا کم کرد)، بعد میایم بهش اضافه می پس خودمون می

 یه مثال حرفه ای تر که باید مشتق بلد باشی :  گیریم!، اینجوری راحت انتگرال می پشتش

න tan 2𝑥 . 𝑠𝑒𝑐²(2𝑥) 𝑑𝑥      
جور کردن  عدد 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      

1

2
න tan 2𝑥 . 2𝑠𝑒𝑐²(2𝑥) 𝑑𝑥       

انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       

1

2
𝑡𝑎𝑛²(2𝑥)  +  𝐶 

"مشتق عبارت داخل ضربدر سکانت به توان دو"، مابقی هم معلومه؛ فقط اگه برات سخت بود، تو اینجا ما تابع اصلی رو تانژانت گرفتیم بعد گفتیم مشتق اش چیه؟ میشه  

تا حداقل مشتق این تابع های   بخونی و تمرین کنیبار حداقل یه  ، تو مشتق گیریت ضعیفه، بهتره بری جزوه "مشتق به زبون آدمیزاد" رو مشکلت تو انتگرال گیری نیست

  مهم رو بلد باشی رفیق! 

න ඥ𝑥ଶ +  1 . ൬
𝑥

√𝑥ଶ +  1
൰ 𝑑𝑥     

جور کردن  عدد 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     

1

2
න ඥ𝑥ଶ +  1 . ൬

2𝑥

√𝑥ଶ +  1
൰ 𝑑𝑥       

انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ         

1

2
(𝑥ଶ +  1) +  𝐶 

  ردیفه؟ ! کم داشت 2اینجا بازم دومی مششتق اولی بود، مشتق رادیکالی یادته که؟ ولی یه دونه 

  : این چند تا یه کوچولو فسفر میخوان، خودت بشین فکر کن،من حرف نمیزنم

න 𝑒ଶ௫ . 𝑒మೣ
𝑑𝑥      

جور کردن  عدد 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      

1

2
න 2𝑒ଶ௫ . 𝑒మೣ

𝑑𝑥         
انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        

1

2
𝑒మೣ

+  𝐶 

න
𝑥

√𝑥ଶ + 1
𝑑𝑥       

جور کردن  عدد 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      

1

2
න

2𝑥

√𝑥ଶ + 1
𝑑𝑥     

انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        ඥ𝑥ଶ + 1 +  𝐶 

 

 گرال رادیکالی ها انت

کردیم، بیا مرور کنیم اول  : یادت میاد چجوری رادیکال رو به توان کسری تبدیل می کردی هم ساده تره، از چیزی که فکر می   

ඥ𝑥ೌ
   →     𝑥


 

ඥ𝑥ଶయ
    →     𝑥

ଶ
ଷ           و          ඥ(𝑥 + 1)ହమ

    →     (𝑥 + 1)
ହ
ଶ  

  خب فکر کنم گرفتی میخوام چی بگم؟ هر چی رادیکال دیدی، بیا تبدیلش کن به توان کسری، بعدش با "بزیاد" حلش کن و تموووم!

න √𝑥 𝑑𝑥     
تبدیل  به  توان کسری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      න 𝑥

ଵ
ଶ 𝑑𝑥     

بزیاد 
ሱ⎯ሮ      

2

3
𝑥

ଷ
ଶ     

න ඥ𝑥ଷ 𝑑𝑥     
تبدیل  به  توان کسری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     න 𝑥

ଷ
ଶ 𝑑𝑥     

بزیاد 
ሱ⎯ሮ      

2

5
𝑥

ହ
ଶ  
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د، خودش پاييناولی)      يعنی اگه مشتق يه تابع بالا بو  

خودش پايين راديûل يعنی اگه مشتق يه تابع بالا بود، ی)     دوم  

دش پايين توان دو يعنی اگه مشتق يه تابع بالا بود،  ی)     سوم خو  

න ඥ𝑥ଶయ
𝑑𝑥     

تبدیل  به  توان کسری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     න 𝑥

ଶ
ଷ 𝑑𝑥     

بزیاد 
ሱ⎯ሮ      

3

5
𝑥

ହ
ଷ 

න
1

√𝑥ଷ
𝑑𝑥     

تبدیل  به  توان کسری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     න

1

𝑥
ଷ
ଶ

𝑑𝑥     
بیار بالا 
ሱ⎯⎯ሮ      න 𝑥ି

ଷ
ଶ 𝑑𝑥     

بزیاد 
ሱ⎯ሮ    −2𝑥ି

ଵ
ଶ 

  اش دیگه معلومه!کنه! مابقیتوانش منفی و مثبتش تغییر میچیزی رو بین صورت و مخرج جابجا کنی، فقط تو این آخری یادت باشه دیگه اگه  

ඥ(𝑥خب اگه داخل رادیکال به جای ایکس خالی، یه عبارت بود چی؟ مثلا    + 1)ହమ   خب اینم فعلا میتونی از همین روش حل کنی چون مشتق ،

"تغییر متغیر" رو یاد بگیری که تو نسخه بعدی به تیاد میدم فعلا پس هر  ولی عجله نکن، برای حل اینا باید روش  1داخل رادیکال هم میشه 

  میتونی حلش کنی! چی رادیکال دار دیدی که ایکس خالی بود یا عبارتی بود که مشتق اش یک میشد با همین روش 

مونه یاد  گیریم اصلا نگران نباش، چیزی نمیگیریم، عجله کنی باخت دادی، صبر کن آروم آروم همه رو یاد میما داریم گام به گام یاد می 

  نگیری! 

  

, 𝒇سه قانون   𝒇′  

  دستته، اینارو یاد بگیری خیلی جلو میفتی! حاجی این سه تا قانون ساده هم آچار 

න
𝑓ᇱ

𝑓
 𝑑𝑥  →    ln|𝑓| + 𝐶 

න
𝑓ᇱ

ඥ𝑓
 𝑑𝑥  →    2ඥ𝑓 + 𝐶 

න
𝑓ᇱ

𝑓ଶ
 𝑑𝑥  →   −

1

𝑓
+ 𝐶 

چون جلوی لگاریتم  ،  بنویس اش کنم در همین حد بدون که اگه یه وقت تابع منفی بود، مثبتش رو سادهچیه تو اولی؟ بخوام  قدر مطلق داستان اون  

  همین! نمیتونه منفی باشه دیگه، 

  که جزو کدوم دسته است بعد جواب رو سه سوته میدیم :حالا بریم از هر کدوم چند تا مثال بزنیم دستت راه بیفته، توی هرکدوم اول تشخیص میدیم  

න
cos 𝑥

sin(𝑥)
 𝑑𝑥     

مشتق  پایینی  بالاست 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      ln|sin(𝑥)| +  𝐶   

න
2𝑥

𝑥ଶ + 1
𝑑𝑥      

مشتق  پایینی  بالاست 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      ln|𝑥ଶ + 1| +  𝐶   

න
1

x ln(𝑥)
 𝑑𝑥        

برای  راحتی  مینویسیم 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       න

1
𝑥

 ln(𝑥)
 𝑑𝑥      

مشتق  پایینی  بالاست 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        ln|ln(𝑥)| +  𝐶 

න
1

√𝑥 + 1
 𝑑𝑥        

مشتق  داخل  رادیکال بالاست 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        2√𝑥 + 1 +  𝐶   
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න
𝑒௫

√𝑒௫
 𝑑𝑥        

مشتق  داخل  رادیکال بالاست 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        2𝑒

௫
ଶ +  𝐶   

න
2𝑥

√𝑥ଶ + 4
 𝑑𝑥        

مشتق  داخل  رادیکال بالاست 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        2ඥ𝑥ଶ + 4 +  𝐶 

න
2𝑥

(𝑥ଶ + 1)ଶ
 𝑑𝑥       

توان دوم تابعی پایینه  که مشتق اش بالاست 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       −

1

𝑥ଶ + 1
+  𝐶  

න
𝑒௫

𝑒ଶ௫
 𝑑𝑥       

توان دوم تابعی پایینه  که مشتق اش بالاست 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       −

1

𝑒௫
+  𝐶   

න
1

𝑥(ln(𝑥))ଶ
𝑑𝑥         

برای  راحتی  مینویسیم 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ         න

1
𝑥

(ln(𝑥))ଶ
 𝑑𝑥       

توان دوم تابعی پایینه  که مشتق اش بالاست 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        −

1

ln(𝑥)
+  𝐶 

 

  و اویلری نماییانتگرال 

∫    چی میشه؟ آفرین میشه خودش، پس انتگرالش هم میشه خودش، تا اینجا اوکی؟  𝑒௫  ببین مشتق  𝒆𝒙 𝒅𝒙 = 𝒆𝒙 + 𝑪  

  ، بفرما :)𝑒ଶ௫مثلا  (  یعنی عدد بود  اینجا دو تا حالت داریم، اگه تو توانش ضریب داشت حالا اگه این اویلر داستان ما یه عبارتی تو توانش داشت چی؟ 

න 𝑒௫ 𝑑𝑥    →     
𝑒௫

𝑎
 

باید از روش "تغییر متغیر" حلش کنی، که تو نسخه بعدی قراره یاد بگیری، کلا هر تابع نمایی چه   )𝑒ଶ௫మمثلا  (  ولی اگه تو توانش یه عبارت ایکس دار بود

  اگه توانش یه عبارت ایکس دار پیچیده بود که تو مشتق اش هم ایکس داشت دیگه میریم سراغ "تغییر متغیر" اویلری باشه چه نباشه

  خوب یاد بگیری، بعد نمایی هارو بهت بگم : این مثال هارو داشته باشه تا اویلر هارو فعلا 

න 𝑒ଶ௫𝑑𝑥  →  
𝑒ଶ௫

2
+  𝐶        ,        න 𝑒ଷ௫𝑑𝑥  →  

𝑒ଷ௫

3
+  𝐶 

න 𝑒–௫𝑑𝑥  →   −𝑒–௫ +  𝐶        ,        න 𝑒.ହ௫𝑑𝑥  →   2𝑒.ହ௫ +  𝐶 

  اینجوری باید انتگرال بگیری : حالا مهندس بیا اینم بدونی بد نیست که به جز اویلر، برای همه تابع های نمایی 

න 𝑎௫ 𝑑𝑥   →    
𝑎௫

𝑏 ln 𝑎
 

  نکن :، عجله کنم، چون الان داری میگی چقدر زیاد شد بابا یادم میره، غصه نخوراین مثال هارو داشته باش، حالا برات جمع بندی هم می 

න 2ଷ௫𝑑𝑥 →
2ଷ௫

3 ln(2)
+  𝐶        ,        න 3ଶ௫𝑑𝑥 →

3ଶ௫

2 ln(3)
+  𝐶        ,        න 7ସ௫𝑑𝑥 →

7ସ௫

4 ln(7)
+  𝐶 
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න 5–௫𝑑𝑥 →
5–௫

– ln(5)
+  𝐶        ,        න 4.ହ௫𝑑𝑥 →

4.ହ௫

0.5 ln(4)
+  𝐶        ,        න ൬

1

3
൰

ଶ௫

𝑑𝑥 →
ቀ

1
3

ቁ
ଶ௫

2 ln ቀ
1
3

ቁ
+  𝐶 

  

  )log , lnانتگرال لگاریتمی (  

اگه دیدی استاد درس  بزار خیالت رو راحت کنم، از این مدل انتگرال ها کلا خیلی استفاده نمیشه، معمولا هم ازشون سوال نمیدن واقعا، ولی 

  داده یا خودت میخوای یاد بگیری، بخونش وگرنه میتونی این یه دونه رو رد کنی، من برای محکم کاری آوردم : 

න ln 𝑎𝑥 𝑑𝑥     →      𝑥 ln 𝑎𝑥 − 𝑥 + 𝐶 

න log 𝑎𝑥  𝑑𝑥     →      
1

ln 10
(𝑥 𝑙𝑛(𝑎𝑥) − 𝑥) + 𝐶         یا        𝑥 log 𝑎𝑥 −

𝑥

ln 10
+ 𝐶 

  حل کن، منو نگاه نکن :اوه اوه خیلی سخت شد حفظ کردن این مزخرف ها، بریم مثال هارو حل کنیم، خودت بشین دست به خودکار 

න ln(2𝑥) 𝑑𝑥 →  𝑥 ln(2𝑥) −  𝑥 +  𝐶        ,        න ln(3𝑥) 𝑑𝑥 →  𝑥 ln(3𝑥) −  𝑥 +  𝐶 

න ln(0.5𝑥) 𝑑𝑥 →  𝑥 ln(0.5𝑥) −  𝑥 +  𝐶        ,        න ln(4𝑥) 𝑑𝑥 →  𝑥 ln(4𝑥) −  𝑥 +  𝐶 

න ln(7𝑥) 𝑑𝑥 →  𝑥 ln(7𝑥) −  𝑥 +  𝐶        ,        න ln(10𝑥) 𝑑𝑥 →  𝑥 ln(10𝑥) −  𝑥 +  𝐶 

න ln ቆ൬
1

3
൰ 𝑥ቇ 𝑑𝑥 →  𝑥 ln ቆ൬

1

3
൰ 𝑥ቇ −  𝑥 +  𝐶        ,        න ln(5𝑥) 𝑑𝑥 →  𝑥 ln(5𝑥) −  𝑥 +  𝐶 

න ln ቆ൬
1

10
൰ 𝑥ቇ 𝑑𝑥 →  𝑥 ln ቆ൬

1

10
൰ 𝑥ቇ −  𝑥 +  𝐶        ,        න 𝑙𝑜𝑔(2𝑥) 𝑑𝑥 =  𝑥 𝑙𝑜𝑔(2𝑥) −

𝑥

𝑙𝑛(10)
+  𝐶   

න 𝑙𝑜𝑔(4𝑥) 𝑑𝑥 =  𝑥 𝑙𝑜𝑔(4𝑥) −
𝑥

𝑙𝑛(10)
 +  𝐶        ,        න 𝑙𝑜𝑔(7𝑥) 𝑑𝑥 =  𝑥 𝑙𝑜𝑔(7𝑥) −

𝑥

𝑙𝑛(10)
 +  𝐶   

න 𝑙𝑜𝑔(10𝑥) 𝑑𝑥 =  𝑥 𝑙𝑜𝑔(10𝑥) −
𝑥

𝑙𝑛(10)
 +  𝐶        ,        න 𝑙𝑜𝑔 ቀ

𝑥

3
ቁ 𝑑𝑥 =  𝑥 𝑙𝑜𝑔 ቀ

𝑥

3
ቁ −

𝑥

𝑙𝑛(10)
 +  𝐶 

න 𝑙𝑜𝑔(5𝑥) 𝑑𝑥 =  𝑥 𝑙𝑜𝑔(5𝑥) −
𝑥

𝑙𝑛(10)
 +  𝐶    
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گیری؟ برو یه نگاه بنداز، حالا یه قلق مهم بهت  چجوری انتگرال می مشتق یه تابع بالا بود، خودش پایین گفت اگه یادته که می قانون اول اون 

توی صورت هستش ولی این خیلی    1کنه یعنی مشتق ایکس که میشه اینم از همون قانون اولیه پیروی میبگم که این خیلی به درد بخوره، 

  (یعنی تو اینو بلد بودی ولی این مدل خاصش رو خیلی استفاده میکنن) بیشتر از بقیه کاربرد داره 

  کنیم و بیشتر پاره میشیم!!!! این مروری بر قانون اول هستش، دوباره یه تعداد مثال حل می

න
1

𝑥
𝑑𝑥   →    ln |𝑥| + 𝐶 

  مونده انتگرال بگیرچیزی که بنداز بیرون و از اون عدد ثابت هارو همیشه نکته مهم : 

න
1

2𝑥
 𝑑𝑥      

عدد  ثابت  رو بنداز  بیرون 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      

1

2
න

1

𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
 ln|𝑥| +  𝐶  

 න
5

𝑥
 𝑑𝑥      

عدد  ثابت  رو بنداز  بیرون 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ      5 න

1

𝑥
 𝑑𝑥 = 5 ln|𝑥| + 𝐶    

න
1

3𝑥 + 1
𝑑𝑥     

 به  پشتش 
ଵ

ଷ
مشتق  پایینی  بالا  نیست  چون  ଷ کم  داره پس ଷ اضافه  میکنیم و  یه 

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     
1

3
න

3

3𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

1

3
 ln|3𝑥 + 1| +  𝐶   

න
1

5𝑥 − 2
𝑑𝑥     

 به  پشتش 
ଵ

ହ
مشتق  پایینی  بالا  نیست  چون  ହ کم  داره پس ହ اضافه  میکنیم و  یه  

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ    
1

5
න

5

5𝑥 − 2
𝑑𝑥 =  

1

5
 ln|5𝑥 − 2| +  𝐶    

 

  : 놰놫놬놭놱놮놯 این جزوه برای تو کراش خوشگلم اینم خلاصه مفید 

  !یه درجه ببر بالا، همونو بزار مخرج  ؟دیدی ایچندجمله ��

න 𝑥ⁿ  𝑑𝑥 =
𝑥ାଵ

𝑛 + 1
+  𝐶              

مثلا
ሱሮ                න 𝑥ଷ 𝑑𝑥 =

𝑥ସ

4
 +  𝐶 

 !تر حل میشهضریب داشت؟ بزار بیرون، راحت  ��

න 𝑘 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  𝑘 න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥              
مثلا
ሱሮ                න 5𝑥ଶ 𝑑𝑥 =  5 න 𝑥ଶ 𝑑𝑥 = 5

𝑥ଷ

3
 +  𝐶  

 !تیکه شدهتفریق؟ جدا جدا بگیر، انگار تیکهجمع و  ��

න൫𝑓(𝑥) ±  𝑔(𝑥)൯ 𝑑𝑥 =  න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ±  න 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥          
مثلا
ሱሮ            න(𝑥ଶ −  3𝑥 +  2) 𝑑𝑥 =  ቆ

𝑥ଷ

3
ቇ − ቆ

3𝑥ଶ

2
ቇ +  2𝑥 +  𝐶 

  !یجبرانش کنبرعکسش رو بزار پشت انتگرال تا یه عدد کم داشت؟ اضافه کن و   ��
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 ای انتگرال بگیراول رادیکال رو به توان کسری تبدیل کن و بعد مثل یک چندجملهاگه توی انتگرال رادیکال داشتی،  ��

න √𝑥
𝑑𝑥 = න 𝑥


 𝑑𝑥 =

𝑥
ቀ




ቁାଵ

ቀ
𝑚
𝑛

ቁ + 1
+  𝐶          

مثلا
ሱሮ            න √𝑥 𝑑𝑥 =  න 𝑥

ଵ
ଶ 𝑑𝑥 =

𝑥
ቀ

ଵ
ଶ

ቁାଵ

ቀ
1
2

ቁ + 1
+  𝐶 =

൬𝑥
ଷ
ଶ൰

ቀ
3
2

ቁ
+  𝐶 =

2𝑥
ଷ
ଶ

3
 +  𝐶 

  !!سریع گیریمی  رو تابع خودِ انتگرال بود، دستش کنار تابع توی عبارت مشتق اگه ؛  بزیاد ،  بود دستش کنار تابع مشتق اگه ��

න sin(𝑥) cos(𝑥) 𝑑𝑥 →
sinଶ 𝑥

2
+  𝐶              ,          න sin(𝑥ଶ) . 2x 𝑑𝑥  → − cos 𝑥ଶ +  𝐶 

 

 جدول انتگرال های پرکاربرد

 

 

  

  

 

 

 

  

  

  ع مون تاب  انتگرال اش 

𝒙𝒏ା𝟏

𝒏 + 𝟏
+  𝑪 න 𝑥ⁿ  𝑑𝑥 

𝒍𝒏|𝒙| +  𝑪 න
1

𝑥
𝑑𝑥 

൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒆𝒂𝒙 +  𝑪 න 𝑒௫ 𝑑𝑥 

− ൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙) +  𝑪 න 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙) +  𝑪 න 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

− ൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒍𝒏|𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙)| +  𝑪 න 𝑡𝑎𝑛(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒍𝒏|𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙)| +  𝑪 න 𝑐𝑜𝑡(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒍𝒏|𝒔𝒆𝒄(𝒂𝒙) +  𝒕𝒂𝒏(𝒂𝒙)| +  𝑪 න 𝑠𝑒𝑐(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

− ൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒍𝒏|𝒄𝒔𝒄(𝒂𝒙) +  𝒄𝒐𝒕(𝒂𝒙)| +  𝑪 න 𝑐𝑠𝑐(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝒂𝒙) +  𝑪 න 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒔𝒊𝒏𝒉(𝒂𝒙) +  𝑪 න 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒍𝒏|𝒄𝒐𝒔𝒉(𝒂𝒙)| +  𝑪 න 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

൬
𝟏

𝒂
൰ 𝒍𝒏|𝒔𝒊𝒏𝒉(𝒂𝒙)| +  𝑪 න 𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 

𝒙 𝒍𝒏(𝒂𝒙) −  𝒙 +  𝑪 න 𝑙𝑛(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 
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  " رو دانلود کنی، کافیه روش لمس کنی!تمرینات انتگرال به زبون آدمیزادبرای حل تمرینات امتحانی میتونی همین الان " 

  رو از همینجا با لمس روش دانلود کن رفیق!نسخه پیشرفته برای ادامه جزوه هم 
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