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درس اول : مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

است. شعاع دایره چقدر است؟ از یک دایره به ترتیب  و  نزدیک ترین و دورترین فاصلۀ نقطۀ   1A812

BA
O

D

C
H

مرکز دایره است. ثابت کنید  . در شکل مقابل   2O=COD
∧

90∘

اگر طول یک کمان   از دایرة   با طول کمان   از دایرة   برابر باشد، آنگاه نسبت مساحت دایرة   به مساحت دایرة   3

 چقدر است؟

60∘
C145∘

C2C1

C2

دو دایره مساوي با شعاع هاي  مماس خارج  هستند. مساحت قسمت مشخص شده چقدر است؟  42

از نقطۀ  دو مماس عمود بر هم بر دایره اي به شعاع  رسم شده است، سطح بین دو مماس و محیط دایره چقدر است؟  5P2

به مرکز  و به شعاع  دایره اي رسم شده است که از  و  می گذرد. مثلث  متساوي الاضلاع است، مساحت قسمت رنگی  6
چقدر است؟

ORABOAB
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سه دایره، هر کدام به شعاع یک، دو به دو برهم مماس خارج  هستند، مساحت ناحیۀ محصور بین این سه دایره چقدر است؟  7

A B

DO

C

H

H´

در دایرة  نشان دهید  اگر و تنها اگر  ( و  فاصلۀ  از دو وتر  و  هستند.)  8C(O,R)AB > CDOH < OH ′OHOH ′OABCD

O

B

HA

1 2

در شکل مقابل ثابت کنید:   9=B̂1 B̂2

10 مساحت ناحیۀ واقع بین دو دایرة هم مرکز   سانتی متر مربع است، طول وتري از دایرة بزرگ تر که بر دایرة کوچک تر مماس

باشد، برحسب سانتی متر کدام است؟

25π
2

؛ فاصلۀ  از وتر  را به  دست آورید. در دایرة  می دانیم  و   11C(O,R)=AB
⌢

60∘
AB = 10OAB

 

با توجه به شکل روبه رو:الف) اگر طول شعاع  و  ، آنگاه اندازه هاي  و  را به دست  12
آورید.

ب) اگر  آنگاه طول پاره خط هاي  را به دست آورید.

10PR = 6APAB

CQ = RQ,RC = 2
−−

√CD,DQ

13 قضیۀ زیر را ثابت کنید:
طول مماس هاي رسم شده بر یک دایره از هر نقطۀ خارج آن با هم برابرند.

14R مساحت مثلث متساوي الاضلاعی را به  دست آورید که در دایره اي به شعاع  محاط شده باشد.

نقطه  درون دایره است. کوچک ترین وتر گذرنده از  را رسم کنید.  15AA
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1653 شعاع هاي دو دایرة هم مرکز  و سانتی متر هستند. اندازة وتري از دایرة بزرگ تر که بر دایرة کوچک تر مماس است را پیدا کنید.

 

. با توجه به شکل نشان دهید:الف) اگر  ، آنگاه   17

. ، آنگاه  ب) اگر 

AD = BCAC = BD

AC = BDAD = BC

 

دو خط  در نقطه هاي  بر دایرة  مماس هستند.  نقطۀ برخورد وتر  با خط  است. ثابت کنید:  18

 الف) خط  نیمساز زاویه هاي  است.

ب) خط  عمودمنصف پاره خط  است.

پ) 

M ,MTT ′,TT ′C(O,R)HTT′OM

OMTO ,TMT ′ T ′

OMTT ′

OH ⋅ OM = R2

A B

C

D

در شکل مقابل،  قطري از دایره است و وترهاي  و  موازي اند. ثابت کنید:   19ABACBDAC = BD

BA

N

M

E

Q

P

D

در شکل مقابل   است. اگر   باشد، ثابت کنید  .  20AD = BE= =D̂ Ê 90∘
PQ = MN

BA

N

M

K

Q

P

H

مطابق شکل   و   است.   21

ثابت کنید:  .

= =Ĥ K̂ 90∘
BK > AH

MN > PQ

، طول وتري که عمود منصف یک شعاع باشد، چقدر است؟ در دایرة با شعاع   2212

O

B A PH

در شکل مقابل    و    و   شعاع دایره چقدر است؟  23AB = 6OH = 1O A =H
∧

90∘
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دو دایرة مساوي با شعاع   و فاصلۀ خط المرکزین   داده شده است. از وسط خط المرکزین قاطعی رسم می کنیم، اگر طول وتر جداشده  24

در یکی از دایره ها  باشد، طول وتر جداشده در دایرة دوم چقدر است؟

38

2
−−

√

A
N

B

M

، کمان   چه کسري از محیط دایره است؟ در دایرة مقابل داریم:   25= 4AMB
⌢

ANB
⌢

ANB
⌢

 

دایرة  و نقطۀ  به فاصلۀ  سانتی متر از مرکز این دایره را در نظر بگیرید. خط هاي  بر این دایره مماس  26

هستند. ( نقطه هاي تماسند).الف) طول مماس هاي  را تعیین کنید.
ب) طول وتر  را به دست آورید.

پ) اندازة زاویۀ  و نوع مثلث  را تعیین کنید.

C(O, 6)M12MT ,MT ′

T ,T ′MT ,MT ′

TT ′

TMT ′MTT ′

27 دو رأس یک مربع روي محیط یک دایره و یک ضلع مربع مماس بر این دایره است. اگر طول ضلع مربع  واحد باشد، اندازة شعاع
دایره را به دست آورید.

12

الف. آیا با داشتن دو وتر موازي از دایره اي، می توان مرکز دایره را پیدا کرد؟ چرا؟  28
ب. آیا در حالتی که دو وتر ناموازي از دایره اي را داشته باشیم، می توان مرکز آن دایره را یافت؟ چرا؟

B

B

AH

C

C

P

در شکل مقابل  عمودمنصف  است. اگر  باشد، اندازة زاویۀ  را برحسب  بیابید.  29BCAPP H = αĈB AB′α

، آنگاه اندازة کمان  را ، آنگاه اندازة زاویۀ  را به دست آورید.ب) اگر  الف) اگر   30
به دست آورید.

= 140°y
⌢

x= 165°x̂y
⌢
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در شکل مقابل مقدار  را به دست آورید.  31x

O

C D

A B

در دایرة  مقابل،  و  است. اندازة زاویۀ  چقدر است؟  32C(O,R)AB||CD= 2CD
⌢

AC
⌢

D BĈ

x

100
y0

O

B

CA
، حاصل  چند درجه است؟ در دایرة مقابل به مرکز   33Ox + y

OA

M

N

B

y

y5

3

3

5

x

x  

در شکل مقابل  قطر دایره است. اندازة زاویۀ  چند درجه است؟  34ABMAN

اندازة  و  را در دایرة مقابل تعیین کنید.  35xy

A B

C
C

O O´

´
. در شکل مقابل،  و  مراکز دو دایره هستند. ثابت کنید   36OO′A = CC ′ C ′
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A B

C D مطابق شکل وتر  موازي قطر  است. ثابت کنید:  .  37CDAB− =ACD
∧

ADC
∧

90∘

 

زاویۀ محاطی  در دایرة به مرکز  داده شده است. اگر  باشد، اندازة زاویۀ  را تعیین  38
کنید.

BACO= 90° , = 130°AC
⌢

AB
⌢

BAC

اندازه هاي  و  را در هر یک از شکل هاي زیر تعیین کنید.  39

الف)                    ب)

xy

ثابت کنید عمودمنصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویۀ مقابل به آن ضلع، یکدیگر را روي دایرة محیطی مثلث قطع می کنند.  40

β
O

A
B

Mα

دایرة  مفروض است. از نقطۀ  در خارج دایره خطی چنان رسم کرده ایم که دایره را در دو نقطۀ  و  قطع کرده است  41

؛ نشان دهید:  و 

C (O,R)MAB

MA = Rβ = 3α

در شکل مقابل  مرکز دایره و  و  است. اندازة کمان  چقدر است؟  42OAB||OCAB = OCAMC
⌢

D

C

A

B

در شکل مقابل  در نقطۀ  بر دایره مماس بوده و  است. ثابت کنید:   43ACAAC = ABAD = DC
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A

F

CEB

D

در شکل مقابل  و  قطر نیم دایره است. ثابت کنید نقاط  و  و  و  روي یک دایره هستند.  44=Ê 90∘
BCAEBF

در شکل مقابل مقادیر مجهول را بیابید.  45

A B

FE C

y

D P
30

60

50

̥

̥ ̥

x  ب:

O

A

B

C

x
115

̥

الف:

ثابت کنید، هر دو وتر موازي که بر دو انتهاي یک قطر دایره اي می گذرند، مساوي اند.  46

800

B

A

y

C

D Ex

در شکل مقابل  موازي قطر  بوده و   است. مقادیر مجهول  و  چند درجه است؟  47DEACBC = CDxy

800

BA

y

M

O

E F

x

در شکل مقابل  و پاره خط  در نقطۀ  بر دایره مماس است.   48

مقادیر مجهول  و  را حساب کنید.
AB||EFEFM

xy

49PBC  مرکز دایره است و  . اگر   باشد، اندازة کمان هاي   و   را حساب کنید. ∥ PQB P =Ĉ 65∘
BQ
⌢

AD
⌢
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1000600
BA

D C

y

x

AB CD( (

در شکل مقابل اندازه هاي خواسته شده را حساب کنید.  50

A

B

OO ´

و  متقاطع اند و هریک از آنها از مرکز دایرة دیگر می گذرد. مساحت رنگ شده دو دایرة متساوي  و در نقاط   51
چقدر است؟

C(O,R)( ,R)C ′ O′AB

52 سه دایرة مساوي به شعاع  مطابق شکل بر هم مماس اند و مراکز آنها روي یک خط راست، قرار دارد. مساحت نواحی رنگ شده چقدر
است؟

R

و به مرکز  نقطۀ  طوري قرار دارد که زاویۀ   برابر   است، اگر قطر دایره   سانتی متر باشد، روي دایره اي به قطر   53

طول وتر  برحسب سانتی متر چقدر است؟

ABOCB CÔ60∘5
––

AC

O

12

B

C

A در شکل مقابل اندازة زاویۀ ظلیّ   برابر   است. اندازة کمان   برحسب درجه چقدر است؟  54A250∘
BC
⌢

O Ó

CC ´A

B

در شکل مقابل دو دایرة مساوي متقاطع اند. قاطع دلخواه  را رسم می کنیم. مثلث   چگونه است؟  55CAC ′CBC ′

مثلث   در یک دایره محاط است و اندازة کمان هاي   و  و  به ترتیب  و   و   است.  56
اندازة زاویه هاي داخلی مثلث برحسب درجه چقدر است؟

ABCABBCACx + 75∘2x + 7∘3x − 22∘

8



A
F

B
C

D
E

57 در شکل مقابل اگر   و   و   و و   باشد، آنگاه اندازة زاویۀ   را
بیابید.

AB ∥ FCCD ∥ BE=AB
⌢

60∘
=CD

⌢

40∘
=EF

⌢

110∘
F DC

∧

 

. نشان دهید  . در دایرة روبه رو   58BL = ERBE ∥ LR

 

59 در شکل روبه رو، چهارضلعی  یک متوازي الاضلاع است و نقطه هاي  روي یک خط راست قرار دارند. ثابت کنید
.

DIANM,A, I

DM = DI

با استفاده از تعریف زاویۀ محاطی، نشان دهید مجموع زاویه هاي داخلی هر مثلث  است.  60180∘

 

زاویۀ ظلی  در دایرة به مرکز  داده شده است. به کمک خط  که موازي خط مماس  رسم شده است، ثابت کنید:  61

 

TABOBB′AT

=TAB^ AB
⌢

2

 

. زاویۀ ظلیّ  در دایرة به مرکز  داده شده است. با استفاده از ویژگی قطر عمود بر وتر، ثابت کنید که   62TABO=TAB^ AB
⌢

2

9



 

در دایره اي به مرکز  ، قطر دایره است. اندازة زاویه هاي  تا  را به دست آورید.  63ORT = 70°،RS ∥ V TوTS
⌢

18

 

شکل فضایی و گستردة یک مخروط داده شده است. شعاع قاعدة مخروط  سانتی متر و ارتفاع آن  سانتی متر است.  6434

طول کمان قطاع حاصل از شکل گستردة این مخروط چند رادیان است؟

مساحت قطاع را به دست آورید.

65 در شکل هاي زیر، مقادیر خواسته شده را محاسبه کنید.

A

C

B

PF
E

N

M

yx
60

̥
40

̥
x =+ ?y

  

AM

N

B C

O

x 30
̥

AB AC=

x = ?
ABMN
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MN
x

30
̥

P 20
̥
50

̥

T

T

x = ?

E

A

B

C

O

 

مطابق شکل، وترهاي  و  در دایرة  رسم شده اند. اندازة کمان  را محاسبه کنید.  66AB = RBC = R2
−−

√C(O,R)AEC
⌢

70 ˚80 ˚

؟

B A

M

C

NP

Q در شکل اضلاع زاویه هاي  و  بر دایره مماس  هستند. اندازة زاویۀ  چند درجه است؟  67BCÂ

α

31 ˚91 ˚

در شکل مقابل اندازة زاویۀ  را به  دست آورید.  68α

در دایرة روبه رو، حاصل  کدام است؟  69x + y

در شکل مقابل  و  بر دایره مماس است. اگر  باشد، اندازة زاویۀ  چقدر است؟  70ABAD=Ĉ 20∘
Â

11



. اندازه زاویه  چقدر است؟ در شکل زیر داریم:   71a = =
b

2
c

3
M̂

در شکل مقابل،  قطر دایره است. حاصل  چقدر است؟  72ABx + y + z

در شکل روبه رو،  قطر و  است. اندازة کمان  چقدر است؟  73BCAE||OFDC
⌢

M

B C

A

O
در شکل مقابل  و  مماس بر دایره،  و   است. زاویۀ  چقدر است؟  74MBMCAB = AC=AC

⌢

140∘
OMC

MD

A B E

x
y30̥

z C
̥

در دایرة مقابل،  قطر،  و  وسط کمان  است. حاصل  چقدر است؟  75AB= = xAD
⌢

DC
⌢

MDCx + y + z

20

40 ̥

̥
C

D

E
B

A
M

در دایره مقابل، اندازة  چقدر است؟  76+M̂ D̂

12



 

در دایرة مقابل، قطر  در نقطۀ  بر وتر  عمود است. اگر  باشد ،  را  77
بیابید.

CDMAB= (3x + 10)°, = y°, = 2x°BD
⌢

BC
⌢

AC
⌢

x,y

: خط مماس بر دایره در نقطۀ  و امتداد وتر  در نقطۀ  متقاطع هستند. با فرض   78TABM= c , = b , = aAT
⌢

BA
⌢

TB
⌢

اندازة زاویۀ  را در هر یک از حالت هاي زیر تعیین کنید:

 .

 .

 .

                                                 .

M

1c = , a =150∘ 60∘

3c − a = 74∘

2b = , c =120∘ 200∘

4= =
a

1
b

4
c

7

تعیین کنید:

.  را در صورتی که  باشد.

.  را در صورتی که  باشد.

.  را در صورتی که  باشد.

.  را در صورتی که  باشد.

1a= , c =M̂ 45∘ 200∘

2c= ,a =M̂ 30∘ 55∘

3a= , c = 3aM̂ 45∘

4a= , b =M̂ 60∘ 100∘

A

B

F

M

E
N

C

در شکل زیر  قطر دایره و  است.  و  نقطۀ وسط کمان  باشد، زاویۀ  چند درجه است؟  79ABEA = BF=M̂ 56∘
NABC

نقاط  پنج رأس متوالی هشت ضلعی منتظم است.  چند درجه است؟  80A,B,C,D,Eα

13



M

A

A

B
B

C
C

D

D́

´´

´

مطابق شکل  و  و  و  نقاط وسط  کمان هاي  و  و  و  است.  81

ثابت کنید: 

A′B′C ′D′ABBCCDAD

⊥A′C ′ B′D′

x
M

C

B

A

D

6040
̥̥

O

در شکل مقابل دو وتر  و  مساوي اند. اگر  مرکز دایره باشد، زاویۀ  کدام است؟  82ABCDOx

O
B

C
M

D
1
2 A

در شکل مقابل   و  در نقطۀ  بر دایره مماس است. ثابت کنید:   و  .  83=Â1 Â2DMD=M
∧

90∘
− =ACD

∧
A
∧

1 90∘

M
C

B

A

D
12

، نیمساز زاویۀ  است. در شکل مقابل دو وتر  و  مساوي اند. ثابت کنید قطر گذرنده از   84ABCDMM

x y M

BC

A

50
̥

30
̥

در دایره مقابل، مقادیر  و  را محاسبه کنید.  85xy

BA

M

D

x

C

6 100+

x 900+

x2

در شکل مقابل  را محاسبه کنید.  86x
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BA

M

O

در شکل مقابل  مرکز دایره است و داریم:  87

  . اندازه زاویۀ  را محاسبه کنید.

O

=AOB
∧

AMB
∧

AMB

B

A

Q

P

600

E

D C

x
y

500

در شکل مقابل مقادیر مجهول را بیابید.  88

D

E

HCA B

31

17

̥

̥
وسط قطر  می باشد. کمان  چند درجه است؟ در شکل مقابل   و   و    89=Â 17∘=Ê 31∘

HCBCD
⌢

در شکل مقابل  مرکز دایره،   و  ، مقدار کمان  چقدر است؟  90O=DMC
⌢

30∘
=Ê 30∘

AND
⌢

C

E
B

T

A O

در شکل مقابل  مرکز دایره،   و  است. زاویۀ  چند درجه است؟  91O=Â 65∘
=B̂ 35∘

C

 

در دایره زیر  و اندازة زاویۀ  را تعیین کنید.  92xBNT^
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ثابت کنید زاویۀ بین دو خط مماس رسم شده از دو نقطه  بر یک دایره، برابر قدرمطلق نصف تفاضل دو کمان ایجادشده بین  93

نقطه هاي  است.

,TT ′

,TT ′

 

در شکل روبه رو، خط مماس بر دایرة  در نقطۀ  امتداد وتر  از این دایره را در نقطۀ  قطع کرده است. ثابت کنید:  94

 

(C)TAA′M

=AMT^ −AT
⌢

TA′
⌢

2

امتدادهاي دو وتر  از دایرة  در نقطۀ  متقاطع هستند، تعیین کنید:  95B ,AB′ A′OM

′A′Bاندازة کمان  را، اگر  باشد.
⌢

= , =M̂ 20∘
AB
⌢

160∘

ABاندازة کمان  را، اگر  باشد.
⌢

= , =M̂ 35∘
A′B′
⌢

60∘

AB−اندازة  را، اگر  باشد.
⌢

A′B′
⌢

=M̂ 45∘

′A′Bاندازة کمان  را، اگر  باشد.
⌢

= , = 3M̂ 25∘
AB
⌢

A′B′
⌢

در هر کدام از شکل هاي زیر  و  را بیابید.  96yx
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97 در شکل هاي زیر ثابت کنید:
(راهنمایی: از نقطۀ تماس ضلع زاویه بر دایره، خطی موازي ضلع دیگر زاویه رسم کنید.)

، ثابت کنید   الف) 

 

||d1 d2=AC
⌢

AD
⌢

MD

A

B
C

 

=M̂
−ACB

⌢

ADB
⌢

2

  

A

B

M

C

 

=M̂
−CB

⌢

AB
⌢

2
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در شکل زیر، دو وتر  و  برابرند و در نقطۀ  یکدیگر را قطع می کنند. ثابت کنید  نیمساز  است.  98ABCDPOPAPD^

 Q P

A
D

B
C

در دایره زیر،  و  می باشد.  99AB∥CDBQ∥PC

ABCDBCPQثابت کنید که چهارضلعی هاي  و  ذوزنقۀ متساوي الساقین هستند.

ACQPBDبا توجه به اینکه در ذوزنقۀ متساوي الساقین قطرها برابرند، ثابت کنید دو مثلث  و  هم نهشت هستند.

، دو وتر  و  موازي هم رسم شده اند. بیشترین و کمترین فاصلۀ دو وتر از یکدیگر را در دایرة   100

برحسب  محاسبه کنید. (طول  را در دو حالت بررسی کنید.) 

C(O,R)AB = RCD =
3R
2

RHK

درس دوم : رابطه هاي طولی در دایره

60 ˚
4

4 ، مساحت ناحیۀ سایه زده را محاسبه کنید. این ناحیه، یک قطعه دایره نام دارد. در دایرة روبه رو به شعاع   1014

از نقطۀ  در خارج دایره اي، مماس  به طول  را بر آن رسم کرده ایم ( روي دایره است). همچنین خطی از   102

. طول هاي  و  را به  دست آورید. گذرانده ایم که دایره را در دو نقطۀ  و  قطع کرده است و 

PPA10 3
−−

√AP

BCBC = 20PBPC
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AD

C

B

M

، آنگاه وتر ، وتر  به طول  سانتی متر را به نسبت  به  تقسیم کرده است. اگر  در دایرة  وتر   103

 وتر  را به چه نسبتی قطع می کند؟

C(O,R)ABCD912AB = 11cm

CDAB

A O B
M

P

Q ، اندازة  چقدر است؟ در دایرة  شکل مقابل، می دانیم   104C(O, 2)AO = OB = BM = 2PQMP

، اندازة  چقدر است؟ در دایرة مقابل به مرکز   105Ox + y

M

T
T

T
T

T
2

1

34

مطابق شکل مقابل، تمام دایره ها در نقطه  بر هم مماس اند و از نقطۀ  روي مماس مشترك آنها بر دایره ها مماس رسم  106
کرده ایم. 

ثابت کنید: 

TM

M = M = M = M = …T1 T2 T3 T4

1

T

C

D

M

B

T

C

A
2C

در شکل مقابل  و  نقاط تماس هستند. اگر  باشد حاصل  چقدر است؟  107TT ′TM = M
1
3

T ′MA ⋅ MB

MC ⋅ MD

B

A

NMD E

C

مطابق شکل داریم:   و  . ثابت کنید:  .  108AM = ANDM = MN = NEBM = CN
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نقطۀ  بر روي وتر  به طول وتر  واحد از دایره اي چنان قرار دارد که آن وتر را به نسبت  و  تقسیم کرده است، طول  109

کوتاه ترین وتر گذرنده بر نقطۀ  از این دایره چقدر است؟

CAB912

C

 

قطر و   می باشد، طول مماس  چقدر است؟  ، در شکل مقابل شعاع دایره برابر   1106ABPA = 4PT

B
A P

در شکل مقابل   و   و شعاع دایره برابر  واحد است. فاصلۀ نقطۀ  تا مرکز دایره چقدر است؟  111PA = 5AB = 34P

M

A D

C B

در دایرة مقابل، دو وتر  و  در نقطۀ  متقاطع  هستند. اگر  و   و  ، طول  چقدر  112
است؟

ABCDMMA = 6MB = 3MD = 2٫5MC

3 B
A

x
M

C
D

6
8

، مقدار  چقدر است؟ در دایره مقابل   113xx

 

در شکل زیر دو قاطع  با هم برابرند، ثابت کنید:   114IN, IEIS = ID

M

T´

O

T

دو دایرة هم مرکز به شعاع هاي  و  مفروض  هستند. مطابق شکل، از نقطۀ  دو مماس  و  بر دو دایره رسم شده  115

است. اگر  باشد،  چند است؟

R3RMMTMT ′

M = 2RT ′MT
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دو دایرة  و  با خط المرکزین  مفروض اند. اگر بتوان با طول هاي شعاع هاي دو  116

دایره و خط المرکزین مثلثی ساخت، حدود  چقدر است؟

C(O, 2m − 3)( , 2)C ′ O′d = O = m + 1O′

m

در مثلث قائم الزاویۀ  دایره اي بر  و  می گذرانیم، به قسمتی که در  بر وتر مثلث مماس شده و دایره اي هم بر  و   117

عبور می دهیم تا در  بر وتر مثلث مماس شود. ثابت کنید که این دو دایره مماس خارج اند.

ABCABBCA

C

118 وضعیت دو دایره را در حالت هاي مختلف در نظر بگیرید، سپس در هر حالت مماس مشترك هاي آنها را در صورت وجود رسم کنید.

119 در شکل روبه رو دو دایره به شعاع هاي  و  مماس خارج و  مماس مشترك خارجی آنهاست. محیط و مساحت  چقدر
می شود؟

68TT ′OTT ′O′

120 طول خط المرکزین دو دایرة مماس درونی  سانتی متر و مساحت ناحیۀ محدود بین آنها  سانتی متر مربع است. طول شعاع هاي
دو دایره را به  دست آورید.

216π

121 طول شعاع هاي دو دایرة متخارج را به  دست آورید که طول مماس مشترك خارجی آنها مساوي   و طول مماس مشترك داخلی

آنها  و طول خط المرکزین آنها مساوي  واحد است.

3 7
−−

√

15
−−

√8

دو دایره مماس خارج به شعاع هاي   و   مفروض  هستند؛ اگر   مماس مشترك و  و   مراکز دو دایره  122

باشند، مساحت چهار ضلعی   چقدر است؟

= 8R1= 2R2TT ′OO′

O TO′T ′

60 ˚ 60 ˚

60 ˚
rr

r r

rr

BA

C

123 سه دایره به شعاع هاي برابر  دو به دو بر هم مماس اند. مطابق شکل مقابل این سه دایره به وسیلۀ نخی بسته شده اند. نشان

. همچنین نشان دهید مساحت ناحیه به سه دایره برابر  محدود است. دهید طول این نخ برابر 

r

6r + 2πr( − )r2 3
−−

√ π

2

A

B C

D در شکل مقابل ثابت کنید:    124AB||CD
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فاصلۀ مرکزهاي دو دایره  سانتی متر و شعاع دایرة کوچک تر  سانتی متر و شعاع دایرة بزرگ تر  سانتی متر است. طول مماس  125
مشترك داخلی دو دایره چند سانتی متر است؟

4145

دو دایرة  و   به مرکزهاي  و   به شعاع هاي  و  و طول خط المرکزین   مفروض است. چند خط می توان رسم  126

کرد که از  و   به ترتیب به فاصله هاي  و  باشد؟

CC ′OO′35O = 11O′

OO′35

در مورد همرسی مماس مشترك هاي خارجی دو دایره و خط المرکزین آنها چه می توان گفت؟  127

دو دایره به شعاع هاي  سانتی متر و  سانتی متر، مماس برون هستند. اندازة مماس مشترك خارجی آنها را به دست آورید.  12894

جاهاي خالی را با عبارت هاي مناسب پر کنید.  129

، طول شعاع دایرة محاطی خارجی متناظر رأس  از رابطۀ ..................  محاسبه ،  و  و مساحت  و محیط  در مثلث با اضلاع 
می شود.

abcS2PA

∘120∘45در یک چهارضلعی محاطی، دو زاویۀ مجاور  و  هستند. تفاضل دو زاویۀ دیگر ..................  می باشد.

، برابر با ..................  است. 124طول مماس مشترك داخلی دو دایره به شعاع هاي  و  و طول خط المرکزین 

درس سوم : چند ضلعی هاي محاطی و محیطی

دو زاویۀ مجاور یک چهار ضلعی محاطی   و   است، قدر مطلق تفاضل دو زاویۀ دیگر چقدر است؟  13080∘120∘

ثابت کنید یک ذوزنقه، محاطی است، اگر و تنها اگر متساوي الساقین باشد.  131

از برخورد نیمسازهاي زوایاي داخلی یک ذوزنقه چه نوع چهارضلعی ایجاد می شود؟  132

در یک مثلث مختلف الاضلاع اوساط اضلاع و پاي یک ارتفاع رئوس یک چهارضلعی هستند. نوع این چهارضلعی چیست؟  133

، یکدیگر را در نقطۀ  قطع می کنند. اگر  محل همرسی نیمسازهاي داخلی ، نیمسازهاي زاویه هاي خارجی  و  در مثلث   134

باشد، نوع چهارضلعی  چیست؟

ABCBCMO

BOCM
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xCBC

A D
D

´

´

از نقاط  و  نقاط تقاطع دو دایره  و  دو قاطع چنان رسم کرده ایم که دایره  را در  و  و دایرة  را در نقاط  و  135

 قطع کرده اند. نوع چهارضلعی  چیست؟

ABOO′ODCO′D′

C ′DCC ′D′

A B

CD

M

136 ذوزنقۀ متساوي الساقین محاط در دایره مفروض است. اگر بین کمان هاي متناظر با قاعدة کوچک، بزرگ و ساق آن رابطۀ 

= برقرار باشد، آنگاه زاویۀ بین امتداد ساق هاي ذوزنقه چقدر است؟ 2 = 2DC
⌢

AB
⌢

BC
⌢

اوساط اضلاع مستطیلی را به هم وصل می کنیم، چهار ضلعی حاصل محیطی است یا محاطی؟ چرا؟  137

؛ محیط چهار ضلعی چقدر است؟ ، داریم  در چهار ضلعی محیطی   138ABCDAB + CD = 8

B

A

D

C

O
β

α

چهارضلعی  محیطی است و  مرکز دایره است.  139
ثابت کنید:  

ABCDO

α + β = 180∘

ثابت کنید، اگر در یک چهار ضلعی محدب، یک قطر عمودمنصف قطر دیگر باشد، چهارضلعی محیطی است.  140

141 سه نیمساز داخلی چهارضلعی  همرس  هستند. اگر اندازه هاي اضلاع آن  و  و 

و  باشد، مقدار  کدام است؟
ABCDAB = 3a − 1BC = 5a − 3CD = 4a

AD = + 2a2a

واحد مربع باشد، طول ساق آن چقدر 142 یک ذوزنقۀ متساوي الساقین بر دایره اي به شعاع   محیط است، اگر مساحت ذوزنقه 
است؟

R = 345
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143GOLYGO ضلع هاي چهار ضلعی  بر دایره مماس هستند. (شکل روبه رو)، ثابت کنید:  + LY = OL + GY

 

144 در شکل زیر  ، ، ، نقطه هاي تماس ضلع هاي چهار ضلعی  با دایره هستند. مقدار محیط این چهار ضلعی را به  دست
آورید.

SRQPABCD

D CN

Q

A BM

O r
rr

P

 

مطابق شکل، ذوزنقۀ متساوي الساقین  بر دایره به شعاع  محیط شده است.  145ABCDr

با توجه به این که نقطۀ  مرکز دایرة محاطی ذوزنقه و محل همرسی نیمسازهاي زوایاي داخلی آن است، ثابت کنید مثلث هاي

 و  هم نهشت هستند و نتیجه بگیرید که  . به همین ترتیب ثابت کنید مثلث هاي  و 

هم نهشت هستند و نتیجه بگیرید  .

O

AOMBOMAM = BM =
AB

2
DONCON

DN = CN =
DC

2

با توجه به قسمت (الف) و این نکته که مماس هاي رسم شده بر دایره از نقطه اي خارج آن، باهم برابرند، ثابت کنید:

 AD = BC =
AB + CD

2

چقدر است؟ 14681517 شعاع دایرة محاطی داخلی مثلثی با اضلاع  و  و 

در مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلع   واحد، طول خط المرکزین دو دایرة محیطی  و محاطی خارجی آن چقدر است؟  1473
−−

√

1488 شعاع دایرة محاطی خارجی مثلث متساوي الاضلاع به ضلع   چقدر است؟ 3
−−

√
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اگر  و  شعاع هاي سه دایرة محاطی خارجی مثلث و  شعاع دایرة محاطی داخلی باشد، نشان دهید:  149

به همین ترتیب اگر  و  اندازه هاي سه ارتفاع باشند، نشان دهید: 

,rb rarcr+ + =
1
ra

1
rb

1
rc

1
r

,hb hahc+ + =
1
ha

1
hb

1
hc

1
r

A

M
CB

در مثلث قائم الزاویۀ  است. اگر دایرة محاطی داخلی این مثلث در نقطۀ  به فاصلۀ  واحد  150
از رأس  بر ضلع  مماس باشد، طول شعاع دایرة محاطی چقدر است؟

BC = 10 = ) ،ABCو Â 90∘
M4

BBC

در مثلث متساوي الاضلاع مجموع شعاع دایره محاطی داخلی با شعاع هاي  دایره محاطی خارجی، چند برابر طول شعاع دایره محیطی  151
است؟

3

در مثلث متساوي الاضلاع مساحت دایرة محیطی چند برابر مساحت دایرة محاطی داخلی است؟  152

در دایره اي به مساحت   مثلث متساوي الاضلاعی محاط شده است، مساحت مثلث چقدر است؟  1534π 3
−−

√

در مثلثی به طول اضلاع  و  واحد، دایرة محاطی خارجی بر ضلع متوسط و امتداد دو ضلع  دیگر مماس است. نقطۀ تماس، ضلع  154
متوسط را به چه نسبتی تقسیم می کند؟

و753

 

، خط هاي  را ) مماس هستند. مماس  155 خط هاي  به ترتیب در نقطه هاي  و  و  بر دایرة (

به ترتیب در نقطه هاي  قطع کرده است. ثابت کنید با تغییر مکان نقطۀ  روي دایره بین دو نقطه ي ثابت  ، محیط مثلث 
ثابت می ماند.

BC,AF ,AEEFDOBCAF ,AE

C,BDF ,EABC

در هر مثلث، اگر یک زاویه منفرجه باشد، مرکز دایرة محیطی ..................  مثلث قرار می گیرد.  156

دو قطر عمود بر هم  و  از یک دایره را رسم می کنیم؛ چهارضلعی  یک مربع است؛ چرا؟ عمودمنصف هاي ضلع هاي  157

این مربع را رسم کنید تا دایره را قطع کنند. نشان دهید هشت ضلعی  منتظم است.

ACBDABCD

AMBQCPDN
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فصل دوم : تبدیل های هندسی

در یک شش ضلعی منتظم به محیط  فاصلۀ مرکز دایره محیطی آن تا یکی از اضلاع شش ضلعی چقدر است؟  15812 3
−−

√

درس اول : تبدیل هاي هندسی

A A´

D D´

C C´

B B´
هندسه

159 در شکل زیر، چهارضلعی  تصویر چهارضلعی محدب  تحت بازتاب است. در شکل اولیه، وقتی به ترتیب از 

،  و  می رویم، جهت حرکت، موافق جهت حرکت عقربه هاي ساعت است. جهت حرکت در بازتاب این نقاط چگونه است؟ آیا می توان به 
گفت بازتاب، جهت شکل را حفظ می کند؟

A′B′C ′D′ABCDA

BCD

در حالتی که پاره خط  در راستاي عمود بر خط بازتاب قرار دارد، ثابت کنید که اگر  بازتاب  باشد،  و   160
هم اندازه اند.

ABA′B′ABABA′B′

چند بازتاب محوري وجود دارد که یک مستطیل (غیرمربع) را روي خود آن بازتاب می کند؟  161

M

O

x

y

مطابق شکل، با استفاده از کدام تبدیل می توان خطی از  گذراند تا  و  را در  و  قطع کند طوري که   162
باشد؟

MOxOyABMA = MB

دو پاره خط موازي و مساوي  و  بازتاب محوري هم هستند. نوع چهارضلعی  چیست؟  163ABCDABCD

نقطۀ  با سه بازتاب مرکزي متوالی به چهارضلعی  تبدیل می شود. مساحت این چهارضلعی چند برابر مساحت چهارضلعی  164
حاصل از وصل کردن مراکز بازتاب می باشد؟

AA BA′A′′

ثابت کنید بازتاب محوري یک تبدیل طولپا است. (مسئله را در دو حالت زیر بررسی کنید)  165
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A
B

d

محور بازتاب است d  

B

A

d

محور بازتاب است d  

ثابت کنید بازتاب محوري در حالت کلی، شیب خط را حفظ نمی کند.  166

چند انتقال دو خط متقاطع را برهم منطبق می کند؟  167

دو دایره با شعاع هاي برابر با  مماس خارجند. بردار انتقالی که دو دایره را برهم منطبق می کند، کدام است؟  168R

A
M
B C

D
E

N

مطابق شکل،  و  است. اگر  باشد، طول بردار انتقالی که  را بر   169
منطبق می کند، کدام است؟

DC = 4 , BC = 3 , AB = 2DE = 5AM = ENMN

دایرة  و پاره خط  در صفحه مفروض اند. در دایرة  وتري موازي و مساوي  رسم می کنیم. حداکثر چند وتر  170
می توان یافت؟

C(O,R)ABCAB

B

A

d

d´

مطابق شکل، دو روستاي  و  در دو طرف رودخانه قرار دارند. می خواهیم پلی عمودي بر رودخانه بسازیم. براي نصب پل به  171

صورتی که مسیر بین  و  کمترین باشد، از کدام تبدیل استفاده می کنیم؟
AB

AB
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A

B

C

F
D

E

172 در شکل روبه رو، مثلث هاي  و  متساوي  الاضلاع هستند. الف) با کدام تبدیل و به چه

صورت نقطۀ  بر  و نقطۀ  بر  تصویر می شود؟

. ب) با استفاده از ویژگی هاي تبدیل قسمت (الف)، ثابت کنید که:  و 

ABC
△

DEC
△

ABDE

AD = BE=AFB^ 60∘

ضلعی نقطۀ  روي محیط  دایره اي به شعاع  و مرکز  قرار دارد.  دوران متوالی یا زوایاي برابر از  انجام می دهیم تا یک   173

به دست آید. مساحت  ضلعی حاصل کدام است؟

AROnAn

n

اگر زاویۀ بین خط و دوران یافتۀ آن  باشد، با دوران دادن هر دو خط تحت زاویۀ  ، زاویه بین خطوط دوران یافتۀ کدام  174
است؟

α− α90∘

نقطۀ  به فاصلۀ  از مبدأ مختصات قرار دارد. این نقطه را به مرکز  (مبدأ مختصات) دو بار تحت زاویۀ  دوران می دهیم تا  175
نقطۀ  به دست آید. طول  کدام است؟

MaO60∘

NMN

B

A

A B
O

α

در شکل مقابل، ثابت کنید دوران طولپا است.  176

B
B

A

A2

1

A3AA
C

A

در شکل مقابل، چند دوران از شکل سایه دار وجود دارد؟  177

178 فرض کنید  محل برخورد میانه هاي مثلث  (مرکز ثقل آن) باشد و مثلث  مجانس مثلث  در تجانس به مرکز

 و نسبت  باشد.

الف) جایگاه رأس هاي  و  و  نسبت به مثلث  کجاست؟

ب) مساحت مثلث  چه کسري از مساحت مثلث  است؟

GABCA′B′C ′ABC

Gk = −
1
2

A′B′C ′ABC

A′B′C ′ABC

دایره  و نقطۀ  خارج این دایره مفروض است. مجانس این دایره را نسبت به نقطۀ  در هر حالت رسم کنید.  179

الف)   

ب)  

پ) 

C(O,R)MM

k = 2

k = −2

k =
1
2
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در تجانسی با نسبت  و مرکز تجانس  (نقطۀ  را خارج  در نظر بگیرید) نشان دهید:  180
الف) تجانس شیب خط را حفظ می کند.

ب) تجانس زاویۀ بین خطوط را حفظ می کند.

k < 0OOAB

در یک تجانس به مرکز  و نسبت  ، فاصله یک نقطه و تصویرش چند برابر فاصلۀ همان نقطه از مرکز تجانس است؟  181O−4

تحت یک تجانس محیط مثلث تصویر  و محیط مثلث اولیه  است. شعاع دایره اي که مجانس دایره اي به مساحت  تحت این  182
تجانس باشد، چقدر است؟

12416π

اگر نقطۀ  مجانس نقطۀ  باشد که ضریب تجانس آن  باشد، مرکز تجانس کجاست؟  183A′ ∣

∣
∣

2
4

A
∣

∣
∣
−2
1

k = 5

دو دایره با شعاع هاي متفاوت با چند تبدیل ممکن است بر روي هم تصویر شوند؟  184

اگر نقطۀ  مجانس  با ضریب  و مرکز  و نقطۀ  مجانس  با ضریب  و همان مرکز باشد، طول  چند برابر   185
است؟

A′AkOA′′A′mOA′′OA

مثلث  مجانس مستقیم مثلث   به مرکز تجانس  می باشد. اگر  و نوع تجانس انقباضی باشد، مساحت  186

مثلث  چند برابر مساحت مثلث  است؟

A′B′C ′ABCO= 3OA′

AA′

ABCA
′
B

′
C

′

دو خط  و  متقاطع اند. با چند تبدیل زیر می توان خط  را بر خط  تصویر نمود؟  187

الف) انتقال  ب) دوران  پ) بازتاب محوري  ت) تجانس
dd ′dd ′

1(4 3(3 2(2 4(1

در شکل مقابل داریم:  188

 

CB
Q

A

NM

P

الف) با کدام تبدیل مثلث  بر مثلث  تصویر می شود؟ چگونه؟

ب) با کدام تبدیل مثلث  بر مثلث  تصویر می شود؟ چگونه؟

{AM = MP = 2PB

AN = NQ = 2QC

AMN
△

APQ
△

APQ
△

ABC
△
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A A´ A ´´

B B´

C C´
d d1 2

m

189 در شکل،  به موازات  و به فاصلۀ  از آن قرار دارد و مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط  است. بازتاب

مثلث  را نسبت به خط  رسم کنید و آن را  بنامید.

الف) نشان دهید:  

ب) اندازة  و  چقدر است؟

پ) با چه تبدیلی می توان مثلث  را تصویر  دانست؟ چه نتیجه اي می گیرید؟

d1d2mA′B′C ′ABCd1

A′B′C ′d2A′′B′′C ′′
Δ

A = 2mA′′

BB′′CC ′′

A′′B′′
△

C ′′ABC
Δ

θ

A
A´

C
B B´

C´

d1

d2

O A´´  

190 در شکل، دو خط  و  با زاویۀ  یکدیگر را قطع کرده اند. مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط  است. بازتاب

مثلث  را نسبت به خط  رسم کنید و آن را  بنامید.

الف) نشان دهید:  

ب) اندازة  و  چقدر است؟

پ) با چه تبدیلی می توان مثلث  را تصویر دانست؟ چه نتیجه اي می گیرید؟

d1d2θA′B′C ′
Δ

ABCd1

A′B′C ′d2A′′B′′C ′′
Δ

A = 2θÔA′′

CÔC ′′BÔB′′

A′′B′′C ′′
Δ

ABC
Δ

191 خط  را نسبت به مرکز  تحت زاویۀ  دوران می دهیم تا خط  به دست آید و دوران یافتۀ  به مرکز  و تحت زاویۀ  را 

می نامیم. زاویۀ بین  و  کدام است؟ (هر دو دوران پادساعتگرد است)
dOαd ′d ′O′βd ′′

dd ′

192 خط  را نسبت به خط  بازتاب می کنیم تا خط  به دست آید. خط  را تحت یک انتقال به خط  تبدیل می کنیم. اگر زاویۀ بین

 و  را  بنامیم. زاویۀ بین  و  کدام است؟

dΔd ′d ′d ′′

dΔαdd ′′

تصویر یک خط تحت یک تبدیل بر همان خط منطبق است. این تبدیل چه تبدیل هایی می تواند باشد؟  193

3
3

1
21

 

با ترکیب کدام تبدیل ها، مربع کوچک تر به مربع بزرگ تر تبدیل می شود؟  194
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A C

D

B

O

6

4
3 5

 

مطابق شکل، با ترکیب کدام تبدیل ها، مثلث  بر مثلث  تصویر می شود؟  195OABOCD

درس دوم : کاربرد تبدیل ها

B

C

DE

F

A

A

E F C B

D

(ب)(الف)

دور زمین هایی مطابق شکل، حصارکشی شده است. چطور می توان بدون کم و زیاد کردن حصارها، مساحت زمین را افزایش داد؟  196

B

A

C
D

12

12

6

6 3

 

مطابق شکل اگر بخواهیم بدون تغییر محیط، مساحت چهارضلعی را افزایش دهیم، مقدار افزایش مساحت جدید چقدر است؟  197

B

A C D

F
G

EH

198 می خواهیم با حفظ محیط این چندضلعی، مساحت آن را افزایش دهیم. از چه تبدیلی استفاده می کنیم؟

مطابق شکل  است. نقطۀ  روي  قرار دارد، به طوري که مسیر  کوتاه ترین مسیر است. طول این مسیر کدام  199
است؟

CD = 5MdAMB
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فصل سوم : روابط طولی در مثلث  

 
رودخانه

اصطبل
خانه

A

B

مردي می خواهد براي برداشتن آب، از خانه به ساحل رودخانه اي که لبۀ مستقیمی دارد برود و سپس آب را به اصطبلی که در همان  200
سمت رودخانه است، ببرد. او از کدام نقطۀ ساحل آب بردارد تا مسافتی که طی می کند، کمترین مقدار ممکن باشد؟ توضیح دهید.

M

A B

201 می خواهیم کنار رودخانه ها،  اسکله بسازیم. جاي  اسکلۀ  و  مطابق شکل مشخص است. اسکلۀ  را در چه نقطه اي از
ساحل رودخانه بسازیم که قایق ها هنگام طی مسیر  کوتاه ترین مسیر را طی کنند؟

32ABM

MABM

x y

B
A

مطابق شکل می خواهیم نقطۀ  را بر  بیابیم که  باشد. از کدام تبدیل استفاده می کنیم؟  202MxyB y = A xM̂ M̂

d´

B

A
d

 

مطابق شکل براي یافتن کوتاهترین مسیر بین  و  از طریق یافتن نقاط  و  بر d و  از کدام تبدیل و چند بار استفاده  203
می کنیم؟

ABMNd ′

A B

d

مطابق شکل براي یافتن نقطۀ  روي خط  که طول مسیر  کمترین باشد، از کدام تبدیل استفاده کنیم؟  204MdAMB

درس اول : قضیه سینوس ها

،  است. ثابت کنید:    در مثلث   205ABC− =B̂ Ĉ 90∘
b = 2R cos Ĉ
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A Ba

α

، کمانی به اندازة زاویۀ  ایجاد کرده است. ثابت کنید:  مطابق شکل در دایره، وتري به طول   206

( شعاع دایره است.)

AB = aαR =
a

2 sin
α

2
R

6 3

C

A B
D

120 °

x
90 °

در شکل مقابل، طول وتر  چقدر است؟  207CD

ثابت کنید در هر مثلث قائم الزاویۀ  با ارتفاع  داریم:   208( = )ABCÂ 90∘
AH = ha= +

1

h
2
a

1

b2

1
c2

در مثلث  ثابت کنید:  (نصف محیط مثلث  است)  209ABC= sin + sin + sin
P

R
Â B̂ ĈABC

در مثلث  ثابت کنید:  210ABC

= 2 sinA sinB sinCS
ABC

Δ R2

30 °

A

B C

8
211ABC شعاع دایرة محیطی مثلث  چقدر است؟

90 °

2 3

120 °

A

C
B

در شکل مقابل طول ضلع  چقدر است؟  212AB

،  و  است. فاصلۀ مرکز دایرة محیطی مثلث از ضلع  چقدر است؟ در مثلث   213ABC=Â 60∘
BC = 4 3

−−
√BC

در مثلث  ثابت کنید:  214ABC

sin − sin < sin < sin + sinB̂ Ĉ Â B̂ Ĉ
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الف. در شکل مقابل، ارتفاع  رسم شده است. می دانیم که  ( شعاع دایرة محیطی مثلث) می باشد. با  215

. ، ثابت کنید:  نوشتن رابطۀ  در مثلث 

B

A

C
H

a

bc

ب. به همین ترتیب، ثابت کنید:

 

AHAC = 2R × sin B̂R

sin B̂ABHAB × AC = AH × 2R

ab + ac + bc = 2R( + + )ha hb hc

. زاویۀ  چند درجه است؟ در مثلث  داریم:   216ABC= 2R
a + b + c

sin + sin + cosÂ B̂ Ĉ
C

. زوایاي مثلث را محاسبه کنید. ،  و  در مثلث   217ABCa = b3
−−

√= 2Â B̂

،  و  و  است. محیط مثلث را حساب کنید. در مثلث   218ABCBC = 2 + 23
−−

√=B̂ 60∘
=Ĉ 45∘

در هر مثلث ثابت کنید:  219

= 2R
a + b + c

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

A
B

E

CD

، همۀ قطرها را رسم می کنیم. اگر شعاع دایرة محیطی  باشد، شعاع دایرة محیطی کدام مثلث ها  در پنج ضلعی محاطی   220
می باشد؟

ABCDERR

،  و  است. اگر  محل همرسی نیمسازهاي داخلی باشد، شعاع دایرة محیطی مثلث 221  در مثلث 

 چقدر است؟

ABC=Â 60∘
BC = 10 3

−−
√I

BIC

60 °

21

A

B

C

D

4 3
در شکل مقابل،  و  است. شعاع دایرة محیطی مثلث  چقدر است؟  222CD = 2BC=Â1 Â2ABC

Δ

. اندازة زاویۀ  چقدر است؟  ،  و  در مثلث   223ABCb = a2
−−

√=Â 30∘
Ĉ
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. اگر  باشد، بیشترین مقدار  چقدر است؟ ،  و  در مثلث   224ABCb = a3
−−

√=Â 30∘
c = 4b

45 ° 30 °

A

CB

x+1 2x
در شکل مقابل، مقدار  چقدر است؟  225x

، زاویۀ  دوبرابر می شود. ، با ثابت ماندن طول  در مثلث   226

اگر اندازة شعاع محیطی تغییر نکند، زاویۀ  چند درجه است؟

ABCBC = aA

A

در شکل مقابل، مقدار  چقدر است؟  227x

60 °
3 3

10

A

CB
P

6

در شکل مقابل، شعاع دایرة محیطی مثلث  چقدر است؟  228APC

، ثابت کنید:  ، روي ضلع  در شکل مقابل براي نقطۀ دلخواه   229

( شعاع دایرة محیطی است.)         

PBC=

R
APB

Δ

R
APC

Δ

AB

AC

R

، حاصل  برابر با ..................  است. در مثلث   230ABC
a + b + c

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

( در هر مثلث قائم الزاویه، حاصل  برابر با ..................  است. (  231+
1
b2

1
c2

=Â 90∘

درس دوم : قضیه کسینوس ها

60 ˚
20 m

15

A

m

232 یک درخت کج از نقطۀ  روي زمین، که در فاصلۀ  متري از نوك درخت است به زاویۀ  دیده می شود. اگر فاصلۀ  تا پاي

درخت  متر باشد، مطلوب است: 
الف) طول درخت

ب) سینوس زاویه اي که درخت با سطح زمین می سازد.
پ) فاصلۀ نوك درخت از زمین 

A1560∘
A

20
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3 3

120 °

NM
B

A

3 2
x

در شکل مقابل، اندازة کمان  چقدر است؟  233x

حاده (تند)، قائمه یا منفرجه (باز) بودن زاویۀ  را در هر یک از مثلث هاي زیر تعیین کنید:  234
الف) 

ب) 

پ) 

A

BC = 9 , AC = 6 , AB = 10

BC = 9 , AC = 4 , AB = 8

BC = 17 , AC = 15 , AB = 8

: به کمک قضیۀ کسینوس ها ثابت کنید در مثلث   235

الف)  اگر و تنها اگر  

ب)  اگر و تنها اگر  

پ)  اگر و تنها اگر 

ABC

>Â 90∘
> +a2 b2 c2

<Â 90∘
< +a2 b2 c2

=Â 90∘
= +a2 b2 c2

30 ˚ ؟

بندرگاه

236 یک کشتی از یک نقطه با سرعت  کیلومتر در ساعت در یک جهت در حرکت است و یک ساعت بعد با  انحراف به راست با

سرعت  کیلومتر در ساعت به حرکت خود ادامه می دهد و یک ساعت و نیم پس از آغاز حرکتش در یک بندرگاه پهلو می گیرد. فاصلۀ
بندرگاه از مبدأ حرکت کشتی چند کیلومتر است؟

6030∘

40

14 3

120 °

A B

در شکل مقابل، شعاع دایره را حساب کنید.  237

در مثلث،  رابطۀ  برقرار است. زاویۀ متوسط مثلث را به دست آورید.  238ABC+ = (b + c)b3 c3 a2

23912a طول کوچک ترین قطر  ضلعی منتظم به طول ضلع  چقدر است؟ 

، حاصل مجموع مربعات قطرها چقدر است؟ در متوازي الاضلاع به طول اضلاع  و   24034

ثابت کنید در هر متوازي الاضلاع مجموع مربعات قطرها، برابر با مجموع مربعات چهار ضلع متوازي الاضلاع می باشد.  241
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ثابت کنید در هر مثلث  داریم:  242ABC

(1) < ⇔ |b − c| < a <Â 90∘
+b2 c2

− −−−−
√

(2) = ⇔ a =Â 90∘
+b2 c2

− −−−−
√

(3) > ⇔ < a < b + cÂ 90∘
+b2 c2

− −−−−
√

،  و  و  و  است. حدود  را مشخّص کنید. در مثلث   243ABCAB = 3AC = 4BC = x − 1A > 90∘
x

45 °

120 °
15 °

A

B

C2

در شکل مقابل، طول  چقدر است؟  244AB

،  است. ثابت کنید: در مثلث   245ABC=Â 120∘

= + + bca2 b2 c2

60 °
2 3

A

B Cx

در شکل مقابل، مقدار  را حساب کنید.  246x

A

CB

120 °

9 km
h

15 km
h

، دو گلولۀ مشابه به سمت پایین آن رها می شوند. پس از  ساعت به نقاط  و  می رسند. از بالاي سطح شیب دار، از نقطۀ   247

طول  چقدر است؟

A
1
3

BC

BC

15
̥30

̥

A

B C

، این درخت به ترتیب با زاویۀ  و  ، در آن سوي رودخانه قرار دارد. از دو نقطۀ  و  مطابق شکل، درختی در نقطۀ    248

دیده می  شود. اگر فواصل نقاط  و  از  به ترتیب  و  باشد، فاصلۀ  را به دست آورید.

ABC30∘15∘

BCA2020 2
−−

√BC

در  ضلعی منتظم، کوچک ترین قطر  برابر طول ضلع آن است.  چقدر است؟  249n2 + 2
−−

√
− −−−−−

√n

، حاصل  چقدر است؟ در مثلثی به اضلاع  و  و   250346+ +m
2
a m

2
b

m
2
c
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،  و  و  میانه ها هستند، ثابت کنید: در مثلث   251ABCmambmc

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

+ = 2 +b2 c2 m
2
a

a2

2

+ = 2 +a2 c2 m
2
b

b2

2

+ = 2 +a2 b2 m
2
c

c2

2

در مثلث دلخواه  ثابت کنید رابطه هاي زیر براي میانه هاي مثلث برقرار است:  252ABC

m + m + m = ( + + )2
a

2
b

2
c

3
4

a2 b2 c2

A

B CPx 8 x

3
64

در شکل مقابل، مقدار  را حساب کنید.  253x

A

B CP2 4

53
x

در شکل مقابل، مقدار  را محاسبه کنید.  254x

درس سوم : قضیه نیمساز هاي زوایاي داخلی و محاسبه طول نیمساز ها
A

B D C12 cm 16 cm  

اگر محیط مثلث مقابل  و  نیم ساز زاویۀ  باشد، طول اضلاع  و  را بدست آورید.  25570cmADÂABAC
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با پر کردن جاهاي خالی با فرض اینکه در شکل مقابل،  نیمساز زاویۀ  است، روش دیگري براي اثبات قضیۀ نیمسازهاي  256
زوایاي داخلی ارائه کنید:

؟   الف) چرا 

CDB

A

H
H´

H´´

1 2

ب)

) نتیجه می شود:   ) و ( از مقایسۀ (

ADÂ

DH = DH ′

= = (1)
SABD

SACD

D × ⋯
1
2

H ′

DH × ⋯
1
2

⋯

⋯

= = (2)
SABD

SACD

BD × ⋯
1
2

CD × ⋯
1
2

⋯

⋯

12=
⋯

⋯

⋯

⋯

A

B CM

PQ

؛ هستند؛ ثابت کنید:  در مثلث  وسط  و  و  نیمسازهاي زوایاي  و   257M ، ABCBCMPMQAMCAMBPQ ∥ BC

در شکل زیر،  نیمساز خارجی زاویۀ  است. ثابت کنید:  258

A

B CD

1
2

                                 

AD′Â

=
BD′

CD′

AB

AC

( . (نیمساز داخلی  =259  در شکل مقابل، ثابت کنید: 
BD

DC

AB

AC
AD : Â

،  و  هستند. نیمساز داخلی بزرگ ترین زاویه رسم می شود. مساحت کوچکترین مثلث ، طول اضلاع به نسبت  در مثلث   260
حاصل، چند برابر مساحت اصلی است؟

ABC234
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. ، ضلع  را در  قطع می کند. ثابت کنید:  ، نیمساز زاویۀ  در مثلث   261ABCABCDBD = , CD =
ac

b + c

ab

b + c

 

، فاصلۀ پاي نیمساز وارد بر ضلع متوسط تا وسط آن ضلع چقدر است؟ ،  و  در مثلث به طول اضلاع   262468

، نیمساز وارد بر بزرگ ترین ضلع آن را به دو قسمت تقسیم می کند. طول هر قسمت را ،  و  263  در مثلث  با طول اضلاع 
حساب کنید.

ABC346

A

B
D C2 x

21 30

3 x _1

در شکل مقابل  نیمساز زاویۀ  است. مقدار  را بدست آورید.  264ADAx

1

B

A

C

D
M

1

2

2

 

. ثابت کنید:  در شکل مقابل،  و   265=A1
^ A2

^=C1
^ C2

^=
AB

BC

AD

CD

در مثلث  می دانیم  و  و  است. طول نیمساز داخلی زاویۀ  را به دست آورید.  266ABCAB = 7AC = 4BC = 10C

3 2 5 2

7 2

A

B C

در شکل مقابل، طول نیمساز داخلی زوایۀ  را حساب کنید.  267A

،  و   و  است. طول نیمساز داخلی زاویۀ  چقدر است؟ در مثلث   268ABC=Â 60∘
AB = 3AC = 4A

، ثابت کنید: در مثلث   269

 ( ( نیمساز داخلی زاویۀ 

ABC

daA=da

2bc ⋅ cos Â

2

b + c
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در مثلث  ثابت کنید:  270
A

CB D

d a

21

( نیمساز زاویۀ  است)

ABC

= AB × AC − BD × DCd
2
a

ADA

درس چهارم : قضیه هرون (محاسبه ارتفاع ها و مساحت مثلث)

271a دستور محاسبۀ مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  را به کمک دستور هرون به  دست آورید.

دو زمین کوچک به شکل مثلث با یک دیوار به طول  متر مطابق شکل از هم جدا شده اند. ابعاد زمین ها در شکل مشخّص  272
شده اند. اگر با برداشتن دیوار، دو زمین به یک زمین تبدیل شود، مساحت آن چقدر می شود؟

نشان دهید دیوار مشترك با اضلاع  متري و  متري زاویه هاي برابر می سازد. 

13

411(α = β)

، طول بزرگ ترین ارتفاع را حساب کنید. ،  و  در مثلث به اضلاع   273357

. ثابت کنید در مثلث قائم الزاویه  داریم:   274( = )ABCÂ 90∘
S = p(p − a) = (p − b)(p − c)

A

B

D C

15

11

14

48
275ABCD مساحت چهارضلعی  را حساب کنید.

276131415 مساحت مثلث با اضلاع  و  و  را حساب کنید.

،  و  از رابطۀ ..................  محاسبه می شود. براساس دستور محاسبۀ مساحت هرون، مساحت مثلثی با اضلاع   277abc

ثابت کنید مساحت هر متوازي الاضلاع برابر است با حاصل ضرب دو ضلع مجاور در سینوس زاویۀ بین آن دو ضلع.  278
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. ،  و  در مثلث  داریم:   279

الف) طول  را به دست آورید.
ب) مساحت مثلث را تعیین کنید.

پ) مقدار  را پیدا کنید.

ABCAB = 10AC = 6=Â 60∘

BC

sin B̂

چهارضلعی  محاطی است. ثابت کنید:  280

AD

t BC

x z

y

 

ABCD

= (xy + zt) × sinSABCD

1
2

D̂

؛ نسبت مساحت هاي دو مثلث چقدر است؟ در شکل مقابل داریم:     281

A

CB

ED  

= , =
AB

AD

1
3

AC

AE

1
2

A

CB

N

M
A

C

در شکل مقابل، دو مربع بر اضلاع  و  از مثلث  ساخته ایم. ثابت کنید:   282ABACABC=S
A MA′

Δ S
A CB

Δ

اضلاع مثلثی را از طرف رأس هاي آن به اندازة همان ضلع ادامه می دهیم. مساحت مثلث جدید چند برابر مثلث اولیه است؟  283

ثابت کنید مساحت چهارضلعی  برابرست با:  284

O
α

B
C

A
D  

ABCD

= × AC × BD × sinαSABCD

1
2
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،  و  طول اضلاع و  و  طول قطرها می باشد. ثابت کنید: در متوازي الاضلاع   285

α

A B

D C

a a

b

b

O

 

ABCDabcd

= ab sin = cd × sinαSABCD Â
1
2

قطر مستطیلی  و زاویۀ بین قطرها  است. مساحت مستطیل چقدر است؟  2861260∘

بیشترین مساحت مثلث با طول دو ضلع  و  چقدر است؟  287412

،  و  و مساحت مثلث  می باشد. زاویۀ  چند درجه است؟ در مثلث   288ABCAB = 6AC = 1015 3
−−

√Â

CB

A
2

4
3

2

M
N

2

در شکل مقابل، مساحت چهارضلعی چقدر است؟  289

. مساحت مثلث  را حساب کنید. در مثلث  داریم:   290ABC=
PB

PC

1
2

ABC

CB

A

2
4

3
2

M
N

در شکل مقابل، مساحت چهارضلعی چه نسبتی از مساحت مثلث  است؟  291ABC

292ABC مساحت مثلث  را حساب کنید.

اگر در مثلثی اضلاع  و  و زاویۀ  معلوم باشند، مساحت مثلث از رابطۀ ..................  به دست می آید.  293ABACA
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در مثلث  رابطۀ  برقرار است. مقدار  را حساب کنید.  294ABC+ + =
1
a

1
b

1
c

8
S

+ +ha hb hc

،  و  است. حاصل  چقدر است؟ در مثلث   295ABCb = 5 , a = 3c = 6+
ha

hb

hb

hc

، با طول هاي  می توان مثلث جدیدي ساخت. ثابت کنید در مثلث   296ABC, ,
1
hc

1
hb

1
ha
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A

B

C

60

6060

̥

̥̥ 1

1

11

1

1

مطابق شکل، اگر نقطۀ  را به مرکز دایره وصل کنیم و امتداد دهیم، دایره را در  نقطه قطع می کند که نزدیک ترین و دورترین نقاط دایره به نقطۀ  هستند. داریم:  1

می دانیم که شعاع در نقطۀ تماس بر مماس عمود است. داریم:  2

اگر شعاع دایرة   را   و شعاع دایرة   را   فرض کنیم، آنگاه طول کمان هاي موردِنظر برابر است با:  3

 

 
 و در نتیجه:

     

 4

A

O O

22

2

B

M2´

  (هاشور زده)

، بنابراین: منهاي مساحت ربع دایرة به شعاع  مساحت هاشورخورده برابر است با مساحت مربع به ضلع   5

A
R

O
R

B
R

R

P

 6

اگر مراکز سه دایره را  و  و  فرض کنیم، مساحت ناحیۀ هاشورخورده برابر است با مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  منهاي مساحت سه قطاع   از دایرة  7

» می سازند): ( که روي هم یک نیم دایرة به شعاع « به شعاع 
 

از  به  و  وصل می کنیم،  8

 

A2A

{ ⇒ 2R = 4 ⇒ R = 2d − R = 8
d + R = 12

= = =OAD
∧

OBC
∧

OHC
∧

90∘

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
OB = OH , = = ,OCĤ B̂ 90∘

OA = OH , = = ,ODH
∧

A
∧

90∘

(وتر مشترک)

(وتر مشترک)

⇒ ≅ ⇒ = (1)OHC
Δ

OBC
Δ

HOC
∧

BOC
∧

⇒ ≅ ⇒ = (2)OAD
Δ

OHD
Δ

AOD
∧

DOH
∧

(1) , (2) ⇒ = = × =DOC
∧ 1

2
AOB

∧ 1
2

180∘ 90∘

C1R1C2R2

= (2π ) , = (2π )L2
45

360
R2 L1

60
360

R1

= ⇒ 45 = 60L1 L2 R2 R1 ⇒ 3 = 4R2 R1 ⇒ =
R1

R2

3
4

⇒ = =
S1

S2

πR
2
1

πR
2
2

9
16

S = (ABOO′ (مستطیل S − 2 × S
MOB
⌢

⇒ (ھاشور زده) S = 2 × 4 − 2 × × π × = 8 − 2π
90∘

360
22

RR

= − (π ) = 4 − × 4 = 4 − πSرنگی R2 1
4

R2 π

4

= (π ) − = − = ( − )Sقطعھ

60
360

R2
R2 3

−−
√

4
π

6
R2

R2 3
−−

√

4
R2 π

6

3
−−

√

4

ABC2
––

60∘

11

= − π × = −Sھاشور

×22 3
−−

√

4
1
2

12 3
−−

√
π

2

OBC

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

OH⊥AB ⇒ AH = BH = AB

2

O ⊥CD ⇒ C = D =H ′ H ′ H ′ CD

2

OB = OD = R
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H BA

O
C

C

1

2

RR1 2

   اگر  داریم:

  

، داریم: حال اگر فرض کنیم 

  

  

A B

DO

C

H

H´

شعاع در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است. داریم:  9

 10
 مساحت ناحیۀ واقع بین دو دایره برابر است با: 

 بنابراین:

از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:

 در نتیجه:

 11

H

A

B
O

  

 متساوي الاضلاع 

 12
الف) مطابق شکل داریم:

ب) مطابق شکل داریم:

 13

 از مرکز دایره به نقاط تماس ' رسم می کنیم. چون شعاع در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است، زوایاي ایجادشده  می شوند.

 

AB > CD

> ⇒ BH > D
AB

2
CD

2
H ′

⇒ − O > − O ⇒ OH < O

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
: B = − OOBH

Δ
H 2 R2 H 2

: D = − OODH ′
Δ

H ′2
R2 H ′2

R2 H 2 R2 H ′2
H ′

OH < OH ′

− O > − O ⇒ B > D ⇒ > ⇒ AB > CDR2 H 2 R2 H ′2
H 2 H ′2 AB2

4
CD2

4

⇒ =
⎧
⎩⎨

= , = ⇒ OA||BH ⇒ O B =Â 90∘
Ĥ 90∘

Â B̂2

OA = OB ⇒ O B =Â B̂1

B̂1 B̂2

ΔS = − = π − πS2 S1 R
2
2 R

2
1

π − π = ⇒ − =R
2
2 R

2
1

25π
2

R
2
2 R

2
1

25
2

OHB

H = −B2 R2
2

R2
1

H = ⇒ HB = ⇒ AB = 2HB = × 2 = 5B2 25
2

5

2
−−

√

5

2
−−

√
2
−−

√

= ,AB = 10,OA = OB ⇒ OA = OB = AB = 10AB
⌢

60∘

⇒ OH = AB = 5
3
−−

√

2
3
−−

√:OAB
Δ

: A = 100 − 36 = 64 ⇒ AP = 8APR
Δ

P 2

AP = PB ⇒ AB = 2AP = 16

RQ = CQ = x

: + = 2 ⇒ 2 = 2 ⇒ x = 1RCQ
Δ

x2 x2 x2

CQ = QD = 1 ⇒ CD = 2

T , T90∘

{ ΔOTA ≅O A ⇒ AT = A
OT = O = RT ′

OA = OA
− →−−−−−−−

وتر و یک ضلع قائمھ
T

′
T

′

46
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30 ˚

R
R

O

A

B CH

 15

 مطابق شکل قطر گذرنده از  را می گذرانیم. از  وتر  را بر قطر  عمود می کنیم.

 

B

A
NM

O
H

Q

C

P

این وتر   کوتاه ترین وتر گذرنده از  می باشد زیرا اگر وتر دلخواه  را رسم کنیم، آنگاه داریم:

می دانیم که در یک دایره، وتري کوتاه تر است که از مرکز دایره فاصله بیشتري داشته باشد، بنابراین:

براي هر وتر دلخواه دیگر هم این مطلب برقرار  است پس  کوچک ترین وتر گذرنده بر  می باشد.

 16

 

 

می دانیم اگر دو وتر مساوي از دایره اي داشته باشیم کمان هاي نظیر آنها نیز مساوي اند و برعکس.  17
الف)

ب)

الف)  18

 

پس  یعنی پاره خط  نیمساز دو زاویۀ گفته شده می باشد.
ب)

پس  یعنی  وسط  است.

از طرفی باز هم به خاطر اجزاي متناظر دو مثلث زوایاي   مساوي اند و داریم:

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

: = ⇒ OH = ,OA = ROBH
Δ

B̂ 30∘ R

2

BH = × R ⇒ BC = 2BH = R
3√

2
3
−−

√

= ( R =S
ABC

Δ

3
−−

√

4
3
−−

√ )2
3 3

−−
√

4
R2

AAMNBC

(MN)APQ

: = ⇒ OA > OHOAH
Δ

Ĥ 90∘

OA > OH ⇒ MN < PQ

MNA

{ OA = R = 5
OH = = 3R′

O = A + O ⇒ 25 = 9 + AA2 H 2 H 2 H 2

⇒ A = 16 ⇒ AH = 4 ⇒ AB = 2AH = 8H 2

AD = BC ⇒ = ⇒ + = +AD
⌢

BC
⌢

AD
⌢

AB
⌢

BC
⌢

AB
⌢

⇒ = ⇒ BD = ACDAB
⌢

CBA
⌢

AC = BD ⇒ = ⇒ − = −ABC
⌢

DAB
⌢

ABC
⌢

AB
⌢

DAB
⌢

AB
⌢

⇒ = ⇒ BC = ADBC
⌢

AD
⌢

ΔOMT ≅ΔOM
⎧

⎩
⎨

MT = MT ′

OT = O = RT ′

OM = OM

− →−−−
ض ض ض

T ′

= , =TOM^ OMT ′ ^
TMO^ MOT ′ ^

OM

ΔOTH ≅ΔO H

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

OT = O = RT ′

OH = OH

=TOH^ OHT ′ ^
− →−−

ض زض
T ′

TH = HT ′HTT ′

,H2
^ H1

^
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A

O

B

C

x xM

6

6

12

O
R

B A P3
1

H

پ)

،  ارتفاع وارد بر وتر است. از طرفی طبق روابط طولی در هر مثلث قائم الزاویه می دانیم هر ضلع زاویۀ در مثلث قائم الزاویۀ 
قائمه، واسطۀ هندسی بین وتر و تصویر آن ضلع بر وتر است پس:

 

 19
  

  مرکز دایره است         

مطابق شکل از  مرکز دایره عمودهاي  و  و  را رسم می کنیم. می دانیم که این عمودها، وتر مقابل را نصف می کند. داریم:  20

BA

N

M

O

E

Q

P

D
H

L K

 

از مرکز دایره یکسان است، پس  . و  فاصله دو وتر 

از مرکز دایره عمودهاي  و  و  را رسم می کنیم.  21
می دانیم که این عمودها، وترهاي مقابل را نصف می کند. داریم:

BA

N

M

O

K

Q

P
D

H
LR

 
می دانیم وتر بزرگ تر فاصلۀ کمتري از مرکز دایره دارد، پس داریم:

وقتی وتر  عمود منصف شعاع   است، بر آن عمود است و آن را نصف می کند، پس مطابق شکل   می باشد. حال در مثلث قائم الزاویه  داریم:  22
         

                       
       

می دانیم که شعاع عمود بر وتر، وتر و کمان مقابل آن را نصف می کند، بنابراین  و طبق قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:  23

 

                                                   

، در ثانی اگر بخواهیم استدلال کنیم از  و   عمودهایی بر وترهاي  و   رسم می کنیم دو مثلث قائم الزاویه به حالت وتر اولاً به دلیل تقارن مسأله   24

{ ⇒ = = 90°
=H1

^ H2
^

+ = 180H1
^ H2

^
H1
^ H2

^

{ ⇒ OM T
TH = HT ′

= = 90°H1
^ H2

^ است عمود  منصف T ′

OTMTH

O = OH ⋅ OM ⇒ = OH ⋅ OMT 2 R2

O ,AC ∥ BD ⇒ =Â B̂

⇒ { ⇒ ⇒ AC = BD
OA = OC = OB = OD

O D = O B = O C = O AB̂ D̂ Â Ĉ
≅OAC

Δ
OBD

Δ

(ض ز ض)

OOHOKOL

OH⊥AB ⇒ AH = BH ,AD = BE ⇒ DH = EH

⇒ OK = OLOHKE,OHDL : مستطیل ⇒ OK = HE,OL = DH

MNPQPQ = MN

OLODOR

= ⇒ AD = BD = ,AH < BK ⇒ HD > DKD̂ 90∘ AB

2
OLKD , ORHD : مستطیل ⇒ OL < OR

OL < OR ⇒ MN > PQ

ABOCOM = 6OMB

فیثاغورس : M = − = 108 ⇒ AB = 2 = 12B2 122 62 108
−−−

√ 3
−−

√

BH = = 3
AB

2
OBH

= B + O = 9 + 1 ⇒ R =R2 H 2 H 2 10
−−

√

AB = CDOO′ABCD
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O
Ó

A

B

D

C H

H´

4
4

و یک زاویۀ حاده برابرند و نتیجه   است و حال می گوییم در دو دایرة مساوي اگر دو وتر از مرکز به یک فاصله باشند، با هم برابرند.

 25
طبق شکل داریم:

 

الف)  26

 

  

ب) راه اول:

راه دوم: طبق روابط طولی در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:

پ) راه اول: با توجه به قسمت هاي قبل  می باشد پس مثلث متساوي الاضلاع است پس همۀ زوایاي آن  می باشند.

راه دوم: در مثلث قائم الزاویه  داریم:

 

 

یعنی   می باشد. از طرفی  پس  و داریم:

) خط عمود وارد کنیم از مرکز دایرع می گذرد (چرا؟) و داریم: ) بر ضلع روبه رو ( مطابق شکل، اگر از نقطۀ تماس (  27

         

الف. می دانیم که عمودمنصف هر وتر یک دایره از مرکز آن دایره می گذرد. از آنجا که دو وتر  و  موازي اند، مطابق شکل خط  که عمودمنصف مشترك هردو  28

می  باشد، از مرکز دایره می گذرد. به عبارت دیگر مرکز دایره روي خط  قرار می گیرد و نمی توان دقیقاً آن را به عنوان یک نقطه مشخص کرد.

B A

C D
K

H

d

 
ب.

 مطابق شکل، دو وتر  و  نابرابر و ناموازي هستند. می دانیم مرکز دایره از  و  به یک فاصله است، پس روي عمودمنصف  قرار دارد. از طرفی مرکز دایره نیز

روي عمودمنصف  نیز قرار دارد، پس تلاقی این دو عمودمنصف همان مرکز دایره است. مطابق شکل عمودمنصف هاي  و  در نقطۀ  (مرکز دایره) متقاطع  اند و

OH = O′H ′

محیط دایره = + ⇒AMB
⌢

ANB
⌢

محیط دایره = 4 +ANB
⌢

ANB
⌢

⇒ =ANB
⌢ 1

5 (محیط دایره)

O = O + MM 2 T 2 T 2

⇒ 144 = 36 + M ⇒ M = 108T 2 T 2

⇒ MT = M = = 6T ′ 108
−−−

√ 3
−−

√

T ⋅ OM = 2R ⋅ MT ⇒ T × 12 = 2 × 6 × 6 ⇒ T = 6T ′ T ′ 3
−−

√ T ′ 3
−−

√

OTM

TH ⋅ OM = OT ⋅ TM ⇒ TH × 12 = 6 × 6 ⇒ TH = 3 ⇒ T = 2TH = 63
−−

√ 3
−−

√ T ′ 3
−−

√

MT = M = TT ′ T ′60°

OTM

sin = = ⇒ = 30° ⇒ α = 60°
α

2
6

12
1
2

α

2

= 60°TMT ′^
MT = MT ′=T1

^ T ′
1

^

+ + = 180 ⇒ 2 + 60 = 180 ⇒ = = 60°T1
^ T ′

1
^ M̂ T1

^ T1
^ T ′^

1

EAD

:OAH
Δ ⎧

⎩
⎨

AH = 6
OA = r

OH = 12 − r

= +− →−−−
فیثاغورس

r2 62
(12 − r)

2
⇒ = 36 + 144 + − 24rr2 r2 ⇒ 24r = 180  ⇒ r = = 7٫5

15
2

ABCDd

d

ABCDABAB

CDABCDM
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داریم:

A
B

C

D

K
M

H

 

BA

C

O

از  به  وصل می کنیم. دو مثلث  و  به حالت دو ضلع و زاویۀ بین (قائمه) هم نهشت هستند. داریم:  29

الف) با توجه به شکل داریم:  30

ب)

می دانیم که اگر در دایره اي دو وتر موازي باشند، کمان هاي بین آنها مساوي اند. داریم:  31

کمان هاي بین دو وتر موازي، مساوي اند. داریم:  32

 33

 (مرکزي)

  (محاطی)

، دایره را در  قطع می کند. داریم: امتداد شعاع 

با توجه به شکل داریم:  34

 35

 

  زاویۀ محاطی

 36

{
AB M ⇒ MA = MBروی عمودمنصف
CD M ⇒ MC = MDروی عمودمنصف

CAP HCA HC

⇒ = 2α

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

H A = H P , H P =Ĉ Ĉ Ĉ
BC
⌢ ′

2
H P = αĈ

BC
⌢ ′

H A = H P = α ⇒ = 2α , ( )B A = = = αĈ Ĉ AB
⌢

محاطی B′^ AB
⌢

2
2α
2

+ y + = ⇒ = − − =84∘
BC
⌢

360∘
BC
⌢

360∘ 84∘ 140∘ 136∘

= = 136x̂ BC
⌢

= ⇒ = 165° ⇒ + + y = ⇒ =x̂ 165∘
BC
⌢

84∘ 165∘ 360∘
ŷ 111∘

{ ⇒ = x + x + x + x + +
EF ||BC ⇒ = = xBE

⌢

CF
⌢

AB||DE ⇒ = = xBE
⌢

AD
⌢

360∘ x

2
45∘

⇒ = ⇒ x =315∘ 9x
2

70∘

⇒ 4 = ⇒ = ⇒ = =

AB||CD ⇒ =AC
⌢

BD
⌢

+ + =AC
⌢

CD
⌢

DB
⌢

180∘

= 2CD
⌢

AC
⌢

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
BD
⌢

180∘
BD
⌢

45∘
DCB^ 45∘

2
22٫5∘

A C = ⇒ = ⇒ = = ⇒ ( ) = − =Ô 100∘
ABC
⌢

100∘
AB
⌢

BC
⌢

50∘ کمان بزرگ تر AC
⌢

360∘ 100∘ 260∘

x = = =
AC
⌢

2
260∘

2
130∘

OCD

= − = − = ⇒ = =AD
⌢

180∘
ABC
⌢

180∘ 100∘ 80∘
(محاطی) = =Ĉ BD

⌢

2

+AB
⌢

AD
⌢

2
+50∘ 80∘

2
65∘

⇒ x + y = + =130∘ 65∘ 195∘

5y + 3x + 3y + 5x = ⇒ 8(x + y) = ⇒ x + y =360∘ 360∘ 45∘

( )M N = = (x + y) محاطی= Â
3x + 3y

2
3
2

67٫5∘

2x + 3x + 5x = ⇒ 10x = ⇒ x =360∘ 360∘ 36∘

3y = ⇒ 3y = x = ⇒ y =
2x
2

36∘ 36∘

3

50



 37
طبق شکل داریم:

 

 38

الف)  39

ب)

عمودمنصف  از  مرکز دایره محیطی می گذرد. داریم:  40
  

 
O

1 2

C

D

B

A

H

 بنابراین محل برخورد نیمساز زاویه  وسط کمان  می باشد که همان محل برخورد عمود منصف  با محیط دایره است.

 41

 42

 43

مطابق شکل داریم:  44

 قطر نیم دایره

می بینیم که دو زاویۀ قائم  و  روبه رو به  هستند پس نقاط  و  و  و  روي دایره اي به قطر  قرار دارد.

 45

  (الف

ب ) می دانیم که کمان هاي بین دو وتر موازي، با هم برابرند:

 (ب

⇒ = C

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

محاطی

شعاع

O A = =Ĉ
′ 180∘

2
90∘

OC ′

O : ACC
′ ⇒شعاع عمود بر AC

′ C ′

(محاطی) = ,ACD
∧

ABD
⌢

2
(محاطی) =D

∧
AC
⌢

2

CD ∥ AB ⇒ =AC
⌢

BD
⌢

⇒ − = = = =ACD
∧

ADC
∧ −ABD

⌢

AC
⌢

2
−ABD

⌢

BD
⌢

2
180∘

2
90∘

90° + 130° + = 360° ⇒ = 140°BC
⌢

BC
⌢

= = محاطی70° BAC^ BC
⌢

2

: = x ⇒ = 2xّزاویۀ ضلی Â AB
⌢

= ⇒ =B̂ 50∘
AL
⌢

100∘

2x + + = ⇒ 2x = ⇒ x = 70°120∘ 100∘ 360∘ 140∘

2x + 4x + 3x = ⇒ x =360∘ 40∘

= ⇒ y = = 2x = 80°Â
BC
⌢

2
4x
2

BCO

= = = =BOH^ COH^ BC
⌢

2
BD
⌢

CD
⌢

= = = = =Â1 Â2
1
2
Â

BC
⌢

4
BD
⌢

2
CD
⌢

2

ABCBC

OA = AM = R ⇒ = α, ( ) = α + α = 2αAOM̂ زاویۀ خارجی OAB̂

OA = OB ⇒ = = 2α ⇒ ( ) = + α = 2α + α = 3αB̂ OAB̂ زاویۀ خارجی β̂ B̂

⇒ AB = BC = OC = AOAB||OC , AB = OC ⇒ ABCO ⇒موازی الاضلاع AO = BC

⇒ = − − =
A B : AO = OB = AB ⇒ =O

Δ
AB
⌢

60∘

B C : OB = OC = BC ⇒ =O
Δ

BC
⌢

60∘

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
AMC

⌢

360∘ 60∘ 60∘ 240∘

AB = AC ⇒ = , , ⇒ D C = , = ⇒ = D C ⇒ AD = DCĈ B̂ (ظلی) D C =Â
AD
⌢

2
(محاطی) =B̂

AD
⌢

2
Â B̂ B̂ Ĉ Ĉ Â

BC ⇒ B C =Â 90∘

FABFEBBFAEBFBF

(مرکزی) = = ,AOC
∧

ABC
⌢

115∘
(محاطی) = = x ⇒ = 2xABC

∧
AC
⌢

2
AC
⌢

= − = ⇒ 2x = 245° ⇒ x =AC
⌢

360∘ 115∘ 245∘ 122٫5∘

AB ∥ EF ⇒ = = , PF ∥ BD ⇒ = x =BF
⌢

AE
⌢

60∘
BF
⌢

60∘

y = − (60° + 30° + 60° + 50° + 60°) =360∘ 100∘
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R2 R2 R

B

CD

A

4R

مطابق شکل  قطر است و   است.  46
داریم:

1

B
A

N

M

1
22

O

  (مشترك)

می دانیم که در دایره کمان هاي بین دو وتر موازي، مساوي اند. داریم:  47

 48

می دانیم که:  49

می دانیم که اگر در دایره اي دو وتر موازي باشند، کمان هاي بین آنها برابرند. داریم:  50

با توجه به اینکه   می باشد و  ، مثلث هاي   و  متساوي الاضلاع هستند. در نتیجه:  51

A

B

ÓO

R R

R

S1

منهاي مساحت دو دایرة کامل به شعاع  یعنی: سطح رنگی برابر است با مساحت مستطیل   52
 

53  قطر دایره است پس مطابق شکل   در رأس  قائمه است، از طرفی زاویه هاي مرکزي   و محاطی  رو به رو به یک کمان هستند، پس   است

از فیثاغورس استفاده می کنیم: و ضلع مقابل به آن نصف وتر است. حال در مثلث 

ABAM ∥ BN

AB, = , = = , =Â1 B̂1 M̂ N̂ 90∘
Â2 B̂2

⇒ ≅ ( ) ⇒ AM = BNABN
Δ

AMB
Δ

ز ض ز

DE ∥ AC ⇒ = = ,CE
⌢

AD
⌢

80∘
− →−−−−−

ACقطر دایره
⇒ x = − ( + ) =180∘ 80∘ 80∘ 20∘

: BC = CD ⇒ = = 80° + 20° = ⇒ y از طرفی= BC
⌢

CD
⌢

100∘ 100∘

(ظلی) = ⇒ = ⇒ =M̂ BM
⌢

2
80∘ BM

⌢

2
BM
⌢

160∘

AB ∥ EF ⇒ = = ⇒ y = − (160 + 160) =MA
⌢

MB
⌢

160∘ 360∘ 40∘

: OA = OB,AOB
Δ

(مرکزی) A B = y = ,O B = O A = xÔ 40∘
Â B̂

⇒ 2x + = ⇒ x =40∘ 180∘ 70∘

PC = PB ⇒ = =B̂ Ĉ 65∘

PQ ∥ BC ⇒ B Q = = ,P̂ B̂ 65∘
(مرکزی) B Q = =P̂ BQ

⌢

65∘

: = = ⇒ B C = ⇒ A D =PBC
Δ

B̂ Ĉ 65∘
P̂ 50∘

P̂ 50∘

(مرکزی) A D = ⇒ =P̂ AD
⌢

AD
⌢

50∘

AB ∥ CD ⇒ = =AD
⌢

BC
⌢

60∘

(محاطی) B = = ⇒ = ⇒ y =100∘ ADC
⌢

2
100∘ +y60∘

2
140∘

x = − ( + + ) =360∘ 60∘ 140∘ 60∘ 100∘

O = RO′OA = A = RO′O AO′O BO′

= 2 = =Sلوزی S1

2 3
−−

√ R2

4

3
−−

√

2
R2

ABCDR

= (2R)(4R) − 2(π ) = 8 − 2π = 2 (4 − π)Sرنگی R2 R2 R2 R2

ABABC
Δ

CB CÔÂ=Â 30∘

ABC

52
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1

2

B

C

A

A

A

CC ´A

B

αα

A

B
C

3x- 22 ̥

2x++7
̥

x ++7
5

̥

 

قطر دایره است. قطر، محیط دایره را به دو قسمت برابر تقسیم می کند. در شکل،   54

یعنی هر کدام از این کمان ها برابر با   است، داریم:
 

مطابق شکل، زاویه هاي محاطی  و  هر دو رو به رو به کمان  هستند، پس دو زاویۀ محاطی برابر هستند، یعنی مثلث مورد نظر متساوي الساقین است.  55

 56

 
یعنی باید داشته باشیم:

در نتیجه زوایاي داخلی مثلث که زاویه هاي محاطی محسوب می شوند برابر با نصف کمان مقابل خودشان هستند، پس:

از موازي بودن وترها نتیجه می شود که:  57

از طرفی داریم:

چون زاویه ي محاطی   رو به رو به کمان  است، پس با نصف کمان مقابل خودش برابر است:

می دانیم وترهاي مساوي در یک دایره، کمان هاي مساوي از آن دایره جدا می کنند، پس:   58

 

  

چون چهارضلعی  متوازي الاضلاع است پس   59

از طرفی زوایاي  زوایاي محاطی مقابل به کمان  هستند. پس:

 متساوي الساقین است  

می دانیم که همه مثلثها محاطی هستند پس دایره محیطی مثلث ABC را رسم می کنیم. داریم:  60

= 25 − = ⇒ x =x2 25
4

75
4

5 3
−−

√

2

AC

180∘

(ظلی) = ⇒ = ⇒ = − =Â2 50∘
AB
⌢

100∘
BC
⌢

180∘ 100∘ 80∘

ĈĈ
′

AB
⌢

+ + =AB
⌢

BC
⌢

AC
⌢

360∘

⇒ (x + ) + (2x + ) + (3x − ) = ⇒ 6x + = ⇒ x =75∘ 7∘ 22∘ 360∘ 60∘ 360∘ 50∘

= (2x + ) =Â
1
2

7∘ 53٫5∘

= (3x − ) = , = (x + ) =B̂
1
2

22∘ 64∘
Ĉ

1
2

75∘ 62٫5∘

{ ⇒ = = = x
AB ∥ FC ⇒ = = xAF

⌢

BC
⌢

BE ∥ DC ⇒ = = xED
⌢

BC
⌢

AF
⌢

BC
⌢

ED
⌢

+ x + + x + + x = ⇒ 3x = ⇒ x =60∘ 40∘ 110∘ 360∘ 150∘ 50∘

F DĈFED
⌢

= ( + x) = ( + ) =Ĉ
1
2

110∘ 1
2

110∘ 50∘ 80∘

BL = ER ⇒ = ⇒ =BL
⌢

ER
⌢ BL

⌢

2
ER
⌢

2
⇒ = ⇒ BE||LRBRL^ RBE^

( عکس قضیۀ خطوط موازي و مورب(

DIAN=Î N̂

,N̂ M̂DA
⌢

= =M̂ N̂
DA
⌢

2

⇒ DM = DIIDM
Δ

{ ⇒ = ⇒
=Î N̂

=M̂ N̂
Î M̂
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 61
می دانیم کمان هاي بین دو وتر موازي مساوي اند. لذا داریم:

  خطوط  موازي  و  مورب

  قضیه

از طرفی زاویه   محاطی مقابل به کمان   است، پس:

با توجه به شکل زیر داریم:   62

 

از طرفی   زاویۀ مرکزي مقابل به کمان است پس 

. از طرفی می دانیم که قطر عمود بر وتر ، آن وتر و کمان نظیرش را نصف می کند پس   بنابراین   پس 

 63

 64
 

 

  

   

 

+ + = + + = = =Â B̂ Ĉ
BC
⌢

2
AC
⌢

2
AB
⌢

2
+ +BC

⌢

AC
⌢

AB
⌢

2
360∘

2
180∘

AT ∥ B ⇒ =B′ ABB′^
BAT^

AT ||B ⇒ =B′ AB
⌢

AB′
⌢

ABB′^
AB′
⌢

⇒ =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= =ABB′^ AB′
⌢

2
AB
⌢

2
=ABB′^ BAT^

BAT^ AB
⌢

2

⇒ =
⎧
⎩⎨

+ = 90°A1
^ A2

^

+ = 90°A1
^ Ô

A2
^ Ô

Ô=Ô AM
⌢

=AM
⌢ 1

2
AB
⌢

=Ô
1
2
AB
⌢

=A2
^ 1

2
AB
⌢

RS ∥ V T ⇒ = = 70°TS
⌢

RV
⌢

+ = 180° ⇒ = 110° ⇒ = 110°TS
⌢

SR
⌢

SR
⌢

TV
⌢

= = 70° , = = 35° , = = 110°1^ TS
⌢

2^
TS
⌢

2
3^ RS

⌢

= = 35° , = = 55° , = = 55°4^
RV
⌢

2
5^

SR
⌢

2
6^ 5^

= = = 90° = = 35°7^
RVT
⌢

2
180°

2
8^ 2^

محیط قاعدۀ مخروط = 2πr = 2π × 3 = 6π (1)

O = O + AA2 H 2 H 2 → R = = 5 (2)+42 32
− −−−−−

√

α =
AB طول کمان

R
= rad

6π
5
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  65

 در هر دایره می دانیم که زاویۀ بین دو وتر، برابر با نصف مجموع اندازة کمان هاي روبه   روي آن زاویه است، بنابراین:

   

      

     

 چون  قطر دایره است، پس:

 

 از طرفی براي زاویۀ  داریم: 

 

   

) عمود است، بنابراین: چون  مماس بر دایره است، پس بر قطر  در نقطۀ تماس (

     

)، پس: مثلث  متساوي الساقین است (

 

 از طرفی:

  

 

 قطر دایره است، بنابراین:

  

به دلیل اینکه دو وتر  و  موازي اند، پس کمان   هاي  و  برابرند، پس:

 

    

    

محیط قاعدۀ مخروط = 2πr = 2π × 3 = 6π (1)

O = O + AA2 H 2 H 2 → R = = 5 (2)+42 32
− −−−−−

√

α =
AB طول کمان

R
= rad

6π
5

S = α
1
2

R2 =
1
2

× × = 15π
6π
5

52

=x̂
+BN

⌢
APCM
⌢

2
=

+ + +40∘
AP
⌢

60∘
CM
⌢

2
= +50∘ AP

⌢

2
+ (1)
CM
⌢

2

=ŷ
+PC

⌢
ANBM
⌢

2
=

+ + +60∘
AN
⌢

40∘
BM
⌢

2
= +50∘ AN

⌢

2
+ (2)
BM
⌢

2

(1) و(2) ⇒ +x̂ ŷ = 100∘
+

+ + +AP
⌢

AN
⌢

BM
⌢

CM
⌢

2
= 100∘

+ =
− ( + )360∘ 40∘ 60∘

2
230∘

AB

+ =AM
⌢

BM
⌢

180∘

C= =Ĉ
−AM

⌢
BM
⌢

2
20∘

⇒
⎧
⎩⎨

+ =AM
⌢

BM
⌢

180∘

− =AM
⌢

BM
⌢

40∘
⇒
⎧
⎩⎨

=AM
⌢

110∘

=BM
⌢

70∘

( زاویۀ محاطی( x̂ =
BM
⌢

2
=

70∘

2
= 35∘

APABA

:ACP
Δ

=CAP^ 90∘
, =Ĉ 20∘

⇒ ŷ = − ( + )180∘ 90∘ 20∘
= 70∘

ABCAB = AC

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

AB = AC ⇒ =AB
⌢

AĈ

= , = ⇒ = = =B̂ Ĉ Â 30∘
B̂ Ĉ

−180∘ 30∘

2
75∘

( زاویۀ محاطی( B̂ = =
AC
⌢

2
75∘

⇒ =AC
⌢

150∘

= = ⇒ =Â 30∘ BĈ

2
BC
⌢

60∘

MC

+ =AC
⌢

AM
⌢

180∘
⇒ + =150∘

AM
⌢

180∘
⇒ =AM
⌢

30∘

MNABAMBN

= =BN
⌢

AM
⌢

30∘

( زاویۀ محاطی( x̂ =
CN
⌢

2
=

+BN
⌢

BC
⌢

2
⇒ =x̂

+30∘ 60∘

2
= 45∘

( زاویۀ محاطی( TPN^ =
NT
⌢

2
⇒ 30∘

=
NT
⌢

2
⇒ =NT
⌢

60∘
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می دانیم طول دو مماس رسم شده از یک نقطه بر دایره، باهم برابرند، بنابراین:

   

     

 

 66

   

 67

با توجه به نام گذاري هاي روي شکل داریم:   68

 بنابراین، داریم: 

 

α

31 ˚91 ˚
N

x

A

M

B
D

C

y

 69

 70

 

 71

TMP^ =
−PT

⌢
NT
⌢

2
⇒ 20∘

=
−PT̂ 60∘

2
⇒ =PT
⌢

100∘

:MTT ′
Δ
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M TT ′^

= =
−180∘ 70∘

2
55∘
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=
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⌢

2
=

+NT
⌢
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⌢

2
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=
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T ′

2
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⌢
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⎧

⎩
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⎪
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△
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△

2
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⌢
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⌢
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⌢

2
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⌢

PN
⌢

2
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⌢
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+PN

⌢
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⌢
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2
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⇒ { ⇒ {

⎧

⎩
⎨
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=
x + y

2
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=
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α = = =  
x

2
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2
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⎩

⎨
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

زاویۀ محاطی y : = 2y , x =AB
⌢ −CD

⌢
AB
⌢

2

محاطی = ⇒ =Â
MC
⌢

2
MC
⌢

80∘

محاطی = ⇒ =B̂
MD
⌢

2
MD
⌢

60∘

80° + 60° − 2y
2

⇒ 2x + 2y = 140° ⇒ x + y = 70°

⇒ = 20° ⇒ = 40° ⇒ = 360° − 40° = 320°

= 20°Ĉ

=Ĉ
BD
⌢

2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪
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⌢
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⌢
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 72

  قطر دایره

 73

از طرفی داریم  که یعنی  . بنابراین داریم:

در مثلث  داریم:  74

M

B C

A

O

چون  از  و  به یک فاصله است، پس  نیمساز  است:

 75

 76

 77

چون شعاع  عمود بر وتر است پس آن را نصف می کند و داریم:

 78

a + b + c = , b = 2a, c = 3a ⇒ a + 2a + 3a =360∘ 360∘
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⌢
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⌢
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⌢

80∘

= = =BMC
⌢ −BAC

⌢

BC
⌢

2
2 × 140° − 80°

2
100∘

OBCOMB CM̂

O C = = =M̂
BMC

⌢

2
100°

2
50∘

⇒ x = 80°, y =

⎧

⎩
⎨
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⌢
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2
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⌢
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 79

ضلعی منتظم برابر است با  . پس: هر کمان   80

 81

دو وتر  و  مساوي اند، پس فاصلۀ مرکز دایره  از  و  برابر است، پس  نیمساز زاویه  می باشد:  82

 83

 (ظلی)

1) = = =M̂
c − a

2
−150∘ 60∘

2
45∘
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1) = ⇒ 45 = ⇒ a =M̂
c − a

2
− a200∘

2
110∘

2) = ⇒ = ⇒ c =M̂
c − a

2
30∘ c − 55∘

2
115∘

3) = ⇒ = ⇒ a =M̂
c − a

2
45∘ 3a − a

2
45∘

4) a + b + c = ⇒ a + c =360∘ 260∘

= ⇒ = ⇒ c − a =M̂
c − a

2
60∘ c − a

2
120∘

{ ⇒ 2c = ⇒ c = ⇒ a =
a + c = 260∘

c − a = 120∘ 380∘ 190∘ 70∘

AN = BN = x;AE = BF = y , = = = 56° ⇒ EF =M̂
−AB

⌢

EF
⌢

2
−180∘

EF
⌢

2
68∘

⇒ 2y + = ⇒ y =68∘ 180∘ 56∘

A B = ⇒ x + x = ⇒ x =N̂ 180∘ 180∘ 90∘

= = =Ĉ
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⌢
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C

می دانیم که وترهاي مساوي از مرکز دایره به یک فاصله اند. داریم:  84

M C

B

A

D O

HK 12

P

Q

 85

 86

 87

 88

زاویۀ   زاویۀ خارجی است و با مجموع دو زاویۀ داخلی غیر مجاورش برابر است، پس: در مثلث   89
 

  90

زاویه هاي   و   محاطی هستند، پس با نصف کمان مقابل خودشان برابرند. در نتیجه:  91
 

اما چون  قطر است پس   است و در نتیجه:
زاویۀ بین دو وتر است، پس:

  حال 
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⌢

CD
⌢

2
x + 90° + 2x

2
3x + 90°

2

12x + 20° = 3x + 90° ⇒ 9x = 70° ⇒ x =
70°

9

(مرکزی) = ,AOB
∧

AMB
⌢

(محاطی) A B = , =M̂ AB
⌢

2
AOB

∧

AMB
∧

⇒ = ⇒ = 2 , + = ⇒ =AMB
⌢ AB

⌢

2
AB
⌢

AMB
⌢

AB
⌢

AMB
⌢

360∘
AMB
⌢

120∘

(ظلی) = = ⇒ = ⇒ x + y = 360° − 100° = (1)Q̂ 50∘ QE
⌢

2
QE
⌢

100∘ 260∘

= ⇒ 60° = ⇒ x − y = 120°(2)Â
x − y

2
x − y

2
(1), (2) ⇒ x = , y =190∘ 70∘

AEHĤ1

= + = ⇒ =Ĥ1 31∘ 17∘ 48∘
BE
⌢

48∘

= ⇒ = ⇒ = − =Â
−BE

⌢
CD
⌢

2
17∘ −48∘ CD

⌢

2
CD
⌢

48∘ 34∘ 14∘

⇒ =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

+ + = ⇒ + + =BC
⌢

DC
⌢

AD
⌢

180∘
BC
⌢

30∘
AD
⌢

180∘

⇒ + =BC
⌢

AD
⌢

150∘

= ⇒ − =Ê
−AD

⌢
BC
⌢

2
AD
⌢

BC
⌢

60∘

AND
⌢

105∘

ÂB̂

⇒ = 2 = , = 2 × (محاطی)= = ,Â BT
⌢

2
(محاطی) =B̂ AT

⌢

2
AT
⌢

B̂ 70∘
TB
⌢

Â 130∘

TE=TBE
⌢

180∘

=BE
⌢

50∘
Ĉ

= = =Ĉ
+TA

⌢

BE
⌢

2
+70∘ 50∘

2
60∘
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 93

 از  به  وصل می کنیم:

زاویۀ  زاویۀ خارجی مثلث  است.

 

تذکر: زوایاي   ظلی هستند.

 94

از  به  وصل می کنیم.

زاویه  زاویۀ خارجی مثلث  است.

 

زاویۀ   محاطی و زاویۀ   ظلی است. پس:

 95

  96

= ⇒ 6x + 28° =BNT^ +BT
⌢

AL
⌢

2
9x + 17° + 10x − 10°

2
⇒ 12x + 56° = 19x + 7° ⇒ x = 7°

= 6x + 28° = 70°BNT^

TT ′

NTT ′^
MTT ′

= +NTT ′^
M̂ M TT ′^

⇒ = − = −M̂ NTT ′^ M TT ′^ TET ′
⌢

2
TFT ′
⌢

2
,M TT ′^
NTT ′^

TA′

T AA′^
T MA′

= +T AA′^
TMA′ ^

M̂

⇒ = −M̂ T AA′^ TMA′ ^

T AA′^
TMA′ ^

= − =M̂
AT
⌢

2
TA′
⌢

2
−AT

⌢

TA′
⌢

2

= ⇒ 20° = ⇒ = 120°M̂
−AB

⌢
A′B′
⌢

2
160° − A′B′

⌢

2
A′B′⌢

= ⇒ 35° = ⇒ = 130°M̂
−AB

⌢
A′B′
⌢

2
− 60°AB

⌢

2
AB
⌢

= ⇒ 45 = ⇒ − = 90M̂
−AB

⌢
A′B′
⌢

2
−AB

⌢
A′B′
⌢

2
AB
⌢

A′B′⌢

= ⇒ 25° = =M̂
−AB

⌢
A′B′
⌢

2
3 −A′B′
⌢

A′B′
⌢

2
A′B′⌢

⇒ {

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

80° = →
x + y

2

20° = →
x − y

2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + y = 160°

x − y = 40°

x = 100°

y = 60°
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، زاویۀ ظلیّ رو به کمان  است؛ . از طرفی    را به  وصل می کنیم. از  و مورب بودن خط  نتیجه می شود: 

، تساوي  ، زاویه محاطی مقابل به کمان  است. پس  بنابراین از تساوي  پس  و 

 نتیجه می شود.

 

 

 

  

 

می دانیم که شعاع عمود بر وتر آن را نصف می کند، بنابراین:  98

A

C B

D

HPK

O

 

  

چون نقطۀ  از دو ضلع زاویۀ  به یک فاصله است، پس روي نیمساز آن قرار دارد، یعنی :  .

 99
 

، دو وتر  و  موازي اند، بنابراین کمان هاي بین این دو وتر برابرند، از آنجا که کمان هاي  و  برابر هستند، پس وترهاي  و  در چهارضلعی 

 نیز برابرند. پس:

 به همین ترتیب داریم:

    

 در هر ذوزنقۀ متساوي الساقین قطرها برابرند، بنابراین:

 

⇒ { ⇒ {
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + y = 360°

= 62°
x − y

2

x + y = 360°

x − y = 124°

x = 242°

y = 118°

AC||d1 d2AC=MAC^ ACD^MAC^AD

=MAC^ 1
2
AC
⌢

ACD^AD=ACD^ 1
2
AD
⌢

=MAC^ ACD^

=AC
⌢

AD
⌢

⇒ = = =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

AP ∥ MB ⇒ = , = P TAB
⌢

PCB
⌢

M̂ Â

P T ظلیّ= Â
PA
⌢

2

M̂
PA
⌢

2
−ACB

⌢

PCB
⌢

2
−ACB

⌢

ADB
⌢

2

⇒ = = =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

PB ∥ MC ⇒ = , =M̂ B̂ AB
⌢

PC
⌢

(ضلیّ)= B̂
PB

2

M̂
PB
⌢

2
−BPC

⌢
CP
⌢

2
−BC

⌢
AB
⌢

2

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

AB = CD DH = AK−→
÷2

= =Ĥ K̂ 90∘

OA = OD = R

⇒ ≅OAK
△

ODH
△

( وتر و یک ضلع(
⇒ OH = OK

OAPD=APO^ DPO^

ABCDABCDAD
⌢

BC
⌢

AD

BC

AB∥CD ⇒ = ⇒ AD = BCAD
⌢

BC
⌢

PC∥BQ ⇒ =BC
⌢

PQ
⌢

⇒ BC = PQ ⇒ BCPQ ذوزنقۀ متساوی الساقین ⇒ AD = BC = PQ

{
ABCD ⇒ AC = BDذوزنقۀ متساوی الساقین
BCPQ ⇒ PB = CQذوزنقۀ متساوی الساقین

(1)

(2)
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) نتیجه می گیریم که دو مثلث  و  به حالت تساوي دو ضلع و زاویۀ بین هم نهشت هستند. ) و ( ) و ( از روابط (

100  در حالت اوّل براي محاسبۀ بیشترین فاصله: می دانیم که شعاع عمود بر وتر، آن را نصف می کند. داریم:

A

D
H

O

K

R
R

B

C

 

     

     

   

در حالت دوم براي محاسبۀ کمترین فاصله داریم:

D

A B

C
H

K

O

 
101  

  

 102
  

 

20

A

B
C

x
P

10 3

 103

  روابط طولی

 104
طبق فرض و روابط طولی در دایره داریم:

 

می دانیم شعاع عمود بر یک وتر آن وتر را نصف می کند. پس :   105
از طرفی طبق روابط طولی در دایره می توان نوشت:

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

( ) = = = زاویۀ محاطی+ ACQ
^ ADQ

⌢

2
+AD

⌢
DQ
⌢

2
AD
⌢

2
DQ
⌢

2

( ) = = = زاویۀ محاطی+ PBD^ PQD
⌢

2
+PQ

⌢
DQ
⌢

2
PQ
⌢

2
DQ
⌢

2

= =AD
⌢

BC
⌢

PQ
⌢

⇒ = (3)ACQ^ PBD^

123ACQ
△

PBD
△

OHC
△

: OC = R,CH =
CD

2
= R

3
4

⇒ O = O − CH 2 C 2 H 2 ⇒ O = −H 2 R2 9
16

R2 ⇒ OH = R (1)
7
−−

√

4

OBK
△

: OB = R,BK =
AB

2
=

R

2
⇒ O = O − BK 2 B2 K 2 ⇒ O = −K 2 R2 R2

4
⇒ OK = R (2)

3
−−

√

2

⇒ HK = OH + OK = R
7
−−

√

4
+ R

3
−−

√

2

HK = OK − OH = R − R
3
−−

√

2

7
−−

√

4

= S( − S  = × π × − × = π − 4S ′ (سایھ زده) 60∘ (قطاع (مثلث)
60∘

360∘ 42
3
−−

√

4
42 8

3
3
−−

√

P = PB × PC ⇒ (10 = x(x + 20)A2 3
−−

√ )2

300 = x(x + 20) ⇒ x = 10 ⇒ PB = 10,PC = 30

DC = 9,CM = 2DM ⇒ DM = 3,CM = 6

: DM × MC = AM × MB ⇒ {AM × MB = 3 × 6 = 18
AM + MB = 11

⇒ { ⇒ =
AM = 2
BM = 9

AM

MB

2
9

AO = OB = BM = r , PQ = ⇒ AO = OB = BM = 2 , PQ = = 1
r

2
2
2

MP × MQ = MB × MA ⇒ MP × (MP + 1) = 2 × 6
⇒ M + MP − 12 = 0 ⇒ MP = 3P 2

x = 3

P = PA ⋅ PB ⇒ = y × (y + 6)T 2 (2 )10
−−

√
2

⇒ 40 = + 6y ⇒ + 6y − 40 = 0 ⇒ y = 4 ⇒ x + y ⇒ 3 + 4 = 7y 2 y 2
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می دانیم که مماس هاي رسم شده بر دایره از نقطه  برابرند. داریم:  106

روابط طولی را در دو دایره می نویسیم:  107

طبق روابط طولی داریم:  108

عمود بر قطر گذرنده از  می باشد. طبق فرض داریم: ، وتر  می دانیم که کوتاه ترین وتر گذرنده از نقطه   109

است: حال طول وتر مینیمم  دو برابر 

با توجه به اینکه   داریم:  110

فرض می کنیم فاصلۀ نقطۀ  تا مرکز دایره برابر  باشد. مطابق شکل نقطۀ  را به مرکز دایره وصل می کنیم و امتداد می دهیم. در این صورت:  111

B
A P

C

O
d

D

3 5

 112

دو مثلث   و   متشابه هستند:  113

 114

طبق روابط طولی داریم:  115

116  تنها در حالتی می توان با طول شعاع ها و خط المرکزین مثلث ساخت که دو دایره متقاطع باشند. داریم:

بنابراین محدودة  به صورت  می باشد.

از  به نقطۀ  وسط  وصل می کنیم. میانه وارد بر وتر نصف وتر است. پس:  . از آنجا که  بر دایرة  مماس است، پس  نیز بر دایرة  117

 مماس می شود (مماس هاي رسم شده بر دایره برابرند.) به همین ترتیب  و  مماس است پس  بر دایرة  مماس بر دایرة  است. در نتیجه دو
دایره مماس خارج هستند.

M

MT = M , MT = M , M = MT , M = MTT3 T4 T2 T1

⇒ MT = M = M = M = M = …T1 T2 T3 T4

⇒ = = ( = = 9
C1 :دردایرۀ M = MC ⋅ MDT 2

C2 :دردایرۀ M = MA ⋅ MBT ′2
MA ⋅ MB

MC ⋅ MD

MT ′2

MT 2

MT ′

MT
)2 32

{ ,DM = MN = NE ⇒ AM × MB = AN × NC
AM × BM = DM × ME

AN × NC = NE × DN

BM = CN− →−−−−
AM=AN

CMNC

{ ⇒ AC = 6 , BC = 3 6 × 3 = MC ⋅ NC M = 18 ⇒ MC = 3BC + AC = 9
AC = 2BC

− →−−−−−−−
روابط طولی در دایره

− →−−−−
MC=NC

C 2 2
−−

√

MNMC

MN = 6 2
−−

√

PB = PA + AB

P = PA ⋅ PB ⇒ P = 4(4 + 12) = 64 ⇒ PT = 8T 2 T 2

PdP

PA ⋅ PB = PC ⋅ PD ⇒ 5 × (5 + 3) = (d − R)(d + R) ⇒ − = 40d2 R2

⇒ = 40 + 16 ⇒ d = = 2d2 56
−−

√ 14
−−

√

MA ⋅ MB = MC ⋅ MD ⇒ 3 × 6 = 2٫5 × MD ⇒ MD = 7٫2

MABMCD

, = = ⇒ (محاطی)∽ = =B̂ D̂
AC
⌢

2
Â Ĉ

BD
⌢

2
MAB

Δ
MCD

Δ

= = ⇒ = ⇒ x = 4BM

MD

AM

MC

AB

DC

x

8
3
6

{ ⇒ ID = IS
ID × IE = IS × IN

IE = IN

M = M −T 2 O2 R2

M = M − = M − 9T
′2

O2 (3R)
2

O2 R2

⇒ M − M = M − − M + 9 = 8T 2
T

′2
O2 R2 O2 R2 R2

M = 2R ⇒ M − 4 = 8 ⇒ M = 12 ⇒ MT = RT ′ T 2 R2 R2 T 2 R2 12
−−

√

|R − | < d < R + ⇒ |2m − 5| < m + 1 < 2m − 1R′ R′

1)m + 1 < 2m − 1 ⇒ m > 2

2) |2m − 5| < m + 1 ⇒ −m − 1 < 2m − 5 < m + 1 ⇒ < m < 6
4
3

m2 < m < 6

AMBCAM = MCMCCAM

C ′AM = BMBMAMCC ′
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Ó

C

C

B CM

A ´
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) متخارج  
چهارتا مماس مشترك دارند.

 

) مماس خارج  
سه تا مماس مشترك دارند.

 

) متقاطع  
دو تا مماس مشترك دارند.

 

) مماس داخل  
یک مماس مشترك دارند.

 

) متداخل  
مماس مشترك ندارند.

 

 119

 

 120
و طبق فرض داریم:  

    طول خط المرکزین

  مساحت ناحیه بین دو دایره

 121

با توجه به شکل داریم:   122

O O

T
T

S

S

1

2

2
2

28
6

´

´

مساحت ذوزنقۀ   برابر  است با:

a

b

c

d

e

: T = = = = مماس مشترک خارجی8 T
′

O −O′2
(R − )R′ 2− −−−−−−−−−−−−−−

√ −142 22
− −−−−−−

√ 12 × 16
− −−−−−−

√ 3
−−

√
⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= 8 + 6 + 8 + (6 + 8) = 28 + محیط8 3
−−

√ 3
−−

√

= (OT + ) × T = (8 + 6) × 8 = مساحت56
1
2

O′T ′ T ′ 1
2

3
−−

√ 3
−−

√

= 2 = R − (1)R′

= π − π = 16π ⇒ − = 16 ⇒ (R + ) = 16 ⇒ R + = 8 (2)R2 R′2
R2 R′2

(R − )R′

  
2

R′ R′

⇒ (1), (2)R = 5, = 3R
′

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= = مماس مشترک داخلی= 15
−−

√ −d2 (R + )R′ 2− −−−−−−−−−−−
√ 64 − (R + )R′ 2− −−−−−−−−−−−

√

= 3 = مماس مشترک خارجی= 7
−−

√ −d2 (R − )R′ 2− −−−−−−−−−−−
√ 64 − (R − )R′ 2− −−−−−−−−−−−

√

⇒ { ⇒ {
(R + ) = 7R′

(R − ) = 1R′

R = 4
= 3R′

T = = = 8T ′ −d2 ( − )R1 R2
2− −−−−−−−−−−−−

√ −102 62
− −−−−−−

√

O TO′T ′
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  123

       مثلث  متساوي الاضلاع به ضلع 

  مساحت قسمت  هاشور زده 

   طول هر مستطیل  چهارضلعی ها مستطیل هستند

  طول هر کمان  سه کمان با زاویه 

  طول نخ

 124

 125

تمام خطوطی که از  به فاصلۀ  هستند، خطوط مماس بر دایرة  هستند و همچنین خطوطی که به فاصلۀ  از   قرار دارند، خطوط مماس بر دایرة  هستند.  126

بنابراین خط هایی این دو ویژگی را با  هم دارند که بر هر دو دایره مماس باشند، یا به عبارت دیگر مماس مشترك دو دایره باشند، حال چون  است، دو دایره

متخارج هستند و  مماس مشترك دارند و  خط راست با این ویژگی ها وجود دارد.

 127

پاره خط  را به  وصل می کنیم.

 

  نیمساز زاویۀ  است 

    نیمساز زاویۀ  است 

چون هر زاویه یک نیمساز منحصر به فرد دارد پس  بر یکدیگر منطبقند و این بدان معناست که نقاط  بر یک استقامت قرار دارند. پس خط المرکزین و
مماس هاي مشترك خارجی همرسند.

 128

  129

OT ∥ ,OT = 8, = 2, T = 8O′T ′ O′T ′ T ′

= = 40SO TO′T ′
(2 + 8) × 8

2

⇒ = =S
ABC

Δ

3
−−

√

4
(2r)

2 3
−−

√ r2ABC2r

= − 3 × = − 3 × × πS
ABC

Δ Sقطاع 3
−−

√ r2 60∘

360∘ r2( )S ′

= ( − )S
′

r2 3
−−

√ π

2

= 2r⇒

= × 2πr =
120
360

2πr
3

: − ( + + ) = ⇒360∘ 90∘ 90∘ 60∘ 120∘120∘

= 3 × 2r + 3 × = 6r + 2πr = 2r(3 + π)
2πr

3

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

(ظلی) = ,Â
AB
⌢

2
(ظلی) = ⇒ =B̂

AB
⌢

2
B̂ Â

(ظلی) = ,D̂
DC
⌢

2
(ظلی) = ⇒ =Ĉ

DC
⌢

2
D̂ Ĉ

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⇒ + = + , + + + = ⇒ + = + = ⇒ AB||CDÂ D̂ B̂ Ĉ Â B̂ Ĉ D̂ 360∘
Â D̂ B̂ Ĉ 180∘

L = = = = 40− (R +d2 R′)2
− −−−−−−−−−−−

√ −412
(5 + 4)

2− −−−−−−−−−−−
√ 1600

− −−−
√

O3C5O′C ′

O > R +O′ R′

44

OO′M

OMAMB^⇒ ΔOAM ≅ΔOBM ⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

OA = OB

OM = OM

MA = MB

MO′AMB^⇒ Δ DM ≅Δ CM ⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

C = DO′ O′

M = MO′ O′

MC = MD

O′ O′

M ,OMO′,M ,OO′

T = =T ′ − (R −d2 R′)2
− −−−−−−−−−−−

√ (R + − (R −R′)2 R′)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

= = 2 = 124RR′
− −−−−

√ 9 × 4
− −−−−

√

S

P − a
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A

CD

B

45
̥

120
̥

        

یبق شکل داریم:   130

A

B

C
D

120
80

̥
̥

 

 131

محاطی است  مجموع زوایاي روبه رو  اگر ذوزنقه متساوي الساقین باشد (الف

   مجموع زوایاي روبه رو   اگر ذوزنقه محاطی باشد (ب

B C

A D

 

 132

 از برخورد نیمسازهاي زوایاي داخلی ذوزنقه  چهارضلعی  ایجاد می شود به طوري که  پس

 محاطی است زیرا زوایاي مقابل آن مکمل اند.

 133

اگر  و  و  وسط اضلاع و  پاي ارتفاع باشد آنگاه چون میانه وارد بر وتر نصف وتر است،  و  .

پس چهارضلعی  ذوزنقۀ متساوي الساقین است. در ذوزنقۀ متساوي الساقین زوایاي مقابل مکمل اند پس نوع چهارضلعی، ذوزنقه
محاطی است.

EHB

A

C

M N
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1 1 22

M

A

B C

x y

O

 

از طرفی می دانیم که  پس:

75∘

ABCD محاطی ⇒ +Â Ĉ = +B̂ D̂ = 180∘
⇒ +45∘

Ĉ = +B̂ 120∘
= 180∘

⇒ − = −Ĉ B̂ 120∘ 45∘
= 75∘

7
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√

= =− (R +d2 R′)2
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√ − (2 + 142
)2
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√ 7
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√
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Ĉ 60
∘
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⇒
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⇒
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+ = + =Â Ĉ B̂ D̂ 180∘

+ = + =Â B̂ Ĉ D̂ 180∘
Â D̂ B̂ Ĉ ذوزنقھ متساوی الساقین

ABCDMNEF= =N̂ F̂ 90∘

MNEF

MNEHNE = MH =
AB

2
MN ||BC

MNEH

= − ( + ) = − ( − + − )M̂ 180∘
B̂1 Ĉ1 180∘ 1

2
180∘

B̂ 180∘
Ĉ

⇒ = − ( − ( − ))M̂ 180∘ 1
2

360∘ 180∘
Â

⇒ = − ( + ) ⇒ = −M̂ 180∘ 1
2
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Â M̂ 90∘ 1

2
Â

B C = 90° +Ô
Â

2
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Â

2
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2
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پس  محاطی است.
راه دوم:

پس  محاطی است.

چهارضلعی  محاطی است. داریم:  135

به همین شکل  محاطی است. داریم:

طبق فرض داریم:   136

A B

CD

M

P

2x

x x

x

a

از وصل کردن وسط  هاي اضلاع مستطیل، لوزي به  دست می آید و چون مجموع اضلاع رو به روي آن برابرند، پس لوزي محیطی می باشد.  137

محیط هر چهار ضلعی محیطی با دو برابر مجموع دو ضلع مقابلش برابر است:  138

B

C

D

A

139  محیطی است و  محل همرسی نیمسازهاي زوایاي  است. داریم:

 140

 مطابق شکل  :عمودمنصف  است. داریم:

AC

B

D

H

در نتیجه چهارضلعی  محیطی است.

چون سه نیمساز داخلی همرس هستند، پس نیمساز چهارم هم از محل همرسی می گذرد پس چهارضلعی محیطی است. در چهارضلعی محیطی مجموع اضلاع روبه رو  141

BOCM

⇒ O M + O M =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪
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A xB̂

2
90∘
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A yĈ

2
90∘

Ĉ B̂ 180∘
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ABCD

B D + B D = , B + B D = ⇒ B D = B (1)Â Ĉ 180∘
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ABC ′D′

B + B = ,B + B D = ⇒ B = B D (2)ÂD′ Ĉ
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D′ Â

B D + B = ⇒ B + B D = ⇒ CD|| ⇒Â ÂD′ 180∘
Ĉ

′
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⌢
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⌢
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AB
⌢
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⌢

144∘

= = =P̂
−CD

⌢
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⌢

2
−144∘ 72∘

2
36∘

⇒ABCD محیط = 2(AB + CD) محیط = 2 × 8 = 16
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O B = , O A = ⇒ α = − (O B + O A) = −Â
Â

2
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2
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2
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Ĉ

2
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2
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Ĉ D̂ 180∘ +D̂ Ĉ

2

⇒ α + β = − = − =360∘ + + +Â B̂ Ĉ D̂

2
360∘ 360∘

2
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ACBD

⇒ AB + CD = AD + BCBD ACعمود منصف ⇒ AB = AD ,BC = CD

ABCD
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برابرند. داریم:

 142

xx
x x

y

y y

y

A B

CD

R

R

می دانیم اگر از نقطه اي دو مماس بر دایره اي رسم شود طول آن مماس ها با هم برابر است. پس داریم:  143

 

می دانیم  ,  و  , 

پس تساوي  برقرار است.

از هر یک از نقاط  دو مماس بر دایره رسم شده پس طول آن ها برابر است. بنابراین:  144

بنابراین محیط چهار ضلعی از رابطۀ زیر به  دست می آید:

  145

،  و  هستند.  ، ،  و  نیمساز زوایاي   ، نقطۀ  مرکز دایرة محاطی است، بنابراین محل همرسی نیمسازهاست، پس می توان نتیجه گرفت که 
داریم:

 

  

به همین ترتیب می توان ثابت کرد مثلث هاي  و  هم نهشت هستند و داریم:

 

مماس هاي رسم شده از رأس هاي  و  بر دایرة محاطی به ترتیب زیر برابرند:

  

اعداد   و   و  اعداد فیثاغورسی هستند:    146
پس مثلث داده شده قائم الزاویه است و شعاع دایرة محاطی آن برابر است با:

17

8 15 

همواره برابر   می باشد. همان طور که در شکل ملاحظه می کنید، طول خط المرکزین دایرة محیطی (و همچنین محاطی) و محاطی خارجی رو به رو به رأس   147
بنابراین داریم:
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B C

Ó
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r

ra
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AB + CD = AD + BC ⇒ 3a − 1 + 4a = 5a − 3 + + 2 ⇒ − 2a = 0a2 a2
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Â

2
B̂

2
= ⇒ = (2)M̂ 90∘

AOM^ BOM^

OM مشترک(3)

(1), (2), (3) : ≅AOM
△

BOM
△

( ز ض ز(
⇒ AM = BM =

AB

2
DONCON

DN = CN =
DC

2
AB

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

AD = AQ + QD = AM + DN = + = (1)
AB

2
CD

2
AB + CD

2

BC = BP + PC = BM + CN = + = (2)
AB

2
CD

2
AB + CD

2

(1), (2) : AD = BC =
AB + CD

2

8
––

15
–––

17
–––

= +172 152 82

r = = = = 3
S

P

× 8 × 151
2

17+15+8
2

8 × 15
40

AO = r +O′ ra
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 148

 149

در فرمول هاي مقابل  مساحت و  نصف محیط می باشد.

 

طول مماس هاي رسم شده بر یک دایره از نقطه اي خارج آن باهم برابر است.  150
لذا داریم:
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M
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N
Px x

6

64

4

  شعاع دایرة محاطی

 151

 در مثلث متساوي الاضلاع داریم:

در مثلث متساوي الاضلاع به طول  داریم:  152

      (شعاع دایرة محیطی)

     (شعاع دایرة محاطی داخلی)
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باید ضلع مثلث را پیدا کنیم تا از رابطۀ   مساحت مثلث به دست آید:  153

A

B C
 

حال اگر h ارتفاع مثلث باشد آنگاه   و در نتیجه   و حال  هم معلوم می شود:

154  با توجه به اینکه   است، داریم:    

و همچنین   در نتیجه    بنابراین:

 

xy

A

B C
T T´

xy

3 7

. از نقطۀ  دو مماس  بر دایره رسم شده است پس   155

. از نقطۀ  دو مماس  بر دایره رسم شده است پس 

بنابراین محیط مثلث  هیچ ارتباطی به محل نقطه  ندارد و همواره برابر مقدار ثابت  می باشد.

خارج از  156

در چهارضلعی  قطرها برابر و عمودمنصف یکدیگر هستند پس  مربع می باشد.  157
عمودمنصف هاي اضلاع مربع از وسط کمان هاي روبه رو می گذرند، بنابراین همۀ کمان هاي هشت ضلعی برابرند، پس اضلاع آن با هم برابرند یعنی هشت ضلعی حاصل منتظم است.

فاصلۀ مرکز دایره محیطی شش ضلعی منتظم تا یک ضلع برابر ارتفاع مثلث متساوي الاضلاع است. زیرا شش ضلعی منتظم از  مثلث متساوي الاضلاع تشکیل می شود.  158

در بازتاب، جهت حرکت خلاف جهت حرکت عقربه هاي ساعت است. بازتاب در حالت کلی، جهت شکل را حفظ نمی کند.  159

 160

d

B A A´ B´
H

مطابق شکل، اگر نقاط  و  و  و  اوساط اضلاع مستطیل باشد،  و  محور تقارن مستطیل خواهند بود. پس تنها  بازتاب محوري وجود دارد.  161
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 162

، نقطۀ  می باشد. از نقطۀ  خط  عمود بر  می گذرانیم. مطابق شکل،  بر  عمود است. قرینۀ  نسبت به 

  می باشد و  را در  قطع می کند.

. دو مثلث  و  هم نهشت هستند، پس داریم: 

در این روش از بازتاب مرکزي  نسبت به  استفاده کردیم.

 163

 مطابق شکل  و  موازي و مساوي اند و تنها در حالتی که محور تقارن بر  عمود بوده و منصف آن باشد، بازتاب محوري یکدیگر هستند.

بنابراین،  مستطیل می باشد.

A D

B C
 

 164

پاسخ: مطابق شکل،  بازتاب  به مرکز  می باشد.

به همین ترتیب،  و  هم بازتاب  و  به مراکز  و  می باشد.

در چهارضلعی  ،  و   و  و   وسط هاي اضلاع هستند.

پس  متوازي الاضلاعی است که مساحت آن نصف   می باشد.

B

A

O

O

O´

O´´

A´

A´´

1

  165

، خط  را در نقطۀ  قطع می کند. نقطۀ  را نسبت به محور  بازتاب می کنیم تا  به دست آید.  را رسم می کنیم. بازتاب نقطۀ  نسبت به خط   امتداد 

را پیدا می کنیم و ثابت می کنیم نقطه  می  باشد، به طوري که  روي  قرار می گیرد. مثلث هاي  و  متساوي الساقین هستند، زیرا:

A
B

H
A

B

H
M d1

2

 

، نیمساز زاویۀ  می باشد، پس  و درنتیجه،  روي  قرار دارد.  از طرفی می دانیم که در مثلث متساوي الساقین، عمودمنصف 

) داریم: ) و ( از طرفی از موارد (

 
 بنابراین در این حالت، بازتاب طولپا می باشد.

، نقطۀ  می باشد.  را رسم کرده و امتداد می دهیم و ادعا می  کنیم بازتاب نقطۀ پاره خط  محور بازتاب  را در نقطۀ  قطع می کند. بازتاب  نسبت به خط 

، یعنی نقطۀ  بر امتداد  واقع است. چون نقطۀ  بازتاب  نسبت به خط  می باشد، داریم:  نسبت به خط 

B

B

d
H

A

A

MH
1

2
3
4

  

از طرفی داریم:

 

 پس  در امتداد  قرار دارد و همچنین مثلث  متساوي الساقین خواهد بود. بنابراین:

 

، پاره خط  است و بازتاب طولپا می باشد. بنابراین، بازتاب پاره خط  نسبت به خط 
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در دو حالت بررسی می کنیم:

) با آن موازي می باشد: ) با خط  موازي است و درنتیجه، بازتاب خط  (خط  الف) در این حالت، محور بازتاب (
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H ′ A′H ′ A′ عمودمنصف A′

dM=M1
^ M2

^A′MB′

12

MB = M ,MA = M ⇒ MB − MA = M − M ⇒ AB =B′ A′ B′ A′ A′B′

ABdMAdA′MA′

BdB′MA′A′Ad

= ,A =Ĥ
′

90∘
H ′ A′H ′ ⇒ A dA′ عمودمنصف ⇒ MA = M , =A′ M1

^ M2
^

{ = = =M1
^ M2

^ M3
^ M4

^

BH = H , =B′ Ĥ 90∘

B′MA′MBB′

⎧
⎩⎨

AB = AM + MB

= M + MA′B′ A′ B′

AM = M ,BM = MA′ B′

⇒ AB = A′B′

ABdA′B′

Δddd ′
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HH

d

d

M

Δ

 

 در این حالت، شیب خط حفظ می شود (چون  است).

،  و  در نقطۀ  متقاطع اند. ، خط  می باشد و  ) متقاطع اند. بازتاب خط  نسبت به محور   ب) در این حالت، خط  و محور بازتاب (

dd

A A
M

H
Δ

  

از آنجا که  و  متقاطع هستند، پس موازي نبوده و درنتیجه، شیب خط  و  یکسان نخواهد بود. بنابراین در این حالت، شیب خط حفظ نمی شود.

دو خط متقاطع، شیب هاي یکسان ندارند. انتقال یافتۀ هر خط با خط اولیه موازي است، پس دو خط متقاطع با هیچ انتقالی برهم منطبق نمی شوند.  167

مطابق شکل داریم:  168

O O´

A A´

R
R R

R

 

بنابراین، بردار انتقال، بردار  به طول  است.

مطابق شکل داریم:  169
A
M
B C

D E

N
P

پس برداري که  را بر  منطبق می کند، همان بردار  است. داریم:

 170

پاسخ: مطابق شکل، دایرة  را با بردار  انتقال می دهیم تا دایره اي به مرکز  و شعاع  به دست آید.

دو دایره حداکثر در دو نقطه  و  می توانند متقاطع باشند.  و  وترهاي موازي با  و به طول  می باشند.

 171

پاسخ: اگر عرض رودخانه  باشد،  را با بردار  در راستاي عمود بر رودخانه و به طرف نقطۀ  انتقال می دهیم.  ، را در 
قطع می کند.

 پل مورد نظر است، زیرا  متوازي الاضلاع است و طول مسیر  همان طول مسیر  است.
این مسیر، کوتاهترین است. بنابراین از انتقال استفاده می کنیم.

B

A

d
d´

A´
h

N

M
h
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= = = , MH = M ⇒ d∥Δ∥M̂ Ĥ H ′^ 90∘
H ′ d ′

d∥d ′

dΔdΔd
′dd

′ΔM

Δمحوربازتاب : =Ĥ 90∘
, AH = HA′

dd
′dd

′

{ , OA = = R ⇒ = = 2RO ||AO′ A′

||OAO′A′ O′A′
∣

∣
∣AA′
− →− ∣

∣
∣

∣

∣
∣OO′
− →− ∣

∣
∣

OO′
− →−

2R

EN ||AM , EN = AM ⇒ AMNE :متوازی الاضلاع=
∣

∣
∣MN
− →− ∣

∣
∣

∣

∣
∣AE
−→− ∣

∣
∣

MNAE
−→−

{ ⇒ A E : A = A + O
AP = AB + BP = 2 + CD = 2 + 4 = 6
PN = PD + DE = 3 + 5 = 8

P
Δ

E2 P 2 N 2

⇒ A = + ⇒ AE = 10E2 62 82

C=AB
−→−

a
→

O′R

M)(NMM ′NN ′ABa

hA= hAA′
− →−

BBA′d ′M

MNA MNA′ANMBA BA′

ABC
△

متساوی الاضلاع ⇒ =ACB^ 60∘
, AC = CB
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الف) پس می توان گفت که نقطۀ  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است. به همین ترتیب:

  

نتیجه می گیریم که نقطۀ  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است.

. همچنین ب) با استفاده از قسمت (الف)، نتیجه می گیریم که  تحت دوران به مرکز  و زاویۀ  روي  تصویر می شود. دوران طولپا است، پس 

. می دانیم که زاویۀ بین خط و دوران یافتۀ آن به اندازة دوران است، پس: 

 

مطابق شکل، زوایاي دوران را  در نظر می گیریم. از آنجا که دوران طولپاست، پس وترهاي ایجادشده برابرند، پس کمان هاي حاصل مساوي اند و هرکدام   173

هستند. داریم:

O
R

R

x A

A´

می دانیم که تحت یک دوران، زاویۀ بین خط و دوران یافتۀ آن همان زاویۀ دوران است. بنابراین پس از دوران هم زاویۀ بین دو خط  خواهد بود.  174

 175
 مطابق شکل داریم:

176  مطابق شکل، مرکز دوران نقطۀ  روي  است و زاویۀ دوران  می باشد. داریم:

B

A

A B
O

α
α

 177
دوران ها عبارتند از:

- مثلث  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  (ساعتگرد).

. - مثلث  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ 

- مثلث  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  (پادساعتگرد) یا  (ساعتگرد).

می دانیم که محل همرسی میانه ها، هر میانه را به نسبت  به  تقسیم می کند. داریم:  178

                                                                                                A

A´

C´

CB

B´G

مطابق شکل بالا بنابراین،  مجانس هاي  و  و  به مرکز  و نسبت  هستند.

BAC−60∘

CDE
△

متساوی الاضلاع ⇒ =DCE^ 60∘
, CD = CE

EDC−60∘

ADC−60∘
BEAD = BE

=AFB^ 60∘

{ → T(AD) = BE
T(A) = B

T(D) = E

x
360∘

n

x = ⇒ = × R × R × sin x = × sin
360∘

n
S
OA

Δ
A′

1
2

R2

2
360∘

n

⇒ = n × = sinSn S
OA

Δ
A′

nR2

2
360∘

n

α

( = ): OH = ,MH = HN = a ⇒ MN = aOMN
Δ

M̂ 30∘ a

2

3
−−

√

2
3
−−

√

OABα

AB = AO + OB

= O + OA′B′ A′ B′

AO = O,OB = O ⇒ AB = :طبق خواص دوران(1) A′ B′ A′B′

1AB′A2

△

ABC
△

A−90∘

2AA′′A3

△

ABC
△

A180∘

3AA′A1

△

ABC
△

A90∘
−270∘

12

= , = , =
GA′

GA

1
2

GB′

GB

1
2

GC ′

GC

1
2

, ,C ′ B′ A′ABCGk = −
1
2
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O O´
2 R2 R

C´C

M

           

 (الف

O
O´2 R

C´C

M
R

 (ب

   (پ

این قسمت مانند (الف) می باشد فقط مرکز متجانس  و  تصویر  می باشد.

الف) چون  است، پس به شکل زیر می باشد.  180

B

A
O

B´

A´

1 2

 :تناسب دو ضلع و تساوي زاویۀ بین  

ب) اگر زاویۀ بین دو خط متقاطع برابر با  باشد، از آنجا که مجانس خط با آن خط موازي می باشد، پس زاویۀ بین مجانس هاي دو خط همان زاویه بین

دو خط  می باشد.

ط بق شکل داریم:  181

MOM´
 

دو مثلث متشابه اند و نسبت تشابه مثلث دومی به اولی همان نسبت محیط آنهاست. داریم:  182

  (نسبت تشابه و نسبت تجانس)

مطابق شکل:  183

 

= = ⇒ =

S
A′B′C ′

Δ

S
ABC

Δ

k2 1
4

S
A

′
B′C ′
Δ

1
4
S
ABC

Δ

k = 2 ⇒ M = 2OM , = 2RO′ R′

k = −2 ⇒ M = 2OM , = 2RO′ R′

k =
1
2

MCC ′

k < 0

O = k × OA,O = k × OBA′ B′

⇒ = , =
OA

OB

OA′

OB′
Ô1 Ô2

∼ ⇒ = , = ⇒ AB ∥AOB
Δ

OA′ B′
Δ

B′^
B̂ A′^

Â A′B′

α

(α)

O = 4OM ⇒ M = 5OMM ′ M ′

k = = 3 ⇒ = 3 ⇒ = = 9
12
4

شعاع دایرۀ تصویر

شعاع دایرۀ اولیھ

مساحت دایرۀ تصویر

مساحت دایرۀ اولیھ
32

⇒ = 9 ⇒ = 9 × 16π ⇒ π × = 9 × 16π ⇒ = 12S ′

16π
S

′
R′2

R
′

k = ⇒ = (2 − x, 4 − y) , = (−2 − x, 1 − y)
OA′
− →−

OA
−→−

OA′
− →−

OA
−→−

⇒ = 5 × ⇒OA
′

− →−
OA
−→− ⎧

⎩⎨
2 − x = 5(−2 − x) = −10 − 5x ⇒ x = −3

4 − y = 5(1 − y) = 5 − 5y ⇒ y =
1
4

⇒ O
∣

∣

∣
∣

−3
1
4
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A´

A
O

2
4

2
1
-

x
y

 

 

 184
 دو دایره داراي شعاع هاي متفاوتند پس تنها به وسیلۀ تجانس می توان دو دایره را برهم منطبق کرد. مطابق شکل تجانس

، می توان دو دایره را بر هم با مرکزیت محل برخورد مماس هاي خارجی و خط المرکزین و همچنین ضریب تجانس 

منطبق کرد.

M

Q

P

O´

AN
O

اگر  مجانس نقطۀ  به ضریب  باشد، داریم:  185

اگر  مجانس نقطۀ  به ضریب  باشد، داریم:

پس نقطۀ  مجانس  به همان مرکز و ضریب  است.

مطابق شکل، مثلث  مجانس مستقیم انقباضی مثلث  به مرکز تجانس  و ضریب  است. داریم:   186

A

C

B

A´

C´

B´

O

»: دو خط متقاطع شیب هاي نابرابر دارند، بنابراین نمی  توانند انتقال یافتۀ یکدیگر باشند (انتقال، شیب خط را حفظ می کند). به همین ترتیب، چون تجانس هم گزینۀ «  187
شیب خط را حفظ می کند، پس دو خط متقاطع نمی توانند مجانس یکدیگر باشند.

الف) داریم:  188

 

، مثلث  بر مثلث  تصویر می شود.  بنابراین در تجانس به مرکز  و نسبت 

ب)

 

، مثلث  بر مثلث  تصویر می شود. بنابراین در تجانس به مرکز  و نسبت 

پاسخ:  189

xA x A´ y y A´´

KH

m

 به همین ترتیب داریم:   

k =
AO′

AO

A′Ak

= k ×OA′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯
OA
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

A′′A′m

= m × ⇒ = m × (k × ) = mk ⋅OA′′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄
OA′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯

OA′′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄
OA¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ OA¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

A′′Amk

A′B′C ′ABCOk

k = = 3 ⇒ = =
OA′

AA′

OA′

O + AA′ A′

OA′

OA

3
4

= ( = ⇒ S( ) = S( )
S( )A′B′C ′

Δ

S( )ABC
Δ

OA′

OA
)2 9

16
ABC

Δ 16
9

A′B′C ′
Δ

2

= =
AM

AP

AN

AQ

1
2

Ak = 2AMN
△

APQ
△

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

AM = MP = 2PB ⇒ =
AP

AB

4
5

AN = NQ = 2QC ⇒ =
AQ

AC

4
5

⇒ = =
AP

AB

AQ

AC

4
5

Ak =
5
4

APQ
△

ABC
△

AH = H = x, K = K = y, x + y = mA′ A′ A′′

A = 2(x + y) = 2mA′′

B = C = 2mB′′ C ′′
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، نتیجۀ انتقالی با بردار  و راستاي عمود بر محورهاي بازتاب می باشد. می توان نتیجه گرفت که  تصویر 

الف) بازتاب، اندازة زاویه را حفظ می کند. داریم:  190

O

A

A´

3

21

4

θ

K

H

A´´

ب) به همین ترتیب داریم: 

پ) از آنجا که داریم:

 پس  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  می باشد. پس  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  می باشد.

 191

، خط  دوران یافته و به خط  تبدیل می شود.  را به مرکز  و زاویۀ  دوران می دهیم تا  مطابق شکل، به مرکز  و تحت زاویۀ 

.  حاصل شود. زاویۀ بین خط و دوران یافتۀ آن همان زاویۀ دوران است. مطابق شکل، زاویۀ  برابر است با 

dd´

d´´
x

α
α O

O´

β

β

 192

،   را انتقال  مطابق شکل  بازتاب  به محوریت  است. زاویۀ بین  و  طبق فرض  است. پس زاویۀ بین  و  هم  است. تحت بردار 

می دهیم تا  به دست آید. می دانیم که  است. پس زاویۀ بین  با  برابر است با زاویۀ بین  و  که این زاویه برابر  است.

O´

O

α α

d d´
d´´

v

Δ

اگر مرکز تجانس روي خط قرار گیرد، مجانس خط بر آن منطبق می شود. اگر محور بازتاب، همان خط یا محور عمود بر خط باشد، بازتاب خط بر خود آن منطبق خواهد شد. با  193
انتقال خط تحت برداري موازي با خط، تصویر انتقال بر خط منطبق خواهد شد.

194  از آنجا که مطابق شکل، ابعاد مربع کوچک در تصویر آن،  برابر شده است، پس حتماً تجانس جزو تبدیل ها خواهد بود. ابتدا تجانس به مرکز مبدأ مختصات و با ضریب

ها خواهیم داشت. ها و سپس انتقال با برداري به طول  موازي محور   و سپس بازتاب نسبت به محور 

2
3

x

y

3 3
31

1
2

3

3

 

، مثلث  را دوران می دهیم تا مثلث  به دست آید. حال مجانس  به مرکز  و نسبت تجانس 195  ابتدا به مرکز  و زاویۀ 

 را به دست می آوریم تا مثلث  به دست آید.

A′′B′′C ′′
Δ

ABC
Δ

2m

{ ⇒ A = 2( + ) = 2θ
A ⇒ بازتاب= A′ Ô1 Ô2

⇒ =A′ بازتاب A′′ Ô3 Ô4

ÔA′′
O2
^ O3

^

B = C = 2θÔB′′ ÔC ′′

OA = O ,A = 2θA′′ ÔA′′

A′′AO2θA′′B′′C ′′
△

ABC
△

O2θ

Oαdd ′d ′O′β

d ′′xα + β

d ′dΔΔdαd ′ΔαV ⃗ d ′

d ′′||d ′′ d ′d ′′dd ′d2α

3

k = 3x3x

O−90∘
OABOA′B′OA′B′

△

O

k = = = 2
OC

OB′

OD

OA′
OCD
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CA

B

B

A

D

413

3

4

6

O

الف) بنابر مسائل هم محیطی، کافی است که در رأس هایی که زوایا بیشتر از  هستند، بازتاب محوري انجام شود:  196
A

E
F

C B

D

C´

F´

ب )
B

C

D
E

F

A

C´

E´

اگر بخواهیم بدون تغییر محیط، مساحت چهارضلعی را افزایش دهیم باید بازتاب  را نسبت به محور  بدست آوریم. بدین ترتیب چهارضلعی جدید محیطش با محیط  197

 برابر است و مساحت آن از مساحت  بیشتر است. به این ترتیب داریم:

B

A

C

D
12

12

6

6 3

6

6 3

D´

H

افزایش مساحت برابر است با:

 198

 مطابق شکل با استفاده از بازتاب محوري، رأس هاي  و  و  بازتاب شده و نقاط  و  و  به دست می آید. از آنجا که بازتاب
Bمحوري طولپاست، پس محیط شکل جدید تغییر نمی کند ولی مساحت آن افزایش می یابد.

A
C D

C´

H´

G

E

F
E´

H

 199

 مطابق شکل کوتاه ترین مسیر  است.

،  است. بازتاب  نسبت به 

، هم اندازه با  است. داریم: به این ترتیب مسیر 

180∘

AE ⇒ Fمحور بازتاب بازتاب F ′

⇒ AF = A , EF = EF ′ F ′

BD ⇒ Cمحور بازتاب بازتاب C ′

⇒ BC = B , DC = DC ′ C ′

⇒ {
ABCDEF = AB DEمحیط محیط C ′ F ′

>SAB DEC ′ F ′ SABCDEF

BD ⇒ Cمحور بازتاب بازتاب C ′

⇒ BC = B , DC = DC ′ C ′

DF ⇒ Eمحور بازتاب بازتاب E ′

⇒ DE = D , FE = FE ′ E ′

⇒ {ABCDEF = AB D Fمحیط محیط C ′ E ′

>SAB D FC ′ E ′ SABCDEF

DAC

ABCDABCD

A C : A = + ⇒ AC = 12D
Δ

C 2 62
(6 )3

−−
√

2

= = 18S
A CD′

Δ

6 × 6 3
−−

√

2
3
−−

√

2 = 2 × 18 = 36S
A CD

Δ 3
−−

√ 3
−−

√

CEHC ′E ′H ′

AMB

AdA′

AMBBA′
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، خط  را در نقطۀ  قطع می کند. ادعا می کنیم که کوتاهترین مسیر  ). پاره خط  ) را به دست می آوریم ( 200  ابتدا قرینۀ نقطۀ  نسبت به رودخانه (خط 

می باشد. براي اثبات این ادعا، نقطۀ دلخواه دیگري مثل  را روي خط  در نظر می گیریم، داریم:

A

B

A

H
d

MM

 

، طبق قضیۀ وجود مثلث،  از مجموع دو ضلع دیگر کوچک تر است، پس:  در مثلث 

 

 این یعنی کوتاهترین مسیر همان  یا  می باشد.

 201

، نقطۀ  را طوري بیابیم که مسیر  کوتاه ترین باشد. براي این کار، بازتاب  نسبت به  این مسأله به این معناست که روي خط 

M را یافته و به  وصل می کنیم. طبق مسأله هرون مسیر  کوتاه ترین مسیر می باشد. پس اسکلۀ سوم در  قرار می گیرد.

A B

B´

d

 202

 مطابق شکل بازتاب  نسبت به محور  نقطۀ   می باشد.  ،  را در  قطع می کند.

x y

B
A

M

A´

H
1
2

3

داریم:

 203

،   و سپس بازتاب   نسبت به  است.  مطابق شکل بازتاب  نسبت به 

مسیر  کوتاهترین مسیر است.
بنابراین دو بار از بازتاب محوري استفاده شده است.

d´

B

A
d

M

H
A´

N
A´´

k

،  است. مطابق شکل، بازتاب  نسبت به   204

 ،  را در  قطع می کند. داریم:

A B

d

A´

M

بنابراین، کوتاهترین مسیر  است که مسیر مستقیم است.
تبدیل استفاده شده، بازتاب محوري است.

 205

 206

= + ⇒ B = ⇒ B = 5A′B2 52 52
A′ 50

−−
√ A′ 2

−−
√

AdA′BA′dMAMB

M ′d

{
A d ⇒ AM = MA′ عمودمنصف A′

A d ⇒ A =A′ عمود منصف M ′ A′M ′

{AM + BM = M + BM ⇒ AMB = BA′ A′

A + B = + B ⇒ A B = + BM ′ M ′ A′M ′ M ′ M ′ A′M ′ M ′

BA′M ′BA′

B < + B ⇒ MB < BA′ A′M ′ M ′ A′ A′M ′

BA′AMB

dMAMBB

( ) dB′AAMBM

AxyA′BA′xyM

AH = H , = ⇒ = , = ⇒ =A′ Ĥ 90∘
M̂1 M̂2 M̂2 M̂3 M̂1 M̂3

AdA′A′،A′′ d ′

AMNB

AdA′

BA′dM

{AM + MB = M + MB = BA′ A′

AM = MA′

BA′

− = ⇒ = + ⇒ sin = sin( + ) = cosB̂ Ĉ 90∘
B̂ 90∘

Ĉ B̂ 90∘
Ĉ Ĉ

: b = 2R × sin = 2R × cosقضیۀ سینوس ھا B̂ Ĉ
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مطابق شکل داریم:

A B
a

α

α
2

M

 

( ( شعاع دایرة محیطی 
این شعاع، شعاع دایره نیز می باشد.

از نقطۀ دلخواه  روي محیط دایره به  و  وصل می کنیم.  207
داریم:

 محاطی

(شعاع دایرة محیطی  و شعاع دایره)    

حال اگر از نقطۀ دلخواه  روي محیط دایره به  و  وصل کنیم، داریم:

 محاطی

 208
  

 ha
b

HB C

a

A

c

 209

 :قانون سینوس ها

می دانیم که:  210

طبق قانون سینوس ها داریم:  211

  

 212

= محاطی⇒ M̂
α

2
قضیۀ سینوس ھا :

MAB
Δ

در

2R = ⇒ R =
a

sin
α

2

a

2 sin
α

2

RMAB
Δ

MAB

A B = = ⇒ 2R = = 12M̂
120∘

2
60∘

6 3
−−

√

sin =60∘
3
−−

√

2

MAB
Δ

⇒ R = 6

NCD

C D = = ⇒ 2R =N̂
90∘

2
45∘ x

sin 45∘

⇒ 12 = ⇒ x = 6
x

2
−−

√

2

2
−−

√

= a ⋅ = b ⋅ cS
ABC

Δ

1
2

ha

1
2

⇒ bc = a ⋅ ha

+ = = = =
1

b2

1
c2

+b2 c2

b2c2

a2

b2c2

a2

⋅a2 h
2
a

1

h
2
a

= = = 2R ⇒ = 2R
a

sin Â

b

sin B̂

c

sin Ĉ

a + b + c

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

⇒ sin + sin + sin = =Â B̂ Ĉ
2P
2R

P

R

= bc sinS
ABC

Δ

1
2

Â

{ ⇒ = × 2R × sin × 2R × sin × sin
b = 2R × sin B̂

c = 2R × sin Ĉ
S
ABC

Δ

1
2

B̂ Ĉ Â

⇒ = 2 sin sin sinS
ABC

Δ R2 Â B̂ Ĉ

2R = =
AB

sin Ĉ

8
1
2

⇒ 2R = 16 ⇒ R = 8

= = , = محاطی= Â
120∘

2
60∘ محاطی Ĉ

90∘

2
45∘

= ⇒ = ⇒ = ⇒ AB = 2AB

sin Ĉ

BC

sin Â

AB

sin 45∘

2 3
−−

√

sin 60∘

AB

2
−−

√

2

2 3
−−

√

3
−−

√

2

2
−−

√
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 213

CB

A

60 °

60 °
R

O

H

120 °

طبق نامساوي مثلث داریم:  214

 :قضیۀ سینوس ها 

الف. در مثلث  داریم:  215

      

ب. به همین شکل با رسم ارتفاع هاي رأس هاي  و  و با استفاده از نتیجۀ قسمت (الف) داریم:

 

) داریم: ) و ( ) ،(  با جمع کردن روابط (

 

216  

قانون سینوس ها: 

 217

 :قانون سینوس ها

 218

45 °

45 °30 °

60 °

A

B CH

h

= ⇒ = ⇒ B H =Â 60∘
BC
⌢

120∘
Ô 60∘

BC = 2R × sin ⇒ 4 = 2R × ⇒ R = 460∘ 3
−−

√
3
−−

√

2

: OH = R × cos = 4 × = 2BOH
Δ

60∘ 1
2

b − c < a < b + c

2R sin − 2R sin < 2R sin < 2R sin + 2R sinB̂ Ĉ Â B̂ Ĉ⇒

⇒ sin − sin < sin < sin + sinB̂ Ĉ Â B̂ Ĉ

ABH

sin =B̂
AH

AB
, AC = 2R × sin B̂ ⇒ AC = 2R ×

AH

AB
⇒ AB × AC = AH × 2R ⇒ bc = × 2R (1)ha

BC

AB × BC = × 2R ⇒ ac = × 2R (2)hb hb

AC × BC = × 2R ⇒ ab = × 2R (3)hc hc

123

ab + ac + bc = 2R( + + )ha hb hc

= = = 2R
a

sin Â

b

sin B̂

c

sin Ĉ

⇒ = 2R , = 2R
a + b + c

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

a + b + c

sin + sin + cosÂ B̂ Ĉ

⇒ sin = cos ⇒ tan = 1 ⇒ =Ĉ Ĉ Ĉ Ĉ 45∘ یا 135∘

a = b ⇒ 2R sin = × 2R sin3
−−

√ Â 3
−−

√ B̂

sin = sin , = 2 ⇒ sin 2 = sinÂ 3
−−

√ B̂ Â B̂ B̂ 3
−−

√ B̂

2 sin ⋅ cos = sin ⇒ cos = ⇒ =B̂ B̂ 3
−−

√ B̂ B̂
3
−−

√

2
B̂ 30∘

sin = × sin = ⇒ =Â 3
−−

√ 30∘
3
−−

√

2
Â 60∘ یا 120∘

⇒ { = − ( + ) =Ĉ 180∘ 30∘ 60∘ 90∘

= − ( + ) =Ĉ 180∘ 30∘ 120∘ 30∘

:ABH
Δ

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

sin = ⇒ AB = =60∘ h

AB

h

sin 60∘

2h

3
−−

√

sin = ⇒ BH = AB × ⇒ BH = × =30∘ BH

AB

1
2

2h

3
−−

√

1
2

h

3
−−

√

⇒ BH = , AB =
h

3
−−

√

2h

3
−−

√

: {ACH
Δ AC = h2

−−
√

CH = h

BC = 2 + 2 = BH + CH = + h = h( )3
−−

√
h

3
−−

√

+ 13
−−

√

3
−−

√
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طبق قضیۀ سینوس ها داریم:  219

، دایرة محیطی آن است. بنابراین باید مثلث هایی را نام ببریم که رأس هاي آنها روي محیط دایره هر مثلثی که سه رأس آن روي محیط دایره می باشد، دایره به شعاع   220
است. داریم:

در شکل مقابل،  محل همرسی نیمسازهاست. داریم:  221

60 °

A

B C310

I

طبق قانون سینوس ها داریم:  222

 223

 :قانون سینوس ها

  

 224

 

 

 

  

بیشترین مقدار  است.

 225

⇒ h( ) = 2( + 1) ⇒ h = 2
( + 13

−−
√

3
−−

√
3
−−

√ 3
−−

√

AB = 4 , AC = 2 ⇒ = 2 + 2 + 4 + 26
−−

√
محیط

ABC
Δ 3

−−
√ 6

−−
√

a = 2R sin , b = 2R sin , c = 2R sin ⇒Â B̂ Ĉ
a + b + c

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

= = 2R
2R(sin + sin + sin )Â B̂ Ĉ

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

R

, , , , , , , , ,ABE
Δ

ACD
Δ

ABC
Δ

ADE
Δ

BDE
Δ

BDC
Δ

BAD
Δ

BCE
Δ

CAE
Δ

CDE
Δ

I

= + =Î 90∘ 60∘

2
120∘

2 = ⇒ 2 = ⇒ = 10R
BIC

Δ

10 3
−−

√

sin 120∘ R
BIC

Δ

10 3
−−

√

3
−−

√

2

R
BIC

Δ

2 = = 8 ⇒ = 4R
ACD

Δ

4 3
−−

√

sin =60∘
3
−−

√

2

R
ACD

Δ

, = ⇒ sin = sin

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

2 =R
ABC

Δ

BC

sin Â1

2 = =R
ACD

Δ

CD

sin Â2

2BC

sin Â2

Â1 Â2 Â1 Â2

⇒ 2 = 2 × 2 ⇒ = 2 = 4 ⇒ = 2R
ACD

Δ R
ABC

Δ R
ACD

Δ R
ABC

Δ R
ABC

Δ

b = a ⇒ 2R × sin = × 2R × sin2
−−

√ B̂ 2
−−

√ Â

sin = × sin = × = ⇒ sin = ⇒ =B̂ 2
−−

√ 30∘ 2
−−

√
1
2

2
−−

√

2
B̂

2
−−

√

2
B̂ 45∘ یا 135∘

⇒ { = − ( + ) =Ĉ 180∘ 30∘ 45∘ 105∘

= − ( + ) =Ĉ 180∘ 30∘ 135∘ 15∘

b = a ⇒ : 2R sin = × 2R × sin3
−−

√ قانون سینوس ھا B̂ 3
−−

√ Â

sin = × sin = ⇒ B =B̂ 3
−−

√ 30∘
3
−−

√

2
60∘

یا 120∘

⇒ { = − ( + ) =Ĉ 180∘ 60∘ 30∘ 90∘

= − ( + ) =Ĉ 180∘ 120∘ 30∘ 30∘

c = 2R × sin ⇒ {Ĉ
4 = 2R × sin ⇒ 2R = 4 ⇒ R = 290∘

4 = 2R × sin ⇒ R = 430∘

b = 2R sin ⇒B̂

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

b = 4 sin = 260
∘

3
−−

√

b = 8 sin = 4120
∘

3
−−

√

b = 4 3
−−

√
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 :قانون سینوس ها

  

 226

 :قانون سینوس ها

 227

 228

 

 :می دانیم که

 229

230  (قطر دایرة محیطی مثلث)

  

 231

 (  ارتفاع وارد بر وتر)

      

  

 232

= ⇒ = ⇒ (x + 1) = 2x
x + 1

sin 30∘

2x
sin 45∘

x + 1
1
2

2x

2
−−

√

2

2
−−

√

⇒ x + = 2x ⇒ 2x − x = ⇒ x =2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√
2
−−

√

2 − 2
−−

√
× = = + 1

2 + 2
−−

√

2 + 2
−−

√

(2 + )2
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√ 2
−−

√

2
2
−−

√

2R = , 2 =
a

sin Â
R′ a

sin 2Â

⇒ = = =
R′

R

sin Â

sin 2Â

sin Â

2 sin × cosÂ Â

1

2 cos Â

= 1 ⇒ = 1 ⇒ 2 cos = 1 ⇒ cos = ⇒ =
R′

R

1

2 cos Â
Â Â

1
2

Â 60∘

: = ⇒ = ⇒ AC = قانون سینوس ھا2
ABC

Δ
در

2 2
−−

√

sin 45∘

AC

sin 60∘

2 2
−−

√

2
−−

√

2

AC

3
−−

√

2

3
−−

√

: = ⇒ = ⇒ x = قانون سینوس ھا2
ACD

Δ
در

AC

sin 120∘

x

sin 30∘

2 3
−−

√

3
−−

√

2

x

1
2

: = 2 ⇒ 2 = = 6 ⇒ = 3ABP
Δ

قانون سینوس ھا در
3 3

−−
√

sin 60∘ R1 R1

3 3
−−

√

3
−−

√

2

R1

= ⇒ = ⇒ = 5
R1

R
APC

Δ

AB

AC

3
R2

6
10

R2

: sinα = sin( − α)می دانیم 180∘

: = طبق قضیۀ سینوس ھا=
R

APB
Δ

R
APC

Δ

AB

2 sinα

AC

2 sinα

AB

AC

2R

a + b + c

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ
=

2R sin + 2R sin + 2R sinÂ B̂ Ĉ

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ
= 2R

1

h
2
a

ha

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

+ =
1
b2

1
c2

+b2 c2

b2c2

= =S
ABC
△

a × ha

2
b × c

2

⇒ bc = a × ha ⇒ b2c2 = ×a2 h
2
a

⇒ +
1
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1
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=
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2
a

=
1
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60 ˚
h

20

x

A H C

B

15

α

                                                                            (طول درخت) (الف

                                                                                  

                                                                               (ب 

  (پ

 233

3 3
120 °

NM
B

A

3 2
x

r
r

r

r
O
130 °

θ

    

 234

  (الف

 

  (ب

 

  (پ

  

 235

طبق فرض و شکل زیر داریم:  236

30 ˚

A

B
150 ˚

C                                                                 

با توجه به شکل داریم:  237

x : = + − 2 × 15 × 20 ×x2 152 202
cos 60∘

  
1
2

⇒ = 225 + 400 − 300 ⇒ x = = 5x2 325
−−−

√ 13
−−

√

= ⇒ = ⇒ sinα =
15

sinα

325
−−−

√

sin 60∘

15
sinα

5 13
−−

√

3√

2

3 3
−−

√

2 13
−−

√

h = 15 × sin =60∘
15 3

−−
√

2

: (3 = + − 2r × r × ⇒ 27 = 3 ⇒ r = قضیۀ کسینوس ھا3

MON در
Δ

3
−−

√ )2 r2 r2 cos 120∘

  
−1
2

r2

: (3 = + − 2 × 3 × 3 × cos θOAB
Δ

2
−−

√ )2 32 32

18 = 9 + 9 − 18 cos θ ⇒ cos θ = 0 ⇒ θ = ⇒ x =90∘ 90∘

B = 81 , A = 36 , A = 100 ⇒ 81 < 100 + 36 = 136C 2 C 2 B2

⇒ B < A + A ⇒ < ( )C 2 B2 C 2 Â 90∘
حاده

B = 81 , A = 16 , A = 64 ⇒ 81 > 16 + 64 = 80C 2 C 2 B2

⇒ B > A + A ⇒ > ( )C 2 B2 C 2 Â 90∘ منفرجھ

B = 289 , A = 225 , A = 64 ⇒ 289 = 225 + 64C 2 C 2 B2

⇒ B = A + A ⇒ = ( )C 2 B2 C 2 Â 90∘ قائمھ

) = + − 2bc ⋅ cos , > ⇒ cos < الف0 a2 b2 c2 Â Â 90∘
Â

cos < 0 ⇒ −2bc ⋅ cos > 0 ⇒ > +Â Â + − 2bc ⋅ cosb2 c2 Â
  

a2

b2 c2

) = + − 2bc ⋅ cos , < ⇒ cos > ب0 a2 b2 c2 Â Â 90∘
Â

cos > 0 ⇒ −2bc ⋅ cos < 0 ⇒ < +Â Â + − 2bc ⋅ cosb2 c2 Â
  

a2

b2 c2

) = ⇒ cos = 0 ⇒ = پ+ Â 90∘
Â a2 b2 c2

, =
AB = 60 × 1 = 60
BC = 40 × 0٫5 = 20

ABĈ 150∘

قضیۀ کسینوس ھا : A = + − 2 × 20 × 60 ×C 2 202 602
cos 150∘

  

− cos =−30∘
3√

2

⇒ A = 400 + 3600 + 1200C 2 3
−−

√

⇒ A = 4000 + 1200 ⇒ AC =C 2 3
−−

√ 4000 + 1200 3
−−

√
− −−−−−−−−−−−−

√
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14 3
120

A B

O
120 °

xx

 :قضیۀ کسینوس ها

 238

اندازة زاویۀ داخلی  ضلعی منتظم برابرست با:  239

 

                                                                          

 :قانون کسینوس ها

 

می دانیم در هر متوازي الاضلاع، مجموع مربعات قطرها برابر است با مجموع مربعات چهارضلعی، یعنی:  240

 مجموع مربعات قطرها

 241
A B

CD b

b

a a

                                                                                                              

 242

 :قانون کسینوس ها

)  است و به روش مشابه ثابت می شود. )،  و در مورد ( در مورد (

می دانیم که:  243

 244

 :قانون سینوس ها

 :قانون کسینوس ها

(14 = + − 2 × x × x ×3
−−

√ )2 x2 x2
cos 120∘

  
−1
2

⇒ × 3 = 2 + = 3 ⇒ = ⇒ x = 14142
x2 x2 x2 x2 142

+ = (b + c)( + − bc) = (b + c)می دانیم: b3 c3 b2 c2 a2

⇒ = + − bc , = + − 2bc × cosa2 b2 c2 a2 b2 c2 Â

⇒ cos = ⇒ =Â
1
2

Â 60∘

12

α = − ⇒ α = − =180∘ 360∘

n
180∘ 360∘

12
150∘

= + − 2a × a × = 2 + = (2 + )x2 a2 a2 cos 150∘

  

−

3√

2

a2 3
−−

√ a2 3
−−

√ a2

⇒ x = a2 + 3
−−

√
− −−−−−

√

= 2( + ) = 2 × = 5032 42 52

ABCD : ⇒ + متوازی الاضلاع= Â B̂ 180∘

⇒ − cos = cosÂ B̂

: B = قضیۀ کسینوس ھا در+
ABD

Δ

D2 a2 b2−2ab cos Â
– ––––––––––

: A = + − 2ab = + قضیۀ کسینوس ھا در+
ABC

Δ

C 2 a2 b2 cos B̂  
− cos Â

a2 b2 2ab cos Â
– ––––––––

⇒ A + B = 2( + )C 2 D2 a2 b2

= + − 2bc × cosa2 b2 c2 Â

(1) < ⇔ cos > 0 ⇔ < + ⇒ < +Â 90∘
Â + − 2bc ⋅ cosb2 c2 Â

  
a2

b2 c2 a2 b2 c2

< ⇔ <Â 90∘
|b − c| < a
  

وجود مثلث

+b2 c2
− −−−−−

√

2cos = 0Â3cos < 0Â

> ⇔ < a < b + cÂ 90∘
+b2 c2

− −−−−−
√

⇒ < x − 1 < 3 + 4 ⇒ 5 < x − 1 < 7 ⇒ 6 < x < 8+32 42
− −−−−−

√

= ⇒ = ⇒ BC =
2

sin 45∘

BC

sin 120∘

2

2
−−

√

2

BC

3
−−

√

2

6
−−

√

B = A + A − 2AB × AC ×C 2 B2 C 2 cos 120∘

  
−1
2
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 245

 :قانون کسینوس ها

طبق قضیۀ کسینوس ها داریم:  246

 247

 :قانون کسینوس ها

 248

     

   

249  در  ضلعی منتظم، کوچک ترین قطر، قطري است که نزدیک ترین رأس ها را به هم وصل می کند، بنابراین داریم:

A

C
a

B

a

2 + 2

a

 

    

     

طبق رابطۀ میانه ها داریم:  250

 251

در دو مثلث  و  قانون کسینوس ها را می نویسیم. داریم:

180 αα

A

B
M

C

c b

a
2 a

2

 

دو رابطۀ دیگر هم به همین ترتیب، اثبات می شود.

از رابطۀ میانه ها داریم:  252

⇒ ( = A + 4 − 2AB × 2 × ⇒ A + 2AB − 2 = 06
−−

√ )2 B2 −1
2

B2

AB = ⇒ AB = − 1
−2 ± 12

−−
√

2
3
−−

√

= + − 2bc × = + + bca2 b2 c2 cos 120
  

−1
2

∘
b2 c2

= + − 2 × 2 × 3 × ⇒ = 4 + 9 − 6 = 7 ⇒ x =x2 22 32
cos 60∘

  
1
2

x2 7
−−

√

AB = 9 × = 3km , AC = 15 × = 5km
1
3

1
3

B = + − 2 × 3 × 5 × = 9 + 25 + 15 = 49 ⇒ BC = 7kmC 2 32 52
cos 120∘

  
−

1
2

=Â 180∘
−( + ) =15∘ 30∘ 135∘

⇒ BC 2 = A + AB2 C 2 −2AB × AC ×cos 135∘

  
− cos 45∘

B = 400 + 800C 2 −2 × 20 × 20 2
−−

√ ×(− ) = 2000
2
−−

√

2
⇒ BC = 20 5

−−
√

n

ABC
△

:قضیۀ کسینوس ھا در ( a2 + 2
−−

√
− −−−−−

√ )2 = + − 2 × cosa2 a2 a2 Â ⇒ (2 + )2
−−

√ a2 = 2 (1 − cos )a2 Â

⇒ cos = −Â
2
−−

√

2
⇒ =Â 135∘

, = −Â 180∘ 360∘

n
⇒ − =180∘ 360∘

n
135∘

⇒ =
360∘

n
45∘

⇒ n = 8

⇒ + + = ( + + ) = × 61 =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

+ = 2 + ×32 42
m

2
a

1
2

62

+ = 2 + ×42 62
m

2
b

1
2

32

+ = 2 + ×32 62
m

2
c

1
2

42

m
2
a m

2
b

m
2
c

3
4

32 42 62 3
4

183
4

AMBAMC

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

: = + ( − = +AMB
Δ

c2 m
2
a

a

2
)2 2 × × cosαma

a

2
– ––––––––––––––––

m
2
a

a2

4
− × a × cosαma– ––––––––––––––––

: = + ( − 2 × × = + +AMC
Δ

b2 m
2
a

a

2
)2 ma

a

2
cos( − α)180∘

  
− cos α

m
2
a

a2

4
× a × cosαma– ––––––––––––––

⇒ + = 2 + 2 × ⇒ + = 2 +b2 c2 m2
a

a2

4
b2 c2 m2

a

a2
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 253

 :رابطۀ استوارت 

       

 254

 :رابطۀ استوارت

 255
طبق قضیۀ نیم سازها داریم:

 

  

 256

 (الف

  (ب

 (پ

 257

مطابق شکل داریم:  258

 

                                                                            

مطابق شکل،  است. داریم:  259

+ = 2 + ⇒ = ( + − ) ⇒b2 c2 m
2
a

a2

2
m

2
a

1
2

b2 c2 a2

2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= ( + − )m
2
b

1
2

a2 c2 b2

2

= ( + − )m
2
c

1
2

a2 b2 c2

2

+ + = ( + + ) = ( + + )m
2
a m

2
b

m
2
c

1
2

3
2
b2 3

2
c2 3

2
a2 3

4
a2 b2 c2

(8 − x) + × x = ( )( + x(8 − x))42 62
x + 8 − x
  

8

32

128 − 16x + 36x = 72 + 64x − 8x2⇒ −8 + 44x − 56 = 0x2 ⇒ 2 − 11x + 14 = 0x2 ⇒ (2x − 7)(x − 2) = 0 ⇒ { x = 2
x = 3٫5

× 4 + × 2 = 6( + 2 × 4)32 52
x2

36 + 50 = 6 + 48 ⇒ 6 = 38 ⇒ x =x2 x2
19
−−

√

3
−−

√

AD → = ⇒ = نیمساز=
AB

AC

BD

DC

AB

AC + AB

12
12 + 16

3
7

7AB = 3AC + 3AB ⇒ 4AB = 3AC → AB = AC
3
4

A C = AB + AC + BC = AC + AC + 28 = 70B
Δ

محیط
3
4

⇒ AC = 70 − 28 = 42 ⇒ AC = 24cm
7
4

⇒ AB = × 24 = 18cm
3
4

= , = = , AD : ⇒ A H ≅A ⇒ DH = DÂ1 Â2 Ĥ H ′^ 90∘ وتر مشترک D
Δ

D
Δ
H ′ H ′

= = (1)

S
A DB

Δ

S
A DC

Δ

× D ⋅ AB
1
2

H ′

× DH ⋅ AC
1
2

AB

AC

= = (2)

S
A DB

Δ

SACD

× BD ⋅ A
1
2

H ′′

× CD ⋅ A
1
2

H ′′

BD

CD

(1) , (2) ⇒ =
AB

AC

BD

DC

, BM = MC

A B : MQ : =M
Δ

نیمساز
AQ

BQ

AM

BM

A C : MP : =M
Δ

نیمساز
AP

CP

AM

MC

⇒ = PQ ∥ BC
AQ

BQ

AP

CP
− →−−−

عکس تالس

, =
⎧
⎩⎨

BE ∥ A AB ⇒ =D′ مورب و B̂1 Â2

BE ∥ A AC ⇒ =D′ مورب و Â1 Ê1

Â1 Â2

⇒ = ⇒ AE = ABB̂1 Ê1
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تالس BD′
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A

CDB

1 2

E
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 260

 نیمساز

 

                                

 261

  نیمساز

262  نیمساز و  وسط  است. داریم:

  :قضیۀ نیمسازها

 263

                                                                                            نمیساز

 264
طبق قضیۀ نیم سازها داریم:

 

 265

   

   

 

 266

, = ⇒ = ⇒ AE = AC
⎧
⎩⎨

AD ∥ CE BE ⇒ مورب و= Â1 Ê

AD ∥ CE AC ⇒ مورب و= Â2 Ĉ1

Â1 Â2 Ĉ1 Ê

AD ∥ CE = =−→−
تالس BD

DC

AB

AE

AB

AC

AD ⇒ قضیۀ نیمسازھا : = = ⇒ = ⇒ BD = = x
BD

DC

2x
3x

2
3

BD

BC

2
5

2 × 4x
5

8
5

= = = =

S
ABD

Δ

S
ABC

Δ

BD

BC

x
8
5

4x
8

20
2
5

AD ⇒ = ⇒ bx = ac − cx ⇒ (b + c)x = ac ⇒ x = BD =
x

a − x

c

b
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b + c

⇒ CD = a − x = a − =
ac

b + c
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b + c

ADMBC

= ⇒ 2x = 6 − x ⇒ 3x = 6 ⇒ x = 2
4
8

x

6 − x

⇒ BD = 2,BM = = 3 ⇒ DM = 3 − 2 = 1
6
2

BD : = ⇒ 4x = 18 − 3x ⇒ x =
3
4

x

6 − x

18
7

AD = , DC =
18
7

24
7

AD ⇒ = ⇒ = ⇒ 63x − 21 = 60x ⇒ 3x = 21 ⇒ x = نیم ساز7
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BD
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21
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2x
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△
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=
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DM
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△
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قضیۀ نیمسازھا BC

CD
=
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AD
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                                                                                                                                       قضیۀ نیمسازها

                                                                                                                                                                  

       

پاسخ: اگر  پاي نیمساز داخلی زاویۀ  باشد، داریم:  267

 268

 269

                 

با نوشتن مساحت سینوسی براي مثلث  داریم:

 270

1 2

A

B C
D

E

 :روابط طولی در دایره

 271

= AC ⋅ BC − AD ⋅ BD (1)x2

: = =
AD

BD

4
10

2
5

⇒ AD = BD
2
5

AD + BD = 7 ⇒ BD + BD = 7
2
5

⇒ BD = 7
7
5
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−−

√

DA

= = ⇒ = ⇒ BD =
BD
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3 2
−−

√

5 2
−−

√

3
5
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7 2√

3
8

21
8

2
−−

√

CD = 7 − =2
−−

√
21
8

2
−−

√
35 2

−−
√

8

= AB ⋅ AC − BD ⋅ CD = 3 × 5 − ×AD2 2
−−

√ 2
−−

√
21
8

2
−−

√
35
8

2
−−

√

⇒ = 30 − = ⇒ AD = =AD2 735
32

225
32

15

4 2
−−

√

15 2
−−

√

8

= = =da

2bc ⋅ cos Â

2

b + c

2 × 3 × 4 × cos
60∘

2

  

3√

2

7

12 3
−−

√

7

= =Â1 Â2
Â

2

+ =S
ABD

Δ S
ADC

Δ S
ABC

Δ

ABC

× × c × sin + × × b × sin = bc ⋅ sin = bc × 2 sin ⋅ cos
1
2

da
Â

2
1
2

da
Â

2
1
2

Â
1
2

Â

2
Â

2

sin × (b + c) = bc ⋅ 2 sin ⋅ cos
1
2

Â

2
da

1
2

Â

2
Â

2

⇒ (b + c) = 2bc ⋅ cos ⇒ da =da
Â

2

2bc ⋅ cos Â

2

b + c

= , = ⇒ ∼Â1 Â2 Ĉ Ê ADC
Δ

ABE
Δ

⇒ = = ⇒ AB ⋅ AC = AD ⋅ AE
AD

AB

DC
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AC

AE

⇒ AB ⋅ AC = AD(AD + DE) = A + AD ⋅ DE ⇒ A = AB ⋅ AC − AD ⋅ DED2 D2

AD ⋅ DE = BD ⋅ DC ⇒ A = AB ⋅ AC − BD ⋅ DCD2
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طبق رابطۀ مساحت در هرون داریم:  272

4 m

11 m
15 m

20 m

α

β
13

CD

1

2

B

A

                                              

                 

با نوشتن قضیۀ کسینوس ها داریم:

 273

  دستور هرون

 274

CB

A

bc

a  

 

 

قائم الزاویه    

  دستور هرون

275  از  به  وصل می کنیم. داریم:

P = = a
a + a + a

2
3
2
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3
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3
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3
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3
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√
3
−−

√

4
a2

= = 16P1
15 + 4 + 13

2

=S1 16(16 − 4)(16 − 13)(16 − 15)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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√
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−40
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13
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⇒ cos β = = ⇒ cosα = cos β ⇒ α = β
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2
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2
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2
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√
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با استفاده از دستور هرون داریم:  276

 277

 278
  

 

A

B C

D

 279

  (الف

   (ب

  (پ

 280

از  به  وصل می کنیم. داریم:

 281

 رابطۀ سینوسی مساحت

 282

 رابطۀ سینوسی مساحت

 283
 

. داریم: فرض می کنیم 

C

B

A

a
a

c
B

c
A

C
b

bS
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Δ

1
2
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√
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Δ
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√
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√
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2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
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Δ
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Δ
1
2

B̂
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1
2

B̂ SABCD B̂

B = + − 2 × 6 × 10 × = 36 + 100 − 60 = 76 ⇒ BC = 2C 2 62 102
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1
2
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√
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1
2
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2

3
−−

√

2
3
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√
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1
2
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1
2
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−−

√ B̂ 3
−−

√ B̂
3 3

−−
√

2 19
−−

√

AC

, + = ⇒ sin = sin
رابطۀ سینوسی مساحت

رابطۀ سینوسی مساحت

: = xy sinS
A DC

Δ
1
2

D̂

: = zt sinS
A CB

Δ
1
2

B̂

B̂ D̂ 180∘ B̂ D̂
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Δ S
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Δ

1
2
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1
2
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1
2
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S
A CB

Δ

S
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Δ
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1
2

Â
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1
2

Â
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1
3

1
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1
6
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A′ ÂA′ 1
2
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Δ
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به همین ترتیب:

 

با نوشتن رابطۀ سینوسی مساحت داریم:  284

با نوشتن رابطۀ سینوسی در مساحت داریم:  285

  

مساحت مستطیل برابر است با نصف حاصل ضرب قطرها در سینوس زاویه بین قطرها:  286

 287

 : رابطۀ سینوسی مساحت

بیشترین مقدار مساحت زمانی است که  باشد. داریم:

 288

  رابطۀ سینوسی مساحت

 289

 :زابطۀ سینوسی مساحت

 290

  رابطۀ سینوسی مساحت

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

: = = 2 ⇒ = 2Sرابطۀ سینوسی مساحت
S
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Δ
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S
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Δ
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1
2
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× b × c × sinB C
1
2

Â

S
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Δ
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S
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Δ Ô Ô
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1
2

1
2

1
2

1
2
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1
2
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1
2
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AC
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1
2
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1
2

= 2 = 2 × × a × b × sin = ab sinSABCD S
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Δ

1
2

Â Â
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Δ

1
2
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1
2

c

2
d

2
1
2

= × 12 × 12 × = 36SABCD

1
2
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2

3
−−

√

S = × 4 × 12 × sin
1
2

Â

sin = 1Â

max(S) = × 4 × 12 = 24
1
2

: S = AB × AC × sin
1
2

Â

S = × 6 × 10 × sin = 15 ⇒ sin = ⇒ A =
1
2

Â 3
−−

√ Â
3
−−

√

2
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A N : AM = AN = MN = 2 ⇒ =M
Δ
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Δ

3
−−

√

4
22 3

−−
√
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Δ

1
2
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3√

2
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√

2
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Δ S
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Δ
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√

2
3
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√
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√

2
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Δ

1
2
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1
2

3
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 291

  رابطۀ سینوسی مساحت

 292

  رابطۀ سینوسی مساحت

 293

 294

 295

 296
 باید ثابت کنیم که:

داریم:

از آنجایی که  پس:

براي ارتفاع هاي دیگر هم می توان به همین ترتیب، ثابت کرد.

= ⇒ = ⇒ = 3
S
A BP

Δ

S
A CP

Δ
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3
2

S
A CP

Δ

1
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S
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Δ
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S
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1
2
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Â

1
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1
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S
A CB

Δ SBMNC S
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Δ S
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Δ
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Δ

1
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S
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Δ

4
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S
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Δ
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S
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Δ

4
5
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1
2
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2

27 3
−−

√

4
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1
2

Â
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1
2
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1
2
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