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درس اول : مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره
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، اندازۀ زاویۀ  چند درجه است؟ در دایرۀ مقابل به مرکز    1OAOB

  است. ثابت کنید:  در دایره مقابل    2AB = BC= ۳ABT ′
∧

B CT ′
∧

، دو نیم‌دایره قرار دارد. نسبت مجموع دو ناحیۀ هاشورخورده به مساحت  در شکل مقابل بر اضلاع قائمۀ مثلث قائم‌الزاویه  3
مثلث  چقدر است؟
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در شکل مقابل مثلث  متساوی‌الاضلاع است. مساحت قسمت هاشورزده چقدر است؟   4ABC
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در شکل مقابل شعاع دایره چقدر است؟   5

در شکل مقابل شعاع نیم‌دایره   سانتی‌متر است، مساحت مربع محاط در نیم‌دایره چند سانتی‌متر مربع است؟   6۷٫۵

، دو وتر موازی  و  به فاصلۀ  واحد از یکدیگر رسم شده‌اند. شعاع دایره را به‌ دست آورید. در دایرۀ    7C(O,R)AB = ۴CD = ۸۶

A
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O O´

  و طول  برابر  سانتی‌متر است،  در شکل زیر  مرکز دایرۀ بزرگ و  مرکز دایرۀ کوچک و  عمود بر  8

شعاع دایرۀ بزرگ چند سانتی‌متر است؟

OO′ABOO′AB۳(۳ − )۳√
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در دایرۀ مقابل به مرکز  ثابت کنید:     9OBC = CP

75 ˚
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، اندازه کمان  را به‌ دست آورید. در دایرۀ شکل مقابل  مرکز و    10OCD ∥ ABCD

در دایرۀ مقابل  و وتر  با  در  برخورد کرده، طوری که  است. طول پاره‌خط  چقدر است؟   11AB = AC = ۱۲ADBCEAE = ۸AD

A D O C B

D

C   عمود است.   است. ثابت کنید   بر    و  در شکل مقابل    12OC = ODD ∥ CD′ C ′C ′D′DD′
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  چقدر است؟ در شکل مقابل دو قطر دایره عمود بر هم‌ هستند، نسبت    13
CD

CA

O

B AC

D

  به ، وتر  و نقطۀ  بر این وتر، چنان انتخاب شده‌اند که هریک از زوایای   و  ، قطر  در دایره‌ای به مرکز    14

اندازۀ   هستند. اگر  آنگاه طول وتر  چقدر است؟

OADACBA OB̂C DÔ

۶۰∘
OB = ۵cmAC
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  15

  است و  ، اندازۀ  چند درجه است؟ MEFدر شکل مقابل  وسط کمان 
⌢

=BC
⌢

۵۰∘+B̂ D̂
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در شکل مقابل،  و  است. ثابت کنید چهارضلعی  ذوزنقۀ متساوی‌الساقین است.   16AB = QNBC = PQAPNC

درس دوم : رابطه های طولی در دایره

x12
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در شکل مقابل  و  نقاط تماس هستند. مقدار  چقدر است؟   17BCx
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 در شکل مقابل  بر دایره ماس بوده و  است. اگر محیط مثلث  برابر با  باشد، اندازۀ  چقدر 18
است؟

ADAB = AD = ۶ABC۱۶BC

 

با توجه به شکل احکام زیر را ثابت کنید: ) نیمساز زاویۀ  است(الف( مثلث  با مثلث    19
متشابه است.

ب( 

پ( 

ADBACADCABE

AB ⋅ AC = AD ⋅ AE

A = AB ⋅ AC − BD ⋅ DCD۲

C

BA

D
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N
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،  در شکل مقابل، دو دایره بر هم ماس و دو قطر  و  از دایرۀ بزرگ‌تر بر هم عمودند. اگر  و  20
شعاع‌های دو دایره را پیدا کنید.

ABCDAM = ۱۶ND = ۱۰

سانتی‌متر مطابق شکل، کنار یکدیگر قرار گرفته و با سیم به‌هم بسته شده است. طول سیم که دو تیر استوانه‌ای به قطرهای  و    21
دور آنها می‌پیچد؛ چقدر است؟

۶۱۸

ثابت کنید ماس مشترک‌های داخلی و خط‌المرکزین دو دایره همرس هستند.   22

درس سوم : چند ضلعی های محاطی و محیطی

N
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M
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B

در شکل مقابل پاره‌خط  از  می‌گذرد. اگر  و  در دایره‌ها ماس باشند، آنگاه ثابت کنید  محاطی است.   23ACNMAMCMABC
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 در شکل زیر، دو دایره در نقاط  و  متقاطع‌اند و  نقطه‌ای بر امتداد پاره‌خط  است. اگر دو قاطع دلخواه  و  را 24

همواره: رسم کنیم، چهارضلعی 

ABMABMHMG

EFGH

، یکدیگر را در نقطۀ واقع بر کدام دایره قطع می‌کند؟ در چهار‌ضلعی محاطی نیمساز زاویۀ خارجی  با نیمساز داخلی رأس مقابل    25AC

 یک ذوزنقه، هم محیطی است و هم محاطی. ثابت کنید مساحت این ذوزنقه برابر است با میانگین حسابی دو قاعدۀ آن ضرب در 26
میانگین هندسی آنها.

 

،  است. ثابت کنید که این چهار‌ضلعی محیطی است. در چهار‌ضلعی    27ABCDAB + CD = AD + BC

یک ذوزنقۀ متساوی‌الساقین، محیط بر دایره‌ای به شعاع  است. اگر زاویۀ ذوزنقه  باشد، مساحت ذوزنقه چند برابر  است؟   28r۱۲۰∘
r۲

  صحیح محیط است، ثابت کنید  رابطۀ    بر دایره‌ای به شعاع   ذوزنقۀ متساوی‌الساقین  29
است.

(AD = BC)ABCDRAB × CD = ۴R۲

A B

CD

2

4

بر دایره محیط شده است، مساحت آن چند است؟ در شکل مقابل ذوزنقۀ متساوی‌الساقین    30ABCD
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فصل دوم : تبدیل های هندسی

،  و  باشند و  و  نقطه‌های تماس یک دایره محاطی خارجی با اگر نقاط تماس دایره محاطی داخلی مثلث  با اضلاع آن    31
خط‌های شامل دو ضلع باشند، نشان دهید:

 

‌

ABCMNKTT ′

⎧

⎩⎨
AM = AN = P − a

BN = BK = P − b,CM = CK = P − c

AT = A = PT ′

ضلعی‌های منتظم محاطی و محیطی در آن را در نظر بگیرید. نشان دهید اگر  و  اندازه‌های ضلعی‌های  یک دایره به شعاع  و  32

. ضلعی منتظم محیطی و محاطی باشند، آنگاه  و 

rnABCD

nAB = ۲r tan
۱۸۰
n

CD = ۲r sin
۱۸۰
n

M
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 ش‌ضلعی منتظم  مفروض است. با امتداد دادن اضلاع ش‌ضلعی، مطابق شکل، مثلث  را ساخته‌ایم. 33

الف( نشان دهید  متساوی‌الاضلاع است.

ب( نشان دهید مساحت ش‌ضلعی، دو سوم مساحت مثلث  است.
،  و  رسم کنید. با توجه به آنچه از ،  و  را به‌ترتیب بر  پ( از نقطۀ دلخواه  درون ش‌ضلعی عمودهای 

هندسۀ پایۀ  می‌دانید، مجموع طول‌های این سه عمود با کدام جزء از مثلث  برابر است؟

،  و  چه کسری از مساحت مثلث  است؟ نشان دهید: ت( مجموع مساحت‌های مثلث‌های 

 

ABCDEFMNP

MNP

MNP

TTHTH ′TH ′′BCEDAF

۱MNP

TBCTDETAFMNP

+ + = + +STBC STDE STAF STAB STEF STCD

درس اول : تبدیل های هندسی

I I´

I´´

، و  سه خط دوبه‌دو ناموازی  و  و  در صفحه مفروض‌اند. پاره‌خطی به طول  سانتی‌متر رسم کنید که دو سر آن روی  و  34

موازی  باشد.

II ′I ′′۵II ′

I ′′
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، مثلث  بر مثلث  تصویر . ثابت کنید با دوران به مرکز  و زاویۀ  ،  مرکز مربع و  در مربع    35
می‌شود.

ABCDOAM = DNO۹۰∘
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اگر بخواهیم مثلث متساوی‌الاضلاعی به رأس  طوری رسم کنیم که دو رأس دیگر آن بر  و  قرار گیرد، از کدام تبدیل   36
استفاده می‌کنیم؟

Ad۱d۲
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CQ
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. تحت چه تبدیلی مثلث  بر مثلث  منطبق می‌شود؟ چهارضلعی  مربع است و داریم:    37ABCDAP = DQA BP
Δ
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Δ

d
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 سه خط  و  و  موازی‌اند. چند مثلث قائم‌الزاویه متساوی‌الساقین می‌توان رسم کرد که رأس قائمۀ آن بر  و رأس‌های دیگر 38

  قرار گیرد؟ آن بر  و 

d۱d۲d۳d۲

d۱d۳

 خط  را نسبت به خط  بازتاب می‌کنیم تا خط  به‌دست آید.  را تحت زاویۀ  و به مرکز  دوران می‌دهیم تا خط  به‌دست 39

  کدام است؟ )دوران در جهت ساعتگرد است( آید. اگر زاویۀ بین  و  برابر   باشد، زاویۀ بین  و 

dΔd′d′αOd′′

dd′βdd′′

ترکیب یک دوران و یک انتقال کدام است؟   40

B
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N

مطابق شکل با ترکیب کدام تبدیل‌ها مثلث متساوی‌الاضلاع  تصویر مثلث متساوی‌الاضلاع  است؟   41ABCMNC
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‌‎فصل سوم : روابط طولی در مثلث

A B

CDG

F E

 

 تصویر  است؟ مطابق شکل  و  مربع هستند و  وسط  است. با ترکیب کدام تبدیل‌ها،    42ABCDEFGDEADABCDEFGD

ترکیب یک تجانس با مرکز  و  یک انتقال چه تبدیلی است؟   43O

درس دوم : کاربرد تبدیل ها

نقطۀ  درون زاویۀ  قرار دارد. می‌خواهیم  و  را بر  و  بیابیم که محیط  کمترین مقدار مکن باشد. کدام   44
تبدیل استفاده می‌شود؟

MxOyABOxOyM BA
Δ

H

M
Q

d
C

 

 خط  و دایرۀ  داده شده‌اند. از نقطۀ  خطی بگذرانید که  را در نقطۀ  و دایره را در نقطۀ  قطع کند و  45

باشد. )راهنمای: از  بر  عمود کرده و به اندازۀ نصف آن از طرف  ادامه دهید(

dCMdNPMN = ۲MP

MdM

درس اول : قضیه سینوس ها

در شکل مقابل،  است. مقدار  چقدر است؟   46=Â۱ Â۲x

. نوع مثلث را مشخّص کنید. در مثلث  داریم:    47ABCsin ⋅ cos = sinB̂ Ĉ Â

،  محل همرسی نیمسازهای داخلی زوایای مثلث است. در مثلث    48

نسبت شعاع دایرۀ محیطی مثلث  به شعاع دایرۀ محیطی مثلث  را برحسب زاویۀ  بیابید.

ABCI

BICABCA

،  محل همرسی ارتفاع‌هاست. در مثلث    49

ثابت کنید شعاع دایره محیطی مثلث‌های  و  و  با شعاع دایرۀ محیطی مثلث  برابر است.

ABCH

AHBBHCAHCABC
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در شکل مقابل، طول  و  و  و  را حساب کنید.   50xyzt

30 ˚ 45 ˚
20 Km

؟؟

دو ایستگاه رادار که در فاصلۀ  کیلومتری از هم واقع‌ هستند، هواپیمای را با زاویه‌های  و  درجه   51
رصد کرده‌اند. فاصلۀ هواپیما از دو ایستگاه را به‌ دست آورید.

۲۰۳۰۴۵

45
̥

O

A

B

M N

60
̥

1710

24  

دو نفر  به‌طور هم‌زمان از بالای دو ساختمان به ارتفاع‌های  و  متر، یک شیء نورانی را مطابق شکل با زاویۀ دید  و   52

( رؤیت کرده‌اند. اگر فاصلۀ دو ساختمان از یکدیگر  متر باشد، فاصلۀ شیء نورانی از دو نفر را حساب کنید.  )نسبت به پاره‌خط 

) ) و  را حساب کنید.( )

(B,A)۱۷۱۰۴۵∘

۶۰∘
AB۲۴

OAOBsin ∼ ۰٫۹۷۵∘

درس دوم : قضیه کسینوس ها

4 km

A

C D

B

2 km

60
̥

4 km

 

 یک پیک موتوری در مسیر رساندن مرسولات به مقصد، ابتدا  کیلومتر به‌سمت شمال حرکت می‌کند و سپس مسیرش را  53

به‌سمت شرق منحرف نموده و  کیلومتر دیگر حرکت می‌کند و در انتها  کیلومتر مستقیم به‌سمت شرق حرکت می‌کند تا به مقصد می‌رسد.
( چقدر است؟ فاصلۀ مبدأ تا مقصد )

، زاویۀ  را یافته و طول  را محاسبه کنید( ، طول  را حساب کنید، سپس در مثلث  )راهنمای: ابتدا در مثلث 

۴۶۰∘

۴۲

AD

ABCACACDACD^AD

α
7

؟5

x

A

B D C

E

، که به فاصلۀ  واحد از رأس  قرار دارد از  و  چه فاصله‌ای دارد؟ در مثلث متساوی‌الاضلاع  به ضلع  واحد، نقطۀ    54
، که به فاصلۀ  واحد از  قرار دارد از  به چه فاصله‌ای است؟ اندازۀ زاویۀ  چند درجه است؟  نقطۀ 

ABC۸D۷ABC

(CD > BD)E۵CDAED
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θ
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x

مطابق شکل در اثر وزش طوفان، تیر چراغ‌برقی منحرف شده و در وضعیت روبه‌رو قرار می‌گیرد. نوک تیر چراغ‌برق از نقطۀ  به   55

زاویۀ  دیده می‌شود و فاصلۀ نقطۀ  از نوک تیر،  متر می‌باشد. اگر فاصلۀ نقطۀ  تا پای تیر  متر باشد، طول تیر چراغ‌برق و
سینوس زاویۀ انحراف آن از راستای افقی را محاسبه کنید.

A

۶۰∘
A۳۰A۴۰

60
̥60

̥
60

̥

A

P

BN

M

متر
4 3

2متر 3

مطابق شکل، دونده‌ای از نقطۀ  به‌سمت نقطۀ  شروع به دویدن می‌کند. مسافتی را که این دونده روی پل  طی می‌کند،   56
حساب کنید.

ABMN

A

B
C

bc

α
M

180 ˚ α

، . با نوشتن قضیۀ کسینوس‌ها در دو مثلث  و  ، میانۀ  را رسم کرده‌ایم  در مثلث    57

 و  را محاسبه، و با جمع کردن دو تساوی حاصل، درستی تساوی زیر را ثابت کنید: 

)قضیۀ میانه‌ها(

، طول میانۀ  را به‌ دست آورید.  در حالت خاص  و  و 

ABCAM(MB = MC = )
a

۲
AMBAMC

b۲c۲

+ = ۲A +b۲ c۲ M ۲ a۲


AB = ۴AC = ۶BC = ۸AM

α 180 ˚ α

A

B
CD

، نقطۀ دلخواه  روی  مفروض است. به کمک قضیۀ کسینوس‌ها در دو مثلث  و  درستی تساوی در مثلث    58
زیر را ثابت کنید:

  )قضیۀ استوارت( 
به کمک قضیۀ استوارت، درستی قضیۀ میانه‌ها را نتیجه‌گیری کنید.

ABCDBCADBADC

A ⋅ DC + A ⋅ DB = A ⋅ BC + DB ⋅ DC ⋅ BCB۲ C ۲ D۲

درس سوم : قضیه نیمساز های زوایای داخلی و محاسبه طول نیمساز ها

A

CB D

M

2
8

7

I N

در شکل مقابل،  محل همرسی نیمسازهاست. حاصل  چقدر است؟     59I
SMNCB

S
ABC

Δ

(MN ∥ BC)
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،  محل همرسی نیمسازهای داخلی است. ثابت کنید: در مثلث    60

  )‌الف

  )‌ب

                   

ABCI

= , = , =
DI

AI

a

b + c

PI

BI

b

a + c

QI

CI

c

a + b

+ + = ۱
DI

AD

PI

PB

QI

CQ

A

B CD

E
213 5

7

در شکل مقابل،  نیمساز و  است. محیط مثلث  را حساب کنید.   61ADDE ∥ ACADE

2
D zy

B
C

E

A

75
x

 را حساب کنید. در شکل مقابل،  نیمساز  است. مقادیر  و  و    62ADÂxyz

. در مثلث  رابطۀ  برقرار است. ثابت کنید:    63ABC= ۲Â B̂− = bca
۲

b
۲

،  و  و  است. اندازۀ ضلع  را حساب کنید.  در مثلث    64ABCAB = ۸AC = ۶= ۲Â ĈBC

در شکل مقابل،  و  نیمساز داخلی  است. مقدار  را حساب کنید.   65=Â ۱۲۰∘
ADÂx

در شکل مقابل،  و  نیمسازند.  چقدر است؟   66ADDEx

B C
D E

A

7

86

، اضلاع  و  و  هستند. نیمساز  را رسم می‌کنیم. در مثلث    67ABCAB = ۶AC = ۸BC = ۷AD

11

ب خوردن 20 بگیر
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BDCDطول  و  را حساب کنید.

ADطول نیمساز  را حساب کنید.

AEDAC^AEاگر  نیمساز زاویۀ  باشد، طول  را حساب کنید.

درس چهارم : قضیه هرون )محاسبه ارتفاع ها و مساحت مثلث(

A

CB H

L
K5

6

9

O

.طول  چقدر است؟ در شکل مقابل داریم:    68OH = , OK =
۲ √

۳
۲√OL

، به فاصلۀ  و  سانتی‌متر است از ضلع در مثلث  به اضلاع  و  و  سانتی‌متر، نقطه‌ای که از اضلاع به طول‌های  و    69
بزرگ‌تر چه فاصله‌ای دارد؟

راهنمای: از مساحت مثلث استفاده کنید.

ABC۵۶۷۵۶۲۳

هستند، قطر دایرۀ محیطی آن چقدر است؟ و  و   طول ضلع‌های یک مثلث  70۲۵۳۹۴۰

A

11 13

7 7120 ˚

B
D

C

در شکل، اولاً اندازۀ زاویۀ  را به‌دست آورید. ثانیاً مساحت چهارضلعی  را بیابید.    71
راهنمای:  را به  وصل کنید. 

AABCD

BD

12

ب خوردن 20 بگیر
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در شکل زیر،  نیمساز زاویۀ  است.   72

با پر کردن جاهای خالی، دستوری دیگر برای محاسبۀ طول نیمساز زاویۀ  به دست آورید.
A

B D C

c b

a

1 2 }
ADÂ

A

= + ⇒SABC SABD SACD

AB ⋅ AC ⋅ sin = × ⋯ × ⋯ × sin + ⋯ × ⋯ × sin
۱
۲

Â
۱
۲

Â

۲
۱
۲

Â

۲

⇒ AB ⋅ AC ⋅ sin = AD ⋅ sin (⋯ + ⋯)Â
Â

۲

⇒ AD = =
AB ⋅ AC ⋅ sin Â

(⋯ + ⋯) sin Â

۲

۲AB ⋅ AC ⋅ sin cosÂ

۲
Â

۲

(⋯ + ⋯) sin Â

۲

⇒ AD = ⋯ ⇒ =(A da(نیمساز رأس
۲bc ⋅ cos Â

۲

b + c

A

D E

C

B

7
5

1
11 در شکل مقابل، اولاً طول  را به‌ دست آورید. ثانیاً مساحت چهارضلعی  را بیابید.   73BCDECB

A DM

B

C

N
P

4
3

. مساحت  چقدر است؟ ،  و  نقاط وسط اضلاع چهارضلعی  هستند و  مطابق شکل،    74MNPABCDN P =M̂ ۹۰∘
ABCD

CB

A

P 2532

3 2
7 2

در شکل مقابل، مساحت مثلث  چقدر است؟   75APB

،    و  و زاویۀ بین این دو میانه  می‌باشد. مساحت مثلث  چقدر است؟ در مثلث    76ABC= ۱۲mb= ۱۵mc۱۲۰∘
ABC

13
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C
B

A

3 4

3 6
D E

17

در شکل مقابل، مساحت چهارضلعی  چقدر است؟   77BDEC

مساحت مثلث با دو ضلع به اندازه‌های  و  واحد برابر با  واحد مربع است. طول بزرگ‌ترین ضلع این مثلث چقدر است؟   78۱۶۹۲۴ ۵√

6
2

8 km

4 km
135

̥

km

C

D

B A
M

 یک کشتی گشت‌زنی دریای، از نقطۀ  )مرکز گشت دریای(  به‌سمت غرب حرکت کرده و سپس  به‌سمت جنوب حرکت 79

می‌کند و در ادامه با زاویۀ  منحرف شده و مسیر  را طی کرده و در انتها به مرکز گشت دریای بازمی‌گردد. این کشتی
گشت‌زنی چه مساحتی را پیمایش کرده است؟

)راهنمای: اضلاع و مساحت مثلث  را محاسبه کرده و با استفاده از رابطۀ سینوسی مساحت، مساحت مثلث  را محاسبه
نماید(

A۸km۴km

۱۳۵∘۶ km۲√

MBCAMD

،  و  هستند. مساحت مثلث را حساب کنید. طول سه ارتفاع یک مثلث    80۳۴۶

ارتفاع‌های مثلثی با مقادیر  و  متناسب هستند. نوع مثلث و زوایای آن را مشخّص کنید.   81,۶√ ۳√۲√

،  و  متشابه است.  چقدر است؟ ،  و  با مثلث به ارتفاع‌های  مثلث با طول اضلاع    82۳۵۱۰۱۰xx
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می‌دانیم که شعاع دایره در نقطه تماس بر ماس عمود است. پس:   1

  2

. لذا در  از  موازی  و  خطی رسم می‌کنیم تا این عمود، در نقطۀ  پاره‌خط  را قطع کند. چون  پس 

ذوزنقه  داریم:

با توجه به شکل داریم:‌   3

B

C

A

S
S1

S2

S4

S3
 

 

  مساحت نیم‌دایره به قطر  مساحت نیم‌دایره به قطر   مساحت نیم‌دایره به قطر 

. لوزی  از دو مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع  )شعاع مساحت قسمت هاشورزده برابر است با مساحت لوزی  منهای مساحت قطاع    4
دایره( تشکیل شده است:

به همین ترتیب:  .

، پس  وسط کمان  قرار دارد و پاره‌خط  بر وتر  عمود است. داریم:‌ چون    5

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

OH⊥AB , ON⊥BN , OH = ON ,OB( ) ≅ ⇒ = مشترک(۱) − →−−−−−−−
وتر و یک ضلع قائمه

OBH
Δ

OBN
Δ

OBH
∧

OBN
∧

OH⊥AB , OM⊥AM , OH = OM ,OA( ) ≅ ⇒ مشترک= − →−−−−−−−
وتر و یک ضلع قائمه

OAH
Δ

OAM
Δ

OAH
∧

OAM
∧

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

(۱) , H N = + P B ⇒ O H = = +B̂ P̂ Â B̂ H NB̂

۲
P̂

۲
P BÂ

۲

(۲) , H M = + P A ⇒ O H = = +Â P̂ B̂ Â H MÂ

۲
P̂

۲
P AB̂

۲

⇒ O H + O H = + = + = + ۹۰° − = ۹۰° +Â B̂ P̂
P B + P AÂ B̂

۲
P̂

۱۸۰° − P̂

۲
P̂

P̂

۲
P̂

۲

A B = − (O H + O A) = ۱۸۰° − (۹۰° + ) = ۹۰° − ⇒ A B = ۹۰° − =Ô ۱۸۰∘
Â B̂

P̂

۲
P̂

۲
Ô

۵۰°

۲
۶۵∘

BATCT ′kTT ′AB = BCTK = KT ′

AC TT ′

: TK = K , = ⇒ BT = B , =BTT ′
Δ

T ′ K̂ ۹۰∘
T ′ B̂۱ B̂۲

BK ∥ AT ⇒ = ,C ∥ BK ⇒ =B̂۲ T̂ ۱ T ′ B̂۱ T ′^
۱

AB = AT ⇒ =B̂۳ T̂ ۱

⇒ = = = = ⇒ A = ۳T̂ ۱ B̂۳ B̂۲ B̂۱ T ′^
۱ B̂T ′ T̂ ۱

′

= ⇒ A = A + BĈ ۹۰∘
B۲ C ۲ C ۲

⇒ A = A + B
π

۴
B۲ π

۴
C ۲ π

۴
C ۲

+BC= AC⇒ AB

⇒ S + + = ( + ) + ( + ) ⇒ S = + ⇒ = ۱S۱ S۳ S۱ S۲ S۳ S۴ S۲ S۴
+S۲ S۴

S

CMON=MON
⌢

۶۰∘
CMONr

M B : = , OB = OM ⇒ BM = OB = OM = r ⇒ CM = ۲r − MB ⇒ CM = rO
Δ

B̂ ۶۰∘

CN = r

CMNO =مساحت لوزی ۲ × × =
۳√

۴
r۲

۳√

۲
r۲

MON
⌢

=مساحت قطاع × π × = ⇒
۱
۶

(r)۲ πr۲

۶ هاشور‌زده S = − π = (۳ − π)
۳√

۲
r۲

۱
۶

r۲ r۲

۶
۳
−−

√

AB = ACABCOABC
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30

24
B

C
A

30
24

H
R

O

 
از مرکز دایره به دو رأس بالای مربع وصل می‌کنیم و در مثلث هاشورخورده رنگ رابطۀ فیثاغورس را می‌نویسیم:   6

a aR

a
2

 مرکز دایره است. می‌دانیم که عمود رسم‌شده از مرکز دایره بر وتر، آن را نصف می‌کند، داریم: مطابق شکل، نقطۀ    7

A BH

C D

O
x

yR

R

4

2

K
 

     

 واحد است، پس: از طرفی فاصلۀ دو وتر از یکدیگر 

 به‌ دست می‌آید:  و در نهایت   و  ‌با حل دستگاه زیر مقادیر 

              

‌توجه: دو وتر  و  نمی‌تواند در یک طرف  قرار گیرند. )چرا؟(

رابطۀ فیثاغورس را در مثلث   می‌نویسیم:   8

 ‌  ‌

A

B
O

Ó
R

R

Ŕ
´

x

از  به  وصل می‌کنیم. شعاع  در  بر ماس  عمود است. پس:   9

 ‌  ‌

زاویۀ محاطی  را برابر  در نظر می‌گیریم، پس کمان روبه‌روی آن برابر  می‌شود.   10

‌اندازۀ زاویۀ مرکزی  برابر کمان روبه‌رویش یعنی  می‌شود.

75 ˚
2αα

D

B

C

A
M

O

2α

 ‌

A H : = ⇒ A = − ⇒ AH = ۱۸B
△

Ĥ ۹۰∘
H ۲ ۳۰۲ ۴۲

OH = R − ۱۸

O C : = + ⇒ R = ۲۵H
△

R۲ ۴۲ (R − ۱۸)
۲

+ = ⇒ ۵ = ۴ ⇒ ۵ = ۴ ⇒ = ۴۵a۲
a۲

۴
R۲ a۲ R۲ a۲ ( )

۱۵
۲

۲

a۲

O

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= , AH = BH = = ۲Ĥ ۹۰∘ ۴
۲

: = − ۴AOH
△

y ۲ R۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= , CK = DK = = ۴K̂ ۹۰∘ ۸
۲

: = − ۱۶COK
△

x۲ R۲

{ = − ۴y ۲ R۲

= − ۱۶x۲ R۲
⇒ − = ۱۲y ۲ x۲ ⇒ (y − x)(y + x) = ۱۲

۶

x + y = ۶ ⇒ (y − x) × ۶ = ۱۲ ⇒ y − x = ۲

xyR

{ x + y = ۶
y − x = ۲

⇒ { x = ۲
y = ۴ = − ۴− →−−−−−

= −۴y۲ R۲

y ۲ R۲ ⇒ ۱۶ = − ۴R۲ ⇒ = ۲۰R۲ ⇒ R = ۲ ۵
−−

√

ABCDO

OAO′

+ = = −(x + )R′ ۲
R′۲ R۲ − →−−−

=R′ R

۲
(x + )

R

۲

۲
R۲ R۲

۴
= x + =

۳R۲

۴
→

R

۲

R ۳
−−

√

۲
⇒ x = ( − ۱)

R

۲
۳
−−

√

⇒ ۳(۳ − ) = ( − ۱) ⇒ ۳ ( ) = ( ) ⇒ R = ۶۳
−−

√
R

۲
۳
−−

√ ۳
−−

√ − ۱۳
−−

√
R

۲
− ۱۳

−−
√ ۳

−−
√

OBOBBBC

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

P C = − O AB̂ ۹۰
∘

B̂

OA = OB ⇒ O A = O BB̂ Â

O A = − O BP̂ ۹۰
∘

Â

⇒ P C = − O B = O A ⇒ P C = B C ⇒ BC = CPB̂ ۹۰∘
Â P̂ B̂ P̂

Âα= ۲αBD
⌢

AB ∥ CD ⇒ = = ۲αAC
⌢

BD
⌢

A CÔ= ۲αAC
⌢

: = α + ۲α = ۳α ⇒ α = ⇒ = =AOM
Δ

۷۵∘ ۲۵∘
AC
⌢

BD
⌢ ۵۰∘ ⇒ = − ۲ × =CD

⌢
۱۸۰∘ ۵۰∘ ۸۰∘
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α

C
D

BOA

2α
α

O

B AC

D

1
60

̥
60 ̥ ̥

30

 

، بنا‌بر دو زاویۀ برابر متشابه‌اند، داریم: مثلث‌های  و    11

 

 ‌  

در ذوزنقه   مطابق شکل داریم:   12

A D O C B

D

C

P

 

  بر   عمود است.   است پس  از آنجا که 

  و در نتیجه  می‌باشد. چون  زاویۀ خارجی مثلث مطابق شکل، چون دو قطر دایره بر هم عمود‌ند، )دو قطر عمود‌منصف یکدیگرند( پس    13

است، پس  .

  دقت کنیم، پی می‌بریم این زاویه رو‌به‌رو به قطر است و داریم:   می‌باشد. حال اگر به نوع زاویۀ محاطی    برابر چون   است، نسبت 

 

. حال در مثلث  چون   است پس   نصف   است یعنی  زوایای   و   محاطی و مرکزی رو‌به‌رو به یک کمان هستند پس زاویۀ    14

  می‌شود و در نتیجه   و همچنین در مثلث  داریم  ، پس مثلث  متساوی‌الساقین است و زاویۀ 

   و در نتیجه   بوده و نصف وتر است، پس   و از طرف دیگر در مثلث قائم‌الزاویۀ  ، ضلع  رو‌به‌رو زاویۀ 

  است پس   و در ضمن داریم: چون  وسط کمان    15

  16
 می‌دانیم در هر دایره، اگر دو وتر برابر باشند، کمان‌های نظیر آنها هم برابرند و بالعکس.

 

A

B

C N

Q

P

بنابراین مطابق فرض مسئله داریم:

AEBADB

{  = = A CD̂ Ĉ B̂

( )Â۱ زاویۀ مشترک
⇒ ∼AEB

Δ
ADB

Δ
⇒ = ⇒ = ⇒ AD = ۱۸

AB

AD

AE

AB

۱۲
AD

۸
۱۲

C DC ′D′

OC = OD , OP ∥ D ∥ C ⇒ P = PD′ C ′ D′ C ′

P = P ,O = O ⇒ OP⊥D′ C ′ C ′ D′ D′C ′

OP ∥ DD′DD′C ′D′

AC = BC= = αÂ B̂Ĉ۱

ABC= ۲αĈ۱

AC = BC
CD

AC

CD

BC
D̂

= ⇒D̂ ۹۰∘
cos ۲α = = cos ۲αCD

BC
− →−−−−
BC=AC

CD

AC

ÂC DÔÂC DÔ=Â ۳۰∘
OBA=B̂ ۶۰∘

=Ô ۹۰∘
= − ( + ) =Ô۱ ۸۰∘ ۶۰∘ ۹۰∘ ۳۰∘

OAC= =Â Ĉ ۳۰∘
OBC

BC = OB = ۵cmOABOB۳۰∘
AB = ۱۰cm

AC = ۱۰cm + ۵cm = ۱۵cm

MEF
⌢

=ME
⌢

FM
⌢

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

محاطی= B̂
+CF

⌢

FM
⌢

۲

زاویۀ بین دو وتر= D̂
( + ) +BC
⌢

BE
⌢

FM
⌢

۲

⇒ + = =B̂ D̂
+ + + +CF

⌢

FM
⌢

BC
⌢

BE
⌢

FM
⌢

۲
− →−−−−

=FM
⌢

ME
⌢ ۳۶۰∘

۲
۱۸۰∘
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از طرفی برای زوایای محاطی  و  داریم:

   

( نتیجه می‌گیریم که چهارضلعی  ذوزنقۀ متساوی‌الساقین است. ( و ) از روابط )

17  

 ماس‌های رسم‌شده بر دایره

 

 ‌

  18

الف( و ب(   19

پ(

  20

 

‌

C

BA

D

M O

N

N´

‌

   شعاع دایرۀ کوچکتر

چون دو دایره بر هم ماس هستند، طول خط‌المرکزین برابر است با:   21

  فرود می‌آوریم، در نتیجه دو مستطیل به‌ وجود می‌آید، بنابراین طول سیم برابر است با دو برابر طول ماس مشترک خارجی و مجموع   و  از   عمودهای بر شعاع‌های 

  از دایرۀ بزرگ )چرا؟!(:   از دایرۀ کوچک )چرا؟!( و یک کمان  یک کمان 

⎧
⎩⎨

AB = QN ⇒ =AB
⌢

QN
⌢

BC = PQ ⇒ =BC
⌢

PQ
⌢

⇒ =ABC
⌢

PQN
⌢

⇒ AC = PN (۱)

APC^PCN^

=APC^ ABC
⌢

۲
, =PCN^ PQN

⌢

۲
⇒ =APC^ PCN^ ⇒ AP∥CN (۲)

۱۲APNC

, AB = AC

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A D ∼ A E ⇒ =B
Δ

B
Δ BD

BE

AB

AE

A C ∼ A E ⇒ =D
Δ

C
Δ CD

CE

AC

AE

⇒ =
BD

BE

CD

CE
⇒ = ⇒ x = ۶

۲
۴

x

۱۲

AB = AD ⇒ = , ,B̂ D̂ (محاطی) =B̂
AC
⌢

۲
(ظلی) =Â

AC
⌢

۲

⇒ = = ⇒ AC = CDÂ D̂
AC
⌢

۲
= ۱۶ = AB + AC + BC = ۶ + AC + BC ⇒ AC + BC = ۱۰A CB

Δ
محیط

CD = AC ⇒ BD = BC + CD = BC + AC = ۱۰ ⇒ BD = ۱۰
A = CD × BD ⇒ ۳۶ = CD × ۱۰ ⇒ CD = ۳٫۶D۲

⇒ BC = BD − CD = ۱۰ − ۳٫۶ = ۶٫۴

⇒ ΔADC ∼ ΔAEB

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

=CAD^ DAB^

= =Ê Ĉ
AB
⌢

۲

⇒ = ⇒ AB × AC = AD × AE
AD

AB

AC

AE

AB × AC = AD × AE ⇒ AB × AC = AD × (AD + DE)

⇒ AB × AC = A + AD × DED۲

⇒ {A = AB × AC − AD × DED۲

AD × DE = BD × DC

⇒ A = AB × AC − BD × DCD۲

AM = ۱۶,DN = ۱۰,OA = R ⇒ OM = R − ۱۶

OB = R,ON = R − ۱۰

: = , = ⇒ O = OM × OBMNB
Δ

N̂ ۹۰∘
Ô ۹۰∘

N ۲

= (R − ۱۶) × R(R − ۱۰)
۲

− ۲۰R + ۱۰ = − ۱۶R ⇒ ۴R = ۱۰ ⇒ R = ۲۵R۲ R۲

= = = = ۱۷BM

۲
۲R − AM

۲
۲ × ۲۵ − ۱۶

۲

O = + = ۳ + ۹ = ۱۲O′ R۱ R۲

OBO′DO′

۱۲۰∘۲۴۰∘
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توجه: اگر دو دایره ماس خارج باشند، طول ماس مشترک خارجی آنها را از رابطۀ   هم می‌توان به‌ دست آورد.

  22

 ماس‌هاي مشترک داخلي  همديگر را در  قطع مي کند.  را به  وصل مي‌کنيم.

اگر ثابت کنيم  نيم‌صفحه است يعني نقاط  روي يک خط راست قرار دارند.

 

از طرفي چون زواياي  متقابل به رأس هستند پس:

چون زواياي  برابرند و در رأس  مشترکند و دو ضلع از آنها با هم در يک امتداد قرار دارند دو ضلع ديگر طبق عکس قضيۀ زواياي متقابل به رأس بايد در

  در يک امتداد هستند پس  مي‌باشد بنابراين محل تلاقي دو ماس مشترک داخلي روي خط‌المرکزين قرار دارد پس همگي يک امتداد باشند يعني 
همرس هستند.

از  به  وصل می‌کنیم. داریم:   23

‌در نتیجه چهارضلعی  محاطی است.

  24

  طبق روابط طولی

،  و  یک دایره می‌گذرد، پس  محاطی است.  ، طبق قضیۀ عکس روابط طولی، از چهار نقطۀ 

با توجه به اینکه هر زاویۀ خارجی چهار‌ضلعی محاطی با زوایۀ داخلی رو‌به‌رویش برابر است، مطابق شکل داریم:   25

از طرف دیگر در چهار‌ضلعی  مجموع زاویه‌ها برابر  است. در نتیجه:

A

B

CD

E
α

α

C
2

می‌دانیم که مجموع زوایای رو‌به‌رو در چهار‌ضلعی محاطی برابر  است، پس  محاطی است و  روی محیط دایره است.

ذوزنقۀ محاطی، ذوزنقۀ متساوی‌الساقین می‌باشد.   26

x = ۲ + (۲π × ۳) + (۲π × ۹) = ۱۲ + ۲π + ۱۲π = ۱۲ + ۱۴π−۱۲ (۶)
۲− −−−−−−−−

√ ۱۲۰
۳۶۰

۲۴۰
۳۶۰

۳
−−

√ ۳
−−

√

L = ۲ RR′− −−−√

BD,ACMMO,O′

OMO′^
M ,O,O′

⇒ ΔOMD ≅ΔOMC ⇒ =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

OC = OD

MC = MD

OM = OM

M۱
^ M۲

^

⇒ Δ AM ≅Δ BM ⇒ =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

A = BO′ O′

MA = MB

M = MO′ O′

O′ O′ M۳
^ M۴

^

,AMB^ DMC^

+ = + ⇒ ۲ = ۲ ⇒ = = =M۱
^ M۲

^ M۳
^ M۴

^ M۱
^ M۳

^ M۱
^ M۲

^ M۳
^ M۴

^

,AMO′^
OMC^M

M ,OMO′= ۱۸۰°OMO′^

BN

⇒ M C + M A =

(محاطی) N C = ,B̂
NC
⌢

۲ (ظلی) = ⇒ N C =Ĉ
NC
⌢

۲
B̂ Ĉ

(محاطی) A N = ,B̂
AN
⌢

۲ (ظلی) = ⇒ A N =Â
AN
⌢

۲
B̂ Â

Â Ĉ B̂

A C : M C + M A = − ⇒ = ۱۸۰ − ⇒ + =M
Δ

Â Ĉ ۱۸۰∘
M̂ B̂ M̂ B̂ M̂ ۱۸۰∘

MABC

: { ⇒ ME × MH = MF × MG
MA × MB = ME × MH

MA × MB = MF × MG

EFGHEFGH

۲α = ⇒ α =Ĉ
Ĉ

۲
AECB۱۸۰∘

(α + ) + + + = ۳۶۰° ⇒ + + = ۳۶۰° ⇒ + =Â Ê
Ĉ

۲
B̂ ۱۸۰∘

Ê B̂ Ê B̂ ۱۸۰∘

۱۸۰∘
ABCEE

+ = ⇒ + = =B̂ Ĉ ۱۸۰∘
B۲
^ C۱

^ +B̂ Ĉ

۲
۹۰∘

⇒ B C = , = ⇒ O = a × b ⇒ = abÔ ۹۰∘
N̂ ۹۰∘

N ۲ r۲
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‌

‌

2
1

A B

D C

O

r

r

NQ
a

b

b bP

a a
a

b1
2

M

اگر روی ضلع  نقطۀ  را طوری انتخاب کنيم که  و اگر روی ضلع  نقطه  را طوری انتخاب کنيم که  باشد در اين صورت مثلث‌های   27

 متساوی‌الساقين هستند.
اً با‌ توجه به فرض مسأله داریم: ضمن

 

چون  می‌باشد پس  می‌باشد.

بنابراين مثلث  نيز متساوی‌الساقين است.

اگر عمودمنصف‌های مثلث  را رسم کنيم همديگر را در نقطه‌ای ماند  قطع می‌کند از طرفی عمود‌منصف‌های اضلاع  نقش نيمسازهای زوايای

 را نيز دارند پس طبق ويژگی مکان هندسی نيمساز، فاصلۀ نقطۀ  از همۀ اضلاع  مساوی است. بنابراين نقطه  مرکز دايره محاطی اين
چهار‌ضلعی است پس اين چهار‌ضلعی محيطی است.

  28

مورب محسوب می‌شوند، بنا‌بر قضیۀ خطوط موازی و مورب داریم:   و از )قاعده‌ها( موازی هستند و   و  ، اضلاع  چون در ذوزنقه    29

  نیمساز زاویۀ  است، پس  و در نتیجه  نیمساز زاویۀ   و همچنین  به مرکز دایرۀ محاطی وصل می‌کنیم،  و  طرفی اگر از 

، شعاع  )که ارتفاع وارد بر وتر مثلث قائم‌الزاویه محسوب می‌شود( واسطۀ هندسی بین قائم‌الزاویه است. و حال در مثلث قائم‌الزاویۀ  می‌باشد و مثلث 
دو قطعۀ ایجادشده است:

A B

CD
β

β

y

x
xxx

x

y

yy O
H α

α

  و همچنین طول ماس‌های که از یک نقطه خارج دایره بر آن رسم می‌شود، با‌هم برابر است: چون ذوزنقه متساوی‌الساقین است، پس    30

⇒ r = = = = MPab
−−

√ ×
AB

۲
CD

۲

− −−−−−−−−

√
۱
۲

AB × CD
− −−−−−−−

√
۱
۲

= × MP = ×SABCD

AB + CD

۲
AB + CD

۲
AB × CD
− −−−−−−−

√

ABMAM = ADBCNDC = CN

ADM ,DCN

AB + CD = AD + BC ⇒ AM + MB + CD = AD + BN + CN

DC = CN , AM = ADMB = BN

BMN

DMNIDN , MN , DM

, ,Ĉ B̂ ÂIDC , BC , AB , ADI

DH = , tan = ⇒ =
CD

۲
۳۰∘ r

DH

۳
−−

√

۳
r

DH

⇒ DH = r ⇒ DC = ۲ r۳
−−

√ ۳
−−

√

AL = AK , tan = ⇒ = ⇒ AK = = AL = ⇒ AB = ۲AL =۶۰∘ r

AK
۳
−−

√
r

AK

r

۳
−−

√

AB

۲
۲r

۳
−−

√

: HL = ۲rهمچنین

= (AB + CD) × = ( + ۲ r) × = ( ) ⇒ =SABCD

LH

۲
۲r

۳
−−

√
۳
−−

√
۲r
۲

۸

۳
−−

√
r۲

SABCD

r۲

۸

۳
−−

√

ABCDABDCAD+ =Â D̂ ۱۸۰∘

ADOAÂODD۲α + ۲β = ۱۸۰∘
α + β = ۹۰∘

OADOADR = OH

= xy = ( )( ) ⇒ AB × DC = ۴R۲ AB

۲
DC

۲
R۲

AD = BC
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1

h
 

ماس‌های رسم‌شده بر دایره با هم برابرند:   31

)نصف محیط 

) نقطه تماس دایره محاطی خارجی با ضلع  است(

  32

قسمت‌های )الف( و )ب(: زوایای داخلی ش‌ضلعی منتظم برابر با  می‌باشد. پس زوایای مثلث‌های  و  و  برابر با  می‌باشد. بنابراین:   33

.

 ‌

  مساحت ش‌ضلعی    مساحت ش ضلعی 

: قسمت‌های )پ( و )ت(: مجموع طول‌های سه عمود  و  و  برابر است با ارتفاع مثلث 
 

‌ ارتفاع 

 

ش‌ضلعی  ش‌ضلعی

‌
M

A B

F C

P E D N

T

H

H´

H´´

  34

IIپاسخ: برای این کار، ابتدا خط  را با برداری به طول  و موازی با  انتقال می‌دهیم تا خط  به‌ دست آید. 1́ 1

B

I´´

I I´

،  را در  قطع می‌کند.

به همین ترتیب،  را با برداری به طول  موازی با  انتقال می‌دهیم تا  به‌دست آید.

 و  در  متقاطع هستند. پاره‌خط  جواب مسأله است.

ابتدا ثابت می‌کنیم که دو مثلث  و  هم‌نهشت هستند:   35

= − ⇒ h = ۲h۲ ۳۲ ۱۲
−−

√

S = (۲ + ۴) × (۲ ) = ۶
۱
۲

۲
−−

√ ۲
−−

√

AM = AN = x,BN = BK = y,CM = CK = z

۲x + ۲y + ۲z = ۲P ⇒ x + y + z = P(ABC
Δ

⇒ AM = AN = x = P − (y + z) = P − a BN = BK = P − b,CM = CK = P − c− →−−
همچنین

BL = BT ,CL = C ⇒ AT = AB + BT = AB + BLT
′

: A = AC + C = AC + CLهمچنین T
′

T
′

⇒ AT + A = AB + AC + (BL + CL) = AB + AC + BC = ۲T
′

P
ABC

Δ

AT = A ⇒ AT = A = PT
′

T
′

LBC

= ⇒ : sin = = = = ⇒ CD = ۲r sinĤ ۹۰∘
DOH

Δ ۱۸۰∘

n

DH

OD

DH

r

CD

۲

r

CD

۲r
۱۸۰∘

n

= ⇒ : tan = = = ⇒ AB = ۲r × tanM̂ ۹۰∘
MOB

Δ ۱۸۰∘

n

BM

OM

AB

۲

r

AB

۲r
۱۸۰∘

n

۱۲۰∘
ABMPFECDN۶۰∘

= = =M̂ N̂ P̂ ۶۰∘

( a) ⇒ = ۳aضلع ش‌ضلعی MNP
Δ

ضلع ⇒ = =S
MNP

Δ

۳
−−

√

۴
(۳a)

۲
۹ ۳

−−
√

۴
a۲

= ×
۲
۳

S
MNP

Δ= ⇒
۳

−−
√

۲
a۲

THTH ′TH ′′MNP

= × (۳a) = a
۳
−−

√

۲

۳
−−

√

۲
MNP

Δ

+ + = (TH + T + T ) × a =S
TBC

Δ S
TDE

Δ S
TAF

Δ

۱
۲

H ′ H ′′
۳

−−
√

۴
a۲

⇒ + + = × SS
TAB

Δ S
TEF

Δ S
TCD

Δ

۱
۲

= S
۱
۲

I۵cmI ′′I۱

I۱I ′B

I ′۵cmI ′′
I ′

۱

II ′
۱AAB = ۵cm

AOM
△

DON
△

21

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  

( داریم: از رابطۀ )

     

،  بر  تصویر می‌شود و به همین ترتیب،  بر  تصویر می‌شود. بنابراین نقطۀ  با دوران به مرکز  و زاویۀ  بر  تصویر می‌شود. از دوران به مرکز  و زاویۀ 

، بر مثلث  منطبق می‌شود. به این ترتیب، رأس‌های مثلث  بر رأس‌های مثلث  تصویرمی‌شوند. پس دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ 

  36

.  مطابق شکل، اگر  پاسخ مسأله باشد، داریم: 

مشخص است که  دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است.

  را به مرکز  و شعاع   دوران می‌دهیم تا  را در  قطع کند.  ، پس برای یافتن 

به همین ترتیب با دوران  به مرکز  و زاویۀ  ، نقطۀ  به‌دست می‌آید.

 

، رأس  از مثلث  به رأس  از مثلث  و همچنین رأُس  از مثلث مطابق شکل، با دوران به مرکز  محل برخورد قطرهای مربع )مرکز مربع( و زاویۀ    37

 به رأس  از مثلث  منطبق می‌شود. داریم:

A B

CQ

P

D

O

 
از طرفی داریم:

( و مطلب فوق، نقطۀ  از مثلث  به مرکز  و زاویۀ  دوران یافته و به نقطۀ  تبدیل می‌شود. بنابر تساوی )

  38

 دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است و  را در  قطع می‌کند.

 دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است و  را در  قطع می‌کند.

d

d

2

3

d1

d1́d 3́
H

A

B k

C

مثلث  پاسخ مسئله است. بی‌شمار نقطه مثل  می‌توان یافت. پس مسئله بی‌شمار جواب دارد.

  39

  بازتاب می‌شود که  می‌باشد.  مطابق شکل، خط  به محوریت 

. به مرکز  و زاویۀ  خط  را دوران می‌دهیم تا خط  حاصل شود. مطابق شکل داریم: 

  40

 مطابق شکل به مرکز  و زاویۀ  خط  را دوران می‌دهیم تا خط  به‌دست آید. خط  را تحت بردار  انتقال می‌دهیم تا خط 

به‌دست آید. چون  انتقال‌یافتۀ  است، پس با آن موازی است، پس زاویۀ بین  و  ،  است. بنابراین، تحت زاویۀ   و به مرکز

، می‌توان  را دوران داد تا  به‌دست آید. نقطه‌ای واقع بر نیمساز زاویۀ بین  و 

α

α α
O

Od

d´

d´´
v

  41

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

OA = OD

AM = DN

= =OAM
^

ODN^ ۴۵∘

⇒ ≅AOM
△

DON
△

( ض ز ض(
⇒ {

OM = ON

=AOM
^

DON^
(۱)

(۲)

۲

=AOM^ DON^ ⇒ +AOM^ MOD^ = +DON^ MOD^ ⇒ =AOD^ MON^ , =AOD^ ۹۰∘
⇒ { =MON^ ۹۰∘

(۱) : OM = ON

MO۹۰∘
NO۹۰∘

ADBA

ABM
△

ADN
△

ABM
△

O۹۰∘
ADN
△

ABC
Δ

BC = AB = AC

CBA۶۰∘

Cd۱A۶۰∘
d۲C

CA−۶۰∘
B

O۹۰∘BAPBAADQA

APBDADQ

{
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

AP = DQ

O Q = O P = ⇒ A P ≃ D Q ⇒D̂ Â ۴۵∘
O
Δ

O
Δ

OD = OA

D Q = A P (۱)Ô Ô

OP = OQ (۲)

(۱) : A P + P D = = P D + D Q = P Q =Ô Ô ۹۰∘
Ô Ô Ô ۹۰∘

۲PA BP
Δ

O۹۰∘Q

d
′

۱d۱A۹۰∘
d۳B

d ′
۳d۳A−۹۰∘

d۳C

ABCA

dΔd
′

Oαd ′d ′′x = α + β

Oαdd ′d ′V
→

d ′′

d
′′

d
′dd

′′αα

dd ′′dd ′′
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 مطابق شکل،  بازتاب محوری  نسبت به محور  است. از آنجا که:

B

A

C

M

N

M´

، به  تصویر می‌شود.  با تجانس به مرکز  و نسبت  پس 

  42

 نسبت به محور  می‌باشد. A مطابق شکل، مربع  بازتاب محوری  B

CDG

F E O

M

از آنجا که  و  و  در  همرسند و داریم:  ، پس  مجانس  به مرکز تجانس  و ضریب  می‌باشد.

،  را به‌وجود آورد و سپس با تجانس به مرکز  و ضریب  ، آن‌ را بر  تصویر کرد. همچنین می‌توان با دوران  به مرکز  و زاویۀ 

مطابق شکل  مجانس  به مرکز تجانس نقطۀ  و ضریب  است. به همین ترتیب،  مجانس  به مرکز تجانس نقطۀ  و ضریب  است.  را تحت بردار    43

انتقال می‌دهیم تا  حاصل شود.
داریم:

O

A
P

Q

B´

A´

B

M

N

V

 

 

 با ضریب تجانس  است. . پس  مجانس  می‌دانیم که  و 

  44

  به‌ترتیب،  و  می‌باشد.  مطابق شکل، بازتاب  نسبت به  و 

 اضلاع زاویه را در  و  قطع می‌کند.

O

A

B y

x

M

k

H

M´´

M´

 

محیط  کمترین می‌باشد، زیرا:

( تا دایره را در نقاط  و  ( ادامه می‌دهیم. سپس از نقطۀ  خطی موازی با  رسم می‌کنیم )  ‌مطابق شکل، از نقطۀ  بر خط  عمود کرده و به اندازۀ نصف آن ) 45

قطع کند. PM را امتداد می‌دهیم تا  را در  قطع کند. داریم:

d

d

H
N

M
Q
1

2

P

P

 

 

‌ ‌     

بنابراین، پاره‌خط  پاسخ است.

CM ′N
Δ

MNC
Δ

BC

⇒ ⇒ = = ۲
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

C = CN = ⇒ C =M ′ BC

۲
M ′ AC

۲

CN = BC

۲

عکس تالس : N ||ABM ′
CA

CM
′

CB

CN

N CM ′
Δ

Ck = ۲ABC
Δ

OEDMEFGDAD

CDBDADD= = = ۲
CD

DM

DB

OD

AD

DE
ABCDOEDMD۲

EFGDD−۹۰∘
OEDMDk = ۲ABCD

A′AOkB′BOkA′B′V ⃗ 

MN

AP || M , BQ|| N , AB||A′ B′ A′B′

⇒ = = , = = =
OP

OM

OA

OA′

AB

A′B′

OB

OB′

OA

OA′

OQ

ON

AB

A′B′

⇒ = = =
OP

OM

OQ

ON

AB

A′B′

PQ

MN

AB||MN= = k
MN

AB

A′B′

AB
MNABK

MOxOyM ′M ′′

M ′M ′′AB

MAB
Δ

{ ⇒ MA + MB + AB = A + B + AB =
MA = AM ′

MB = BM ′′
M ′ M ′′ M ′M ′′

MdMQQdd ′PP ′

dN

{ = =Ĥ Q̂ ۹۰∘

=M۱̂ M۲̂
⇒ ∼MPQ

△

MHN
△

( زز(

⇒
MP

MN
=

MQ

MH
=

۱
۲

⇒ MN = ۲MP

PN
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  46

 :قانون سینوس‌ها

  47

پس مثلث در رأس  قائم‌الزاویه است.

  48

Aمطابق شکل،  محل همرسی نیمسازهاست. داریم:

B C

I

1 1

  49

CB

P

A

N

H

M

. ، بنابراین:  به همین‌ترتیب، چون  و 

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

: AC = ۲ × sin =ABC
Δ

R
ABC

Δ ۳۰∘
R

ABC
Δ

: AC = ۲ × sin =ACD
Δ

R
ACD

Δ ۶۰∘ ۳
−−

√ RACD

⇒ = ⇒ =R
ABC

Δ ۳
−−

√ R
ACD

Δ

R
ABC

Δ

R
ACD

Δ

۳
−−

√

⇒ = =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

: BC = ۲ × sinABC
Δ

R
ABC

Δ Â۱

: CD = ۲ × sinACD
Δ

R
ACD

Δ Â۲

= ⇒ sin = sinÂ۱ Â۲ Â۱ Â۲

BC

CD

R
ABC

Δ

R
ACD

Δ

۳
−−

√

⇒ = ⇒ x = ۴
 ۳

−−
√

x
۳
−−

√

sin ⋅ cos = sin ⇒ ( ) + sin( − )) = sinB̂ Ĉ Â
۱
۲

sin( +B̂ Ĉ
  

sin Â

B̂ Ĉ Â

⇒ sin + sin( − ) = ۲ sin ⇒ sin = sin( − )Â B̂ Ĉ Â Â B̂ Ĉ

⇒
⎧

⎩⎨
⎪

⎪
: = − ⇒ + = = ۲ ⇒ حالت اول= Â B̂ Ĉ Â Ĉ B̂ −→−

+B̂
۱۸۰

∘
B̂ B̂ ۹۰

∘

: = − ( − ) = − + ⇒ + = حالت دوم+ Â ۱۸۰
∘

B̂ Ĉ ۱۸۰
∘

B̂ Ĉ Â B̂ ۱۸۰∘
Ĉ

= + ۲ ⇒ = ۰ ×−→−
+Ĉ

۱۸۰∘ ۱۸۰∘
Ĉ Ĉ

B

I

= , = ⇒ = − ( + ) = − ( + )B̂۱
B̂

۲
Ĉ۱

Ĉ

۲
Î ۱۸۰∘

B̂۱ Ĉ۱ ۸۰∘ B̂

۲
Ĉ

۲

⇒ = − ( − ) = + ⇒ B C = +Î ۱۸۰∘ ۹۰∘ Â

۲
۹۰∘ Â

۲
Î ۹۰∘ Â

۲

= = = = ⇒ = ۲ sin

۲R
BIC

Δ

۲R
ABC

Δ

BC

sin Î

BC

sin Â

sin Â

sin Î

sin Â

sin( + )۹۰∘ Â

۲

۲ sin cos
Â

۲
Â

۲

cos
Â

۲

R
BIC

Δ

R
ABC

Δ

Â

۲

APHN : + = ⇒ + P N =P̂ N̂ ۱۸۰∘
Â Ĥ ۱۸۰∘

⇒ P N = − = B CĤ ۱۸۰∘
Â Ĥ

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۲ = = = (۱)R
BHC

Δ

BC

sinB CĤ

BC

sin( − )۱۸۰
∘

Â

BC

sin Â

۲ = (۲)R
ABC

Δ

BC

sin Â

(۱) , (۲) ⇒ ۲ = ۲ ⇒ =R
BHC

Δ R
ABC

Δ R
BHC

Δ R
ABC

Δ

A B = −Ĥ ۱۸۰∘
ĈA C = −Ĥ ۱۸۰∘

B̂= = =R
AHC

Δ R
BHC

Δ R
AHB

Δ R
ABC

Δ
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  50

 ‌با فرض  داریم: 51

 

‌

30 ˚ 45 ˚

60 ˚ 45 ˚
h

2h2h

B CH3 h h

A

  52

، عمود  بر ضلع  وارد می‌کنیم.  از رأس 

45
̥

O

A

B

M N

60
̥

7

10

24

24

10

H

در مثلث  داریم:

      ‌

‌با نوشتن قضیۀ سینوس‌ها در مثلث  داریم:

       

در مثلث  داریم:   53

: = ⇒ = ⇒ AP = t = ۲APB
Δ

قانون سینوس‌ها در
۶
−−

√

sin ۳۰∘

AP

sin ۴۵∘

۶
−−

√

۱
۲

AP

۲
−−

√

۲

۳
−−

√

= − ( + + ) =Ĉ ۱۸۰∘ ۴۵∘ ۳۰∘ ۴۵∘ ۶۰∘

: = ⇒ = ⇒ x = ۲APC
Δ

قانون سینوس‌ها در
AP

sin ۶۰∘

x

sin ۴۵∘

۲ ۳
−−

√

۳
−−

√

۲

x

۲
−−

√

۲

۲
−−

√

∼ ⇒ = x × BCAPC
Δ

ABC
Δ

y ۲

⇒ = ۲ (۲ + ) = ۸ + ۴ ⇒ y = ۲y ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۶
−−

√ ۳
−−

√ ۲ + ۳
−−

√
− −−−−−

√

: = ⇒ = ⇒ z =ABC
Δ z

sin ۶۰∘

y

sin ۴۵∘

z

۳
−−

√

۲

۲  + ۳
−−

√
− −−−−−

√

۲
−−

√

۲

۱۲ + ۶ ۳
−−

√
− −−−−−−−

√

AH = h

A C : = = ⇒ AC = h , CH = hH
Δ

Ĉ HAĈ ۴۵∘ ۲
−−

√

A H : = , sin = = = ⇒ AB = ۲hB
Δ

B̂ ۳۰∘ ۳۰∘ AH

AB

h

AB

۱
۲

H B = , sin = ⇒ BH = × ۲h = hÂ ۶۰∘ ۶۰∘ BH

AB

۳
−−

√

۲
۳
−−

√

BC = ۲۰ = h + h = h(۱ + ) ⇒ h = × = ۱۰( − ۱)۳
−−

√ ۳
−−

√
۲۰

+ ۱۳
−−

√

− ۱۳
−−

√

− ۱۳
−−

√
۳
−−

√

AB = ۲h = ۲۰( − ۱) , AC = ۱۰ ( − ۱)۳
−−

√ ۲
−−

√ ۳
−−

√

AAHBN

ABH

=Ĥ ۹۰∘ ⇒ AB۲ = A + BH ۲ H ۲ ⇒ AB۲ = + = ۶۲۵۲۴۲ ۷۲ ⇒ AB = ۲۵

= − ( + ) =AOB^ ۱۸۰∘ ۴۵∘ ۶۰∘ ۷۵∘

AOB

OA

sin ۶۰∘ =
OB

sin ۴۵∘ =
AB

sin ۷۵∘ ⇒
OA

۳√

۲

=
OB

۲√

۲

=
۲۵
۰٫۹

⇒ OA =
۱۲۵ ۳

−−
√

۹
, OB =

۱۲۵ ۲
−−

√

۹

ABC
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



A

C D

B

2 km

60
̥

4 km

4 km 4
3

H

‌در این مثلث با نوشتن قضیۀ کسینوس‌ها، طول  را حساب می‌کنیم:

   

زاویۀ  زاویۀ خارجی برای مثلث قائم‌الزاویۀ  است، پس:

با نوشتن قضیۀ کسینوس‌ها در مثلث  داریم:

‌

      

  54

با نوشتن قضیۀ کسینوس‌ها داریم:   55

       

با نوشتن قضیۀ سینوس‌ها داریم:

     

 ‌مطابق شکل در مثلث‌های  و  داریم: 56

60
̥60

̥
60

̥

A

P

BN

M

4 3
2 3

H K

4 3
2 3

 

‌ ‌     

    

با نوشتن قضیۀ کسینوس‌ها در مثلث  داریم:

       

  57

=ABC^ ۱۲۰∘

AB = BC = ۴km ⇒ = = =BAC^ BCA^ ۶۰∘

۲
۳۰∘

AC

A = +C ۲ ۴۲ ۴۲ −۲ × ۴ × ۴ ×cos ۱۲۰∘

  
−
۱
۲

⇒ AC = ۴ ۳
−−

√

A DĈAHC

= + =ACD^ ۹۰∘ ۳۰∘ ۱۲۰∘

ACD

A = A + C − ۲AC × CD × cosD۲ C ۲ D۲ ۱۲۰∘

A = (۴D۲ ۳
−−

√ )۲ + − ۲ × ۴۲ ۳
−−

√ ×۲ × (− )
۱
۲

⇒ AD۲ = ۵۲ + ۸ ۳
−−

√ ⇒ AD = ۵۲ + ۸ ۳
−−

√
− −−−−−−−

√ ∼ ۸٫۱km

A C : = ⇒ A = D + A − ۲AC ⋅ DC ⋅ cosD
Δ

Ĉ ۶۰∘
D۲ C ۲ C ۲ ۶۰∘

⇒ ۴۹ = ۶۴ + D − ۲ × ۸ × CD ×C ۲ ۱
۲

⇒ C − ۸CD + ۱۵ = ۰ ⇒ (CD − ۳)(CD − ۵) = ۰D۲

⇒ CD = ۳ CD = یا۵
⇒ x = ۵ ۳ , CD > BD ⇒ CD = ۵ , BD = یا۳

CD = ۵ , CE = ۵ , = ⇒ D E ⇒ DE = ۵Ĉ ۶۰∘
C
Δ

متساوی‌الاضلاع

A D = − =Ê ۱۸۰∘ ۶۰∘ ۱۲۰∘

:ABC
△

= A + Ax۲ B۲ C ۲ −۲AB × AC × cos ۶۰∘
⇒ = +x۲ ۳۰۲ ۴۰۲ −۲ × ۳۰ × ۴۰ ×cos ۶۰∘

↓
۱
۲

⇒ = ۲۵۰ − ۱۲۰ = ۱۳۰x۲ ⇒ x = ۱۰ ۱۳
−−

√

۳۰
sin θ

=
x

sin ۶۰∘
=

۱۰ ۱۳
−−

√

۳
−−

√

۲

⇒ sin θ =

۳۰ ×
۳
−−

√

۲

۱۰ ۱۳
−−

√
=

۳
−−

√

۲ ۱۳
−−

√

PNKPMH

⎧

⎩⎨
: =PNK

△

P̂ ۶۰∘

: =PMH
△

P̂ ۶۰∘

sin ۶۰∘
=

KN

PN
⇒

۳
−−

√

۲
=

۲ ۳
−−

√

PN
⇒ PN = ۴

sin ۶۰∘ =
MH

PM
⇒

۳
−−

√

۲
=

۴ ۳
−−

√

PM
⇒ PM = ۸

PMN

M = P + PN ۲ M ۲ N ۲ −۲PM × PN × cos ۶۰∘
⇒ MN ۲ = +۸۲ ۴۲ −۲ × ۸ × ۴ × = ۴۸

۱
۲

⇒ MN = ۴ ۳
−−

√
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



برای بقیۀ میانه‌ها هم به همین‌ترتیب، اثبات می‌شود:

  58

   ‌ 

 

α

A

B CD
x y

dc b

180 ˚ α

a

 

مطابق شکل،  نیمساز است. داریم:   59

  60
)‌الف

به همین‌ترتیب، موارد دیگر ثابت می‌شود.
)ب

A B : = A + B − ۲AM ⋅ BM ⋅ cosα , BM = CM =M
Δ

c۲ M ۲ M ۲ a

۲

⇒ = + − ۲ ⋅ ⋅ cosαc۲ m
۲
a

a۲

۴
ma

a

۲

A C : = A + C − ۲AM ⋅ CM ⋅ cos( − α) , cos( − α) = − cosαM
Δ

b۲ M ۲ M ۲ ۱۸۰∘ ۱۸۰∘

⇒ = + − ۲ ⋅ × (− cosα) = + + ۲ ⋅ ⋅ cosαb۲ m
۲
a

a۲

۴
ma

a

۲
m

۲
a

a۲

۴
ma

a

۲

⇒ + = ۲ +b۲ c۲ m۲
a

a۲



+ = ۲ + , + = ۲ +a۲ c۲ m
۲
b

b۲


a۲ b۲ m

۲
c

c۲


⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪
+ = ۲A + ⇒ + = ۲A +b۲ c۲ M ۲ a۲


۶۲ ۴۲ M ۲ ۸۲


b = ۶, c = ۴, a = ۸

⇒ ۳۶ + ۱۶ = ۲A + ۳۲ ⇒ ۲A = ۲۰ ⇒ AM =M ۲ M ۲ ۱۰
−−

√

A D : = + − ۲xd ⋅ cosαB
Δ

c۲ d۲ x۲

A C : = + − ۲yd ⋅ cos( − α) , cos( − α) = − cosαD
Δ

b۲ d۲ y ۲ ۱۸۰∘ ۱۸۰∘
⇒ = + + ۲yd ⋅ cosαb۲ d۲ y ۲ { × y = y + y − ۲xyd ⋅ cosαc۲ d۲ x۲

× x = x + x + ۲xyd ⋅ cosαb۲ d۲ y ۲

x + y = (x + y) + xy(x + y) = ( + xy)−→
+

b۲ c۲ d۲ d۲ (x + y)
  

a

⇒ x + y = a( + xy)b۲ c۲ d۲

AD

= = ⇒ = ⇒ = ⇒ BD =
BD

DC

۲
۸

۱
۴

BD

BC

۱
۵

BD

۷
۱
۵

۷
۵

:ABD
Δ

نیمساز BI ⇒ = ⇒ = = ⇒ =
AI

DI

AB

BD

AI

DI

۲
۷
۵

۱۰
۷

AI

AD

۱۰
۱۷

MN ∥ BC ⇒ ∼ ⇒ = ( =AMN
Δ

ABC
Δ

S
AMN

Δ

S
ABC

Δ

۱۰
۱۷

)۲
۱۰
۲۸۹

⇒ = ۱ − =
SMNCB

S
ABC

Δ

۱۰
۲۸۹

۱۸۹
۲۸۹

⇒ BD =:ABD
Δ

قضیۀ نیمسازها : = , = ⇒ =
DI

AI

BD

AB

BD

DC

c

b

BD

a

c

b + c

ac

b + c

⇒ = = , =
DI

AI

ac

b + c

c

a

b + c

DI

AD

a

a + b + c

= , = , =
DI

AD

a

a + b + c

PI

PB

b

a + b + c

QI

CQ

c

a + b + c

⇒ + + = = ۱DI

AD

PI

PB

QI

CQ

a + b + c

a + b + c

27

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  61

  قضیۀ نیمسازها

  62

  قضیۀ نیمسازها

  63

A

C D

b cB B

B
B

a  

  نیمساز

  مشترک

  نیمساز

در شکل مقابل،  نیمساز داخلی  است. داریم:   64

                                                           

   نیمساز

  65

A = AB ⋅ AC − BD ⋅ DCD۲

: = ⇒ = ⇒ BD = , CD =
BD

DC

۳
۵

BD

BC 
۷

۳
۸

۲۱
۸

۳۵
۸

⇒ A = ۳ × ۵ − × ⇒ AD =D۲ ۱
۸

۳۵
۸

۱۵
۸

= , DE ∥ AC ⇒ A E = = ⇒ AE = DEÂ۱ Â۲ D̂ Â۲ Â۱

DE ∥ AC ⇒ = ⇒ = ⇒ DE =
DE

AC

BD

BC

DE

۵

۲۱
۸

۷
۱۵
۸

ADE
Δ

محیط = + + =
۱۵
۸

۱۵
۸

۱۵
۸

۴۵
۸

A = AB ⋅ AC − BD ⋅ DC , BD ⋅ DC = AD ⋅ DE = ۲xD۲

⇒ = ۵ × ۷ − ۲x ⇒ + ۲x − ۳۵ = ۰ ⇒ x = ۵x۲ x۲

: = , yz = ۲ × x = ۱۰
y

z

۵
۷

⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ۱۴ ⇒ z =
y

z

۵
۷

y ⋅ z

z۲

۵
۷

۱۰

z۲

۵
۷

z۲ ۱۴
−−

√

= ⇒ y =
y

۱۴
−−

√

۵
۷

۵ ۱۴
−−

√

۷

AD ⇒ C D = D B = ⇒ AD = BDÂ Â B̂

, C D = ⇒ ∼Ĉ Â B̂ ACD
Δ

ABC
Δ

⇒ = ⇒ CD =
CD

b

b

a

b۲

a
(۱)

AD : = ⇒ = ⇒ CD =
CD

BD

b

c

CD

a

b

b + c

ab

b + c
(۲)

(۱) , (۲) ⇒ = ⇒ = + bc ⇒ − = bc
ab

b + c

b۲

a
a۲ b۲ a۲ b۲

ADÂ

B D = D C = = = ⇒ AD = CD = x , BD = a − xÂ Â
Â

۲
۲Ĉ
۲

Ĉ

A = AB ⋅ AC − BD ⋅ CD ⇒ = bc − x(a − x) = bc − ax +D۲ x۲ x۲

⇒ bc − ax = ۰ ⇒ ax = bc ⇒ x = ⇒ x = = (۱)
bc

a

۶ × ۸
a

۴۸
a

AD : = ⇒ = = ⇒ ۴x = ۳a − ۳x ⇒ ۷x = ۳a ⇒ x = (۲)
BD

DC

c

b

a − x

x

۸
۶

۴
۳

۳a
۷

= ⇒ = ۱۶ × ۷ ⇒ a = ۴− →−−−
(۱) , (۲) ۳a

۷
۴۸
a

a۲ ۷
−−

√
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  66

  قضیۀ نیمسازها

    67

با نوشتن قضیۀ نیمسازها داریم:

   

‌

( داریم: ( و ) ‌از روابط )

   

برای محاسبۀ طول نیمساز  داریم:

‌

با نوشتن قضیۀ نیمسازها در مثلث  داریم:

‌

   

‌

،  و  وصل می‌کنیم، داریم: از  به    68

برای محاسبۀ مساحت مثلث  داریم:

 دستور هرون

AD = ⇒ AD =
۲AB ⋅ AC ⋅ cos Â

۲

AB + AC

۲ × (x + ۲)(x + ۳) × cos ۶۰∘
  

۱
۲

x + ۲ + x + ۳
  

۲x+۵

⇒ x(۲x + ۵) = + ۵x + ۶ ⇒ ۲ + ۵x = + ۵x + ۶ ⇒ = ۶ ⇒ x =x۲ x۲ x۲ x۲ ۶
−−

√

A = AB ⋅ AC − BD ⋅ DCD۲

: = ⇒ = ⇒ BD = , CD =
BD

DC

۳
۵

BD

BC 
۷

۳
۸

۲۱
۸

۳۵
۸

⇒ A = ۳ × ۵ − × ⇒ AD =D۲ ۱
۸

۳۵
۸

۱۵
۸

قضیۀ نیمسازها در :ABD
Δ

= ⇒ =
x

AE

BD

AD

x

AB

BD

AD + BD

⇒ = = = = ⇒ x = =
x

۳

۲۱
۸

+
۱۵
۸

۲۱
۸

۲۱
۸

۳۶
۸

۲۱
۳۶

۷
۱۲

۷ × ۳
۱۲

۷
۴

BD

CD
=

AB

AC
= =

۶
۸

۳
۴

⇒ BD = CD (۱)
۳
۴

BC = ۷ = BD + CD (۲)

۱۲

۷ = CD + CD
۳
۴

⇒ CD = ۷

۴

⇒ CD = ۴ ⇒ BD = ۳

AD

A = AB × AC − BD × CD ⇒ A = ۶ × ۸ − ۳ × ۴ ⇒ AD = ۶D۲ D۲

ADC

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= = = ⇒ DE = CE

DE

CE

AD

AC

۶
۸

۳
۴

۳
۴

CD = ۴ = DE + CE

۴ = CE + CE = CE ⇒ CE =
۳
۴

۷
۴

۱۶
۷

DE = × =
۳
۴

۱۶
۷

۱۲
۷

A = AD × AC − DE × CEE۲ = ۶ × ۸ − ×
۱۲
۷

۱۶
۷

= ۴۸ − =
۱۹۲
۴۹

۲۱۶۰
۴۹

⇒ AE =
۲۱۶۰
− −−−

√

۷
OABC

+ + =S
A BO

Δ S
A CO

Δ S
B CO

Δ S
A CB

Δ

× OL × ۵ + × OK × ۶ + × OH × ۹ =
۱
۲

۱
۲

۱
۲

S
A CB

Δ

OL + × × ۶ + × × ۹ =
۵
۲

۱
۲

۲
−−

√
۱
۲

۲
−−

√

۳
S
A CB

Δ

OL + ۳ + ۳ = (۱)
۵
۲

۲
−−

√ ۲
−−

√ S
A CB

Δ

ABC

: P = = ۱۰ ⇒ S = = ۱۰
۵ + ۶ + ۹

۲
۱۰ × ۵ × ۱ × ۴
− −−−−−−−−−−−

√ ۲
−−

√
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  69

Mx
L

3
2

H

A

B C

K

7

5
6

 

   

  70

  71
طبق قضیۀ کسینوس‌ها داریم:

‌

  72

  73

(۱) : OL + ۶ = ۱۰ ⇒ OL = ۴ ⇒ OL =
۵
۲

۲
−−

√ ۲
−−

√
۵
۲

۲
−−

√
۸ ۲

−−
√

۵

A C = = ۹B
Δ

نصف محیط
۵ + ۶ + ۷

۲

=S
A CB

Δ ۹(۹ − ۵)(۹ − ۶)(۹ − ۷)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

= = ۶S
A CB

Δ ۹ × ۴ × ۳ × ۲
− −−−−−−−−−−

√ ۶
−−

√

= + +S
A CB

Δ S
A BM

Δ S
B CM

Δ S
A CM

Δ

⇒ ۶ = + +۶
−−

√
۲ × ۵
۲

x × ۷
۲

۳ × ۶
۲

⇒ ۶ = ۵ + ۹ + x = ۱۴ + x ⇒ x = (۶ − ۱۴)۶
−−

√
۷
۲

۷
۲

۲
۷

۶
−−

√

P = = = ۵۲
۴۰ + ۳۹ + ۲۵

۲
۱۰۴
۲

⇒ S = = ⇒ S = ۹ × ۱۳ × ۴P(P − a)(P − b)(P − c)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۵۲ × ۱۲ × ۱۳ × ۲۷
− −−−−−−−−−−−−−−

√

: R = = می‌دانیم=
abc

۴S
۲۵ × ۳۹ × ۴۰
۴ × ۹ × ۱۳ × ۴

۱۲۵
۶

R = ⇒ ۲R =
۱۲۵
۶

۱۲۵
۳

B D : B = + − ۲ × ۷ × ۷ × = ۴۹ + ۴۹ + ۴۹ ⇒ BD = ۷C
Δ

D۲ ۷۲ ۷۲ cos ۱۲۰∘

  
−۱
۲

۳
−−

√

A D : = + − ۲ × ۱ × ۱۳ × cosB
Δ

(۷ )۳
−−

√
۲

۱۲ ۱۳۲ Â

⇒ ۱۴۷ = ۱۲۱ + ۱۶۹ − ۲۸۶ cos ⇒ cos = ⇒ A =Â Â
۱
۲

۶۰∘

= − = × ۱ × ۱۳ × − × ۷ × ۷ ×SABCD S
A DB

Δ S
B DC

Δ

۱
۲

sin ۶۰∘

  
۳√

۲

۱
۲

sin ۱۲۰∘

  
۳√

۲

⇒ = ۳۵٫۷۵ − ۱۲٫۲۵ = ۲۳٫۵SABCD ۳
−−

√ ۳
−−

√ ۳
−−

√

= + ⇒S
A CB

Δ S
A DB

Δ S
A DC

Δ

AB ⋅ AC ⋅ sin = × × sin + × × sin
۱
۲

Â AB
۱
۲
– ––––

AD– –––
Â

۲
AD

۱
۲
– –––––

AC
– –––

Â

۲

⇒ AB ⋅ AC ⋅ sin = AD ⋅ sin ( )Â
Â

۲
AB + AC
– –––––––––

⇒ AD = =
AB ⋅ AC ⋅ sin Â

( ) ⋅ sinAB + AC
– –––––––––

Â

۲

۲AB ⋅ AC ⋅ sin cosÂ

۲
Â

۲

( ) ⋅ sinAB + AC
– –––––––––

Â

۲

⇒ AD = ⇒ AD =
۲AB ⋅ AC ⋅ cos Â

۲

AB + AC

۲bc ⋅ cos Â

۲

b + c

AB = ۸ , AC = ۶ , (AD = AE = DE = ۱ ⇒ = )Â ۶۰∘
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قطرهای  و  را رسم می‌کنیم:   74

  75

  رابطۀ سینوسی مساحت

  76

 در شکل مقابل،  محل همرسی میانه‌هاست. می‌دانیم که محل همرسی میانه‌ها، هر میانه را به نسبت  به  تقسیم می‌کند.

داریم:

 رابطۀ سینوسی مساحت

  77

  قانون کسینوس‌ها

  رابطۀ سینوسی مساحت

B = + − ۲ × ۶ × ۸ × = ۳۶ + ۶۴ − ۴۸ = ۵۲ ⇒ BC = ۲C ۲ ۶۲ ۸۲ cos ۶۰∘

  
۱
۲

۱۳
−−

√

= − (۱)SDECB S
A CB

Δ S
A ED

Δ

= × ۶ × ۸ × = ۱۲S
A CB

Δ

۱
۲

sin ۶۰∘

  
۳√

۲

۳
−−

√

= =S
A ED

Δ

۳
−−

√

۴
(۱)

۲
۳
−−

√

۴

(۱) : = ۱۲ − =SDECB ۳
−−

√
۳
−−

√

۴

۴۷ ۳
−−

√

۴

ACBD

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

A C : = = → : MP ||AC , = ⇒ AC = ۸D
Δ DP

DC

DM

AD

۱

۲
عکس تالس

MP

AC

۱

۲

A D : = = → : MN ||BD , = ⇒ BD = ۶B
Δ AN

AB

AM

AD

۱

۲
عکس تالس

MN

BD

۱

۲
AC BD = α و= زاویۀ بین ۹۰∘

= × AC × BD × sinα = × ۶ × ۸ × sin = ۲۴SABCD

۱
۲

۱
۲

۹۰∘

A C : = + − ۲ × ۵ × ۳ × cosP
Δ

قانون کسینوس‌ها در (۷ )۲
−−

√
۲

(۵ )۲
−−

√
۲

(۳ )۲
−−

√
۲


−−

√ ۲
−−

√ P̂

۲ × ۴۹ = ۲۵ × ۲ + ۹ × ۲ − ۶۰ cos ⇒ cos = ⇒ =P̂ P̂
−۱
۲

P̂ ۱۲۰∘

: = × ۲ × ۳ × =S
A BP

Δ

۱
۲

۳
−−

√ ۲
−−

√ sin ۶۰∘

  
۳√

۲

۹ ۲
−−

√

۲

O۱۲

OC = × ۱۵ = ۱۰ , OB = × ۱۲ = ۸
۲
۳

۲
۳

: = × ۱۰ × ۸ × = ۲۰S
B CO

Δ

۱
۲

sin ۱۲۰∘

  
۳√

۲

۳
−−

√

= ⇒ ۲۰ = ⇒ = ۶۰S
B CO

Δ

۱
۳
S
A CB

Δ ۳
−−

√
۱
۳
S
A CB

Δ S
A CB

Δ ۳
−−

√

: D = A + A − ۲AD ⋅ AE × cosE۲ D۲ E۲ Â

۱۷ = ۹ + ۱۶ − ۲ × ۳ × ۴ × cos ⇒ cos = ⇒ sinA = =Â Â
۱
۳

۱ − ( )
۱
۳

۲
− −−−−−−

⎷


۲
−−

√

۳

: = × AD × AE × sin ⇒ = × ۳ × ۴ × = ۴S
A ED

Δ

۱
۲

Â S
A ED

Δ

۱
۲

sin Â  
۲ √

۳

۲
−−

√
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  رابطۀ سینوسی مساحت

  78

A

CB

9 16

 

  رابطۀ سینوسی مساحت

  قانون کسینوس‌ها

 ‌در مثلث  داریم: 79

6
2

8 km

4 km
135

̥

km

C

D

B AM

 

   

، از تفاضل مساحت مثلث‌های  و  استفاده می‌کنیم: برای محاسبۀ مساحت 

‌

‌مساحت مثلث  را با استفاده از رابطۀ سینوسی محاسبۀ مساحت مثلث به‌دست می‌آوریم:

    

   

  80

‌مساحت مثلث را از دستور هرون به‌دست می‌آوریم:

داریم:   81

: = × ۶ × ۱۰ × = ۲۰S
A CB

Δ

۱
۲

sin Â  
۲ √

۳

۲
−−

√

= − ⇒ = ۲۰ − ۴ = ۱۶SBDEC S
A CB

Δ S
A ED

Δ SBDEC ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

: S = AB × AC × sin
۱
۲

Â

S = × ۹ × ۱۶ × sin = ۲۴
۱
۲

Â ۵
−−

√

⇒ sin = ⇒ cos = = ±Â

۵
−−

√

۳
Â ۱ − ( )

۵
−−

√

۳

۲− −−−−−−−−

⎷

 ۲
۳

: B = + − ۲ × ۹ × ۱۶ × ( )C ۲ ۹۲ ۱۶۲ cos Â  
±
۲
۳

−۲
۳

مقدار بیشتر با

B = ۵۲۹ ⇒ BC = ۲۳C ۲

MBC

=B̂ ۹۰∘ , = =Ĉ M̂ ۴۵∘ ⇒ BM = BC = ۴ ⇒ CM = ۴ ۲
−−

√

ABCDAMDBMC

= −SABCD S
AMD
△

S
BMC
△

AMD

S
AMD
△

= × AM
۱
۲

×MD × sin ۴۵∘
= × ۱۲

۱
۲

×۱۰ × = ۶۰۲
−−

√
۲
−−

√

۲

S
BMC

Δ = × ۴ × ۴ = ۸
۱
۲

⇒ SABCD = ۶۰ − ۸ = ۵۲km۲

S = a ⋅ = b ⋅ = c ⋅
۱
۲

ha

۱
۲

hb

۱
۲

hc

S = a × ۳ = b × ۴ = c × ۶ ⇒ a = , b = , c =
۱
۲

۱
۲

۱
۲

۲S
۳

S

۲
S

۳

p = = = S
a + b + c

۲

+ +
۲S
۳

S

۲
S

۳

۲
۳
۴

p − a = S − = , p − b = − = , p − c = S − =
۳
۴

۲S
۳

S

۱۲
۳S
۴

S

۲
S

۴
۳
۴

S

۳
۵S
۱۲

⇒ S = ⇒ = ⇒ S =× × ×
۳S
۴

S

۱۲
S

۴
۵S
۱۲

− −−−−−−−−−−−−−−−

√ S
۱۵
−−

√

۴۸
S۲ ۴۸

۱۵
−−

√

32

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 
بنابراین داریم که:

بنابراین، مثلث قائم‌الزاویه است.

ارتفاع‌های مثلث با عکس نسبت اضلاع، متناسبند، زیرا:   82

،  و  است، داریم: پس در مثلث اوّل که اضلاع آن 

در دو مثلث متشابه، ارتفاع‌ها نسبت‌های برابر دارند. داریم:

+ =
۱

( )۳
−−

√
۲

۱

( )۶
−−

√
۲

۱

( )۲
−−

√
۲

+ = , = , = , =
۱

h
۲
a

۱

h
۲
b

۱

h
۲
c

۱
ha

a

۲S
۱
hb

b

۲S
۱
hc

c

۲S

⇒ + = ⇒ + = ( c)
a۲

۴S۲

b۲

۴S۲

c۲

۴S۲
a۲ b۲ c۲ وتر است

S = a ⋅ = b ⋅ = c ⋅ ⇒ × a ⋅ = b ⋅ = c ⋅ = k
۱
۲

ha

۱
۲

hb

۱
۲

hc

۱
۲

۶
−−

√
۱
۲

۳
−−

√
۱
۲

۲
−−

√

⇒ c = , b = , a = ⇒ sin = = = = ⇒ = ⇒ =
۲k

۲
−−

√

۲k

۳
−−

√

۲k

۶
−−

√
Â

BC

AB

a

c

۲k

۶√

۲k

۲√

۱

۳
−−

√
Â ۶۰∘

B̂ ۳۰∘

S = a ⋅ = b ⋅ = c ⋅ ⇒ = = = ۲S
۱
۲

ha

۱
۲

hb

۱
۲

hc

ha

۱
a

hb

۱
b

hc

۱
c

۳۵

= = = k ⇒ = , = , =
ha

۱
۵

hb

۱
۵

hc

۱
۳

ha

k

۵
hb

k

۵
hc

k

۳

= = ⇒ ۳x = ۵۰ ⇒ x =
۱۰
k

۵

۱۰
k

۵

x

k

۳

۵۰
۳
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