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درس 1: استدلال ریاضی

ثابت کنید اگر   برابر مجموع مربع هاي   عدد صحیح باشد.   نیز برابر مجموع مربع هاي دو عدد صحیح است.  1a22a

ثابت کنید اگر   برابر حاصلضرب دو عدد زوج متوالی باشد آنگاه  مربع کامل است.  2n n+ 1

ثابت کنید اگر  مضرب   باشد آنگاه   مضرب   است.  3 n28n4

ثابت کنید مکعب هر عدد فرد عددي فرد است.  4

آیا اعدادي صحیح مانند  و  وجود دارند که  5
 

xy

+ = (x+ yx2 y2 )2

ثابت کنید هر عدد فرد برابر با تفاضل مربع هاي دو عدد صحیح است.  6

ثابت کنید حاصلضرب هردو عدد فرد متوالی به علاوة یک، مربع کامل است.  7

گزاره هاي زیر را اثبات یا با ارائۀ مثال نقض آن ها را رد کنید.  8
الف) مربع و مکعب هر عدد فرد عددي فرد است.

ب) میانگین پنج عدد طبیعی متوالی همان عدد وسطی است.

. عددي حقیقی مانند  ارائه کنید به طوري که   9x<x3 x2

ثابت کنید اگر  دو عدد صحیح باشند و   عددي فرد باشد آنگاه  عددي زوج است.  10 b,aa+ b ab

اگر   عددي صحیح و   عددي فرد باشد آنگاه    نیز فرد است.  11nn2n

1



ثابت کنید معادلۀ  در مجموعۀ اعداد فرد جواب ندارد.  12 + = 1
1
x

1
y

اگر عددي صحیح و   زوج باشد آنگاه   نیز زوج است.  13nn3n

با فرض اینکه  عددي گنگ است ثابت کنید عدد  نیز عددي گنگ است.  14 6
−−

√  + 2
−−

√ 3
−−

√

ثابت کنید کوچکترین عدد حقیقی مثبت وجود ندارد.  15

xy xy 16 فرض کنید  عددي گنگ باشد، ثابت کنید حداقل یکی از اعداد  و  عددي گنگ است.

اگر مجموع سه عدد صحیح برابر  باشد ثابت کنید حداقل یکی از این سه عدد بزرگتر یا مساوي  است.  174716

آیا مقادیر حقیقی و ناصفر  و  چنان وجود دارند که:  18

 

ab

= + (a+ b ≠ 0)
1

a+ b

1
a

1
b

اگر  و  دو عدد گنگ باشند ولی  گویا باشد، ثابت کنید  و  گنگ هستند.  19αβα+ βα− βα+ 2β

x 20 فرض کنید  عددي گویا و  عددي گنگ باشد ثابت کنید   عددي گنگ است. ≠ 0 yxy

اگر   عددي صحیح باشد آنگاه  عددي زوج است.  21n + 5nn2

. ثابت کنید   22 + < 2 5
−−

√ 7
−−

√ 6
−−

√

،  آنگاه  به روش بازگشتی ثابت کنید اگر   23a > 0a+ ≥ 2
1
a

درس 2: بخش پذیري در اعداد صحیح

. ثابت کنید: اگر  آنگاه  و  و   24a|ba| − b−a|b−a| − b

25ab فرض می کنیم  ( ،  ،  و  اعداد صحیح و ناصفرند) در این صورت پنج رابطۀ عاد کردن از این تساوي نتیجه بگیرید. = cdabcd

اگر  و  ثابت کنید:  26

 

m,n ∈ Na, b ∈ Z

m ≤ n , a|b ⇒ |am bn
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، ثابت کنید:  اگر عددي مانند  در  باشد به طوري که   27kZ5|4k+ 125|16 + 28k+ 6k2

بزرگ ترین مقدار  را بیابید به طوري که  هر دو عدد  و  را بشمارد.  28xx7n− 45n+ 3

؟ ، همواره می توان نتیجه گرفت که  آیا از اینکه  و   29a|bc|da+ c|b+ d

، ثابت کنید  عددي اول است. اگر  و  و   30a > 1a|9k+ 4a|5k+ 3a

به ازاي چند مقدار صحیح  رابطۀ  برقرار است؟  31x2x+ 1 |3x+ 7

ثابت کنید: الف) هر دو عدد صحیح و متوالی نسبت به هم اول اند. ب) هر دو عدد صحیح و فرد متوالی نسبت به هم اول اند.  32

.( +m,m)(راهنمایی: فرض کنید  و ثابت کنید  و نتیجه بگیرید 1) = dd|1d = 1

به ازاي چند عدد صحیح از  رابطۀ  برقرار است؟  33nn+ 1 |7n+ 5

. ،  عدد صحیح باشند و  ثابت کنید:  34b فرض کنید  , a211 |2a− 3b11 |7a− 5b

اگر  ثابت کنید:  35

 

m | c− d , m |a− b

m |ac− bd

، ثابت کنید  عددي اول است.   ،  ، اگر   36a > 1a|9k+ 4a|5k+ 3a

37n فرض کنید  آنگاه ب. م. م دو عدد  و  را محاسبه کنید: ∈ N4 + 6n+ 13n22n+ 1

−6a)38 فرض کنید  آنگاه  چند مقدار متمایز می تواند داشته باشد؟ 4 , 8a+ 2) = dd

. اگر  و  و  هر دو عدد اول باشند، ثابت کنید   39p ≠ qpq(p, q) = 1

. ثابت کنید اگر  آنگاه   40d|b , c|a , (a , b) = 1(c , d) = 1

ثابت کنید اگر  عددي طبیعی باشد کسر  ساده شدنی نیست.  41n
21n+ 4
14n+ 3
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( حاصل هریک را به دست آورید: (  42

  (الف

 (ب
 (پ

 (ت

 (ث

m ∈ Z

([ ,m], )m2 m5

(2m,6 )m3

(3m+ 1,3m+ 2)
[ , ( , )]m7 m2 m3

[(72,48),120]

a)43 فرض کنید  را بیابید. , b) ، a , b ∈ N , (a− 2b , 2a+ 3b) = 1

. ثابت کنید اگر ترکیبی خطی از  و  برابر یک شود آنگاه  به عبارت دیگر اگر  آنگاه   44ba(a , b) = 1ax+ by = 1(a , b) = 1

+45c|a فرض کنید  ثابت کنید  b(a , c) = (b , c)

. ، آنگاه  ثابت کنید اگر   46(a , c) = 1 , (a , b) = 1(a , bc) = 1

47p فرض کنید  عددي اول باشد اگر آنگاه حاصل  را بیابید: , a , ∈ N= p
[a , b]

(a , b)

+a2 b2

( , )a3 b2

اگر  و  و  آنگاه  را محاسبه کنید:  48a , b ∈ N(a , 13) ≠ 1(2a , b) = 1[13b , 2a]

در تقسیم عدد طبیعی  بر  باقیماندة تقسیم  واحد از مربع خارج قسمت کمتر است، بیشترین مقدار ممکن  را بیابید.  49a274a

اگر در یک تقسیم، مقسوم و مقسوم علیه، هر دو بر عدد صحیح  بخش پذیر باشند، ثابت کنید باقی ماندة تقسیم نیز همواره بر   50
بخش پذیر است.

nn

در یک تقسیم مقسوم  واحد بیشتر از مقسوم علیه است اگر باقیمانده برابر  باشد تمام مقادیر ممکن براي خارج قسمت را  51
بیابید.

847

اگر باقی ماندة تقسیم عدد  بر  برابر  باشد، در این صورت باقی مانده تقسیم عدد  بر  را به دست آورید.   52a432a+ 38

ثابت کنید حاصل ضرب سه عدد صحیح متوالی همواره بر  بخش پذیر است.  533!

. اگر  عددي صحیح باشد ثابت کنید   54
.( (راهنمایی: براي  سه حالت  و  و ... در نظر بگیرید و در هر حالت ثابت کنید 

n3| − nn3

nn = 3kn = 3k+ 13| − nn3

اگر  عددي صحیح و فرد باشد و  در این صورت باقی ماندة تقسیم عدد  بر  را بیابید.  55ab|a+ 2( + + 3)a2 b28
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اگر باقی ماندة تقسیم عدد  بر دو عدد  و  به ترتیب  و  باشد، باقی ماندة تقسیم عدد  را بر  بیابید.  56a7857a56

اگر  عددي صحیح و دلخواه باشد ثابت کنید همواره یکی از اعداد صحیح  یا  یا  بر  بخش پذیر است.  57aaa+ 2a+ 43

ثابت کنید تفاضل مکعب هاي دو عدد صحیح متوالی عددي فرد است.  58

درس 3: هم نهشتی در اعداد صحیح، کاربردها

» را بیان و اثبات کنید. 59abma عکس عبارت «اگر باقی مانده هاي تقسیم دو عدد  و  بر  مساوي باشند آن گاه  b≡
m

، ثابت کنید فقط یکی از سه حالت زیر امکان پذیر است. اگر   60

   یا    یا  

(  (به عبارت دیگر،   یا    یا  

k ∈ Z

k 2≡
3

k 1≡
3

k 0≡
3

k ∈ [0]3k ∈ [1]3k ∈ [2]3

اگر اول مهرماه در یک سال روز یکشنبه باشد،  اسفندماه در همان سال چه روزي از هفته است؟  617

با استفاده از بسط دوجمله اي خیام یعنی،  62

 

.  ثابت کنید که براي هر  و  همواره 

(a+ b = ( )× +( )× b+( )× +( )× +⋯+( )×)n
n

0
an

n

1
an−1 n

2
an−2b2 n

3
an−3b3 n

n
bn

n ∈ Na, b ∈ Z(a+ b +)n ≡
ab

an bn

ثابت کنید: اگر باقی مانده هاي تقسیم دو عدد  و  بر  مساوي باشند آن گاه  .  63abma b≡
m

64a فرض کنیم،  و  و  در این صورت ثابت کنید  . b≡
m

b c≡
n

(m,n) = da c≡
d

اگر  و  ثابت کنید  .  65a b≡
m

n|ma b≡
n

اگر  ثابت کنید:   66
 

a b≡
m

(a,m) = (b,m)

.   . ، آنگاه ثابت کنید:   67a فرض کنید   b≡
m

ka kb≡
km

(k ∈ N)

اگر  بهمن در یک سال جمعه باشد،  مردادماه در همان سال چه روزي از هفته است؟  681231

6913989 عدد  به کدام دستۀ هم نهشتی به پیمانۀ  تعلق دارد؟
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باقی ماندة تقسیم عدد  را بر  بیابید.  70A = ( + 7) × 921123

باقی ماندة تقسیم  را بر  به دست آورید.  71+ 1938364

+727x جواب هاي عمومی معادلۀ سیالۀ خطی  را به دست آورید. 5y = 11

اگر دو عدد  و  رقم یکان برابر داشته باشند رقم یکان عدد  را به دست آورید.  73(3a− 5)(4a− 7)(9a+ 6)

ثابت کنید عدد  بر عدد  بخش پذیر است.  74− −2351 1151 1251132

7573x صورت کلی جواب هاي معادلۀ هم نهشتی  را بیابید: 1≡
23

76a5911 همۀ اعداد صحیح چون  را بیابید که  برابر آن ها به علاوة  بر  بخش پذیر باشد.

اگر  صورت کلی  را بیابید:  777x− 2 ∈ [6]13x

معادله هاي هم نهشتی زیر را در صورت امکان حل کرده و جواب هاي عمومی آن ها را به دست آورید.  78

423x 79≡
11

8x 20≡
12

51x 11≡
6

اگر در یک سال، شنبه روز اول مهر باشد، در این صورت با استفاده از هم نهشتی تعیین کنید  بهمن همان سال چه روزي از هفته  79
است؟

12

8xمعادلۀ هم نهشتی  را حل کرده و جواب عمومی آن را به دست آورید.  20≡
11

به چند طریق می توان  تومان را به اسکناس هاي  و  تومانی تبدیل کرد؟  802900020005000

باقی ماندة تقسیم عدد  را بر  به دست آورید. (رقم یکان  را بیابید.)  81A = 1! + 2! + 3! +⋯+ 500!10A
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فصل دوم: گراف و مدل سازی

به چند طریق می توان یک کیسۀ  کیلویی را با وزنه هاي  و  کیلویی وزن کرد؟  822335

اگر  جواب هایی از معادلۀ سیالۀ  باشند آنگاه باقیماندة تقسیم  بر  را بیابید:  83y,x14x+ 11y = 56x11

84 شخصی در یک مسابقۀ علمی شرکت کرده است. او به سؤالات  امتیازي و  امتیازي پاسخ داده و مجموعاً  امتیاز کسب کرده
است. این شخص به چه صورت هایی توانسته این امتیاز را به دست آورد؟ (پاسخ به هر سؤال یا امتیاز کامل دارد و یا امتیازي ندارد.)

7973

به چند طریق می توان از بین دو نوع گل یک دستۀ گل شامل  شاخه به دلخواه انتخاب کرد؟  859

اگر معادلۀ  در مجموعۀ اعداد صحیح داراي جواب باشد  چه مقادیري می تواند داشته باشد؟  8654x+ 21y = 7n+ 13n

با تبدیل معادله سیالۀ خطی  به معادلۀ هم نهشتی و حل آن جواب هاي عمومی این معادله را بیابد.   875x+ 2y = 18

درس 1: معرفی گراف

88 هرگاه 
. الف - مطلوب است: 

. ب - مطلوب است: 

E = {ac,dc, ed,da, bc, ce} , V = {a, b, c,d, e} , G = (V ,E)

p+ q+ δ+Δ

| (a)| + | [e]|NG NG

89  تیم فوتبال  در یک گروه قرار دارند و تیم ها دوبه دو باهم بازي می کنند. در مورد بازي هاي انجام شده اطلاعات زیر را
داریم:

تیم  تیم هاي  را برده است. تیم  به تیم هاي  باخته است. تیم  از تیم  شکست خورده ولی تیم  را برده است.

تیم  نیز  تیم  را برده است. تیم  به تیم  باخته و تیم  را شکست داده است. گراف جهت دار اطلاعات فوق را رسم کنید و اگر

براي هر برد  امتیاز در نظر بگیریم مشخص کنید که:
 الف) تیم  با کدام تیم ها بازي نکرده است؟

ب) امتیاز تیم ها را بنویسید.

5e,d, c, b,a

ab, ebc,acdb

d2c, eeac

3
a

d

a b

c

مجموعۀ رأس ها و یال هاي گراف مقابل را بنویسید.   90
 

گراف ساده و غیر تهی  مفروض است. اگر تعداد یال هاي  دوبرابر تعداد رأس هایش باشد، آنگاه  حداقل چند رأس دارد؟  91GGG
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کدام یک از گراف هاي زیر ساده است؟  92
v1

v2

(الف
v3

v2v

v

1

4

(ب

v

v v2

1

3
(ج

v1

v2

v3

(د

v

v v2

1

3 v4

v5

(هـ

جاهاي خالی را با عبارت مناسب کامل کنید.   93

رأسی، .................. یال دارد. 8الف) یک گراف کامل 

ب) اگر یک یال گراف، یک راس را به خود آن رأس وصل کند، این یال را .................. می نامیم. 

پ) مرتبۀ گراف، نشان دهندة تعداد .................. گراف است. 

ت) در یک گراف k منتظم ماکزیمم درجه رأس ها برابر با ..................  است.

تعداد کل گراف هاي ساده را روي مجموعۀ  بیابید. همچنین مطلوب است تعداد گراف هایی که:  94

الف - داراي  یال باشد.

ب - داراي  یال باشد و یال هاي  را شامل باشد.

V = {a, b, c,d, e}

5

7ed,ab, cd

تمام گراف هاي مرتبۀ  را در دو حالت زیر رسم کنید:  95
الف) رأس ها نام نداشته باشند.

ب) رأس ها نام گذاري شده باشند.

3

با  رأس  چند گراف ساده می توان ساخت به طوري که:  96

الف - یال  موجود باشد.
ب - یال هاي  موجود باشند ولی یال  موجود نباشد.

4{a, b, c,d}

ab

ab, cdac

در گراف  مجموعۀ  مجموعۀ رأس ها می باشد. اگر مجموعۀ همسایگی هاي رأس ها به صورت زیر باشد:  97

 گراف  را رسم کنید.
آیا رأس هاي  مجاورند؟ آیا یال هاي  مجاور ند؟

GV = {a, b, c,d, e,f}

(a) = {b} , (b) = {a, c} , (c) = {b, e,d}NG NG NG

(d) = {e, c} , (e) = {c,d} , (f) = ∅NG NG NG

G

e, bcd, bc
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a

b c

d

f

e  

گراف  به صورت مقابل رسم شده است. مجموعه هاي  و  را مشخص کنید. درجۀ رأس ها و  98
بیشترین و کمترین درجۀ رأس ها را بنویسید.

مجموعۀ همسایگی باز رأس ها را بنویسید.
 

G = (V ,E)EV

تمام گراف هاي مرتبۀ  را رسم کنید که در همۀ آنها بیشترین درجۀ رأس ها یک باشد.  996

اگر درجات رئوس گراف  به صورت  باشد، اندازة گراف  چقدر است؟  100G5,4,3,3,3,2,2,2Ḡ

101 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.

، داریم:   الف) اگر 

 

a, b ∈ R

a < b ⇔ <a2 b2

ب) حاصل جمع هر دو عدد گنگ، عددي گنگ است. 

a|bmnmپ) اگر  و  , دو عدد طبیعی باشند، که  آنگاه  ≤ n|am bn

تعداد رأس هاي زوج هر گراف، عددي فرد است. 

در یک گراف با  یال که درجۀ هر رأس آن حداقل  است، بیشترین تعداد رأس کدام است؟  102204

. در گرافی با  رأس و  یال که مجموعۀ رأس هاي آن  می باشد، ثابت کنید:   103pqV = { , , ,⋯ }v1 v2 v3 vpδ ⩽ ⩽ Δ
2q
p

، گراف  - منتظم مرتبۀ  وجود دارد؟ به ازاي چند مقدار   104rr15

، مقادیر و  را بیابید و گرافی با این مشخصات رسم کنید. +105G3pq  گرافی  - منتظم از مرتبۀ  است. اگر  4 = 2ppq

یک گراف کامل داراي  یال است. درجۀ هر رأس را بیابید.  10655

v5

2

3
41

v
v

v

v
v

6

چند یال به گراف مقابل اضافه کنیم تا یک گراف کامل به دست آید؟  107
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تعداد یال هاي گراف کامل  از تعداد یال هاي گراف کامل  ،  واحد بیشتر است. تعداد یال هاي  چقدر است؟  108KpKp−315Kp

یک گراف از مرتبۀ  و اندازة  داراي چند رأس از درجۀ   است؟  109935max

.  مکمل این گراف چند ، تعداد عضو هاي همسایگی باز رأس هاي گراف عبارتند از:  در گراف  از مرتبۀ   110
یال دارد؟

Gp = 85,4,3,3,3,2,2,2

 

مکمل گراف هاي زیر را رسم کنید.   111
 

112G614Ḡ  گرافی ساده از مرتبۀ  می باشد که مجموع درجات رأس هاي آن  است. مجموع درجات رأس هاي  کدام است؟

، بین  رأس دلخواه و متمایز  چند مسیر متفاوت وجود دارد؟ در گراف   113K52u,v

c

a

b

e

d  

در گراف مقابل، تمام مسیر هاي از رأس  به رأس  را بنویسید.  114ab

6

v5

4

1
2

3

v

v

v
v

v

 

در گراف مقابل، دو مسیر از  به  یکی با کمترین طول و دیگري با بیشترین طول بنویسید.  115v1v4

-منتظم چنان رسم کنید که دوري به طول  نداشته باشد. گرافی ساده و   11633

گراف  با مجموعۀ رئوس  و مجموعۀ یال هاي  117
 را در نظر بگیرید. تمام دور هاي این گراف را بنویسید.

G = (V ,E)V = { , , , , , }v1 v2 v3 v4 v5 v6

E = { , , , , , , , }v1v2 v1v3 v2v3 v3v4 v3v5 v4v5 v4v6 v5v6

 

d

ea

c

b f g

در گراف رو به رو، تمام دور ها را بنویسید.  118
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a

b

c d

e
f

j
g

h

در گراف زیر، دور هایی به طول  را بنویسید.  1199,8,6,5

گرافی با  رأس همبند است. بیشترین و کمترین تعداد یال هاي این گراف را بنویسید.  12020

آیا گراف هاي  منتظم مرتبۀ  و  منتظم مرتبۀ  همواره همبند هستند؟  121−38−26

درس 2: مدل سازي با گراف

a b

c
de

f g
 

براي گراف مقابل، سه مجموعۀ احاطه گر بنویسید.  122

a

e b

cd

j

f

g
h

براي گراف مقابل، سه مجموعۀ احاطه گر بنویسید.  123

e

a b

d

f

h

g

c

124 شکل مقابل، منطقه اي از یک شهر است. قرار است در برخی از تقاطع هاي این شهر دستگاه هاي خودپرداز به گونه اي نصب شود که
اولاً: براي راحتی شهروندان دستگاه ها به گونه اي نصب شوند که هر فرد در هر تقاطعی که قرار گرفته باشد، یا در همان تقاطع به دستگاه
خودپرداز دسترسی داشته باشد یا حداکثر با رفتن به یک تقاطع مجاور به دستگاه خودپرداز دسترسی پیدا کند. ثانیاً: به جهت صرفه جویی

در هزینه ها با کمترین تعداد دستگاه خودپرداز ممکن این کار صورت بگیرد. خودپردازها را در کدام تقاطع ها قرار دهیم؟

اگر یک صفحۀ شطرنج  را در نظر بگیریم، حداقل چند وزیر مورد نیاز است تا هر مهره اي، در هر قسمتی از صفحه که باشد  125
توسط وزیر تهدید شود؟

4 × 4
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a

b c

def

g h

براي گراف مقابل، یک مجموعۀ احاطه گر، یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم و یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال بنویسید.   126

 

a

b

cd

e

تمام مجموعه هاي احاطه گر مینیمم را براي گراف زیر بنویسید.  127

گراف  را رسم کنید.  128

-مجموعه از آن را مشخص نمایید. الف) یک 

عضوي از آن را مشخص نمایید. ب) یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال 

P12

γ

6

d

a b c

f g

h

e

در گراف مقابل، یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم بنویسید.  129

a
b c d e f g h

j

 

130 عدد احاطه گري گراف مقابل را بیابید.

-منتظم  رأسی بکشید که عدد احاطه گري آن کمترین مقدار ممکن باشد. 131212 یک گراف 

گرافی مشخص کنید که عدد احاطه گري آن دقیقاً   باشد.  132⌈ ⌉
n

△ +1

الف) یک گراف  رأسی با عدد احاطه گري  رسم کنید که یک مجموعۀ احاطه گر یکتا با اندازة  داشته باشد.  133

ب) یک گراف   رأسی با عدد احاطه گري  رسم کنید که بیش از یک مجموعۀ احاطه گر با اندازة  داشته باشد.

622

622

-مجموعۀ آن با اندازة یک باشد، رسم کنید. رأسی که  الف) یک گراف   134

-مجموعۀ آن با اندازة دو باشد، رسم کنید. رأسی که  ب) یک گراف 
رأسی که عدد احاطه گري آن  باشد، ارائه دهید. . روشی براي رسم یک گراف  پ) فرض کنید  و  دو عدد طبیعی باشند و 

6γ

6γ

nkk ≤ nnk
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. رأسی باشد، نشان دهید:  -منتظم  اگر  یک گراف   135Gkn⌈ ⌉ ≤ γ(G)
n

k+ 1

، در این صورت به چه ویژگی هایی از گراف  می توان پی برد؟ اگر براي گراف  داشته باشیم   136

( و حداقل و حداکثر تعداد یال هایی که گراف  می تواند داشته باشد را مشخص کنید)
Gγ(G) = 1G

Δ(G)G

 

نشان دهید عدد احاطه گري در گراف زیر با  برابر نیست.  137 ⌈ ⌉ 
n

△ +1

در گرافی با  رأس عدد احاطه گري یک می باشد. حداقل و حداکثر تعداد یال هاي این گراف چقدر است؟  1385

در گراف هاي زیر،  کدام است؟  139

a b

e f

c

g

d

h

j k

(الف)(ب)

γ(G)

p7

140 عدد احاطه گري را براي هریک از گراف هاي زیر مشخص نمایید. 

c

ba

d

e f

gh

 

a b c d

f

jhg

e

13

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



فصل سوم: ترکیبیات

a b c d

j

hgfe

k

l  

a c d

jhg

e

f k l

b

m n o

p r sq  

درس 1: مباحثی در ترکیبیات

تاسی را به طور متوالی پرتاب می کنیم. چند حالت مختلف وجود دارد، براي اینکه تاس در نهمین پرتاب براي اولین بار  بیاید؟  1416

142 شخصی در یک آزمون تستی  گزینه اي با  سؤال، شرکت کرده است. چند حالت وجود دارد براي اینکه آن شخص به همۀ
سؤالات پاسخ غلط دهد؟ (همۀ سؤالات یک پاسخ دارند.)

420

143 شخصی در یک آزمون تستی  گزینه اي با  سؤال، شرکت کرده است. چند حالت وجود دارد، براي اینکه آن شخص به همۀ
سؤالات پاسخ درست یا غلط دهد؟ (همۀ سؤالات یک پاسخ درست دارند.)

420

چند رمز عددي  رقمی بدون رقم تکراري می توان ساخت؟  1445

چند عدد  رقمی بدون رقم تکراري می توان ساخت؟  1455

14

ب خوردن 20 بگیر
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A B C D

در شکل زیر چند مسیر مختلف از  به  وجود دارد؟ (از هر مسیر و هر نقطه حداکثر یک بار مجاز به عبور هستیم.)  146AD

مقدار  در عبارت  را به دست آورید.  147n=
n! (n− 3)!

(n− 2)! (n− 1)!
3
2

با توجه به معادلۀ زیر، حاصل  چند است؟  148C(n+ 1,n− 3)

= 1320
(2n+ 2)!
(2n− 1)!

معادلۀ زیر را حل کنید.  149

= 3(7!)
P (n,n− 2)
C(n,n− 3)

عبارت زیر را ساده کنید.  150
3C(n,n− 3)
P (n,n− 2)

151  کتاب فیزیک متفاوت و  کتاب ریاضی متفاوت را می توانیم به چند طریق در یک ردیف بچینیم؟ اگر:
الف) هیچ محدودیتی نباشد؛

ب) همواره کتاب هاي فیزیک کنار هم باشند؛
پ) هیچ دو کتاب ریاضی کنار هم نباشند؛

ت) یک کتاب ریاضی خاص و دو کتاب فیزیک خاص همواره کنار هم باشند.

45

براي کنار هم قرار گرفتن  دانش آموز پایۀ دوازدهم و  دانش آموز پایۀ یازدهم مسئله اي طرح کنید که پاسخ آن  باشد.  152467! × 4!

153 می خواهیم  نفر را که دوبه دو برادر یکدیگرند، در دو طرفِ طولِ یک میز مستطیلی شکل بنشانیم. اگر بخواهیم هر نفر روبه روي
برادرش بنشیند، به چند طریق می توان این کار را انجام داد؟

8

علی و  نفر از دوستانش به چند حالت می توانند، در یک ردیف قرار بگیرند، به طوري که علی شخص وسط نباشد؟  1546

در چند جایگشت از حروف کلمۀ  عبارت  دیده می شود؟  155righttg

در چند جایگشت از حروف کلمۀ  حروف  و  کنار هم آمده اند؟  156rightgt

1573  در چند عدد  رقمی حاصل ضرب رقم ها فرد است؟

15
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علی و حسین و  نفر دیگر به چند حالت می توانند دور یک میز دایره اي بشینند، به طوري که علی کنار حسین باشد؟  1584

159 می خواهیم روي تعدادي جعبۀ حاوي اجناس تولیدشدة خاصی را کدگذاري و هر جعبه را با یک کد، شاملِ  حرفِ

، از بقیه مجزا کنیم. حداکثر چند جعبه را می توانیم با این کدها از بقیه مجزا کنیم؟

9

d,d,d, c, c,a, b,a,a

،  و  چه تعداد کد  رقمی می توان نوشت؟  ،  ،  ، با ارقام   1605677576

161 هشت نفر به چند طریق می توانند در سه اتاق سه نفره و چهارنفره و یک نفره قرار بگیرند؟ 

1627  نفر به چند طریق می توانند، در دو اتاق دونفره و یک اتاق سه نفره قرار بگیرند؟

، در این صورت چند رمز یا کد  رقمی می توان نوشت که هریک شامل اگر داشته باشیم  و   163
دو رقم از  و سه رقم از  باشد؟

A = {1,2,3,4}B = {5,6,7,8,9}5
AB

164 سکه اي را به طور متوالی پرتاب می کنیم. چند حالت مختلف وجود دارد، براي اینکه سکه در پنجمین پرتاب، براي دومین بار پشت
بیاید؟

A

B

ضلعیِ ایجاد شده باشد؟ به چند حالت می توان  نقطه از بین نقاط زیر انتخاب کرد، به گونه اي که  یکی از اضلاع   1654AB4

A

B

 

ضلعیِ ایجادشده باشد؟ به چند حالت می توان  نقطه از بین نقاط زیر انتخاب کرد، به گونه اي که  قطر   1664AB4

از بین  جفت کفش مختلف به چند حالت می توان،  لنگه کفش انتخاب کرد که هر  براي پاي راست باشند؟  167833

از بین  جفت کفش مختلف به چند حالت می توان  لنگه کفش انتخاب کرد که بین آنها هیچ جفتی وجود نداشته باشد؟  16883

از بین  جفت کفش مختلف، به چند حالت می توان  لنگه کفش انتخاب کرد که بین آنها دو جفت وجود داشته باشد؟  16985

مجموعۀ اعداد طبیعی یک رقمی، چند زیرمجموعۀ  عضوي دارد که عضو کوچک تر از  نداشته باشد؟  17034

16
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مجموعۀ اعداد طبیعی یک رقمی، چند زیرمجموعۀ  عضوي دارد که بزرگ ترین عضوش  باشد؟  17137

مجموعۀ اعداد طبیعی یک رقمی، چند زیر مجموعۀ  عضوي شامل  و فاقد  دارد؟  172589

مجموعۀ اعداد طبیعی یک رقمی، چند زیرمجموعۀ  عضوي شامل  دارد؟  17359,8

به چند طریق می توان،  توپ یکسان را بین  نفر و به دلخواه توزیع کرد؟  17453

به چند طریق می توان،  توپ یکسان را بین  نفر توزیع کرد، هرگاه بخواهیم هر نفر حداقل یک توپ داشته باشد؟  17584

به چند طریق می توان از بین  نوع گل،  شاخه گل انتخاب کرد اگر بخواهیم:  176
الف) به دلخواه انتخاب کنیم؛

ب) از هر نوع گل، حداقل  شاخه انتخاب کنیم؛
پ) از گل نوع دوم، حداقل دو شاخه و از گل نوع پنجم، بیش از سه شاخه انتخاب کنیم؛

ت) از گل نوع سوم انتخاب نکرده و از گل نوع چهارم، حداقل  شاخه انتخاب کنیم.

511

1

5

معادلۀ زیر چند جواب صحیح با شرایط زیر دارد؟  177

+ +⋯+ = 5 , , ,⋯, ≥ 0 , ≥ −3 , > 3 , > 0x1 x2 x10 x1 x2 x7 x8 x9 x10

معادلۀ زیر چند جواب صحیح با شرایط زیر دارد؟  178

  + +⋯+ = 8 , , , ,⋯ ⩾ 0 , ⩾ 2 , ⩾ 3 , ⩾ 1x1 x2 x10 x1 x2 x3 x7 x8 x9 x10

معادلۀ زیر چند جواب صحیح مثبت دارد؟  179

+ +⋯+ = 13x1 x2 x10

معادلۀ زیر چند جواب صحیح نامنفی دارد؟  180

+ +⋯+ = 3x1 x2 x10

آیا مربع لاتینِ حاصل از اِعمال یک جایگشت روي اعضاي یک مربع لاتین دلخواه، می تواند با مربع اولیه متعامد باشد؟  181

، حداقل چند است؟ مجموع درایه هاي قطر اصلی مربع لاتین از مرتبۀ   18210

، حداکثر چند است؟ مجموع درایه هاي قطر اصلی مربع لاتین از مرتبۀ   18310

، چند است؟ مجموع درایه هاي یک مربع لاتین از مرتبۀ   18410

17
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در خانه هاي خالی اعدادي بنویسید که مربع لاتین ایجاد شود.  185

3

4

4

3

در مربع لاتین زیر حاصل  چند است؟  1862a+ b

1

3a1

b

12

مربع لاتین  مقابل را در نظر بگیرید.  187

    

الف) سطر دوم و سومِ مربع  را جابه جا کنید و مربع حاصل را  بنامید. آیا  و  متعامدند؟

 ب) ابتدا سطرِ اول و سطرِ سوم مربع  را جابه جا کنید. سپس در مربع حاصل، سطر دوم و سوم را جابه جا کنید و مربع حاصل را  بنامید.

آیا  و  متعامدند؟
پ) با توجه به قسمت هاي (الف) و (ب) به سؤالات زیر جواب دهید.

- آیا می توان گفت با تعویض جاي سطرهاي یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی متعامد با مربع لاتین اول به  دست می آید؟

- آیا می توان گفت با تعویض جاي سطرهاي یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی غیرمتعامد با مربع لاتین اول به  دست می آید؟

3 × 3

213

321

132

A =

AA1AA1

AA2

AA2

1

2

آیا دو مربع لاتین زیر متعامدند؟   188
    1234

4321

2413

3142

1234

4123

3412

2341

18
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یک مربع لاتین مثال بزنید که با مربع لاتین زیر متعامد باشد.  189

321

132

213

،  و ... و  به گونه اي تدریس کنند که هر ،  و ... و  در شش جلسۀ متوالی در شش کلاسِ  قرار است شش مدرس   190
مدرس در هر کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس کند. براي این منظور برنامه ریزي نمایید.

T1T2T6C1C2C6

درس 2: روش هایی براي شمارش

، حداقل بر یکی از اعداد  و  بخش پذیر است؟ چند عدد طبیعی کمتر از   19130068

، فقط بر یکی از اعداد  و  بخش پذیر باشد؟ چند عد طبیعی کمتر از   19230068

در یک مهمانی با  شرکت کننده  نفر مرد و  نفر سیاه پوست هستند. اگر  مرد سیاه پوست در مهمانی باشند، چند زن غیر  193
سیاه پوست وجود دارد؟

6030253

) چند عدد وجود دارد که بر  بخش پذیر باشند ولی بر  بخش پذیر نباشند؟ در بین اعداد طبیعی  تا  (  19412001 ≤ n ≤ 20047

در یک کلاس  نفري،  نفر فوتبال بازي می کنند،  نفر والیبال و  نفر بسکتبال بازي می کنند. اگر بدانیم  نفر عضو  195

هیچ یک از این سه تیم نبوده و  نفر فوتبال و والیبال،  نفر والیبال و بسکتبال و  نفر فوتبال و بسکتبال بازي می کنند، مشخص کنید:
الف) چند نفر هر سه رشتۀ ورزشی را بازي می کنند؟

ب) چند نفر فقط فوتبال بازي می کنند؟
پ) چند نفر والیبال بازي می کنند ولی بسکتبال بازي نمی کنند؟

ت) چند نفر فقط در یک رشته بازي می کنند؟

341511910
563

) چند عدد وجود دارد که بر  یا  بخش پذیر باشند؟ در بین اعداد طبیعی  تا  (  1961901 ≤ n ≤ 9023

197 چه تعداد تابع چون  می توان تعریف کرد، اگر بدانیم  و  است؟ چه تعداد از این توابع یک به یک
هستند؟

f : A → B|A| = 5|B| = 4

در جعبه اي  گوي زرد،  گوي مشکی،  گوي سبز و  گوي آبی داریم. حداقل چند گوي خارج کنیم تا مطمئن شویم که حداقل   198
گوي خارج شده هم رنگ هستند؟

468107

199  نقطه درون یک مستطیل  قرار دارند. نشان دهید حداقل  نقطه از این  نقطه وجود دارد که فاصلۀ آنها از هم، کمتر

از  باشد؟

136 × 8213

8
−−

√

19
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ثابت کنید در بین هر سه عدد طبیعی، حداقل دو عدد طبیعی وجود دارد که مجموع شان عددي زوج باشد؟  200

ثابت کنید، در بین هر  نفر، حداقل دو نفر هستند که در یک روز متولد شده اند؟  201368

یک تاس را چند بار پرتاب کنیم تا مطمئن شویم حداقل یک بار نتیجۀ تکراري حاصل می شود؟  202

ثابت کنید اگر در یک دبیرستان حداقل  دانش آموز مشغول تحصیل باشند، لااقل  نفر از آنها روزِ هفته و ماه تولدشان  203
یکسان است.

5057

204 حداقل چند نفر در یک سالن ورزشی مشغول تماشاي مسابقه کشتی باشند تا مطمئن باشیم لااقل  نفر از آنها روز تولدشان در
هفته، یکسان است؟ 

20

مجموعۀ اعداد  را که به صورت یک تصاعد عددي مرتب شده اند، در نظر می گیریم. اگر از این  205

مجموعه  عضو انتخاب کنیم، نشان دهید که حداقل  عدد در این  عدد وجود دارد که مجموع شان برابر با  باشد.

A = {1,5,9,13,⋯,77,81,85}

1321390

مجموعۀ اعداد  را در نظر بگیرید. نشان دهید هر زیرمجموعه  عضوي از  داراي  عضو است که  206

مجموع شان برابر  است؟

A = {1,2,3,⋯,84}43A2

85

20

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



به روش مستقیم ثابت می کنیم: (فرض می کنیم  و  دو عدد صحیح می باشند.)  1

طبق فرض داریم  در نتیجه:  2

 پس  مربع کامل است.

با توجه به فرض مسئله   چون   مربع کامل است پس توان تمامی عوامل اول آن زوج است بنابراین می توان نتیجه گرفت   مضرب   است و می توان   را به  3

صورت  نمایش داد حال داریم:

 بنابراین   مضرب   است.

فرض کنید  یک عدد فرد دلخواه باشد آنگاه می توان نوشت:  4

 بنابراین مکعب هر عدد فرد، عددي فرد است.

           5

 

 اگر حداقل یکی از اعداد  و  برابر صفر باشند، تساوي برقرار است. به عنوان مثال  و  را در نظر بگیرید.

به روش مستقیم اثبات می کنیم: اگر  عددي فرد باشد آنگاه  که  در نتیجه:  6

پس  برابر تفاضل مربع هاي   عدد صحیح است.

اثبات به روش مستقیم است:  7

فرض کنید  و  دو عدد فرد متوالی دلخواه باشند می توان نوشت:

 بنابراین می توان حکم را نتیجه گرفت.

الف) اثبات این گزاره به صورت زیر است:  8

اگر  که  عدد فرد دلخواهی باشد، آنگاه داریم:

 فرد است.  

فرد است.  

،  و   عدد طبیعی متوالی باشند، داریم:  ،  ، ب) فرض کنیم 

 عدد وسطی  میانگین اعداد

 بنابراین حکم برقرار است.

براي مثال: یا  را در نظر بگیرید.  9

به روش برهان خلف ثابت می کنیم:  10

فرض می کنیم   عددي فرد باشد آنگاه هر دو عدد   فرد هستند در نتیجه   عددي زوج می شود (زیرا مجموع دو عدد فرد عددي زوج است) حال که به تناقض
رسیدیم می توان درستی حکم را نیجه گرفت.

اثبات از طریق برهان خلف:  11

اگر     فرد نباشد، آنگاه    زوج است. پس   که  عددي صحیح است. بنابراین  نیز عددي زوج است که خلاف فرض اولیه است پس   

عددي فرد است.

اگر حکم درست نباشد آنگاه اعداد فرد  وجود دارند به طوري که    می توان نوشت:  12

 

xy

a = + ⇒ 2a = 2 + 2 = ( + 2xy + ) + ( − 2xy + )x2 y 2 x2 y 2 x2 y 2 x2 y 2

= (x + y + (x − y)2 )2

 n = 2k(2k + 2)

n + 1 = 2k(2k + 2) + 1 = 4 + 4k + 1 = (2k + 1k2 )2

 n + 1

= 8qn2n2q2n2

 24
q ′2

= → n = = 4n2 24
q ′2 22

q ′ q ′

n4

 a = 2k + 1

= (2k + 1 = 8 + 12 + 6k + 1 = 2( ) + 1 = 2q + 1a3 )3 k3 k2 4 + 6 + 3kk3 k2
  

q

+ = + + 2xy → 2xy = 0 → x = 0 y = 0x2 y 2 x2 y 2 یا

xyx = 0y = 1

a a = 2k + 1 k ∈ Z

a = 2k + 1 = ( + 2k + 1) − = (k + 1 −k2 k2 )2 k2

a2

 2k + 1 2k + 3

(2k + 1)(2k + 3) + 1 = 4 + 8k + 4 = 4( + 2k + 1) = 4(k + 1k2 k2 )2

2n − 1n ∈ Z

(2n + 1 = 4 + 4n + 1 = 2(2 + 2n) + 1 = 2q + 1 →)2 n2 n2

(2n + 1 = 8 + 12 + 6n + 1 = 2(4 + 6 + 3n) + 1 = 2q + 1)3 n3 n2 n3 n2

n + 1n + 2n + 3n + 4(n ∈ N ∪ {0}) n + 55

= = n + 3 →
5n + 15

5

x = −1

x = −1 ⇒ (−1 < (−1 → −1 < 1)3 )2

 ab b, a a + b

nnn = 2kk = 4 = 2( ) = 2qn2 k2 2k2
 
q

n

y, x + = 1
1
x

1
y

+ = 1 ⇒ y + x = xy
1
x

1
y

21
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چون   اعداد فردند پس   زوج و   فرد است. از تناقض حاصل حکم نتیجه می شود.

فرض کنیم    فرد باشد پس به ازاي عدد صحیح مانند   می توان نوشت:  13

بنابراین    هم عددي فرد است از این تناقض نتیجه می گیریم   باید زوج باشد.
با روش برهان خلف پیش می رویم:  14

فرض می کنیم   عددي گویا مانند   باشد. داریم:

 

 گویا بودن  با گنگ بودن  در تناقض است بنابراین    گنگ است.

فرض کنید   کوچکترین عدد حقیقی مثبت باشد چون  پس  یعنی عدد حقیقی مثبتی کوچکتر از   وجود دارد پس    کوچکترین عدد حقیقی مثبت  15

نیست از این تناقض نتیجه می گیریم کوچکترین عدد حقیقی مثبت وجود ندارد.

فرض کنیم هیچ یک از اعداد  گنگ نباشند در اینصورت گویا هستند. می دانیم حاصلضرب هر دو عدد گویا عددي گویا است پس  گویا است که تناقض است  16

بنابراین حداقل یکی از اعداد  و  گنگ است.

به برهان خلف فرض می کنیم هیچ یک از این سه عدد بزرگتر یا مساوي  نباشد در اینصورت می توان نوشت:  17

 حال از این تناقض نتیجه می گیریم حداقل یکی از اعداد باید بزرگتر یا مساوي  باشد.
خیر؛ فرض کنیم چنین اعدادي وجود داشته باشند بنابراین داریم:  18

 

، رابطه  برقرار نیست.  حال که به تناقض رسیدیم می توانیم خلاف حکم را نتیجه بگیریم؛ یعنی به ازاي هیچ مقدار ناصفر  و 

فرض کنیم بنابر برهان خلف  گویا باشد (فرض خلف) از طرفی  گویا است، پس مجموع آن ها یعنی  گویاست در نتیجه  گویا است  19

که با فرض در تناقض است، پس  گنگ است.

فرض کنیم بنابر برهان خلف  گویا باشد (فرض خلف) از طرفی چون  گویا است، پس تفاضل آن ها یعنی  گویا است که با فرض در

تناقض است، پس  گنگ است.

به برهان خلف فرض می کنیم  گویا باشد آنگاه چون   عدد گویاي  وجود دارد.  20

با توجه به اینکه حاصلضرب دو عدد گویا عددي گویاست حاصل  عددي گویا است که تناقض است پس  عددي گنگ است.

دو حالت می توان در نظر گرفت:  21

 زوج است در این صورت می توان فرض کرد  که   در نتیجه:

پس  عددي زوج است.

 فرد است. در این صورت  که  بنابراین:

 

پس در این حالت نیز  عددي فرد است بنابراین   همواره عددي زوج است.
به روش بازگشتی اثبات می کنیم:  22

چون نابرابري آخر درست است پس هم ارز آن یعنی   نیز درست است.
 23

 درستی این گزاره بدیهی است. 

y, xy + xxy

nn = 2k + 1،k

= (2k + 1 = 8 + 12 + 6k + 1 = 2( ) + 1 = 2q + 1n3 )3 k3 k2 4 + 6 + 3kk3 k2
  

q

n3n

  + 2
−−
√ 3

−−
√q

 + = q → ( + = → 2 + 3 + 2 = q2
−−
√ 3

−−
√ 2

−−
√ 3

−−
√ )2 q2 6

−−
√

→ 2 = − 5 → =6
−−
√ q2 6

−−
√

− 5q2

2

 
− 5q2

2
 6

−−
√  + 2

−−
√ 3

−−
√

a a > 0 0 < < a
a

2
aa

 y, x xy

 xy

16

x ≤ 15 , y ≤ 15 , z ≤ 15 → x + y + z ≤ 45

16

= + ⇒ = → (a + b = ab
1

a + b

1
a

1
b

1
a + b

a + b

ab
)2

→ + + 2ab = ab → + + ab = 0 2 + 2 + 2ab = 0a2 b2 a2 b2 −→
×2

a2 b2

→ ( + + 2ab) + + = 0 → (a + b + + = 0a2 b2 a2 b2 )2 a2 b2

→ a = 0 , b = 0 , a + b = 0 ⋅ ⋅×
⋅

⋅

ab= +
1

a + b

1
a

1
b

α − βα + βα + β + α − β = 2αα

α − β

α + 2βα + βα + 2β − (α + β) = β

α + 2β

xy x ≠ 0 
1
x

 y = ⋅ xy
1
x

 xy

 n (1) n = 2k k ∈ Z

+ 5n = 4 + 10k = 2( ) = 2qn2 k2 2 + 5kk2
  

q

 + 5n2

 n (2) n = 2k + 1 k ∈ Z

+ 5n = 4 + 4k + 1 + 10k + 5 = 4 + 14k + 6 = 2( ) = 2qn2 k2 k2 2 + 7k + 3k2
  

q

 + 5nn2 + 5nn2

+ < 2 ⇔ ( + < (2 5
−−
√ 7

−−
√ 6

−−
√ 5

−−
√ 7

−−
√ )2 6

−−
√ )2

⇔ 5 + 2 + 7 < 24 ⇔ 2 < 12 ⇔ < 6 ⇔ 35 < 3635
−−
√ 35

−−
√ 35

−−
√

 + < 2 5
−−
√ 7

−−
√ 6

−−
√

a + ≥ 2 + 1 ≥ 2a ⇔ − 2a + 1 ≥ 0 ⇔ (a − 1 ≥ 0
1
a

⇔
a>0

a2 a2 )2
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          24

  

 25

، بنابراین داریم: بنابر تعریف بخش پذیري،  هرگاه عددي صحیح چون  وجود داشته باشد به طوري که 

 

         26

 

. آنگاه  پس داریم: می دانیم اگر   27

 

، پس داریم: ، آنگاه  از طرفی اگر  و 

 28

،  است.  بنابراین بیش ترین مقدار 

. خیر؛ می دانیم  و  ولی   29

با خواص بخش پذیري،  را حذف می کنیم.  30

    

 بنابراین  عددي اول است.

 31

. آنگاه می توان نوشت: الف) دو عدد صحیح و متوالی را  و  در نظر می گیریم و فرض می کنیم   32

 

؛ یعنی دو عدد صحیح و متوالی  و  نسبت به هم اول اند.  حال چون  می توان نتیجه گرفت 

. آنگاه می توان نوشت: ب) دو عدد صحیح و فرد متوالی را  و  در نظر می گیریم و فرض می کنیم 

 

.  با توجه به اینکه  می توان نتیجه گرفت  یا  چون هیچ عدد فردي مقسوم علیه زوج ندارد بنابراین 

 33

می دانیم:  34

 

a|b b = aq , q ∈ Z ⇒ {−→−
b = (−a)(−q) −a|b−→−

−b = (−a)q = a(−q) −a| − b , a| − b−→−

a|bqb = aq

(1) ab = (c)d d|ab−→−

(3) ab = cd(1) cd|ab−→−

(5) cd = (a)b b|cd−→−

(2) ab = c(d) c|ab−→−

(4) cd = ab(1) ab|cd−→−

(6) cd = a(b) a|cd−→−

a|b | | × |−→− am bm − →−−−−−−−
b∈π , n−m≥0

am bm bn−m −→− am bn

a|b|a2 b2

5|4k + 1 → |(4k + 1 → 25|16 + 8k + 1 (I)52 )2 k2

}→ 25|20k + 5 (II)
5|4k + 1
5|5

a|bc|dac|bd

{ → 25|16 + 28k + 6− →−−−
(I),(II) 25|20k + 5

25|16 + 8k + 1k2
k2

}⇒ x | 7 (5n + 3) − 5 (7n − 4) → x | 41
x | 7n − 4 → x | 5 (7n − 4)
x | 5n + 3 → x | 7 (5n + 3)

x41

2|23|92 + 3 2 + 9|

k

}
a|5k + 3 → a|9(5k + 3)
a|9k + 4 → a|5(9k + 4)

a|9(5k + 3) − 5(9k + 4) a|7−→− −→− ⇒ a = 1 a = 7 a = یا7 −→−
a>1

a

}→ 2x + 1 | (6x + 14) − (6x + 3) → 2x + 1 | 11
2x + 1 | (3x + 7) × 2
2x + 1 | (2x + 1) × 3

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

1) 2x + 1 = 11 → x = 5 ✓

2) 2x + 1 = −11 → x = −6 ✓

3) 2x + 1 = 1 → x = 0 ✓

4) 2x + 1 = −1 → x = −1 ✓

mm + 1(m,m + 1) = d

}→ d|m + 1 − m → d|1
d|m
d|m + 1

d > 0d = 1mm + 1

2m + 12m + 3(2m + 1, 2m + 3) = d

}→ d|2m + 3 − 2m − 1 → d|2
d|2m + 1
d|2m + 3

d > 0d = 1d = 2d = 1

}⇒ n + 1 | (7n + 7) − (7n + 5) → n + 1 | 2n + 1 | 7n + 5
n + 1 | 7 (n + 1)
⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

1) n + 1 = 2 → n = 1
2) n + 1 = −2 → n = −3
3) n + 1 = 1 → n = 0
4) n + 1 = −1 → n = −2

}→ 11 | (11a − 11b) − (4a − 6b) → 11 | 7a − 5b11 | 11a − 11b
11 | 2 (2a − 3b) → 11 | 4a − 6b

23

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 35

 36

فرض کنید  طبق تعریف ب. م. م داریم:  37

 

.  بنابراین  یا 

 38

 بنابراین   با توجه به اینکه  و   زوج هستند  تنها می تواند   یا  باشد.

فرض کنیم  و  بنابراین داریم:  39

 

.  حال با توجه به اینکه  با فرض مسئله در تناقض است نتیجه می گیریم 

فرض کنید  در این صورت داریم:  40

باید ثابت کنیم  می توان نوشت:  41

 

، یعنی  هیچ مقسوم علیه مشترکی جز  ندارند و کسر مورد نظر ساده شدنی نیست.  در نتیجه  بنابراین 

          42

  (الف

 (ب

  (پ

  (ت

  (ث

(  (توجه کنید که 

فرض کنید  آنگاه داریم:  43

 

 بنابراین  یک مقسوم علیه مشترك  می باشد اما چون این دو عدد نسبت به هم اول هستند پس هیچ مقسوم علیه مشترکی جز یک ندارند بنابراین داریم:

.

فرض کنیم  بنابراین داریم:  44

 

.  بنابراین 

تذکر:   45

طبق فرض داریم می توان نوشت:

 

. چون   و  و چون  سپس   46

 47

فرض کنید  آنگاه می توان نتیجه گرفت    در نتیجه  حال می توان نوشت:

}⇒ m | (ac − bc) + (bc − bd) ⇒ m | ac − bd
m | a − b ⇒ m | c (a − b)
m | c − d ⇒ m | b (c − d)

⇒ a| − 7 a = 7 ⇒ a
a|9k + 4 a|45k + 20−→

×5

5|5k + 3 a|45k + 27−→
×9

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
⇒
a>1

عددی اول است

(4 + 6n + 13 , 2n + 1) = dn2

}→ d|4n + 13
d|4 + 6n + 13n2

d|2n + 1 → d|4 + 2nn2

: }→ d|11داشتیم
 d|4n + 13
d|2n + 1 → d|4n + 2

d = 1d = 11

}→ d|22
d|6a − 4 → d|24a − 16
d|8a + 2 → d|24a + 6

d ∈ {1 , 2 , 11 , 22 , }6a − 48a + 2d222

(p, q) = dd ≠ 1

d|p , d|q d = p , d = q p = q− →−−−−−
q,p,d≠1اول

−→−

p = qd = 1

= (c , d)d ′

= 1
|c |ad ′ −→

c|a
d ′

|d |bd ′ −→
d|b

d ′

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
− →−−−−

|(a , b)d ′

(a ,b)=1
d ′

(21n + 4 , 14n + 3) = 1

(21n + 4 , 14n + 3) = (21n + 4 − 14n − 3 , 14n + 3) = (7n + 1 , 14n + 3) = (1 , 7n + 1) = d

d|1d = 121n + 4 , 14n + 3±1

m| → [ ,m] = , | → ( , ) =m2 m2 m2 m2 m5 m2 m5 m2

⇒ ([ ,m], ) = ( , ) =m2 m5 m2 m5 m2

2m|6 → (2m, 6 ) = 2mm3 m3

(3m + 1, 3m + 2) = d → { → d|1 → d = 1
d|3m + 1
d|3m + 2

| → ( , ) = , | → [ , ] =m2 m3 m2 m3 m2 m2 m7 m2 m7 m7

⇒ [ , ( , )] = [ , ] =m7 m2 m3 m7 m2 m7

[(72, 48), 120] = [( × , × 3), 120] = [24, 120] = 12023 32 24

24|120

d = (a , b)

}
d|a
d|b

→ d|a − b

 d|2a + 3b
d2a + 3b , a − b

d = 1

(a , b) = d

}→ d|ax + by → d|1
d|a
d|b

d = 1

(a , b) = (a , ka + b) k ∈ Z

a + b = ck

(a , c) = (ck − b , c) = (ck − b − ck , c) = (−b , c) = (b , c)

(a , c) = 1(a , bc) = (a , b)(a , b) = 1(a , bc) = 1

(a , b) = db = d , a = db′ a′,( , ) = 1a′ b′[a , b] = da′b′

24
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می دانیم  عددي اول است چون  پس  بنابراین  .  48

همینطور از اینکه  می توان نتیجه گرفت  حال می توان نوشت:

 

طبق فرض داریم:  49

 

 بنابراین  و  بنابراین بیشرین مقدار  برابر  بدست می آید.

. طبق فرض به ازاي اعداد صحیح  و  داریم:        و       50

 

 بنابراین  هم بر  بخش پذیر است.

طبق فرض می توان نوشت:  51

 

پس دو مقدار براي خارج قسمت وجود دارد.

 52

،  و  را در نظر می گیریم با توجه به تمرین  نشان دادیم که حاصل ضرب هر  عدد صحیح متوالی بر  بخش پذیر است از اعداد صحیح متوالی دلخواه   53

طرفی می دانیم حاصل ضرب هر دو عدد صحیح متوالی نیز بر  بخش پذیر است؛ پس حاصل ضرب هر  عدد صحیح متوالی نیز مضرب  می باشد؛ در نتیجه  بر

 بخش پذیر است.

می توان نوشت:  54

 

: فرض کنیم  که  داریم: حالت 

 

: فرض کنیم  که  داریم: حالت 

  

: فرض کنیم  که  داریم:   حالت 

  

.  پس در هر حالت ثابت کردیم 

طبق فرض  که  داریم:  55

 

 بنابراین باقی ماندة تقسیم عدد  بر  برابر  است.
طبق فرض می توان نوشت:  56

 

 بنابراین باقی ماندة تقسیم  بر  برابر  است.

براي عدد صحیح و دلخواه  یکی از  حالت زیر را داریم:  57

. ) اگر  آنگاه  )

= p → = p → = p → = 1 , = p
[a , b]

(a , b)

da′b′

d
a′b′ a′ b′

= = + = 1 +
+a2 b2

(a , b)

( + )a′2 b′2 d2

d2
a′2 b′2 p2

13(a , 13) ≠ 1(a , 13) = 13a = 13k

(2a , b) = 1(a , b) = 1 , 13 b , 2 b| |

[13b , 2a] = [13b , 2 × 13k] = 2 × 13 × k × b = 2ab

a = 27q + − 4 , − 4 < 27q2 q2

< 31q2q ≤ 5a156

q1q2a = nq1b = nq2

a = bq + r → n = n q + r → r = n − n q = n( − q)q1 q2 q1 q2 q1 q2

rn

b + 84 = bq + 7 , b > 7 → b(q − 1) = 77 = 77 × 11
b = 11 → q − 1 = 7 → q = 8
b = 11 × 7 → q − 1 = 1 → q = 2

a = 4q + 3 2a = 8q + 6−→
×2

2a + 3 = 8q + 9 = 8 + 1−→
+3

q ′

= باقی مانده1

nn + 1n − 11133

232n(n + 1)(n − 1)

3!

− n = n( − 1) = n(n + 1)(n − 1)n3 n2

1n = 3kk ∈ Z

− n = (3k)(3k + 1)(3k − 1) → 3| − nn3 n3

2n = 3k + 1k ∈ Z

− n = (3k + 1)(3k + 2)(3k) → 3| − nn3 n3

3n = 3k + 2k ∈ Z

− n = (3k + 2)(3k + 3)(3k + 1) → 3| − nn3 n3

3| − nn3

a = 2n + 1n ∈ Z

b|a + 2 → b|2n + 3 → b → b = 2 + 1 (− ∈ Z).عددی فرد است n′ n′

⇒ + + 3 = (2n + 1 + (2 + 1 + 3 = 4 + 4n + 1 + 4 + 4 + 1 + 3a2 b2 )2 n′ )2 n2 n′2 n′

= 4 + 4 + 5 = 8k + 8 + 5 = 8( ) + 5n(n + 1)
  

2k

( + 1)n′ n′

  
2k′

k′ k + k′  
q

+ + 3a2 b285

a = 7k + 5 (k ∈ Z) 8a = 56k + 40−→
×8

a = 8 + 7 (k ∈ Z) 7a = 56 + 49k′ −→
×7

k′

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

→ a = 56k − 56 − 9 ⇒ a = 56(k − ) − 9 ⇒ a = 56 − 9k′ k′ k′′

⇒ a = 56( ) + 56 − 9 ⇒ a = 56q + 47− 1k′′
  

q

a5647

a3

1a = 3k3|a
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. ) اگر  آنگاه  )

. ) اگر  آنگاه  )

             58

 

 حال  می تواند زوج یا فرد باشد. در هر دو صورت حاصل  عددي فرد می شود پس حکم برقرار است.

باید ثابت کنیم که  آن گاه  و  در تقسیم بر  هم باقی مانده اند. می توان نوشت:  59

 

،  یا  نمایش داد. طبق قضیۀ تقسیم  را می توان به یکی از سه فرم   60

بنابراین  حالت ممکن زیر را در نظر می گیریم:

:  ، حالت اول: 

 

:  ،  حالت دوم: 

 

:  ،  حالت سوم: 

 

-امین روز سال -امین و  اسفند  -امین روز سال یکسان هستند اگر اول مهر  -امین و  روزهاي هفته دورة گردش هفت روزه دارند بنابراین اگر  آن گاه   61
باشند داریم:

 

-امین روز سال یکشنبه است پس پنجمین روز سال نیز یکشنبه -امین روز سال همانند هفتمین روز سال است. چون  -امین روز سال و  -امین روز سال مانند   بنابراین 

است پس هفتمین روز سال سه شنبه می باشد در نتیجه  اسفند هم سه شنبه است.

         62

 

طبق فرض می توان نوشت  و  داریم:  63

 

.  بنابراین  در نتیجه 

: با توجه به فرض  بنابراین  و   64

 

          65

 

2a = 3k + 13|a + 2

3a = 3k + 23|a + 4

(n + 1 − = + 3 + 3n + 1 − = 3 + 3n + 1 = 3 + 1 = 6k + 1)3 n3 n3 n2 n3 n2 n(n + 1)
  

2k

n(n + 1 −)3 n3

a b≡
m

abm

{ a = mq + r

b = m +q ′ r′
0 ≤ r < m

0 ≤ < mr′

a b → m|a − b → m|mq + r − m − → m|r −≡
m

q ′ r′ r′

→ r − = mk (k ∈ Z) → r = + mk (k ∈ Z)r′ r′

k = 0 → r =− →−−−−
0≤ <mr′

0≤r<m

r′

k3q3q + 13q + 2

3

k = 3qq ∈ Z

3|k → k 0 → k ∈ [0≡
3

]3

k = 3q + 1q ∈ Z

3|3q + 1 − 1 → 3|k − 1 → k 1 → k ∈ [1≡
3

]3

k = 3q + 2q ∈ Z

3|3q + 2 − 2 → 3|k − 2 → k 2 → k ∈ [2≡
3

]3

a b≡
7

abx7y

x = 6 × 31 + 1 5≡
7

y = 6 × 31 + 5 × 30 + 7 7≡
7

x5yx

7

(a + b − ( + ) =  ( ) b + ( ) + ⋯+  ( ) a)n an bn
n

1
an−1 n

2
an−2b2 n

n − 1
bn−1

=   ( )∑
i=1

n−1
n

i
an−ibi

→ ab|(a + b − ( + ) → (a + b +)n an bn )n ≡
ab

an bn

a = mq + rb = m + rq ′

a − b = mq + r − (m + r) = mq − m = m(q − ) = mkq ′ q ′ q ′

m|a − ba b≡
m

(m, n) = dd|md|n

a b a b (I)≡
m

−→−
d|m

≡
d

b c b c (II)≡
n

−→−
d|n

≡
d

{ → a c− →−−−
(I),(II) a b≡

d

b c≡
d

≡
d

a b → m|a − b≡
m
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 :طبق فرض

طبق فرض مسئله داریم:   66

  

طبق فرض مسئله داریم:   67

-امین روز سال باشند در این صورت، داریم: -امین و  مردادماه  فرض کنیم  بهمن   68

 

-امین روز سال جمعه است پس سومین روز سال نیز جمعه می باشد پس اولین روز سال چهارشنبه است در نتیجه  مردادماه نیز چهارشنبه است.  حال چون 

        69

 

.  بنابراین 

می توان نوشت:   70

 71

             72

 

 بنابراین تمام جواب هاي معادلۀ سیالۀ  به صورت زیر هستند:

 

طبق فرض داریم:  73

 

می توان نوشت  بنابراین  که با توجه به تمرین قبل  74

.  بنابراین 

می توان نوشت:  75

 

.  بنابراین داریم: 

باید همۀ اعداد صحیح  را بیابیم که در معادلۀ هم نهشتی  صدق کنند داریم:  76

 

77  معادل این است که  یا  می توان نوشت:

 

 78

با توجه به اینکه  و  می توان نوشت:

 

 بنابراین جواب عمومی معادلۀ هم نهشتی  به صورت  است.

         

 

}→ n|a − b → a b
m|a − b

n|m
≡
n

a b → m|a − b → a − b = mk → a = b + mk≡
m

→ (a,m) = (b + mk,m) = (b,m)

a b → m|a − b → km|k(a − b) → km|ka − kb → ka kb≡
m

≡
km

12x31y

x = 6 × 31 + 4 × 30 + 12 3≡
7

y = 4 × 31 + 31 1≡
7

x31

1398 1 + 3 + 9 + 8 3≡
9

≡
9

1398 ∈ [3]9

32 = 9 , = ( × 2 × 2 12 × 2 125 ≡
23

211 25)2 ≡
23

92 ≡
23

≡
23

⇒ ( + 7) × 9 (1 + 7) × 9 3211 ≡
23

≡
23

38 2 ⇒ 0≡
4

3836 ≡
4

236 ≡
4

⇒ + 19 19 3 ⇒ = 3236 ≡
4

≡
4

 باقی مانده

7x + 5y = 11 → 7x 11 11 + 10 21 x 3 → x = 5k + 3≡
5

≡
5

≡
5

− →−−−
(7,5)=1

≡
5

7(5k + 3) + 5y = 11 → 5y = 11 − 7 × 5k − 21 → 5y = −10 − 7 × 5k → y = −2 − 7k

7x + 5y = 11

{ k ∈ Z
x = 5k + 3
y = −2 − 7k

3a − 5 4a − 7 → 10|(4a − 7) − (3a − 5) → 10|a − 2 → a 2 (I)≡
10

≡
10

9a 2 × 9 8 (II)−→−
(I)

≡
10

≡
10

9a + 6 8 + 6 4−→−
(II)

≡
10

≡
10

23 = 11 + 12− − = (11 + 12 − ( + )2351 1151 1251 )51 1151 1251

11 × 12|(11 + 12 − ( + ))51 1151 1251132| − ( + )2351 1151 1251

73x 1 4x 1 1 + 23 24 x 6≡
23

− →−−
73 4≡

23

≡
23

≡
23

≡
23

− →−−−−
(4,23)=1

≡
23

x = 23k + 6

a5a + 9 0≡
11

5a + 9 0 → 5a 2 2 + (3 × 11) 35 a 7 → a = 11k + 7 ; k ∈ Z≡
11

≡
11

≡
11

≡
11

− →−−−−
(5,11)=1

≡
11

7x − 2 ∈ [6]137x − 2 6≡
13

7x 8≡
13

7x 8 8 + 13 21 x 3 → x = 13k + 3≡
13

≡
13

≡
13

− →−−−−
(7,13)=1

≡
13

423 5≡
11

79 2≡
11

423x 79 → 5x 2 2 + 3 × 11 35 x 7 → x = 11k + 7≡
11

≡
11

≡
11

≡
11

− →−−−−
(5,11)=1

≡
11

423x 79≡
11

x = 11k + 7

8x 20 20 + 12 × 3 56 x 7 1 → x = 3k + 1≡
12

≡
12

≡
12

− →−−−−
(8,12)=4

≡
3

≡
3
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.  این معادله جواب ندارد زیرا  ولی 

 79

باید تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ سیالۀ خطی  را بیابیم:  80

 

 بنابراین تمام جواب هاي معادلۀ سیالۀ  به صورت زیر است:

 

 براي یافتن تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ سیالۀ مفروض به فرم زیر عمل می کنیم:

 

 بنابراین به ازاي  جواب صحیح براي معادله به دست می آید پس به  طریق می توان این کار را انجام داد.

،    بنابراین داریم: می دانیم به ازاي   81

 

) بنابراین رقم یکان  برابر  می باشد.  ( و 

باید تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ سیالۀ خطی  را بیابیم:  82

 

 بنابراین جواب هاي معادلۀ سیالۀ   به فرم زیر هستند:

 

 براي یافتن جواب هاي صحیح و نامنفی معادله به فرم زیر عمل می کنیم:

 

 بنابراین فقطه به ازاي  و  معادله جواب صحیح و نامنفی دارد پس به دو طریق می توان این کار را انجام داد.

می توان نوشت:  83

 

اي که در معادلۀ مذکور صدق کند در تقسیم بر  باقیماندة  می آورد.  بنابراین هر 

باید تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ سیالۀ خطی  را به دست آوریم:  84

 

 بنابراین صورت کلی جواب معادلۀ سیالۀ  به فرم زیر است:

 

 حال براي یافتن تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادله به صورت زیر عمل می کنیم:

 

51x 11 3x 5≡
6

− →−−

11 5≡
6

51 3≡
6

≡
6

(3, 6) = 33 5|

⇒ 29 + 30 + 30 + 12 3 شنبھ = اول مھر12 ⇒ ≡
7

بھمن سھ شنبھ است

8x 20 2x 5 ⇒ 2x 5 ⇒ 2x 2 ⇒ x 1 ⇒ x = 3k + 1≡
12

−→
÷4

≡

12
4

≡
3

≡
3

≡
3

2000x + 5000y = 29000

2000x + 5000y = 29000 → 2x + 5y = 29 → 2x 29 29 + 5 34≡
5

≡
5

≡
5

x 17 2 → x = 5k + 2− →−−−
(2,5)=1

≡
5

≡
5

2(5k + 2) + 5y = 29 → 5y = 29 − 2 × 5k − 4 → y = 5 − 2k

2000x + 5000y = 29000

{ k ∈ Z
x = 5k + 2
y = 5 − 2k

{ x ≥ 0 → 5k + 2 ≥ 0 → k ≥ 0
y ≥ 0 → 5 − 2k ≥ 0 → k ≤ 2

0 ≤ k ≤ 23

n > 410|n!

∀n ≥ 5 , n ∈ N n! 0≡
10

⇒ 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + ⋯ 500! 1 + 2 + 6 + 24 + 0 + ⋯ + 0 3≡
10

≡
10

n ∈ Nn ≥ 5A3

3x + 5y = 23

3x + 5y = 23 → 3x 23 3 x 1 → x = 5k + 1≡
5

≡
5

− →−−−
(3,5)=1

≡
5

3(5k + 1) + 5y = 23 → 5y = 23 − 3 × 5k − 3 → y = 4 − 3k

3x + 5y = 23

{ (k ∈ Z)
x = 5k + 1
y = 4 − 3k

{ → {x = 5k + 1
y = 4 − 3k

≥ 0
≥ 0

k ≥ 0
k ≤ 1

k = 0k = 1

14x + 11y = 56 → 14x 56 3x 56 − 55 → 3x 1≡
11

− →−−
14 3≡

11

≡
11

≡
11

→ 3x 11 + 1 12 x 4≡
11

≡
11

− →−−−−
(3,11)=1

≡
11

x114

7x + 9y = 73

7x 73 7x 1 1 + 3 × 9 28 x 4 → x = 9k + 4≡
9

− →−−
73 1≡

9

≡
9

≡
9

≡
9

− →−−−
(7,9)=1

≡
9

7(9k + 4) + 9y = 73 → 9y = 73 − 7 × 9k − 28 → y = 5 − 7k

7x + 9y = 73

{ k ∈ Z
x = 9k + 4
y = 5 − 7k

{ → {9k + 4 ≥ 0
5 − 7k ≥ 0

k ≥ 0
k ≤ 0 28
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 بنابراین تنها به ازاي  جواب صحیح و نامنفی براي معادله به دست می آید بنابراین این شخص فقط به یک طریق توانسته این امتیاز را به دست آورد.

باید تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ سیالۀ خطی  را بیابیم. صورت کلی جواب این معادله در مجموعۀ اعداد صحیح عبارت است از:  85

 

 چون باید جواب هاي صحیح و نامنفی را بیابیم بنابراین داریم:

 

 پس به ازاي  مقدار از  جواب هاي صحیح و نامنفی براي معادلۀ سیاله به دست می آید بنابراین این کار را به  طریق می توان انجام داد.

لازم است  یعنی   :  86

 

 بنابراین  باید به صورت  باشد.

 87

 

 88

a

ce

d

b

 89

تیم  با تیم هاي  و  بازي نکرده است.
  

:  امتیاز

:  امتیاز

:  امتیاز

:  امتیاز

:  امتیاز

a

b e

dc

 90

 91

 حداقل  رأس

الف - ساده نیست، زیرا بین  رأس  و  بیش از یک یال رسم شده است.  92

ب - ساده نیست، زیرا بین  رأس  و  بیش از یک یال رسم شده است.

ج - ساده نیست، زیرا در رأس  طوقه وجود دارد.

د - ساده نیست، زیرا بین  رأس  و  بیش از یک یال رسم شده است.
ه - گراف ساده است.

   93

طوقه 

رأس هاي 

 94

  تعداد کل گراف ها 

الف -

 تعداد گراف ها

k = 0

x + y = 9

{ (k ∈ Z)
x = k

y = 9 − k

{ → { → { → 0 ≤ k ≤ 9x ≥ 0
x ≥ 0

k ≥ 0
9 − k ≥ 0

k ≥ 0
k ≤ 9

10k10

(54, 21)|7n + 133|7n + 13

7n + 13 0 → 7n −13 2 n 2≡
3

≡
3

≡
3

−→−
7 1≡

3

≡
3

n3k + 2

5x + 2y = 18 ⇒ 5x 18 0 ⇒ x 0 ⇒ x = 2k≡
2

≡
2

≡
2

⇒ 5(2k) + 2y = 18 ⇒ 2y = 18 − 10k ⇒ y = −5k + 9

p = 5 , q = 6 , δ = 1 , Δ = 4

p + q + δ + Δ = 16

}→ 2 + 3 = 5
(a) = {d, c} → | (a)| = 2NG NG

[e] = {e, c, d} → | [e]| = 3NG NG

adc

a6

b0

c3

d6

e3

V = {a, b, c, d}

E = {ad, da, ab, db, bc}

0 ⩽ q ⩽ 2p ⩽ ⇒ 4 ⩽ p − 1 ⇒ p ⩾ 5
p(p − 1)

2
− →−−
q=2p p(p − 1)

2
5

2v1v2

2v1v3

v1

2v2v3

q = = 28
8 × 7

2

K

= = 1024210( ) = 10 →
5
2

 = ( ) = 252
10
5

29
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ب -

  = تعداد گراف ها 

 95
 الف)

 

 ب)

 

a

b c

a

b c

a

b c

a

b c

 

a

b c

a

b c

a

b c

a

b c

حداکثر تعداد یال ها عبارتند از:  پس در کل  گراف قابل رسم است.  96

  = تعداد گراف ها   (الف 

  = تعداد گراف ها (ب

 97

 رأس هاي  مجاور نیستند، زیرا بین این دو رأس یالی وجود ندارد.

دو یال  و  مجاور ند، زیرا هر دوي آنها به رأس  متصل هستند.

a

b

c

d

e

f

 98

 99

( )      ( )      ( )    

 100

( ) = 35
7
4

7 − 3 = 4 , 10 − 3 = 7 →

( ) = 6
4
2

= 6426

 = 3226−1
ab ∈ E ⇒

 = = 826−3 23

e, b

bccdc

V = {a, b, c, d, e, f}

E = {ab, ac, ae, bc, be, bd, cd, cf , de}

deg a = 3

deg b = 4

deg c = 4 Δ = 4 , δ = 1

deg d = 3

deg e = 3

deg f = 1

(a) = {b, c, e} , (b) = {a, c, d, e}NG NG

(c) = {a, b, d, f} , (d) = {b, c, e}NG NG

(e) = {a, b, d} , (f) = {c}NG NG

321 30
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   101

نادرست

نادرست 

درست 

نادرست 

 102

 103

deg = 2q ⇒ 5 + 4 + 3 + 3 + 3 + 2 + 2 + 2 = 2q ⇒ q = 12∑
i=1

p

vi

q + = ⇒ 12 + = ⇒ 12 + = 28 → q = 16q̄
p(p − 1)

2
q̄

8 × 7
2

q̄

δ ⩽ ⇒ 4 ⩽ ⇒ p ⩽ 10 ⇒ max(p) = 10
2q
p

2 × 20
p

 104

 سمت راست تساوي یعنی  زوج است، پس  باید زوج باشد، پس  زوج است.

از طرفی  پس:

 پس  مقدار براي  وجود دارد.

 105

 106

 گراف کامل مرتبۀ  است، پس  منتظم است. یعنی درجۀ هر رأس  است.

تعداد یال هاي این گراف  می باشد.  107

در گراف  داریم:

پس کافی است  یال به این گراف اضافه کنیم.

 108

تعداد یال هاي این گراف را با تعداد یال هاي  مقایسه می کنیم.  109

 

 یعنی از باید یک یال حذف کنیم، پس از درجۀ  رأس، یک واحد کم می شود.

 110

δ ⩽ deg ⩽ Δv1
δ ⩽ deg ⩽ Δv2

⋮
δ ⩽ deg ⩽ Δvp

+– –––––––––––––––

⩽ deg ⩽ δ + ⋯ + δ
  

pبار

∑
i=1

p

vi Δ + ⋯ + Δ  
pبار

⇒ pδ ⩽ 2q ⩽ pΔ δ ⩽ ⩽ Δ−→
÷p 2q

p

rp = 2q ⇒ 15r = 2q

2q15rr

r < 15

r = 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14

8r

rp = 2q ⇒ 3p = 2q { ⇒ {3p = 2q
q + 4 = 2p

p = 8
q = 12

q = ⇒ 55 = ⇒ p(p − 1) = 110 = 11 × 10 ⇒ p = 11
p(p − 1)

2
p(p − 1)

2
11(11 − 1) = 1010

q = 7

K6

q = = 15
6 × 5

2
 15 − 7 = 8

: q = , : q =Kp

p(p − 1)
2

Kp−3
(p − 3)(p − 4)

2

= + 15 − p = − 7p + 12 + 30 ⇒ 6p = 42 ⇒ p = 7
p(p − 1)

2
(p − 3)(p − 4)

2
−→
×2

p2 p2

q = = 21
7 × 6

2
K9

q = = = 36
p(p − 1)

2
9 × 8

2
K92

9 − 2 = 7

deg = 5, deg = 4,⋯ , deg = 2v1 v2 v8

deg = 2q → 5 + 4 + 3 + 3 + 3 + 2 + 2 + 2 = 2q ⇒ q = 12∑
i=1

8

vi

q(G) + q( ) = ⇒ 12 + q( ) = ⇒ q( ) = 16Ḡ
p(p − 1)

2
Ḡ

8 × 7
2

Ḡ

31
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 111

 

 112

 113

   مسیر به طول 

مسیر به طول 

مسیر به طول 

مسیر به طول 

مسیر به طول                114

مسیر به طول      

مسیر به طول     

مسیر به طول                              115

مسیر به طول                                 
 116

1v

2v

3v

4v

v5

6v

 

 117
گراف را رسم می کنیم:

1v
2v

3v

4v
v5

v6

 

 118

دور به طول                  119

دور به طول               

دور به طول               

دور به طول              

 120

+ = p(p − 1) ⇒ 14 + x = 6 × 5 ⇒ x = 16∑
i=1

6

degG Vi ∑
i=1

6

deg
Ḡ
Vi

11→u, v

23→u v3
––

→u, , v3

36→u v3
––

2
––

→u, , , v3 2

46
16

→u v3
––

2
––

1
––

→u, , , , v3 2 1

1a, b

3a, c, d, b − a, e, d, b

4a, c, e, d, b − a, e, c, d, b

2, ,v1 v5 v4

5, , , , ,v1 v6 v5 v2 v3 v4

, , ,v1 v2 v3 v1

, , ,v3 v5 v4 v3

, , ,v4 v6 v5 v4

, , , ,v6 v4 v3 v5 v6

a, c, b, a

d, f , e, d

c, d, e, b, c

c, d, f , e, b, c

a, c, d, f , e, b, a

a, c, d, e, b, a

5a, b, c, d, e, a

6a, b, c, d, i, f , a

8a, b, c, d, i, g, j, e, a

9a, b, c, d, e, j, g, i, f , a

q ⩽ ⇒ q ⩽ ⇒ q ⩽ 190 ⇒ max(q) = 190
p(p − 1)

2
20 × 19

2
32
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خیر، به عنوان مثال، می توان این گونه رسم کرد:  121{
{

منتظم مرتبه 3_8

6منتظم مرتبه_2

پس همواره همبند نیستند.

 122

 123

 124
 گراف معادل این منطقه این گونه است:

اگر خودپردازها را در رئوس  نصب کنیم به هدف رسیده ایم. توجه شود که مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است.

 

d

a b c

f g

h

e

طبق شکل، حداقل  وزیر لازم است.  125

 126

مجموعه هاي احاطه گر مینیمم براي این گراف  عضو دارند. یعنی:  127

 

 اگر رأس  را ملاك قرار دهیم، این رأس با هر رأس دیگر به جز  و  یک مجموعۀ احاطه گر با  عضو می سازد.

 اگر رأس  را ملاك قرار دهیم:

 

 اگر رأس  را ملاك قرار دهیم:

 

الف)  128

a b c d e f g h k l m n

 یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم است. 
ب)

p − 1 ⩽ q ⇒ q ⩾ 19 ⇒ min(q) = 19

A = {e, d}
B = {b, f}
C = {c, e}

A = {a, b, c, d, e}
B = {f , g, h, i, j}
C = {f , g, h, e}

b , fA = {b , f}

2

w

w

A = {a, c, f , h, d}

B = {f , e}

C = {a, e, g}

احاطھ گر
احاطھ گر مینیمم

احاطھ گر مینیمال 
2

γ(G) = 2

aeb2

{a, c}, {a, d} → حالت2

e

{e, c}, {e, d}, {e, b} → حالت3

b

{b, d}, {b, c} → حالت2

2 + 3 + 3 = 8¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄

{b, e, h,m}γ(G) = 4

33
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a b c d e f g h k l m n

 یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال است.  

 129

 یک مجموعۀ احاطه گر است که کمترین عضو را دارد، زیرا مجموعۀ تک رأسی را نمی توان براي این گراف به عنوان یک مجموعۀ احاطه گر در نظر گرفت. یعنی:

 130

 از طرفی مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است، پس:

-منتظم مرتبۀ  را رسم کنیم که عدد احاطه گري آن  باشد. . پس کافی است گراف  عدد احاطه گري حداقل برابر  است، زیرا   131

 

 132

 در گراف  داریم:

 
v7v6v5v4v3v2v1 v8 v9

 

 از طرفی مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است.

الف) مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر یکتا با اندازة  است.  133

ب) مجموعه هاي  و  دو مجموعۀ احاطه گر با اندازة  هستند.

  

الف) مجموعۀ  مجموعۀ احاطه گر است:   134

a

 ب)

a b

ce

f d

{a, c, e, g, k, n}

A = {b, f}

A

γ(G) = 2

n = 10 , △= 3

⌈ ⌉ = 3 ⇒ γ(G) ⩾ 3
n

△ +1
A = {b, e, g}

γ(G) = 3

4γ(G) ≥ ⌈ ⌉ = 4
12
3

2124

P9

n = 9,△= 2

⌈ ⌉ = ⌈ ⌉ = 3
n

△ +1
9
3

{ , , }v2 v5 v8

{ , }v2 v32

{ , }v3 v6{ , }v2 v52

{a}γ(G) = 1

34
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  مجموعۀ  مجموعۀ احاطه گر است.  زیرا رأس هاي  و  درجۀ یک هستند و باید حتماً یکی از رأس هاي  و  و  در مجموعۀ احاطه گر باشند. رئوس  و  نیز

درجۀ یک هستند. باید حتماً یکی از رئوس  و  و  در مجموعۀ احاطه گر باشد.

پ) هر گرافی با  رأس رسم کنیم، عدد احاطه گري کوچک تر یا مساوي  خواهد بود. در گراف تهی عدد احاطه گري برابر  است. اگر بخواهیم عدد احاطه گري  باشد، کافی است

 رأس را به صورت منفرد در نظر بگیریم و  رأس باقی مانده را به صورت گراف ستاره اي رسم کنیم. در این صورت، عدد احاطه گري  خواهد بود.

. ، پس  -منتظم داریم:  رأسی  می باشد. در گراف  می دانیم در هر گراف   135

. اگر در گراف  با  رأس،  باشد، یعنی گراف رأسی دارد که با تمام رئوس گراف با یک یال متصل است، پس   136

.    کمترین تعداد یال را در گراف مقابل داریم، یعنی  و بیشترین تعداد یال مربوط به گراف کامل است 

 

 137

عضوي احاطه نمی شود.  واضح است که این گراف با هیچ مجموعۀ 

، یعنی حداقل یک رأس این گراف به تمام رأس هاي دیگر متصل است، پس این گراف حداقل  یال دارد. از طرفی می تواند کامل باشد، یعنی اگر   138

حداکثر  یال دارد.

الف) مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم براي گراف است، پس:  139

 
 ب)

v7v6v5v4v3v2v1
 

مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم است، پس:

 

 140

          

  

، در نتیجه  است.  از طرفی مجموعۀ  احاطه گر است، پس 

       

 از طرفی  مجموعۀ احاطه گر است پس  پس 

         

  

 در گراف هیچ دو عضوي وجود ندارد که گراف را پوشش دهد، یعنی هیچ مجموعۀ احاطه گر دوعضوي وجود ندارد.

. از طرفی مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است، پس 

         

  

.  در گراف هیچ مجموعۀ احاطه گر  عضوي وجود ندارد، از طرفی مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است، پس 

گراف موردنظر مطابق شکل از  گراف  تشکیل شده است که در هرکدام از آنها به حداقل دو رأس براي مجموعۀ  احاطه گر نیاز داریم.

 بنابراین، مجموعه اي با هشت عضو مانند مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم براي این گراف بوده و  است.

{a, b}γ(G) = 2effeacd

bdc

nnnk

k − 1n − (k − 1)k

nγ(G) ≥ ⌈ ⌉
n

Δ + 1
kΔ = kγ(G) ≥ ⌈ ⌉

n

k + 1

Gnγ(G) = 1Δ(G) = n − 1

q = n − 1q =
n(n − 1)

2

n = 8 , △= 3

⌈ ⌉ = ⌈ ⌉ = 2
n

△ +1
8
4

2

γ(G) = 1p − 1

 
p(p − 1)

2
= 5 − 1 = 4qmin

= = 10qmax

5 × 4
2

A = {f , d, l}

γ(G) = 3

 A = { , , }v2 v5 v7

γ(G) = 3

γ(G) ≥ ⌈ ⌉ = 2
8
4

{e, c}γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

γ(G) ≥ ⌈ ⌉ = 2
10
5

{e, j}γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

γ(G) ≥ ⌈ ⌉ = 2
12
6

{f , g, i}γ(G) = 3

γ(G) ≥ ⌈ ⌉ = 4
19
6

4{f , h, j, l, n}γ(G) = 5

4C5

{a, c, g, i, l, o, q, t}γ(G) = 8
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a

cd
e

b

j

h

g

f k
l

m n

o
p

r s

q tC 5 C 5 C 5

C 5

براي اینکه تاس در نهمین پرتاب براي اولین بار  بیاید، باید در  پرتاب اول،  نیاید. یعنی در هر کدام از  پرتاب اوّل،  حالت قابل قبول وجود دارد (همۀ اعداد  141

). بنابراین تعداد کل حالات برابر است با: غیر از 

این شخص براي پاسخ غلط  به هر سؤال،  انتخاب دارد. پس براي پاسخ به همۀ سؤالات، تعداد انتخاب ها برابر است با:  142

این شخص براي پاسخ به هر سؤال  انتخاب دارد. پس براي پاسخ به همۀ سؤالات، تعداد انتخاب ها برابر است با:  143

در رمز محدودیتی براي رقم سمت چپ وجود ندارد و می تواند صفر باشد. مثلاً رمز  قابل قبول است و  رقمی است. پس با توجه به غیرمجاز بودن رقم تکراري،  144
تعداد حالت ها برابر است با: 

ابتدا رقم سمت چپ را انتخاب می کنیم. براي این کار  حالت وجود دارد (همۀ ارقام به جز صفر). سپس براي رقم هاي بعدي به ترتیب؛  حالت،  حالت،  حالت و   145
حالت وجود دارد. پس در نهایت تعداد حالت ها برابر است با: 

تعداد مسیر ها به صورت  برابر است با:          146

تعداد مسیر ها به صورت  برابر است با:        

تعداد مسیر ها به صورت  برابر است با:   

تعداد مسیر ها به صورت  برابر است با:   

پس تعداد کل مسیر ها برابر است با:                        

 147

ابتدا معادله را حل می کنیم:  148

 نکته: می دانیم:

 پس به ازاي  داریم:

می دانیم:  149

             و              

 بنابراین:

68685

6

=5 × 5 × ⋯ × 5
  

بار8

58

3

=3 × 3 × ⋯ × 3
  

تا20

320

4

=4 × 4 × ⋯ × 4
  

تا20

420

031255

   → 10 × 9 × 8 × 7 × 6 حالت10= حالت9 حالت8 حالت7 حالت6 :حالت مطلوب
10!
5!

99876

   → 9 × 9 × 8 × 7 × 6 = حالت272169 حالت9 حالت8 حالت7 حالت6 :حالت مطلوب

ACD1 × 1 = 1

ABD2 × 1 = 2

ABCD2 × 1 × 1 = 2

ACBD1 × 1 × 1 = 1

1 + 2 + 2 + 1 = 6

= = = ⇒ = ⇒ 3n − 6 = 2n
n! (n − 3)!

(n − 2)! (n − 1)!
3
2

n(n − 1)! × (n − 3)!
(n − 2)(n − 3)! × (n − 1)!

3
2

n

n − 2
3
2

⇒ 3n − 2n = 6 ⇒ n = 6

= 1320 ⇒ = 1320
(2n + 2)!
(2n − 1)!

(2n + 2)(2n + 1)(2n)(2n − 1)!
(2n − 1)!

⇒ (2n + 2)(2n + 1)(2n) = 1320 = 12 × 11 × 10 ⇒ 2n = 10 ⇒ n = 5

C(n, r) = ( ) =
n

r

n!

r!(n − r)!

n = 5

C(n + 1, n − 3) C(6, 2) = = 15= ===
n=5 6!

2!4!

 P(n, r) =
n!

(n − r)!
C(n, r) = ( ) =

n

r

n!

r!(n − r)!

= = = 3((n − 3)!)
P(n, n − 2)
C(n, n − 3)

n!
2!

n!
(n−3)!3!

(n − 3)!3!
2!
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 پس معادلۀ داده شده  به صورت مقابل حل می شود:

 150

 بنابراین داریم:

الف) جایگشت  کتاب برابر  است.  151

ب) جایگشت  شیء مقابل برابر با  است. جایگشت کتاب هاي فیزیک کنار هم  است.

پس جواب نهایی برابر است با:  

پ) کتاب ها باید یک درمیان قرار بگیرند که با توجه به شکل مقابل، کتاب هاي ریاضی  جایگشت و کتاب هاي فیزیک  جایگشت دارند.

پس جواب نهایی برابر است با: 
 

ت) جایگشت  شیء مقابل  است و جایگشت  کتاب فیزیک و یک کتاب ریاضی خاص کنارهم،  است.

پس جواب نهایی برابر است با:   

 

152  دانش آموز پایۀ دوازدهم و  دانش آموز پایۀ یازدهم، به چند طریق می توانند در یک صف بایستند، به گونه اي که دانش آموزان پایۀ دوازدهم، کنار هم باشند؟

، ، یک انتخاب وجود دارد. (چون باید  و  برادر باشند.) به  همین ترتیب براي شمارة  ، هشت انتخاب وجود دارد. سپس براي جایگاه شمارة  براي جایگاه شمارة   153

، یک انتخاب وجود دارد. پس تعداد کل ، دو انتخاب و براي شمارة  ، یک انتخاب، براي شمارة  ، چهار انتخاب، براي شمارة  ، یک انتخاب، براي شمارة  شش انتخاب، براي شمارة 
حالات برابر است با:

  
1234

5678
 

شمارش تعداد حالات نامطلوب یعنی حالتی که علی وسط نشسته باشد، ساده تر است. می دانیم که:  154

تعداد کل حالات  تعداد حالاتی که علی وسط نباشد  تعداد حالاتی که علی وسط باشد

 فرض کنیم علی شخص وسط باشد، براي  نفر دیگر به تعداد  جایگشت وجود دارد. از طرفی تعداد کل حالات برابر با جایگشت همۀ  نفر یعنی  است.
بنابراین جواب نهایی برابر است با:

حروف  و  را به صورت  در قالب یک شیء در نظر می گیریم و جایگشت  شیء مقابل را به دست می آوریم که برابر با  است.  155
   

 دقت شود که  و  نمی توانند در کنار هم جایگشت هاي مختلف داشته باشند و حتماً باید به صورت  ظاهر شوند.

حروف  و  را به صورت یک شیء در نظر می گیریم و جایگشت  شیء مقابل را به دست می آوریم که برابر با  است.  156
   

از طرفی  و  در کنار هم به  حالت می توانند جایگشت داشته باشند. پس تعداد کل حالات برابر است با:

حاصل ضرب رقم ها در صورتی فرد است که که همۀ رقم ها فرد باشد. چون عدد سه رقمی است، پس براي هر سه رقم،  انتخاب وجود دارد  157

.( ) 
بنابراین تعداد کل حالات برابر است با:

ابتدا فرض می کنیم علی نشسته است. براي این کار فرقی ندارد که کجا بنشیند و همۀ حالت ها مشابه اند. حالا براي جایگاه حسین، فقط  حالت وجود دارد (سمت راست  158

یا سمت چپ علی). سپس  نفر دیگر به  حالت، می توانند در جایگاه هاي باقی مانده جایگشت داشته باشند. بنابراین جواب نهایی برابر است با:

3((n − 3)!) = 3(7!) ⇒ n − 3 = 7 ⇒ n = 10

C(n, r) = ( ) =
n

r

n!

r!(n − r)!

P(n, r) =
n!

(n − r)!

= = =  
3C(n, n − 3)
P(n, n − 2)

3n!
(n−3)!3!

n!
2!

3 × 2!
(n − 3)!3!

1
(n − 3)!

99!

66!4!

6!4!
ریاضی ریاضی ریاضی ریاضی ریاضی فیزیک ھا

5!4!

5!4!
ریاضی

↑
فیزیک

ریاضی

↑
فیزیک

ریاضی

↑
فیزیک

ریاضی

↑
فیزیک

ریاضی

77!23!

7!3!
ریاضی ریاضی ریاضی ریاضی فیزیک فیزیک یک ریاضی و دو فیزیک

46

15152

63748

8 × 6 × 4 × 2 = 384 

=+

66!77!

7! − 6! = 6!(7 − 1) = 6 × 6! = 6 × 720 = 4320

tgtg44!

tghir

gttg

tg44!

gthir

tg2!

4! × 2! = 24 × 2 = 48

5

9 7 5 3 یا1 یا یا یا

  → 5 × 5 × 5 = حالت1255
  

صدگان

حالت5
  

دھگان

حالت5
  

یکان

:حالت مطلوب

2

44!

2 × 4! = 48
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) وجود دارد، طبق قضیۀ جایگشت با تکرار، جواب برابر است با: ) و  شیء تکراري ( ) و  شیء تکراري ( جایگشت  شیء برابر با  است. اما چون  شیء تکراري (  159

 

، وجود دارد، جواب برابر است با: جایگشت  شیء برابر با  است. اما چون سه عدد تکراري  و دو عدد تکراري   160

 

 161

ابتدا  نفر را براي اتاق  نفري انتخاب می کنیم. تعداد حالات برابر است با:  162

   

  سپس  نفر دیگر را از بین  نفر باقی مانده، براي اتاق  نفري دیگر انتخاب می کنیم. تعداد حالات برابر است با:

   حالا  نفر باقی  می مانند که به یک حالت می توانند در اتاق  نفره قرار بگیرند.
  پس جواب برابر است با:

: تعداد انتخاب دو رقم از   163

 

:  تعداد انتخاب سه رقم از 

 

 جایگشت  رقم:

  
 پس تعداد کل حالات برابر است با:

براي اینکه سکه در پنجمین پرتاب براي دومین بار پشت بیاید، باید در  پرتاب اوّل یک بار پشت و  بار رو بیاید.  164

تعداد حالات اینکه در  پرتاب، یک بار پشت بیاید برابر است با:

 165

 طبق شکل زیر، باید یا  نقطه از بین نقاط  انتخاب کنیم که براي این کار،  انتخاب داریم. یا باید  نقطه از بین نقاط 

انتخاب کنیم که براي این کار  انتخاب داریم.
A

B

C
D

E
F

G
H

بنابراین تعداد کل حالات برابر است با:

 166

 طبق شکل زیر باید یک نقطه از بین نقاط  انتخاب کنیم که براي این کار،  انتخاب داریم و یک نقطه از بین نقاط  انتخاب کنیم

Aکه براي این کار،  انتخاب داریم.

B

C
D

E
F

G H

I

 بنابراین تعداد کل حالات برابر است با:

این  جفت کفش شامل  لنگۀ راست است. ما باید  لنگه از این  لنگۀ راست انتخاب کنیم. تعداد حالات برابر است با:  167

99!3a2c3d

9!
3!2!3!

66!75
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3!2!

= 280 ( )( )( ) = 280
8!
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8
3

5
4

1
1

22

( ) = 217
2

252

( ) = 105
2

33

( )( ) = 21 × 10 = 2107
2

5
2

A

( ) = 64
2

B

( ) = 105
3

5

5! = 120

6 × 10 × 120 = 7200

43

4

( ) = 4
4
1

2F ,E,D,C( )
4
2

2H ,G

( )
2
2

( ) + ( ) = 6 + 1 = 7
4
2

2
2

F ,E,D,C4I ,H ,G

3

( ) × ( ) = 4 × 3 = 12
4
1

3
1

8838
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می خواهیم  لنگه کفش انتخاب کنیم که هر کدام براي یک جفت کفش متفاوتی باشد. پس ابتدا  جفت کفش انتخاب می کنیم. براي این کار تعداد انتخاب ها برابر با  168

 است. سپس از هر کدام از این  جفت، یک لنگه انتخاب می کنیم که براي هر کدام  حالت وجود دارد.

بنابراین تعداد کل حالات برابر است با:

می خواهیم دو جفت کفش و یک لنگه کفش دیگر انتخاب کنیم. ابتدا دو جفت کفش را انتخاب می کنیم. براي این کار، تعداد انتخاب ها برابر با  است. سپس از بین  169

 جفت باقی مانده، باید یک لنگه انتخاب کنیم که تعداد انتخاب ها برابر با  است. پس نهایتاً تعداد کل انتخاب ها برابر است با:

کافی است جاي علامت سؤال ها را در مجموعۀ  با استفاده از عضو هاي مجموعۀ  پر کنیم. براي این کار تعداد انتخاب ها برابر است با:  170

کافی است جاي علامت سؤال ها را در مجموعۀ  با استفاده از عضو هاي مجموعۀ  پر کنیم. براي این کار تعداد انتخاب ها برابر است با:  171

کافی است  عضو از مجموعۀ  انتخاب کنیم و به جاي علامت سؤال در مجموعۀ  قرار دهیم. براي این کار تعداد انتخاب ها برابر است  172
با:

کافی است  عضو از مجموعۀ  انتخاب کنیم و به جاي علامت سؤال در مجموعۀ  قرار دهیم. براي این کار تعداد انتخاب ها برابر است  173
با:

جواب برابر با تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ  است که برابر است با:      174

 

تعداد جواب هاي مسئله برابر تعداد جواب هاي طبیعی معادلۀ  است که برابر است با:  175

باید تعداد جواب هاي صحیح معادلۀ  را بیابیم. در هر قسمت شرط خاصی بیان شده است.  176
 الف) این قسمت شرط جدیدي ندارد. پس جواب برابر است با:

ب) اینجا شرط  برقرار است. با تغییر متغیر  کافی است تعداد جواب صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را بیابیم:

 
جواب برابر است با:

پ) با تغییر متغیر  و  داریم:
  پس جواب برابر است با:

ت) با تغییر متغیر  و با فرض  داریم:
  پس جواب برابر است با:

. نکته: به ازاي عبارات تعریف شده تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ  برابر است با:   177

، براي  شرط  داده شده است.  اما در این سؤال به جاي شرط نامنفی بودن 

با تغییر متغیر معادله را به صورت زیر بازنویسی می کنیم:

( ) = = = 56
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3
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33

( )
8
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32
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3
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( ) = = 20
6
3

6!
3!3!

{7, ?, ?}{1, 2, 3, 4, 5, 6}
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2
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4
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9
4
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 حالا کافی است، ببینیم معادلۀ  چند جواب صحیح و نامنفی دارد که طبق نکتۀ گفته شده برابر است با:

. نکته: به ازاي عبارات تعریف شده، جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ  برابر است با:   178

، براي  شرط دیگري بیان شده است. با تغییر متغیر معادله را به صورت زیر بازنویسی می کنیم.  اما در این سؤال به جاي شرط نامنفی بودن 

  حالا کافی است ببینیم معادلۀ  چند جواب صحیح و نامنفی دارد که طبق نکتۀ گفته شده برابر است با:

 179
هدف مسئله یافتن تعداد جواب هاي طبیعی معادله است که برابر است با:

. نکته: به ازاي عبارت تعریف شده، تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ  برابر است با:   180

 پس به ازاي  جواب برابر است با:

خیر، به عنوان مثال:  181

 
  

 

 با توجه به اینکه  اعداد دورقمی تکراري دارد، پس  و  متعامد نیستند.

 182

 حداقل مقدار، زمانی است که همۀ درایه هاي قطر اصلی برابر  باشند. یعنی داریم:

 183

 حداکثر حالت، زمانی است که همۀ درایه هاي قطر اصلی برابر  باشند. یعنی داریم:

 184
  مجموع درایه هاي یک ردیف برابر است با:

 

 مجموع همۀ ردیف ها برابر است با:

 185
براي مثال می توان به صورت مقابل تکمیل کرد:

 186
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1 + ⋯ + 10 = = 55
10 × 11

2
10 × 55 = 550

3124

1432

2341

4213

40

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



درایۀ سطر دوم و ستون دوم قطعاً برابر  است، پس با توجه به شکل مقابل،   فقط می تواند  باشد و در نتیجه  قطعاً برابر با  است.

بنابراین داریم: 

        187

   الف)  با توجه به اینکه    درایۀ تکراري ندارد،  و  متعامدند.

   ب)  با توجه به اینکه    درایۀ تکراري دارد،  و  متعامد نیستند.

- خیر - خیر      پ) 

 188
دو مربع لاتین را مطابق شکل با یکدیگر ترکیب می کنیم. همان  طور که مشاهده می شود در این مربع اعداد دورقمی تکراري وجود دارد.

، چهار بار تکرار شده است، پس دو مربع لاتین متعامد نیستند. مثلاً عدد 

 189
کافی است مربع لاتینی مثال بزنیم که درایه هاي واقع بر قطر اصلی آن یکسان باشد. مانند مربع لاتین شکل مقابل:

در صورت ترکیب  دو مربع لاتین، مربع مقابل به  دست می آید که در آن، هیچ عدد دو رقمی تکراري وجود ندارد.

کافی است یک مربع لاتین  طراحی کنیم که سطرهاي آن متناظر با جلسات و ستون هاي آن متناظر با کلاس ها است.   190

4a2b1

2a + b = 2(2) + 1 = 5

13

3241

b

12

221133

133221

312312

AA1

213

132

321

=A1

123123

231231

312312

AA2

132

213

321

=A2

12

44
11223344

44132231

32441123

23314412

123

231

312

312213

123321

231132

6 × 6
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جلسه 

جلسۀ 

جلسۀ 

جلسۀ 

جلسۀ 

جلسۀ 

 191

:  تعداد اعداد بخش پذیر بر 

:  تعداد اعداد بخش پذیر بر 

:  تعداد اعداد بخش پذیر بر  و 

 بنابراین جواب نهایی برابر است با:

 192

:  تعداد اعداد بخش پذیر بر 

:   تعداد اعداد بخش پذیر بر 

:   تعداد اعداد بخش پذیر بر  و 

پس داریم:

:  تعداد اعداد بخش پذیر بر فقط 

:  تعداد اعداد بخش پذیر بر فقط 

 بنابراین جواب نهایی برابر است با:

 193

 اگر مجموعۀ مردان را با  و مجموعۀ افراد سیاه پوست را با  نمایش دهیم، آنگاه داریم:

خواستۀ مسئله، تعداد اعضاي مجموعۀ  است که طبق اصل شمول و عدم شمول داریم:

          194

 

C6C5C4C3C2C1

1
T6T5T4T3T2T1

T5T4T3T2T1T6

T4T3T2T1T6T5

T3T2T1T6T5T4

T2T1T6T5T4T3

T1T6T5T4T3T2

2

3

4

5

6

6|A| = [ ] = 49
299

6

8|B| = [ ] = 37
299

8

68|A ∩ B| = [ ] = 12
299
24

|A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B| = 49 + 37 − 12 = 74

6|A| = [ ] = 49
299

6

8|B| = [ ] = 37
299

8

68|A ∩ B| = [ ] = 12
299
24

6|A| − |A ∩ B| = 49 − 12 = 37

8|B| − |A ∩ B| = 37 − 12 = 25

37 + 25 = 62

AB|A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B| = 30 + 25 − 3 = 52

∩Ā B̄| ∩ | = |S| − |A ∪ B| = 60 − 52 = 8Ā B̄

A = {1 ≤ n ≤ 200|n = 4k} ⇒ |A| = [ ] = 50 , B = {1 ≤ n ≤ 200|n = 7k}
200

4
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با توجه به اطلاعات سؤال نمودار مقابل را رسم می کنیم:  195

باید مجموع تعداد اعضاي همۀ نواحی برابر با  باشد.

پس:   

6- x
x

x 7+x

5 - x

3- x

x

بسکتبال فوتبال

10 والیبال

 
 پس مجدداً نمودار را رسم می کنیم و به سؤالات جواب می دهیم:

الف)                  ب)                      پ)                   ت) 

10

2

0
بسکتبال فوتبال

10 والیبال

3

3
3

3

 

 : تعداد اعداد بخش پذیر بر   196

 

: تعداد اعداد بخش پذیر بر 

 

:  تعداد اعداد بخش پذیر بر  و 

 

197     براي هر عضو از  یکی از  عضو  را می توان نسبت داد. پس تعداد کل توابع برابر است با:

  

 طبق اصل لانۀ کبوتري، حداقل یکی از اعضاي  با بیش از یک عضو از  نسبت دارد. پس این تابع در هیچ حالتی نمی تواند یک به یک باشد.

در بدترین حالت، همۀ گوي هاي زرد و مشکی و  گوي سبز و  گوي آبی خارج کرده ایم و حالا با خارج کردن یک گوي دیگر به مقصودمان می رسیم. پس حداقل باید   198
گوي خارج کنیم.
          199

در شکل مقابل مستطیل  به مربع هاي  تقسیم شده است. قطر هرکدام از مربع ها برابر با  خواهد بود. پس براي

اینکه فاصلۀ هیچ دو نقطه اي بیش از  نشود، حداکثر  نقطه می توان انتخاب کرد (یک نقطه داخل هر مربع).

بنابراین با انتخاب  نقطه، مطمئن خواهیم بود، حداقل یک جفت نقطه با فاصلۀ کمتر از  داریم.

وضعیت هاي مختلف براي سه عدد طبیعی به صورت زیر است:  200

- هر سه فرد - هر سه زوج                      

- یک زوج و دو فرد - یک فرد و یک زوج            

در حالت  و  هرکدام از دو عدد را انتخاب کنیم، مجموع زوج است.

A ∩ B = {1 ≤ n ≤ 200|n = 28k} ⇒ |A ∩ B| = [ ] = 7
200
28

|A ∩ | = |A| − |A ∩ B| = 50 − 7 = 43B′

34

31 + x = 34 ⇒ x = 3

310516

2

|A| = [ ] = 45
90
2

3

|B| = [ ] = 30
90
3

23

|A ∩ B| = [ ] = 15
90
6

|A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B| = 45 + 30 − 15 = 60

A4B

4 × 4 × 4 × 4 × 4 = = 102445

BA

6623

6 × 82 × 28
−−
√

8
−−
√12

138
−−
√

12

34

12
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در حالت  اگر دو زوج را انتخاب کنیم، مجموع زوج است.

در حالت  اگر دو فرد را انتخاب کنیم، مجموع زوج است.

           201

 از تعداد روزهاي یک سال بیشتر است. طبق اصل لانۀ کبوتري امکان ندارد هرکسی در یک روز متفاوت به  دنیا آمده باشد. پس حداقل دو نفر در یک روز سال متولد
شده اند.

در بدترین حالت،  پرتاب مختلف ظاهر می شود و در پرتاب هفتم عدد تکراري حتماً نمایان می شود. پس حداقل باید  بار پرتاب کنیم.  202

تعداد کبوترها  و تعداد لانه ها  تعداد روزهاي هفته  تعداد ماه هاي سال.   203
طبق تعمیم اصل لانه کبوتري: 

     

در این صورت لانه اي وجود دارد که لااقل  کبوتر در آن قرار می گیرند. یعنی حداقل  نفر از دانش آموزان روز هفته و ماه تولدشان یکسان است.

          204

 

، مجموعی برابر با  می سازد. حالا ما حداکثر می توانیم  عضو هر عضو از مجموعۀ  عضوي  با یک عضو از مجموعۀ  عضوي   205

( از  را انتخاب کنیم تا مجموع هیچ دو عضوي  نشود. ( عضو از این مجموعه ها و دو عضو از مجموعۀ 

بنابراین با حداقل  عضو، مطمئن خواهیم بود، حداقل یک جفت عدد با مجموع  خواهیم داشت.

تعداد کبوترها =  و تعداد لانه ها = و به صورت زیر هستند.  206

 

 چنانچه قرار باشد کبوترها، لانه ها را اشغال کنند، آنگاه طبق اصل لانه کبوتري، حداقل دو عدد وجود دارد که در یک لانه جاي می گیرند و مجموع شان  است.

3

4

368

67

505 ==×n = 7 × 12 = 84

تعداد کبوترھا = kn + 1 505− →−−
n=84

= k × 84 + 1 ⇒ k = 6 ⇒ k + 1 = 7

77

k + 1 = 20 ⇒ k = 19 , kn + 1 = 19 × 7 + 1 = 134

10{5, 9,⋯ , 41}10{49, 53,⋯ , 85}9012

A9010{1, 45}

1390

4342

, , ,⋯ , 
1,84

 
2,83

 
3,82

 
42,43

85

44
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