
5. Наближенi методи розв’язання задач
на власнi значення

Постановка задачi

Нехай A – квадратна матриця розмiрностi n× n. Потрiбно
знайти тi значення λ при яких задача

Ax = λx

має ненульовий розв’язок, x 6= 0. Позначимо λi, i = 1, n –
власнi значення матрицi A, а xi – власнi вектори, якi вiдпо-
вiдають власним значенням λi.

Розглянемо основнi наближенi методи знаходження вла-
сних значень. Для розв’язання часткової проблеми власних
значень, т.т. коли необхiдно знайти максимальне та/або мiнi-
мальне власне значення чи власне значення, що знаходиться
в околi деякого числа λ0, використовують:
1) степеневий метод,
2) метод скалярних добуткiв.

Для розв’язання повної проблеми власних значень, т.т.
коли необхiдно знайти всi власнi значення та вiдповiднi власнi
вектори, використовують: метод обертань (Якобi).

Метод скалярних добуткiв

Метод iнколи називають степеневим методом iз скалярни-
ми добутками. Нехай |λ1| > |λ2| > ... > |λn|. Будемо шукати
максимальне власне значення λ1.

Початкове наближення x0 обираємо довiльним, але з озна-
чення власного вектору x0 6= 0. Iтерацiйний процес методу
має вигляд:

xk+1 = Axk; λk+1
1 =

(xk+1, xk)

(xk, xk)
.

Умова припинення: |λk+1
1 − λk1| 6 ε.

Зауваження. Для уникнення зростання компонент векто-
ру xk на кожнiй iтерацiї, використовують нормування. Пiсля
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знаходження xk, вiн нормується:

ek =

(
xk1
||xk||

; ...;
xkn
||xk||

)
.

Далi працюють вже з нормованим вектором:
xk+1 = Aek.

Приклад. Знайти максимальне власне значення методом
скалярних добуткiв з точнiстю ε = 0, 2 для матрицi:

A =

5 1 2
1 4 1
2 1 3


Розв’язок. Оскiльки aij ∈ Z та |aij | > 1, будемо використо-
вувати нормування для уникнення зростання компонент ве-
ктору xk. Оберемо довiльне ненульове початкове наближення:
x0 = (1; 1; 1)T .

Iтерацiя 1.

x1 = Ax0 =

5 1 2
1 4 1
2 1 3

1
1
1

 =

8
6
6

;

λ1
1 =

(x1, x0)

(x0, x0)
=

(
(8; 6; 6)T , (1; 1; 1)T

)
((1; 1; 1)T , (1; 1; 1)T )

≈ 6, 66.

Нормуємо:
||x1||2 =

√
82 + 62 + 62 ≈ 11, 66;

e1 =
x1

||x1||2
= (

8

11, 66
;

6

11, 66
;

6

11, 66
)T = (0, 69; 0, 51; 0, 51)T .

Iтерацiя 2.

x2 = Ae1 =

5 1 2
1 4 1
2 1 3

0, 69
0, 51
0, 51

 =

4, 98
3, 24
3, 42

;

λ2
1 =

(x2, e1)

(e1, e1)
≈ 6, 83

0, 996
≈ 6, 86.

Перевiримо умову припинення:
|λ2

1 − λ1
1| = |6, 86− 6, 66| = 0, 2 6 ε.
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Отже, максимальне власне значення з точнiстю 0,2:
λmax(A) ≈ 6, 86.

Степеневий метод

Нехай |λ1| > |λ2| > ... > |λn|. Будемо також шукати макси-
мальне власне значення λ1. Початкове наближення x0 обира-
ємо довiльним, але x0 6= 0.

Iтерацiйний процес має вигляд:

xk+1 = Axk; λk+1
1 =

xk+1
m

xkm
, ∀m : 1 6 m 6 n.

Умова припинення: |λk+1
1 − λk1| 6 ε.

Зауваження. Якщо A = AT > 0, то можна знайти мiнi-
мальне власне значення:

λmin(A) = λmax(A)− λmax(B),

де B = λmax(A)E −A, а E – одинична матриця.
Зауваження. Якщо скористатися властивiстю норм:

λmax(A) 6 ||A||∞, то можна уникнути знаходження λmax(A):
λmin(A) = ||A||∞ − λmax(B),

де B = ||A||∞E −A.
Приклад. Знайти мiнiмальне власне значення степеневим

методом з точнiстю ε = 0, 5 для матрицi:

A =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2


Розв’язок. Перевiримо умову A = AT > 0:
A = AT – виконується;
Det(2) > 0,∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 3 > 0,
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∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = 4 > 0,

оскiльки всi головнi мiнори додатнi, то A > 0 – виконується.
В задачi необхiдно знайти лише мiнiмальне власне значе-

ння, тому замiсть знаходження λmax(A) скористаємося його
оцiнкою зверху: ||A||∞ = 4.

Будуємо матрицю B:

B = ||A||∞E −A = 4

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

 =

=

2 1 0
1 2 1
0 1 2

.

Знайдемо λmax(B) степеневим методом iз нормуванням.
Оберемо початкове наближення: x0 = (1; 1; 1)T .

Iтерацiя 1.

x1 = Bx0 =

2 1 0
1 2 1
0 1 2

 1
1
1

 =

 3
4
3

.

Компонента m обирається довiльна, покладемо m = 1, тодi

λ1
1 =

x1
1

x0
1

=
3

1
= 3.

Нормуємо:
||x1||2 =

√
32 + 42 + 32 ≈ 5, 83;

e1 =
x1

||x1||2
= (

3

5, 83
;

4

5, 83
;

3

5, 83
)T = (0, 51; 0, 69; 0, 51)T .

Iтерацiя 2.

x2 = Be1 =

2 1 0
1 2 1
0 1 2

 0, 51

0, 69
0, 51

 =

 1, 71

2, 4
1, 71

;

λ2
1 =

x2
1

e1
1

=
1, 71

0, 51
= 3, 35.
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Перевiримо умову припинення знаходження λmax(B):
|λ2

1 − λ1
1| = |3, 35− 3| = 0, 35 6 ε.

Умова припинення виконалася, тому λmax(B) = 3, 35, тодi
λmin(A) = ||A||∞ − λmax(B) = 4− 3, 35 = 0, 65.

Отже, мiнiмальне власне значення з точнiстю 0, 5:
λmin(A) = 0, 65.

Метод обертань (Якобi)

Метод Якобi використовують, якщо матриця A є симетри-
чною, тобто A = AT . Тодi за допомогою ортогональних пере-
творень матриця A зводиться до дiагонального вигляду, еле-
менти дiагоналi якої будуть вiдповiдати наближеним власним
значенням вихiдної матрицi. Покладемо A0 = A. Iтерацiйний
процес має вигляд:

Ak+1 = UkAkU
T
k ,

де Uk – матриця обертань:

Uk =



ik jk
1 ... 0 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... cosϕk ... sinϕk ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... − sinϕk ... cosϕk ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 0 ... 1


ik

jk

ϕk – кут обертань:

ϕk =
1

2
arctg

2akikjk
akikik − akjkjk

,

ik та jk – номери рядочка та стовпчика в матрицi Ak:
akikjk = max

i 6=j
|akij |, i = 1, n, j = 2 + 1, n.
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Умова припинення:

t(Ak+1) =

n∑
i, j = 1
i 6= j

a2
ij 6 ε.

Пiсля виконання цiєї умови дiагональнi елементи матрицi
Ak+1 є наближеними власними значеннями з точнiстю ε:

λi ≈ ak+1
ii , i = 1, n,

при чому швидкiсть збiжностi:

t(Ak+1) 6 qt(Ak); q = 1− 2

n(n− 1)
.

Власним векторам λi, i = 1, n, вiдповiдають власнi вектори
(u1i, ..., uii, ..., uni)

T , якi є стовпцями матрицi U :

U =
n∏

k=1

Uk =


u11 ... u1i ... u1n

... ... ... ... ...
ui1 ... uii ... uin
... ... ... ... ...
un1 ... uni ... unn

 .

Зауваження. Можна використовувати iтерацiйний процес
вигляду: Ak+1 = UT

k AkUk, але тодi матриця обертань буде:

Uk =



1 ... 0 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... cosϕk ... − sinϕk ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... sinϕk ... cosϕk ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 0 ... 1


.

Приклад. Знайти наближено всi власнi значення та вiд-
повiднi власнi вектори матрицi A з точнiстю ε = 0, 1

A =


2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2


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Розв’язок. Для розв’язання повної проблеми власних значень
використовується метод обертань (Якобi). Оскiльки A = AT ,
то метод можна застосовувати.

A0 = A =


2 −1 0 0

−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

 ;

Iтерацiя 1.
Знайдемо рядок та стовпчик з максимальним по модулю не-
дiагональним елементом:
a0
i0j0

= |a12| = | − 1| ⇒ i0 = 1, j0 = 2.

Знайдемо кут: ϕ0 =
1

2
arctg

2a0
12

a0
11 − a0

22

=
1

2
arctg(−∞) = −π

4
.

Побудуємо матрицю обертань:

U0 =


cosϕ0 − sinϕ0 0 0
sinϕ0 cosϕ0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 =


√

2
2

√
2

2 0 0

−
√

2
2

√
2

2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.

A1 = UT
0 A0U0 =


√

2
2 −

√
2

2 0 0√
2

2

√
2

2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

×

×


√

2
2

√
2

2 0 0

−
√

2
2

√
2

2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


3 0

√
2

2 0

0 1 −
√

2
2 0√

2
2 −

√
2

2 2 −1
0 0 −1 2

.

Перевiримо умову припинення:

t(A1) = 2(02 + (
√

2
2 )2 + 02 + (−

√
2

2 )2 + 02 + (−1)2) = 4 > ε.

Оскiльки умова припинення не виконалася, то знаходимо
максимальне значення в матрицi A1.
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Iтерацiя 2.

A1 =


3 0

√
2

2 0

0 1 −
√

2
2 0√

2
2 −

√
2

2 2 −1

0 0 −1 2

 ⇒ i1 = 3, j1 = 4;

ϕ1 =
1

2
arctg

2a1
34

a1
33 − a1

44

=
1

2
arctg(−∞) = −π

4
;

U1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosϕ1 − sinϕ1

0 0 sinϕ1 cosϕ1

 =


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0
√

2
2

√
2

2

0 0 −
√

2
2

√
2

2

;

A2 = UT
1 A1U1 =


3 0 0, 5 0, 5
0 1 −0, 5 −0, 5

0, 5 −0, 5 3 0
0, 5 −0, 5 0 1


t(A2) = 2(02 +(0, 5)2 +(0, 5)2 +(−0, 5)2 +(−0, 5)2 +02) = 2 > ε.

Iтерацiя 3.

A2 =


3 0 0, 5 0, 5

0 1 −0, 5 −0, 5
0, 5 −0, 5 3 0
0, 5 −0, 5 0 1

 ⇒ i2 = 1, j2 = 3, ϕ2 =
π

4
;

U2 =


√

2
2 0 −

√
2

2 0
0 1 0 0√
2

2 0
√

2
2 0

0 0 0 1

;

A3 = UT
2 A2U2 =


3, 5 −0, 35 0 0, 35
−0, 35 1 −0, 35 −0, 5

0 −0, 35 2, 5 −0, 35
0, 35 −0, 5 −0, 35 1

;

t(A3) = 2(02 +0, 52 +0, 52 +(−0, 5)2 +(−0, 5)2 +02) = 1, 48 > ε.
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Iтерацiя 4.

A3 =


3, 5 −0, 35 0 0, 35

−0, 35 1 −0, 35 −0, 5

0 −0, 35 2, 5 −0, 35
0, 35 −0, 5 −0, 35 1

 ⇒

i3 = 2, j3 = 4, ϕ3 = −π
4
;

U3 =


1 0 0 0

0
√

2
2 0

√
2

2
0 0 1 0

0 −
√

2
2 0

√
2

2

;

A4 = UT
3 A3U3 =


3, 5 −0, 5 0 0
−0, 5 1, 5 0 0

0 0 2, 5 −0, 5
0 0 −0, 5 0, 5

;

t(A4) = 2((−0, 5)2 + 02 + 02 + 02 + 02 + (−0, 5)2) = 1 > ε.

Iтерацiя 5.

A4 =


3, 5 −0, 5 0 0

−0, 5 1, 5 0 0
0 0 2, 5 −0, 5
0 0 −0, 5 0, 5

 ⇒
i4 = 1, j4 = 2, ϕ4 = −0, 23;

U4 =


0, 97 0, 23 0 0
−0, 23 0, 97 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

;

A5 = UT
4 A4U4 =


3, 6 0 0 0
0 1, 37 0 0

0 0 2, 5 −0, 5

0 0 −0, 5 0, 5

 ;

t(A5) = 2(02 + 02 + 02 + 02 + 02 + (−0, 5)2) = 0, 25 > ε.
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Iтерацiя 6.

A5 =


3, 6 0 0 0
0 1, 37 0 0

0 0 2, 5 −0, 5

0 0 −0, 5 0, 5

 ⇒
i5 = 3, j5 = 4, ϕ5 = −0, 23;

U5 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0, 97 0, 23
0 0 −0, 23 0, 97

 ;

A6 = UT
5 A5U5 =


3, 6 0 0 0
0 1, 37 0 0
0 0 2, 6 0
0 0 0 0, 38

 ;

t(A6) = 0 6 ε.
Отже, власнi значення матрицi A: 3,6; 1,37; 2,6; 0,38.

Знайдемо власнi вектори:

U = U0U1U2U3U4U5 =


0, 37 0, 6 −0, 6 0, 37
−0, 6 0, 37 0, 37 0, 6
0, 6 −0, 37 0, 37 0, 6
−0, 37 −0, 6 −0, 6 0, 37


Отже, власному значенню 3,6 вiдповiдає власний вектор

(0, 37;−0, 6; 0, 6;−0, 37)T ; 1,37 – (0, 6; 0, 37;−0, 37;−0, 6)T ; 2,6
– (−0, 6; 0, 37; 0, 37;−0, 6)T ; 0,38 – (0, 37; 0, 6; 0, 6; 0, 37)T .

Задачi для самостiйного розв’язання

1. Проробити три iтерацiї степеневого методу iз формулою
скалярних добуткiв для знаходження максимального власно-
го значення матрицi

A =

 1 2 0
−1 2 −1
0 −1 2


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