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  »LP«برنامه ریزي با اعداد صحیح 

  فرض تناسب -LP      :1مفروضات یک مدل 

  فرض جمع پذیري-2             

  فرض بخش پذیري-3            

  بودن فرض معین -4            

  .فرض بخش پذیري را نداریم LPدر مدل 

  گرد کردن جوابها :روش حل اول

  . را بدون در نظر گرفتن شرط عدد صحیح بودن حل نموده و سپس جوابها را گرد می کنیم LPاله مس
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ناموجه باشد و هنگامی که مساله داراي چندین متغیر  LPب انتخابی ایراد وارد به این روش آنست که ممکن است جوا

نقطه بهینه انتخابی اشتباه . توانیم آنرا تشخیص دهیم اما تشخیص این امر در روش ترسیمی امکان پذیر استمی باشد ن

  ) نقطه بهینه روي نمودار صفحه قبل. (است و نمی توان به این روش اعتماد کرد

  مل جوابهاي صحیح شمارش کا: روش دوم

  نقطه بهینه
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روش ترسیمی حل و سپس کلیه باشد که طی آن ابتدا مساله را باه قابل استفاده میکوچک و دومتغیراین روش براي مسائل

 Zکنیم از قرار دادن جوابها در تابع هدف عدد صحیح در ناحیه را انتخاب می نقاط با

  : براي مثال داریم. بهینه خواهد شد

  

  

  

  

  

  

و تحقیقات در زمینه . ئل برنامه ریزي عدد صحیح روشی قطعی مانند الگوریتم سیمپلکس ارائه نشده استهنوز براي مسا

پیش از پرداختن به حل با الگوریتم ها لازم است مدلهاي برنامه ریزي . اشاره خواهیم نمود LPحل مسائل برنامه ریزي 

  : عدد صحیح را دسته بندي کنیم

زي شرط عدد صحیح بودن را داشته باشند می گوییم با برنامه ریزي عدد صحیح اگر تمامی متغیرهاي برنامه ری-1

  . محض روبرو هستیم

هرگاه در مدلی فقط تعدادي از متغیرها شرط صحیح بودن را داشته باشند می گوئیم با مساله برنامه ریزي عدد -2

. صحیح مختلط روبرو هستیم

ط مقادیر صفر یا یک به خود نگیرد می گوئیم با حالت اگر متغیرهاي یک مساله برنامه ریزي عدد صحیح فق-3

.خاص برنامه ریزي عدد صحیح که آنرا برنامه ریزي صفر و یک می نامند روبرو هستیم

  الگوریتم اول   حل مسائل عدد صحیح 

BBandBoundandBranchالگوریتم انشعاب و تحدید -   

ابتدا مساله را بدون در نظر گرفتن شرط صحیح . ه گردیدارائ Landو  Doingتوسط  1960در این روش که در سال 

آنگاه از بین متغیرهایی که جواب صحیح ندارند یکی از متغیرها را انتخاب می کنند مسلماً از بین . بودن حل می کنند

می گیرند که مدنظر ما قرار  L+1می نامیم و از  Lبزرگترین عدد صحیح کوچکتر از مقدار بهینه متغیر انشعاب که آنرا 

باشد دو محدودیت  xjلذا اگر متغیر انشعاب. فضایی بوجود می آید که در این فضا هیچ جواب عدد صحیحی وجود ندارد
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LxjLxj  به ترتیب به مدل اضافه شده و مجدداً هریک از مدل هاي جدید حل می شوند این عمل تا  1,

  : جایی که 

1- به یک جواب موجهLP برسیم.

 و حالت پیش آمد به منزله تحدید خواهد د ادامه می یابد و هرگاه یکی از این. هیچ ناحیه موجهی باقی نماند-2و

  . بود

به دلخواه  1xمی باشد اگر متغیر LPجواب بهینه ) 7/3و2/4(با مختصات  Aض نقطۀ فرض کنید براي یک مساله مفرو

هیچ جواب موجه  3+1و عدد بعدي یعنی  3یعنی  7/3گترین عدد صحیح کوچکتر از براي انشعاب انتخاب شود بین بزر

12صحیحی وجود ندارد لذا این ناحیه را حذف و با دو مساله جدید  , PPروبرو می شویم .  

ی و اگر چند متغیره براي حل یک مساله با استفاده از روش انشعاب و تحدید که مساله دو متغیره می باشد از روش ترسیم

  : قدم هاي حل مساله عبارتند از. باشد از روش سیمپلکس استفاده کنید

  

  

  

  

اگر به جواب صحیح رسیدید توقف نمایید در غیر . مساله را بدون توجه به صحیح بودن متغیرها حل کنید :قدم اول

  .اینصورت به قدم دوم بروید

مساله اصلی و مسائل فرعی (ه ازاء هر مساله اي که حل می کنید براي جلوگیري از گمشدگی اطلاعات ب :قدم دوم

در آن بیاورید براي حل  piمستطیلی را در نظر بگیرید و مقدار تابع هدف و مقدار متغیرها را بهمراه شماره مساله ) انشعاب

  . را انتخاب کنید poمساله اصلی 
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LPZIPZمسلماً همواره  ** یک مساله  می باشد و اگرMax  داشته باشیم می توان گفت بدترینسازيZ  که انتظار

داریم ZL  خواهد بود همچنین در مسائلMin  سازي بدترینZ  مورد انتظار و برايLP Z خواهد

ن عدد را خط زده و جواب بهتر یی که به جواب بهتري رسیدند امی نویسند و زمان 0pاین مقدار را بر روي مستطیل. بود

  . را جایگزین می کنند

یکی از متغیرهاي تصمیم را که داراي مقدار عدد صحیح نیست انشعاب کنید و آنرا متغیر انشعاب بنامید آنگاه  :قدم سوم

  :دو محدودیت زیر را اضافه کنید و دو مساله جدید بسازید

Lxj

Lxj



 1  

این قدم بنام قدم تحدید شناخته می شود و طی آن مسائل جدیدي را که بوجود آورده ایم را حل می کنیم  :قدم چهام

بود جایگزین نمایید و یا اینکه اگر با یکی از شروط زیر  ZLبه جواب موجه جدید دست یافتیم که مقدار آن بهتر از  راگ

گر ییکی از سه حالت زیر به عمق می رسند و د رانشعاب ها د. را متوقف کنید روبرو شده اید به عمق رسیده اید و مساله

  : آن انشعاب را ادامه نمی دهیم

  . دد یا به یک جواب موجه عدد صحیح برسیمرمقدار تمامی متغیرها عدد صحیح گ-1

  . مساله فرعی فاقد ناحیه موجه باشد-2

  . لی باشدفع ZLبدتر از  بدست آمده در انشعابموجه  Zرمقدا-3

 ZLو مستطیلی را که مقدار تابع هدفش مساوي . متوقف کنیدرا اگر تمامی انشعاب ها به عمق رسیدند مساله :قدم پنجم

  . است بعنوان جواب بهینه انتخاب کنید

  : دارید به یکی از روشهاي زیر عمل کنید LPاگر یک مساله چند متغیره  :مسائل چند متغیره

1-0p
حل کنید و  سرا مجدداً به روش سیمپلک 1pو 2pحل کنید انشعاب را انجام دهید مسائل سپلکرا به روش سیم 

  . ایراد این روش آنست که بسیار وقت گیر است... 

2-0p
ت براي اضافه شدن محدودیت جدید استفاده کنید اگر حل کنید سپس از تحلیل حساسی سرا به روش سیمپلک

Lxjیعنی(دي یمحدودیت جد  1یا Lxj ( زائد باشند آنرا در حل مدل تاثیر ندهید و در صورتی که مؤثر باشند

جواب بهینه طبق الگوریتم انشعاب و دي را حل کنید این عمل را تا رسیدن به یآنرا به مساله اضافه و مجدداً مساله جد

  . تحدید ادامه دهید



دکتر ناصر حمیدي

6

0pمساله -3
حل کنید بجاي اضافه نمودن محدودیتهاي جدید به مساله از روش تغییر متغیر استفاده  سرا به روش سیمپلک 

بنظر می رسد که روش . ادامه دهید نمایید و مسائل جدید را مجدداً حل کنید این عمل را تا رسیدن به جواب بهینه نهایی

حل مساله با نرم باشد با این حال هنگام سوم یعنی تغییر متغیر براي مسائل چند متغیره بهتر و کاراتر از دو روش دیگر 

  . افزارهاي مختلف می توان بکارگیري هریک از این ها را مشاهده کرد

  : فاده از روش انشعاب و تحدید جواب بهینه را بدست آوریدامه ریزي عدد صحیح زیر مفروض است با استنرمدل ب: مثال
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  : بدون در نظر گرفتن شرط عدد صحیح بودن مساله را حل می کنیم

  هیچ عدد صحیحی وجود ندارد  4و  3بین 

  . پس این فاصله حذف می شود

  

  

  

  نقطه  مختصات  Zمقدار
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. را انتخاب می کنیم x2براي انشعاب متغیر 

o

6

5

4

75/3

25/2 6 9

c

GF

A

E
D

B

3



دکتر ناصر حمیدي

7

Intxx

x

xx

xx

st

xxMaxZ

P

,,

:

0

3

4595

6

85

21

2

21

21

21

2











  

Intxx

x

xx

xx

st

xxMaxZ

P

,,

:

0

4

4595

6

85

21

2

21

21

21

1











  

  :مختصات روي شکل صفحه قبل: را حل می کنیمp2و  p1به روش ترسیمی 

  

  نقطه  مختصات  Zمقدار

0   00,  O  

24 30,  F  

39 33,G  

30 06,C    

  نقطه  مختصات  Zمقدار

32   40,  D  

41 481 ,/  E  

40 50,
A  

  

  

  : می نامیم p4و  p3ل جدید را ئو مسا: بدهیمx1انشعاب بعدي را بایستی بر روي
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  . فاقد جواب است ←جواب بهینه عدد صحیح در ناحیه فوق نداریم 
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1 2
P3=فاقد جواب

P3=

P4=

P4=
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  نقطه  مختصات  Zمقدار
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  نقطه  مختصات  Zمقدار

40   50,  A  

32 40,  D  

37 41,
I  

  .بهینه است Aنقطه 
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:   جواب بهینه 
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  حل مدل به روش سیمپلکس 

  : را بدون در نظر گرفتن شرط عدد صحیح بودن متغیرهاي تصمیم به روش سیمپلکس حل می کنیم p0مساله قبل یعنی 

RHSS2S1X2  X1  

  . بهینه کمتر است Zآن از  Zاین جواب را نمی پذیریم زیرا

37<40
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12ک از مسائلاگر بخواهیم مدل فوق را با سیمپلکس معمولی تا آخر حل کنیم بایستی هری pp را که در روش  6pو تا ,

بایستی عملیات سیمپلکس را تا تحقق  ربا 6یعنی عملاً . ترسیمی نوشتیم بصورت جداگانه و با روش سیمپلکس حل کنیم

به روش قبل اندکی ساده تر روش تحلیل حساسیت پیش برویم عملیات نسبت  زاگر بخواهیم ا. شرط بهینگی تکرار کنیم

ار از ربراي آشنایی یک تک. اضافی در تابلو وجود دارد رطه محدودیت مؤثر بعنوان یک سبشدن  اما مشکل اضافه. است

  . عملیات را براي تحلیل حساسیت نمایش می دهیم

. خواهد بود x2متغیر . انشعاب انتخاب می کنیم متغیري را که بزرگترین عدد اعشار را دارد براي0pوي نهایی لدر تاب

¾x2=3 محدودیتهاي ناشی از انشعاب را می نویسیم ،:  















3

4

4

3
3

2

2

2

x

x

x  

گذاشته و محدودیت مؤثر را انتخاب و به  رم و محدودیت زائد را کنایجواب بهینه را در هریک از محدودیتها قرار می ده

تحلیل حساسیت محدودیت اضافه شده به مدل، یکه کردن سطر جدید را براي متغیرهاي کنیم و با تابلوي نهایی اضافه می

  . آنرا با استفاده از سیمپلکس ثانویه ایجاد می کنیم. پایه انجام می دهیم شرط موجه بودن نقض می گردد

  » نمی شود لایی است لذا توصیهاز آنجاییکه این روش مستلزم صرف منابع با«

  : روش سوم

متغیر  2روش از تغییر متغیر استفاده می کنیم بدین صورت که محدودیت هاي ناشی از انشعاب را نوشته و آنها را با در این 

آورده و تغییر لازم را در تابلوي نهایی می دهیم در صورت نقض شرط ر به شکل محدودیت تساوي د yjجدید بنامهاي 

  . م دادموجه بودن با سیمپلکس ثانویه عملیات را ادامه خواهی
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بعنوان متغییر انشعاب و اضافه شدن محدودیتهاي جدید دو  x2را در اختیار داریم با انتخاب  0pجواب بهینه 

12مساله pp 42: از قبل داریم 1pبوجود می آیند براي  , x  

32: داریم 2pو براي  x  

  : آنها را به شکل تساوي درآورد y2می توان با متغیر 

1p:    22براي 4 yx   

2p :    22براي 3 yx   

22

2

2

3

3

yx

x

p







:

  

22

2

1

4

4

yx

x

p







:

  

24را با  0p،2xر تابلوي نهایی د y1جایگزین می کنیم آنگاه تابلويp  یدآبدست می :  

24بجاي xy  قرار داده و سطر سوم را محاسبه می کنم :  

  . هاست xjشرط صحیح بودن فقط براي

  ←ا سیمپلکس ثانویه ادامه می دهیم ب

  )شرط موجه بودن نقض شده(

RHSS2  

1S


  y2  X1

  

4

1
41  

4

3

4

50  0  Z  

4

1
2  

4

1


4

90  1  X1  

4

1
  

4

1

4

5


1  0  y2←  

41  1010Z

5

9

5

10

5

91X1

5

1

5

11

5

40S1

  

  

  

  .در پایه نیست، صفر است Y2چون 


















41

4044

81
5

9

22

1

*

*

* /

Z

yx

x
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همواره این رابطه «:نکته
**
IPLP ZZ  برقرار است «  

23را با  2xبایستی 0pتابلوي نهایی رد2pبراي رسیدن به مساله yجایگزین کنیم :  

  

  
















39

3

3

2

1

*

*

*

Z

x

x

RHSS2S1y2  X1  

4

1
41  

4

3

4

50  0  Z  

4

1
2  

4

1


4

90  1  X1  

4

3
  

4

1

4

51  0  y2←  

390530Z

301-11X1

31-5-40S1

  ↑»به عمق رسیده است«

  

  . خواهد بود 1pادامه خواهیم داد بنابراین تابلوي مرجع ما تابلوي 1pزانشعاب را ا

←1pتابلوي

   ↓

1111

11

43

12

12

yxyx

xx

pp







RHSS2S1y2  X1  

411010Z

5

9

5

10

5

91X1

5

1
  

5

11

5

40S1

  

بعنوان 1xاینجانید درکاباي بزرگترین مقدا اعشاري بدون متغیر انشعاب انتخنهایی متغیري را که دار 1pدر روي تابلوي

  : تنها متغیر واجد شرایط استمتغیر انشعاب انتخاب میشود که

  

:1p  
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RHSS2S1y2  X1  

411010Z

5

9

5

10

5

91X1

5

1
  

5

11

5

40S1

:3p  

RHSS2S1y2  y1  

411010Z

5

1
5

10

5

91y1

5

1
  

5

11

5

40S1

  

  . متغیر ورودي نداریم مساله فاقد جواب موجه است

:4p  

RHSS2S1y2  y1  

411010Z

5

1

5

10

5

9


1y1

5

1
  

5

11

5

40S1

9

5
40  

9

8
  

00  

9

5Z

9

4
  

9

1
  

01  

9
5

y2

9

5
  

9

1
  

10  

9

4S1

  

















640

454
9
4

44

1011

22

11

/

/*

*

Z

yx

yx
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خواهد بود 2xادامه می دهیم همانگونه که در جوابها مشخص است تنها متغیر مورد نظر براي انشعاب  4pانشعاب را از

  .به شکل زیر تشکیل می گردند 6pو5pلذا مساله 

22

2

5

4

4

yx

x

p







:

  

22

2

4

5

5

yx

x

p







:

  

  

22با جایگزینی 4pی ئنهادر تابلوي 5 yx  5به تابلويp می رسیم .  

. ریمرا بکار می ب2yاستفاده شده بود در اینجا  2yاز آنجایی که در مراحل قبل از

:4p  

RHSS2S1y2  y1  

9

5
40

9

800

9

5Z

9

4

9

101

9

5


y2

5

1
  

9

110

9

4


S1

  

:6p      :5p  

RHSS2S1y'2  y1RHSS2S1y'2  y1  

9

5
40

9

800

9

5Z

9

5
40

9

800

9

5Z

9

4


9

101

9

5y'2*
9

5
9

101

9

5
2y

9

5
  

9

1
  

1  0  

9

4
  

S1    

5

1
  

9

110

9

4


S1

37008

9

35Z40

9

7010Z

410-9-5S21

5

10

5

9


1y1
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101-1-1S11

45

11

5

4


0S1

  

44 2222  xyyx  

  : تبدیل می کنیم ’yبرمی گردانیم پس به  x2را به  yابتدا 

9

40
4

9

4

9

1

9

5
9

4

9

1
4

9

5

221

221





Sxy

Sxy

  

*'

'

'

9

5

9

1

9

5

5
9

40

9

1

9

5
9

40

9

1
5

9

5

221

221

221







Syy

Syy

Syy

  

  روش صفحه برش گموري 

Gomory Cutting Plane

یکی از مشکلاتی که در روش انشعاب و تحدید وجود داشت انتخاب متغیر انشعاب و اضافه شدن محدودیتهاي جدید بود 

بدین صورت که پس از حل مساله با . نیم این مساله را با استفاده از روش پیشنهادي آقاي گموري برطرف کنیمما می توا

آنگاه در هر تکرار با . روش ترسیمی یا سیمپلکس و بدون در نظر گرفتن شرط صحیح بودن جواب بهینه بدست می آید

را به گونه اي برش می دهیم که هیچ جواب موجه استفاده از خطی که آنرا محدودیت برش می نامند بخشی از صفحه 

بی تردید برش در (عدد صحیحی در ناحیه برش خورده وجود نداشته باشد و ما را به جواب عدد صحیح نزدیک نماید 

نمونه هایی از محدودیت هاي برش در شکل زیر که منجر به رسیدن از) صفحه مقدار تابع هدف را کاهش می دهد
*
LPZ 

فرضی به
*
IPZ فرضی است دیده می شود .  

  

  

  

  

  اولین چیزي که در شکل فوق نظر شما را جلب می کند آنست که محدودیتهاي برش برچه مبنایی رسم شده اند؟ 

21

*
LPZ

*
IPZ

محدودیت برش

محدودیت برش
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. مندبراي رسم محدودیتهاي برش ضروري است تا معادله خط برش را داشته باشیم که آنرا محدودیت برش نیز می نا

  : معادله خط برش که توسط آقاي گموري اثبات گردید برابر است با

   FF
biSgiWjaij    

  

  نشان دهنده متغیرهاي غیرپایه  Wj:در این رابطه

 Faij نشان دهنده جزء کسري ضریب متغیرهاي غیرپایه  

 Fbiجزء کسري مقادیر سمت راست  نشان دهنده  

Sgiنشان دهنده متغیر کمکی گموري می باشد .  

پس از آشنایی با معادله خط برش ابتدا ضروري است تا بدانیم این معادله به چه طریق توسط گموري اثبات شده است و 

  . سپس نحوه استفاده از آن را یاد بگیریم

  : حدودیت گموري اثبات معادله خط برش یا م

نشان دهنده متغیرهاي پایه و  Vmتا  V1فرض کنید تابلوي زیر تابلوي نهایی مربوط به یک مساله مفروض است که در آن 

W1  تاWn نشان دهنده متغیرهاي غیرپایه می باشد.  

R.H.SV1  V2 …   Vn  W1  W2 …   Wn  

y00  0                00jCZ

b1

b2

.

.

.

bm

1   0 . . . . . . 0

0   1 . . . . . . 0

.    .              .  

.    .              .  

.    .              .  

0   0             1

a11 a12 ….. a1n

a21 a22 ….. a2n

.

.

.

am1 am2 ….. amn

V1

V2

.

.

.

Vm

: از تابلو به شکل زیر بازنویسی نمود ام این تابلو را در خارج iمی توانیم سطر 

biVaaa ininii   2211  

       ←) 1(معادله شماره 



n

j

biVijaij
1

  
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 مهمچنین می دانی. می دانیم که هر عدد را می توان بصورت مجموع جزء صحیح و جزء کسري آن عدد در نظر گرفت

تعیین جزء صحیح و جزء کسري بشرح زیر عمل و براي . ک می باشدکه جزء کسري هر عدد، عدد مثبت بین صفر و ی

  : می کنیم

هر عدد را در نظر بگیرید؛ بزرگترین عدد صحیح کوچکتر از آن عدد بعنوان جزء صحیح و فاصله آن عدد تا جزء صحیح 

  . بعنوان جزء کسري پذیرفته می شود

براي عدد 
3

2
  : بارتند ازجزء صحیح و جزء کسري ع5

  جزء صحیح : 5

3

2
  جزء کسري : 

 
F

I 




3

2
5

3

2
5  

  . براي هریک از اعداد زیر جزء کسري و جزء صحیح آنرا بنویسید

  عدد  جزء صحیح  جزء کسري

10

3  2
10

3
2  

0  4  4  

4

3  -4  

4
1

3  

0  -5  -5  

0/2  0  0/2  

0/6-1-0/4
. جزء کسري همیشه عددي مثبت است

ها عدد می باشند لذا می توان آنها را به شکل مجموع جزء صحیح و جزء کسري  biها و  aijدر معادله شماره یک 

  : نوشت

   

   FI

FI

bibibi

aijaijaij





  

  :و می دانیم که

-4 -3
-
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 

  10

10





F

F

bi

aij

  

  : را به شکل زیر بازنویسی نمود) 1(اینک با روابطی که داریم می توان معادله 

       FI

n

j
FI bibiViWjaijaij 

1
  

  یا

        
 


n

j

n

j
FIFI bibiViWjaijWjaij

1 1
  

به سمت چپ و مقادیر کسري  Viمی دانیم که جواب مساله بایستی عدد صحیح باشد لذا مقادیر صحیح بهمراه متغیر پایه 

  : سمت راست انتقال می دهیم را به

       



n

j
FF

n

j
II WjaijbiVibiWjaij

11
  

بنابراین سمت چپ معادله جدید یک عدد صحیح خواهد بود از آنجاییکه دو طرف با همدیگر مساوي هستند بنابراین 

  . بایستی سمت راست معادله نیز عدد صحیح باشد

می باشد همچنین جزء کسري0jWمی دانیم که   10  Faij قرار دارد آنگاه حاصل  0jF Waij  خواهد

ن مقدار غیرمنفی از ت راست معادله ملاحظه می کنیم ایدر سم. بود Fbiلذا . کسر شده و حاصل عددي صحیح است

  : دهیممی توانیم قرار  نبنابرای. یا منفی خواهد بود صفراین عدد صحیح الزاماً 

    ) 2(معادله شماره     0
1




j
F

n

i
F Waijbi  

  : را به شکل زیر بازنویسی نمود) 2(معادلهنااینک می توان 

   Fj

F

n

j

biWaij 
1

  

  :، آنرا به شکل زیر درآورد Sgiو با اضافه نمودن متغیرکمکی گموري

   F

n

j
F biSgiWjaij 

1

  

  . بدین ترتیب محدودیت گموري اثبات می گردد
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اینک که با اثبات محدودیت برش آشنا شدیم بایستی نحوه استفاده از آنرا طی الگوریتم حل مسائل عدد صحیح با روش 

  . برش یا گموري بیاموزیم

  : الگوریتم صفحات برش

محدودیت . ها قبل از شروع به حل کنترل نمایید تا به شکل عدد صحیح باشد biها و aijدر مسئله خود  :قدم اول

  : مساله اي به شکل زیر می باشد) 2(شماره 

5
1

3
2

4
1

3 321  xxx)2(  

لذا از کوچکترین مضرب مشترك براي . مساله را با روش برش حل نمود biو  aijنمی توان بخاطر ضرایب غیرصحیح 

  .تبدیل آنها به عدد صحیح استفاده می کنیم

123402151180
60
60  


 xxx
ممك ..

  

اگر . فتن شرط عدد صحیح بودن متغیرها حل کنید و جواب بهینه را بدست آوریدمساله را بدون در نظر گر:قدم دوم

  . جواب بهینه عدد صحیح است توقف کنید در غیر این صورت به قدم سوم بروید

تی را که در تابلوي نهایی جواب بهینه متغیر پایه آن مقدار غیرصحیح است انتخاب و محدودیت یمحدود :قدم سوم

محدودیت برش را به جدول نهایی اضافه و با سیمپلکس ثانویه جواب بعدي را پیدا کنید و به . ویسیدبرش را براي آن بن

  . گام دوم بازگردید

زیر ارائه شده است جواب بهینه را با استفاده از روش برش  LPبرنامه ریزي براي شرکت تولیدي در قالب مدل : مثال

  . بدست آورید

Intxx

xx

xx

xx

xxZMax

,,

)(

)(

)(

0
13223
542
3621

82

21

21

21

21

21








  

  :هینه مساله به شکل زیر می باشدجدول ب

RHSS3S2S1x2  x1  

5

134
5
8

5
6000Z
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5
42

5

1


5
8100S1

متغیرانتخابی براي نوشتن 32
10
22

/  

10محدودیت برش

1

5

1010x2

12
5

21
/  

5

2
  

5
1


001X1

  : از قدم سوم

را که بیشترین جزء کسري را دارد انتخاب  اي شرط عدد صحیح متغیريراز بین قادیر سمت راست براي متغیرهاي دا

  : دنمایید و محدودیت برش را براي آن بنویسی
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و این . دل اضافه می شودکرار یک متغیر و یک محدودیت به میکی از ایرادات وارده به روش برش آنست که در هر ت

ی مواقع از انجام محاسبات بهر دلیل ممکن امتناع امر منجر به آن خواهد شد که مساله به اندازه اي گسترده شود تا در بعض

وجود چنین مشکلی استفاده از روش برش اولیه تماماً عدد صحیح را روشی کاراتر . نموده و جواب صحیح بدست نیاوریم

  . و روشی که می تواند از مشکلات روش برش بکاهد معرفی نمود

را داشته باشیم و طی قدمهایی که بر می داریم کنترل  LPآنست که ضرورت ندارد ابتدا جواب از مزایاي این روش

براي استفاده از این روش . خواهیم نمود که به اعداد صحیح برسیم ضمناً این روش از سیمپلکس ثانویه استفاده نمی کند

  : الگوریتم زیر را بکار می بریم

  . دمدل اولیه را تعیین کنی رها د biها و  aijشرط عدد صحیح بودن  :قدم اول

  . تابلوي اول سیمپلکس را رسم کنید :قدم دوم

  . سپس با قاعده حداقل نسبتها متغیر خروجی و عنصر لولا را مشخص کنید. متغیر ورودي به پایه را انتخاب نمایید

می باشد یک تکرار با سیمپلکس اولیه پیش بروید و در غیر اینصورت سطر لولا را  1اگر عنصر لولا مساوي  :قدم سوم

مجموع نتایج . و جزء صحیح آنرا در نظر بگیرید. هر متغیر غیرپایه را تقسیم بر عنصر لولا نمایید aijون از تابلو نوشته بیر

می نامند سمت چپ معادله خط برش و جزء صحیح حاصل تقسیم مقدار  S’iدر سمت چپ به همراه متغیر برش که آنرا 

دهد، تشکیل دهید و خط برش را تشکیل میسمت راست معادلهسمت راست بر عنصر لولا که عدد صحیحی خواهد بود 

  . آنرا به تابلوي نهایی اضافه کنید و یک تکرار با سیمپلکس اولیه پیش بروید

  : این الگوریتم را تا جایی که کلیه متغیرهاي صحیح به مقدار عدد صحیح دست یابند ادامه دهید

چون عنصر لوله     :است31
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  . و تحدید ترسیمی حل کنیدآنرا به روش انشعاب ) الف

  . حل کنید) ا تغییر متغیرب(آنرا به روش انشعاب و تجدید سیمپلکس )ب
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  یک -مدلهاي برنامه ریزي صفر

هنگام مدل . بود LPحل مسائل تخصیص یکی از روش هاي حل فرموله کردن مساله با استفاده از برنامه ریزي در هنگام 

اند در برنامه ریزي خطی چنین ویژگی را داشته سازي فرا گرفتیم که بسیاري از مباحث مطروحه در مدیریت نیز می تو

  .باشد

به این صورت که متغیر تصمیم . این ویژگی که براي اولین بار با آن آشنا شدیم شرح دو حالته بودن متغیرهاي تصمیم بود

یص متغیر در مدل تخص. فقط می توانست یکی از دو حالت را داشته باشد و این دو حالت را با صفر و یک نشان می دادیم

  : تصمیم به شکل زیر تعریف می شود

  0←ام واگذار نشود  jام به فرد iشغل 

=xij                             

  1←ام واگذار شود  jام به فرد iشغل 

در مورد این . ي برنامه ریزي صفر و یک معروفندو یک وجود داشته باشد بنام مدلهامدلهایی که در آنها متغیرهاي صفر 

  : ست با دو بخش متفاوت آشنا شویممدلها ضروري ا

  چگونه مساله اي را که داراي متغیر صفر و یک است مدله کنیم؟-1

چگونه یک مساله مدله شده صفر و یک را حل کنیم؟ -2

  حل مدلهاي صفر و یک 

 شنایی با حل مدلهاي صحیح و صفر وبراي آ. یک محض هستند می پردازیم صفر ودر اینجا به حل مدلهایی که از نوع

  .مراجعه شود) انتشارات دانشگاه تهران(یک مختلط به کتاب برنامه ریزي عدد صحیح تالیف دکتر محمدجواد اصغرپور 

  : براي حل یک مدل برنامه ریزي عدد صحیح از روش هاي زیر می توان استفاده نمود

داد و همچنین استفاده از این روش به دلیل آنکه محدودیتهاي متعددي وجود : حل مدل با روش سیمپلکس-1

چرا که صرف زمان و منابع زیادي را نیز . مشکلات عدیده اي در حل مدل پدید می آید پیشنهاد نمی گردد

  . دربهمراه دا



دکتر ناصر حمیدي

28

در این روش تمام جوابهاي ممکن براي مدل نوشته شده و از بین آنها  :حل مدل با روش شمارش کامل-2

متغیر صفر و یک وجود  nروش شمارش کامل اگر  در. براي مساله جواب شدنی بهینه را انتخاب می کنیم

داشته باشد ضروري است که به تعداد 
n

متغیر داشته باشیم  3لذا اگر . حالت شمارش گردد 2
3

شمارش و  8=2

متغیر داشته باشیم  4اگر 
4

ملاحظه می شود با افزایش متغیرها کار شمارش بسیار . شمارش خواهیم داشت 16=2

. این روش براي مسائل کوچک استفاده می کنیم لذا از. مشکل می شود

: حل مدل با روش شمارش ضمنی-3

او با ادامه الگوریتم بالاس . معتقد است که نیازي به شمارش تمامی حالات وجود ندارد (Balas)قاي بالاس آ

  . نموده و از عملیات زائد کاسته است عریسفرایند حل مسائل صفر و یک را ت

  : کامل مثال براي روش شمارش

  : ار شماستیمدل برنامه ریزي صفر و یک زیر در اخت
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  الگوریتم بالاس 

  :آقاي بالاس الگوریتمی را طراحی نموده است که مدل برنامه ریزي آن استاندارد خاص خود را دارد

  .سازي است Maxتابع هدف آن به شکل -1

در محدودیتها قرار 

  می دهیم 

  )1(صدق میکند

  )2(صدق میکند

X1=0 X1=1

X3=1

X2=0 X2=1

X3=0 X3=1 X3=0 X3=1

X2=0 X2=1

X3=0 X3=1 X3=0

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓   ↓
)1و0و1(

   ↓
)1و0و0(

1 3

1-  5

1*2  3

1*2  5

  میکندنصدق 

-  

  موجه  ناموحه

Z=2

  موجه

Z=8

  موجه

Z=0

  موجه

Z=5

  موجه

Z=-1

  موجه

Z=4

  موجه

Z=3

جواب بهینه
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)غیرمثبت باشند(ضرایب تابع هدف بایستی منفی باشند یا صفر  تمامی-2

. باشند) (کلیه محدودیتها به شکل کوچکتر مساوي -3

xj=0یا  xj=1تمامی متغیرها به شکل صفر و یک باشند یعنی -4

10

1
1

1

xjیا

mتاibixjaij

tS

CjxjZMax

n

i

n

i












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)(

.

ممکن است در . دل شما به شکل استاندارد بالاس باشدبراي شروع حل مساله با روش شمارش ضمنی ضروري است که م

  : ودن را ایجاد می کنیمبد نباشد به شکل زیراستاندارد ربرخی از مسائل مدل استاندا

  . درآورید Maxمدل را به شکل ) -1(سازي است با ضرب طرفین آن در  Minاگر تابع هدف به شکل -1

. تضمین شود Cjجایگزینی نمایید تا منفی شدن  yj=1-xjغیر به شکل مثبت است، آنرا با مت xjاگر ضریب متغیر -2

)yjخود از جنس متغیرهاي صفر و یک است (

منفی . (فرم استاندارد درآوریده ضرب و مساله را ب) -1(می باشد طرفین آن را در اگر محدودیتی به شکل -3

.)شکلی ایجاد نمی کندد بالاس مربودن مقادیر سمت راست در فرم استاندا

را همانند بازنویسی نموده و محدودیت اگر محدودیتی به شکل تساوي وجود دارد آنرا به دو محدودیت -4

. استاندارد کنید 3حالت 

و می توانید قدم هاي حل . د شدبدین ترتیب شما با یک مساله برنامه ریزي صفر و یک استاندارد بالاس روبرو خواهی

  . مساله را با الگوریتم بالاس پی بگیرید

  . مدل صفر و یک زیر مفروض است با استفاده از الگوریتم بالاس آنرا استاندارد کنید) مثال
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  x1تا  x5=0یا  1
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  : روش شمارش ضمنی

  ) الگوریتم بالاس(الگوریتم شمارش ضمنی 

  : قدم اول

  .مساله خود را به شکل استاندارد درآورید

  : قدم دوم

در صورتی که جواب موجه اولیه ندارید و تمام . را مشخص کنید ZLبا استفاده از جواب موجه در گره صفر حد پائینی 

  : یددر نظر بگیرZLمتغیرها آزاد هستند 

  ZL                                                : قدم سوم

ب و تحدید است لذا در این قدم با استفاده از ضوابط سه گانه انشعاب یکی از االگوریتم بالاس همانند روش انشع

  . متغیرهاي آزاد را براي انشعاب انتخاب کنید

  .شنا شویدآب ضروري است با سه مفهوم تن به ضوابط انشعااخپیش از پرد

ري که ینشان دهنده جوابهاي انتخاب شده براي متغیرها می باشد یا بعبارت دیگر به ازاي هر متغ :جواب جزیی)الف

  . انشعاب داده ایم یا عدد صفر یا عدد یک انتخاب شده است

زیی که آنرا بصورتججواب  ip ب هر متغیر را نشان می دهدجوا. نمایش می دهیم .  
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و متغیر  1مقدار  x1یعنی جواب جزیی گره پنجم را داریم که در آن متغیر  p5)1و-3و-2و4(اگر در جایی داشته باشیم 

x3  وx2  به دلیل وجود منفی در پشت اندیس آنها مقدار صفر و متغیرx4  است 1داراي مقدار .  

  

  یافتهاندیس متغیر انشعاب 

→x1=1              p1(1)  

  مقدار متغیر انشعاب یافته 

  یافتهاندیس متغیر انشعاب 

→x1=0               p2(-1)  

  مقدار متغیر انشعاب یافته

x1=1

x2=0

x3=0  

x4=1  

  : وجود دارد x3, x2, x1متغیر 3در مساله  :مثال

  . را انتخاب می کنیم x1) فرضی(انشعاب اول 

. می کنیمرا انتخاب  x3) فرضی(دومانشعاب 

  . هر متغیري که در جواب جزیی به آن مقدار اختصاص داده شده باشد بنام متغیر ثابت نامیده می شود: متغیر ثابت) ب

Partial Solution  

  pi) -1و -2و 5(  : متغیر است 5مساله داراي  )مثال

Fixed variable→x5, x2, x1 متغیرهاي ثابت هستند.  

به تعریفی . زاد شناخته می شوندآکه براي آنها هنوز تصمیم گرفته نشده است بنام متغیرهاي متغیرهایی  :متغیر آزاد) ج

  . زاد را تشکیل می دهندآدیگر متغیرهایی که در مجموعه متغیرهاي ثابت قرار ندارند مجموعه متغیرهاي 

  (x1-x2-x3-x4-x5)متغیر داشتیم  5در مثال فوق 

Free variabl    F (3,4)

چگونه؟ بایستی از ضوابط . وان با تعاریف فوق متغیر انشعاب را براساس متغیرهاي آزاد موجود انتخاب نموداینک می ت

  .شود را تشخیص دهیم یزیر استفاده نموده و متغیري را که براي انشعاب انتخاب م

. ی است، مثبت باشدآنها منفی ککه مقدار متغیر کم هاهر متغیر آزادي که ضرایب آن در تمامی محدودیت: ضابطه اول

  . براي انشعاب انتخاب نکنیم
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در گره صفر : براي اطلاع از اینکه چرا چنین متغیرهایی انتخاب نمی شوند مدل گسترده استانداد بالاس را در نظر بگیرید

شود چون  انتخاب نمی X2متغیر ) 1(برابر ضابطه . بنابراین کلیه متغیرها آزاد هستند. متغیري در جواب جزیی نداریم چهی

  . قادر به بهبود در ناموجهی مساله نیست، و با انتخاب آن مساله بسمت ناموجهی بیشتر نیز حرکت خواهد نمود

  . اما ما بدنبال آن هستیم که با کمترین تکرارها مساله را به جواب موجه برسانیم

10
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Sxxx

Sxxx
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xxxZMax
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  : بدلیل زیر: انتخاب نمی شود x2متغیر 

X2  به کاستن از ناموجهی نیست قادر→
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هر متغیر آزادي که توسط ضابطه اول حذف نشده است و در رابطه زیر صدق کند براي انشعاب انتخاب  :ضابطه دوم

ZLCjZ        : نمی شود   

ام در تابع هدف می  jمقدار ضریب متغیر  نشان دهنده Cjنشان دهنده مقدار تابع هدف در جواب جزیی و  Zدر این رابطه 

  . باشد

  .) است این ضابطه بکار نمی رود چون بهیچ جواب موجهی نرسیده ایم LZتا زمانیکه :نکته مهم(

فی بجز من ZL. (فعلی را بهبود بخشند Zشما متغیرهاي آزادي را که نمی تواند مقدار این ضابطه بدنبال آنست که  :نکته

  . تا سریعتر به جواب بهینه برسیم. و مقدارشان بدتر از آن می شود را انتخاب نکنیم) بی نهایت

ب کنید که قدر مطلق مجموع گذاشته نشده اند متغیري را انتخا رکنا 2و1براي متغیرهایی که با ضابطه  :ضابطه سوم

  . ابطه زیر این عمل را تضمین نمایندام از ر jمنفی متغیرهاي کمکی را حداقل کند براي هر متغیر  مقادیر

0

1
2

ZL  0p  

   →  متغیرهاي آزاد 321 ,,F  

→کمکی متغیرهاي 62  ,S  

Z=0



دکتر ناصر حمیدي

33

    : ضابطه سوم 



n

j
ij aijSV

1

0,min  

aijSiدر رابطه فوق   میزان بهبود را نشان میدهد که اگر عدد مثبتی باشد در ضابطه ما نمی گنجد و نباید آنرا دخالت

aijSiدهیم لذا با انتخاب حداقل بین صفر و  مین می دهیم که هیچگاه عدد مثبت انتخاب نمی شودتض :  

 aijSi ,min 0  

  : با مثال صفحه قبل ادامه می دهیم
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aSaSV

  

متغیرانشعاب است  3xمتغیر   338 31 VVMin ,  

ها متغیر انشعاب را  Vjرا انجام می دهد که می توان براساس حداقل قدرمطلقچیست و چه عملی  Vjتحقیق نمایید مفهوم

  انتخاب نمود؟ 

  توان به عمق رسید یا خیر؟آیا میپس از اینکه متغیري براي انشعاب انتخاب گردید در شکل مربوطه نمایش دهید که 

  : قدم چهارم

شکل را تکمیل کنید و در هر گره جواب جزیی متغیرهاي (ر گره مشخص نمایید اطلاعات مربوطه را براي انشعابتان در ه

  .)را مشخص کنید Zآزاد مقدار متغیرهاي کمکی و مقدار 
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  : قدم پنجم

کنیم که آیا ادامه از این گره امکان پذیر و یا مطلوب  پس از اینکه هر جواب جزیی را بدست آوردیم بایستی بررسی

  است یا خیر؟ 

لذا بایستی مشخص شود از آن گره ادامه بدهیم یا اینکه آن گره به عمق رسیده است ضوابط تعینی به عمق رسیدن یک 

  : گره عبارتند از

0

2 1
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  به جواب موجه رسیده ایم : ضابطه اول

را  Zباشد آنگاه آن  ZLبهتر از آخرین  Zاگر در یک جواب موجه مقدار  )ها غیرمنفی است Siیعنی مقدار تمامی (

  .می نمائیم ZLجایگزین آخرین 

  : ضابطه دوم

  . در آن گره هیچ متغیر آزادي وجود ندارد، تا بتوانیم انشعاب را ادامه دهیم

  : ضابطه سوم

  : این امر از رابطه زیر استفاده کنیدبراي نمایش . یچ جواب موجهی نخواهیم رسیده اگر از آن گره حرکت کنیم به

  |مجموع ضرایب منفی متغیرهاي آزاد  |>|منفی Siمقدار|  کنیمتست نمی مثبت Siبراي 

  .چون قبلاً موجه شده است

باشد ممکن است جواب بهینه می   Z=ZLاگر در آخرین تکرار به جواب موجهی در یک گره رسیدید و در آنجا  :نکته

  . اشیمچندگانه داشته ب

  . استفاده گردید» ممکن است«از آنجایی که ممکن است در گره هاي بعد بهبود داشته باشیم لذا از واژه 

  )براي مثال صفحات قبل() :1(ضوابط انشعاب براي گره بررسی 

  .است S)-2و-6(به عمق نمی رسد چون جواب موجه نیست زیرا  ←خیر  ):1(ضابطه 

  .است F)1و2(زیرا . اد وجود داردچون متغیر آز←خیر ): 2(ضابطه 

  |مجموع ضرایب منفی متغیرهاي آزاد  |>  |منفی Siمقدار|): 3(ضابطه 

2121  → 1براي محدودیت  

6060    2براي محدودیت   →

  . به عمق می رسد 1بدین ترتیب با ضابطه سوم گره 

اگر گره اي وجود داشت . ن بررسی می نمودیمدگره هاي جدید را از نظر به عمق رسیقدم پنجم کلیه  ربرابر الگوریتم د

نهایی را استخراج می  بکه به عمق نرسیده بود به قدم ششم می رفتیم و اگر تمامی گره ها به عمق رسیده بودند جوا

  . نمودیم

  :قدم ششم

  : به قدم سوم بروید و براي انشعاب جدید اقدام کنید
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  : به عمق نرسیده بنابراین انشعاب دوم را انجام می دهیم2چون گره 

  : تکرار قدم سوم

  :انتخاب متغیر انشعاب

  ): 1(ضابطه 

  1x  Siمتغیر  2xمتغیر

2  1-  1-  

3  1  2-  

    .انتخاب می شود  نمی شودانتخاب

  -):2(ضابطه 

پس  .متغیر باقی مانده است1xنیاز نداریم چون فقط :)3(ضابطه


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: پایان قدم چهارم

←3گره 
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  : ضوابط به عمق رسیدن: قدم پنجمو 

  . چون نه جواب موجه است و نه فاقد متغیر آزاد. مصداق ندارد 3طه اول و دوم براي گره ضاب

  

  : ضابطه سوم

1010  → 1براي محدودیت  

2

4 3

P2(3)

X3=1

X1=0X1=1
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2020    2براي محدودیت   →

  .از گره سوم امکان بهبود وجود ندارد

  . تر باشدرابطه مساوي نداریم حتماً باید کوچک :گره چهارم

0000  → 1براي محدودیت  

3030    2براي محدودیت   →

  : را کنترل می کنیم  3به عمق نمی رسد و ضابطه  2و1براي گره چهارم ضابطه 

  .و با درنظر گرفتن قدمها پیش می بریم 4انشعاب را از گره . به جواب بهینه نرسیده ایم :قدم ششم

  

  : انشعاب سوم-

  : قدم سوم-

  : ضابطه اول

از آنجایی که در ابتداي انشعاب سوم یک متغیر بیشتر وجود ندارد که آزاد باشد 

  .نیازي به بررسی ضوابط انشعاب نداریماست براي انشعاب انتخاب می کنیم و 2xآن متغیر را که 

  

  

  : قدم چهارم
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  : قدم پنجم

  .فاقد متغیر آزاد هستند هر دو به عمق می رسند و می گوئیم مساله فاقد جواب موجه است 6و گره 5چون گره 

اگر به مسائل مربوط به بالاس تسلط داشته باشید ملاحظه می نمودید که در قدم سوم متغیري براي انشعاب : کته مهمن

  . لذا می توانستیم از همانجا مشخص نماییم که مساله فاقد جواب است. وجود ندارد) 1(بواسطه ضابطه 

2x  

  متغیر باقی مانده

Si  

2  0  

3  3-  

4

6 5

X2=0X2=1
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  : مساله زیر را با استفاده از الگوریتم بالاس حل کنید
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645723

4352
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54321
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xتاxیا

xxxxx
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xxxxxMaxZ



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1

1

1

yx
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


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845723

114352
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254321
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54321

yتاyیا

Syyyyy

Syyyyy

st

yyyyyMaxZ


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


.

  

  : تکرار اول

  انتخاب متغیر انشعاب ) 1ضابطه 

  ) 2ضابطه 

  

 



n

j

aijSiVj
1

  3ضابطه (,0

     
     
      4250780

10150280

915080

3

2

1





,,min,min

,,min,min

,,min,min

V

V

V

  

     
      7250480

4450580

5

4




,,min,min

,,min,min

V

V
  

3yمتغیر
  .)را هم انتخاب کنیم 4yی توانستیم م(براي انشعاب انتخاب می شود  

  434744109 yیاy |,,,,|min  

  

0

1 2

ZL

0

1 2

ZL
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   
   
   

611

3158

54215421

43 21







ZZ

SS

FF

pp

,,

,,,,,,
  

  )1(در گره : ضوابط به عمق رسیدن را کنترل می کنیم

854231  .به عمق نمی رسد 1ضابطه )1  )()()()(  

  .به عمق نمی رسد 2ضابطه)2

524112.به عمق نمی رسد 3ضابطه )3  )()()()(  

  :گره دوم

154231  .به عمق نمی رسد 1ضابطه )1  )()()()(  

324112.به عمق نمی رسد 2ضابطه)2  )()()()(  

  .به عمق نمی رسد 3ضابطه )3

  ) انتخاب متغیر انشعاب: (انشعاب از گره یک

  –) 1ضابطه 

  –) 2ضابطه 

  ) 3ضابطه 

  . ها عوض نمی شوند Vjهستند  ها با گره صفر یکی Siچون 

  474109  |,,,|min  

4yبراي انشعاب انتخاب می شود .  

  

  

1

3 4
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   
   
   
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1358

521521

4342 43






ZZ

SS

FF

pp

,,

,,,,

,,

  

  . به عمق نمی رسد 2و 1است پس با ضابطه  1مانند گروه 3گره :رسیدنبه عمقضوابط 

5211

8423





)()(

)()(
  3ضابطه (

  .به عمق نمی رسد 2و1به ضابطه ) 4گره  ضوابط به عمق رسیدن

1211

3423





)()(

)()(
  3(ضابطه 

  .به عمق نمی رسد

  ): 2(انشعاب از گره 

  : نداریم 2و1ضابطه 

     
     
     
      1230410
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,min,min

,min,min
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V

V

V

V

  3(ضابطه 

  :است براي انشعاب 4yمتغیر

  

  

   
   
   
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1431

521521

4343 65





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  :)5(ضوابط به عمق رسیدن گره 

  .به عمق نمی رسد 2و1ضابطه 

3211

1423





)()(

)()(
  3ضابطه :

2

5 6
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  .به عمق نمی رسد

  . به عمق می رسد 1ضابطه  :6ضوابط به عمق رسیدن گره 

3: می کنیم ZLرا جایگزین است آن ZLبهتر از  6چون گره  LL ZZ  

  : 3انشعاب از گره 

را بعنوان یک بهبود نمی دهد آیا می توانید این 3ان ملاحظه نمود انشعاب از گره از آنجاییکه برابر درخت تصمیم می تو

  را به انتها رسیده قلمداد کنید؟ 3قاعده کلی تلقی و گره 

  .نداریم) 1ضابطه 

  .کنار نمی گذاریم) 2ضابطه 

   
LL ZCjZZCjZ 

 31113211
  

  . هاي گره یک خواهند بود Vjها دقیقاً همان  Vj) 3ضابطه 

7

7710910

9

3

2

1







V

V

V

,,min  

  . براي انشعاب انتخاب می شود 5yسپ
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  ) 7ضوابط گره 

  .نمی رسد 2و1ضابطه 

        . به عمق می رسد 3ضابطه 
511

823





)(

)(
  

  . عوض می شود که جواب موجه باشد ZLزمانی 

  ) 8ضوابط گره 

3

7 8

 
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  . ق نمی رسدبه عم 2و1با ضابطه 

      . به عمق نمی رسد) 3ضابطه 
311

423





)(

)(
  

  : 4انشعاب از گره 
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328

2

1





)(

)(

y

y
  

        .نمی رسد 2و1ضابطه 

  ) 3ضابطه 
     
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
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V
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010 ,min  

1yبراي انشعاب انتخاب می شود .  
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  . به عمق نمی رسد 9ضوابط گره 

  :به عمق نمی رسد 3بخاطر اصلاح ضابطه سوم به عمق رسیدن حذف می شوند پس گره  8و7گره 
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  . صدق نمی کند 2و1ضابطه ) 11گره 

.             به عمق می رسد
311

123




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)(
  3ضابطه (         
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  . صدق نمی کند 2و1ضابطه ) 12ه گر

       111    3ضابطه (         )(

  ) 12ب از گره انشعا

  . نداریم 1ضابطه 

  . ما نخواهد بود Zدو متغیر کنار گذاشته می شود چون قادر به بهبود در مقدار  ره

4041315012
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01111
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4444
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






)()()()(
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*Z

xxxyy

xxyy

xxxyy

xxyy

xxyy

  جواب بهینه 

  صفر و یک  مدل سازي برنامه ریزي عدد صحیح و

در بسیاري از مسائل واقعی که در درس تحقیق در عملیات یک به ساخت مدل هاي آنها اقدام نمودیم ضروري بود تا 

از این کار خودداري  LPشرط صحیح بودن متغیرها منظور گردد اما به جهت سهولت در حل مسائل و تبدیل آن به 

  . حصولات یک کارخانه مانند یخچال و فریزرنمودیم مانند صحیح درنظر گرفتن تعداد تولید از م

اگر مدلی داشته باشیم که بخواهم آنرا همانند قبل فرموله و شرط صحیح بودن را در نظر بگیریم کافی است که در هنگام 

  .نوشتن محدودیت هاي وضعیت براي هر متغیر تصمیم عدد صحیح شرط صحیح بودن مدنظر قرار گیرد

مدل برنامه . رو سه نوع خودرو را باتوجه به محدودیت هاي سه گانه تولید می نمایدیک شرکت تولیدي خود: مثال

  : ریزي عدد صحیح آن براي رسیدن به جواب بهینه که حداکثر سود می باشد به شکل زیر است
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لذا از ذکر مجدد آن خودداري می باشد  LPشبیه رویه مدل سازي  LPنتیجه می گیریم رویه کلی فرموله کردن مسائل 

برخی از مدل ها هستند که ماهیتاً متغیرهایی از نوع صفر و یک را می طلبند و یا بعضاً استفاده از متغیرهاي صفر . می کنیم

اینک سؤال آن است که چگونه از منطق متغیرهاي صفر و یک استفاده . و یک می تواند ما را در فرموله کردن یاري کند

  .کنیم

 LPدر برخی موارد مانند مساله تخصیص متغیر از ابتدا به شکل دو وضعیتی است لذا کارکردن با آن همانند برنامه ریزي 

اما در برخی موارد می خواهیم وضعیت جدیدي را در مدل بواسطه آوردن متغیرهاي صفر و یک انجام دهیم . خواهد بود

  .با ذکر مثال از هر کدام به شرح آنها می پردازیم

  : مثال

  :ناشی از تخصیص بشرح زیر است هیک شرکت تولیدي می خواهد سه کارگر را به سه ماشین تخصیص دهد هزینه روزان

CB  A  
  ماشین

  کارگر 

45  60  30  1  

38  50  45  2  

42  47  52  3  

اشین به کدام فرموله کنید که با حل آن شرکت بداند کدام موي ه نحمدل برنامه ریزي صفر و یک را براي این مساله ب

  :کارگر تخصیص یابد تا هزینه کل حداقل شود

  )قاعده تخصیص یک به یک است(

  Z=هزینه کل تخصیص

  0  .   ام کار نکند jام روي ماشین  Iاگر کارگر 

                                                                                                         xij    

1     . کندام کار jام روي ماشین  Iگر کارگر ا

cBBA xXxxMinZ 3311 42476030    















1

1

1

333

222

111

cBA

cBA

cBA

xxx

xxx

xxx

  محدودیت تخصیص کارگر
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













1

1

1

321

321

321

cCC

BBB

AAA

xxx

xxx

xxx

  محدودیت تخصص ماشین 

  all xij=0یا  1

  :مثال

 Bوماده  Aت ماده تومان تولید می کند در این شرکت محدودی 15و10شرکت تولیدي سراب دو محصول را با سود 

کیلوگرم از مواد  2و5کیلوگرم از مواد و براي هر واحد محصول دوم 4و3وجود دارد براي تولید هر واحد محصول اول 

تولید شرکت یا کیلوگرم است باتوجه به فرایند موجود  1500و 1000در حال حاضر موجودي از این مواد . نیاز داریم

واحد تولید  200ي تولید آن باید حداقل ط برایا اینکه در صورت راه اندازي خ نبایستی از محصول یک تولید نماید و

  مدل برنامه ریزي صحیح را براي این مساله بنویسید؟. کند

.,,

)(

)(

))(

))(

.
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







200002001

0000

10

1111

111

xxandxxy

xxxy

yیا

,

,  

  : از دیدگاه دیگري می توان خواسته هاي مساله را مطرح نمود

  xیاx 20001  

  :را بصورت زیر در نظر گرفت 3می توان محدودیت  4و3اینصورت بجاي محدودیت در 

yxy  12003)(  

0000  : مساوي صفر شود نتیجه می گیریم yاگر  11  xxy  

  :مساوي یک شود نتیجه می گیریم yاگر 12001 xy  

تولید  2اگر در مثال فوق گفته شده باشد یا از محصول . خیر می باشد-متغیر از نوع بله yدر این صورت می گوییم متغیر

  واحد باشد در آن صورت چه محدودیتی به مدل اضافه می شود؟ 30نکید و اگر تولید می کنید حداکثر 
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300301
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222
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
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



xxandxthenyif

xxandxthenyif

yیا

yx
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  واحد  30تولید تا حداکثر 

  :برنامه ریزي پویا

صمیم گیري چند مرحله اي می باشد که در آن هر مرحله نیازمند تصمیم گیري هر مساله برنامه ریزي پویا یک مساله ت

هر مرحله داراي چندین وضعیت است که . می شناسیم Stageخاص خود بوده و هر مرحله را در متون مربوطه با واژه 

  . می نامند Stateارتباط دهنده بین مراحل می باشند وضعیت را 

یتی در مرحله بعد بایستی اقدامی انجام شود که هر اقدام معادل یک متغیر تصمیم است به وضعبراي رسیدن از هر وضعیت 

با انتخاب اقدامات متوالی در هر مرحله بهترین رویه حرکت بین مراحل شناخته می شود، که . می نامند Actionو آنرا 

است هزینه یادآوري براي سیستم بوجود  در اثر عبور از یک مرحله به مرحله دیگر ممکن. می نامند Policyآنرا رویه یا 

  . می گوییم Returnاید ما آنرا عایدي یا 

این تابع . تابع انتقال وضعیت تابعی است که نشان میدهد از هر وضعیت یک مرحله چگونه به وضعیت مرحله بعد می رسیم

  . براي مدلهایی که وضعیتها پیوسته هستند الزاماً باید تعریف شود

سیستم در آن وضعیت قرار گیرد و رویه تابعی از تعریف عایدي است و مشخص می کند که اگر  :ارزش یک وضعیت

باتوجه به تعاریف فوق می توان انواع مسائل را با استفاده از . اي را پیش گیرد ارزش عایدي چقدر خواهد بود

Dynamic Programing یا برنامه ریزي پویا حل نمود.  

  : ا برنامه ریزي پویاحل مسائل شبکه ب: مثال اول

شبکه زیر نحوه پرداخت هزینه ها براي حرکت . برساند 2مسافري در نظر دارد از مبدا شماره یک خود را به مقصد شماره 

ام را نشان می دهد با استفاده از برنامه ریزي پویا مشخص نمایید که بهترین مسیر براي  jام به فرودگاه  iاز هر فرودگاه 

  .ستحرکت وي کدام ا
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  : طبق روش اول

  .هر مساله پویا را می توان به دو روش مرحله بندي نمود یا بعبارتی دیگر آنرا حل نمود

  For wardروش )Back ward2روش )1

  . حل می شوند Back wardبیشتر مسائل پویا با استفاده از روش 

این تعریف . ی توانستیم در کدام وضعیتها باشیمقرار داریم پیش از این م 9در مثال فوق می گوییم اگر اینک در وضعیت 

به این . بوده ایم که توانسته ایم به وضعیت فعلی برسیم 8یا  7یعنی در یکی از وضعیتهاي . مرحله اول را مشخص می کند

  . ترتیب می توان مراحل بعدي را نیز مشخص کنیم

  : ول را نوشتاینک می توان طی جدولی اطلاعات مربوط به تصمیم اول در مرحله ا

کمترین هزینه مسافرت  nkMin  

nk= اقدام در مرحلهn  ام  

 inf ,*
  ام یا ارزش وضعیت  iام از وضعیت  nبراي مرحله ) رویه(بهترین اقدام = 

*
nk= بهترین اقدام از بین اقدامات مرحلهn  ام  

  n=1جدول مرحله اول  

*
1k  رویه   if ,* 1  

1

9

1 



k

i )(
  

i وضعیت  

1  9٧  4  4  7  

1  9٨  7  7  8  

  4ا ی 5یا  6. هستم پیش از آن می توانستم در کدام وضعیت ها باشم 8یا7اگر اینک در وضعیت

  

  n=2  دومجدول مرحله 

*
1k  

*
2k  رویه   if ,* 2  22 k  12 k  i  

1  1  9←٧←۴  9  7+12  4+5  4  

1  1  9←٧←۵  12  7+6  4+8  5  

1  1  9←٧←۶  7  7+9  4+3  6  

12 k از یعنیi  می رویم 7به.  

22 k یعنی ازi  می رویم 8به.  



دکتر ناصر حمیدي

47

  n=3جدول مرحله سوم  

*  نتیجه
1k  

*
2k  

*
3k if ,* 3  33 k  23 k  13 k  i  

9→٧→۶→٢  1  1  ٣  16  7+9  8+12  9+11  2  

9→٧→۴→٣  1  1  ١  15  7+13  12+10  9+6  3  

  n=4جدول مرحله چهارم  

  *
1k  

*
2k  

*
3k  

*
4k if ,* 4  44 k  34 k  24 k  14 k  i  

  1  1  ٢  ٣  26      15+12  16+10  1  

*Z=26 ,            جواب بهینه :١→٢→۶→٧→9

 Cو  B-Aپروژه  3میلیارد تومان را در  3پروژه هاي تحقیقاتی در نظر دارد یک شرکت سرمایه گذاري در  :2مثال

ض کنید سرمایه براي سهولت کار فر. زیر خواهد بوددرآمد شرکت براي تولید محصولات به شرح  .سرمایه گذاري نماید

  .) میلیارد تومان سرمایه گذاري کند 3یا  2یا  1یا  0یعنی . (پروژه باید بر مبناي میلیارد تومان باشد رگذاري در ه

  پروژه

C

  پروژه

B

  پروژه

A
  میزان سرمایه گذاري

0  0  0  0  

5/1  2/1  6/1  1  

2  4/2  3/2  2  

1/3  3/3  5/3  3  

  سرمایه گذاري در هر یک از پروژه ها : مرحله

  میلیارد سرمایه گذاري در هر پروژه  3یا  2یا  1یا  0: وضعیت

  A    n=1سرمایه گذاري در پروژه جدول 

*
1k   if ,* 1  31 k  21 k  11 k  01 k  i  

0  0  -  -  -  0  0  

1  6/1  -  -  6/1  0  1  

2  3/2  -  3/2  6/1  0  2  
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3  5/3  ۵/٣  3/2  6/1  0  3  

  

=k1  مبلغ سرمایه گذاري در پروژهA  ام  

B                 n=2جدول سرمایه گذاري در پروژه 

*
1k  

*
2k  

*
3k if ,* 3  33 k  23 k  13 k  03 k  i  

1  1  1  4/3  0+3/1  1/6+2  2/8+1/5  0+4  3  

شد تا درآمد کل میلیارد با 1سرمایه گذاري در هر پروژه : جواب بهینه 
3
4

  . میلیارد شود

را محاسبه کنیم وجود ندارد و می دانیم که  2و 1-0نیازي به اینکه وضعیتهاي  Cدر جدول سرمایه گذاري آخر در پروژه 

  . میلیارد سرمایه گذاري شده باشد 3جواب بهینه زمانی حاصل می شود که همه 

سرمایه گذاري شود آنگاه جواب بهینه جدید چه  cمیلیارد در پروژه  2ی شد حداقل بایستی اگر مساله قبل گفته م :مساله

  ؟خواهد بود

تیاج به دو نوع ماده خام حرا به تعداد مختلف تولید نماید هر محصول ا C,B,Aیک کارخانه می تواند کالاهاي : مثال

 3، 1،2ز مواد که براي تولید محصولات به تعداد تن از هر کدام در دسترس است مقادیري ا 4الف و ب دارد که فقط 

مطلوبست میزان تولید هر محصول بطوري که . واحد لازم است در جدول زیر داده شده و درآمد مربوطه نیز آمده است

  . گردد Maxدرآمد کل 

  جدول مقادیر مورد نیاز براي تولید →

  مقدار تولید
  Cمحصول   Bمحصول  Aمحصول 

  ب  الف  ب  الف  ب  الف

1  1  2  1  2  1  1  

2  2  2  2  3  1  2  

3  3  3  2  2  2  3  

  جدول درآمد حاصل از تولید  →

  Cمحصول   Bمحصول  Aمحصول   مقدار تولید

1  10  6  5  
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2  17  12  8  

3  19  17  11  

دود براي هریک از حدانیم که در این مساله قصد تخصیص منابع را به نحوي داریم که ضمن استفاده از منابع ممی

ف ـی که تعریـاز آنجاییکه در این مدل با دو نوع ماده سروکار داریم وضعیت. رددـکثر درآمد حاصل گمحصولات حدا

وان براي دو یا اگر بتوانیم براي یک ماده خاص برنامه ریزي نماییم آنگاه می ت. دو ماده باشد ربایستی براي ه می گردد

را با یک منبع براي تخصیص حل نموده و از اطلاعات آن براي لذا ابتدا مدلی . یص را براحتی انجام دادچند منبع نیز تخص

  . حل مدل هاي باچند منبع استفاده می کنیم

  : مثال براي تخصیص یک منبع

نوع ماده خام داریم که چهارتن بیشتر نیز از آنان وجود ندارد درآمد حاصل از فرض کنید در همین شرکت یک

یصی را براي اینکه صترین حالت تخبساستفاده از برنامه ریزي پویا منابا : تخصیص براي محصولات بشرح جدول زیر است

  .ا کنیددبیشترین درآمد حاصل شود پی

  Cمحصول   Bمحصول  Aمحصول   مقدار تولید

اقدام به مقدار موادي 

که باید به مرحله 

  .جاري تخصیص دهیم

1  10  6  8  

2  17  17  11  

3  19  -  -  

  

  Backward(          n=1وش به ر(Cجدول تصمیم براي محصول

*k   if ,* 1  21 k11 k01 k  i

0  0  -  -  0  0  

1  8  -  8  0  1  

2  11  11  8  0  2  

2  11  11  8  0  3  

  تن مواد   4               0  8  11  11  2
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  B                             n=2جدول تصمیم براي محصول

1
*k  2

*k   if ,* 1  22 k12 k02 k  i

0  0  0  -  -  0  0  

1  0  8  -  6+0  0+8  1*  

  

0  

  

2  

  

17  

      *  

17+0  

  

6+8  

  

0+11  

  

2  

1  2   25  17+8  6+11  0+11  3  

2  2   28  17+11  6+11  0+11  4  





















35

1

2

1

*

*

*

*

Z

x

x

x

C

B

C

  جواب بهینه =

  .قبلاً داده ایم Bندهیم به  Cیک تن مواد اولیه به * 

  .ي داردعاید 17می دهیم و  Bتن را به  2هر *

y تن در محصول  2داریم تن  4یعنیB  تن در محصول 2وC*
  . مصرف می شود 

 تن در محصول  2تن داریم  3یعنیB  تن در محصول  1وC مصرف می شود .  

اینک با تعریف وضعیت به شکل  iin ,, و در نظر گرفتن اینکهi  مقدار ماده خام الف براي تخصیص وi مادهB  قابل

  . جواب بهینه را با روش پویا بدست آورد 3و2و1دهد می توان در سه مرحله تخصیص باقی مانده را نشان می

K  اقدام برايiها  

K  اقدام برايi ها  

  مساله کوله پشتی 

در این مساله بدنبال آن بودیم که یح با آن آشنا شدیم مساله کوله پشتی بود یکی از مسائلی که در برنامه ریزي عدد صح

به چه میزانی در کوله پشتی خود قرار دهد تا  wjقلم کالایی که وجود دارد و وزن هر کدام nبدانیم سرباز از هر کدام از 

دام از محصولات حداکثر کالري در وزن کل از وزن تعریف شده براي کوله بیشتر نشود و با توجه به میزان کالري هر ک

یک کشتی یا یک هواپیما که داراي این مساله را می توان براي باربري با. اقلام ذخیره شده در کوله وجود داشته باشد

  . ظرفیت مشخصی است نیز برنامه ریزي نمود

  . ویا حل کنیمکه می خواهیم آنرا با روش برنامه ریزي پ. مثال زیر نمونه اي از این مسائل می باشد
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پر کند وزن  C-B-Aنوع کالاي  3کیلوگرم می باشد که می تواند آنرا با 5وزن کوله پشتی یک سرباز حداکثر : مثال

ارزش غذایی هر کدام نیز برحسب کالري ایجاد شده . کیلوگرم می باشد 1و2-2هر واحد از این محصولات به ترتیب 

  . کالري می باشد 20و 60-50

  . کوله جاي دهد تا در حین اردوي شبانه روزي از کمبود کالري نمیردموادغذایی را دررسانید تا با ارزشترینسرباز را یاري

  هر کدام از محصولات :مراحل

  ام nتعداد محصول  :اقدام

  5تا  0وزنی که دارد  :وضعیت

52
2
5

/ واحد از محصول  2یا  1یا  0سن حداکثرA  قرار گیردمی تواند در کوله .  

  A                       n=1جدول تصمیم براي محصول

*k   if ,* 1  21 k11 k01 k  i

  0  کالري 0  -  -  0  0

  1  کالري 0  -  -  0  0

  2  کالري 0  لريکا60  -  60  1

کالري  -  60  1   3  کالري 600

  4  کالري 0  کالري 60  کالري 120=60+60  120  2

کالري120  120  2 5  کالري 600

  .تا کالا جا دارد 5یعنی  5تا  0وضعیت کوله پشتی 

K یعنی تعداد محصول مورد نظر  

  B                             n=2جدول تصمیم براي کالاي

1
*k  2

*k   if ,* 2  22 k12 k02 k  i

0  0  0  -  -  0  0  

00  0  -  -  0+0  1  

1  0  60  -  50+0  0+60  2  

1  0  60  -  50+0  0+60  3  

2  0  120  (2*50)+0  50+600+1204  

20120100+050+600+1205

                               Cجدول تصمیم براي کالاي

1
*k  2

*k  3
*k   if ,* 3  

53 k43 k33 k23 k13 k03 k  i



دکتر ناصر حمیدي

52

2  0  1  140  100+0  (20*4)+60  (20*3)+60  (20*2)+60  20+120  0+120  5  











140

102
*

*** ,,

Z

xxx CBA
جواب بهینه =

  : مساله

احتمال عدم موفقیت . ند تحت شرایط فعلی حدس زده می شودتیم کارشناس کار می کن 3در یک پروژه حساس دولتی 

 192/0. (خواهد بود 192/0باشد بنابراین احتمال عدم موفقیت پروژه  8/0و 6/0و-4/0به ترتیب  3و2و1تیم هاي 

براي دولت اضطراب آور است لذا تصمیم می گیریم دو کارشناس زبده را این نتیجه ) است 8/0*6/0*4/0حاصلضرب 

این تیم ها ملحق کنیم که احتمال عدم موفقیت پروژه به حداقل کاهش یابد جدول زیر نشان دهنده احتمال عدم  طوري به

دو کارشناس به تیم ها با مطلوبست نحوه تخصیص این. موفقیت هریک از تیم ها در اثر افزایش کارشناسان می باشد

  . وژه به حداقل برسدموفقیت پر مپیدا کنید که احتمال عد ،روش برنامه ریزي پویا

  احتمال عدم موفقیت  تعداد کارشناس

1  2  3  

0  4/0  6/0  8/0  

1  2/0  4/0  5/0  

2  15/0  2/0  3/0  

  

  : مرحله اول

  .هر تیم یک مرحله می شود

  .کارشناسان قابل تخصیص هم وضعیت می شود

  n=1                   1متیجدول تصمیم براي 

*k   if ,* 1  21 k11 k01 k  i

0  4/0  -  -    4/0  0  

1  2/0  -    2/0  4/0  1  

2  15/0  15/0    2/0  4/0  2  
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  n=2                   2جدول تصمیم براي تیم 

1
*k  2

*k   if ,* 2  22 k12 k02 k  i

0  0  24/0  -  -  4/0*6/0  0  

1  0  12/0  -  4/0*3/0  2/0*6/0  1  

  2  6/0*15/0  4/0*2/0  2/0*4/0  08/0  1یا2  1یا0

  

  n=3                   3جدول تصمیم براي تیم 

1
*k  2

*k  3
*k   if ,* 3  23 k13 k03 k  i

1  0  1  0/06  0/3*0/24  0/5*0/12  0/8*0/08  2  

  1یک نفر در تیم 

  3یک نفر در تیم 

  .بکار بگیرد

  : تصمیم گیري هاي چند معیاره

  : به دو دسته تقسیم می شوند

  تصمیم گیري با شاخص هاي چندگانه )2تصمیم گیري با اهدا چندگانه           )1

  (Goal P). یکی از زمینه هاي این نوع تصمیم گیري برنامه ریزي آرمانی نام دارد

  : مدل هاي چند هدفه نحوه حل

ممکن است در شرایط واقعی وضعیت هایی رخ دهد که مدل ریاضی بجاي یک هدف چند هدف را دنبال نماید گرچه 

این امر کارایی مدل و مطلوبیت نتایج را کاهش می دهد اما واقعیتی است که رخ خواهد داد بطور مثال در قسمت کنترل 

سازي آن است مسلماً تجهیزات بسیاري لازم است تا به حداقل هزینه کیفی هدف اصلی کنترل ضایعات و حداقل 

ضایعات برسیم و مدیریت شرکت می تواند هدف دیگري را براي خود بدین شکل که هزینه کنترل کیفی نیز حداقل شود 

  .تعریف کند لذا داراي دو تابع هدف خواهیم بود

تولید می باشد و این امر تفاده از ماشین آلات و ظرفیت تعمیرات هدف اول حداکثرسازي زمان اس-در قسمت نگهداري

نیازمند آن است که زمان معطلی براي تعمیر حداقل شود و این امر خود برگرفته از دو عامل نیروي تعمیراتی و همچنین 

زي شرکت در راستاي استفاده بهینه از منابع می تواند هدف دوم خود را حداقل سا. موجودي قطعات کافی می باشد

  .نیروي انسانی در بخش تعمیرات و هدف سوم را حداقل سازي موجودي قطعات در انبار تعریف کند
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روشهاي متعددي براي . اینک این سؤال پیش می آید که اگر یک مساله داراي چند هدف باشد چگونه آنرا حل کنیم

  :که سه روش زیر را بیش از همه بکار می برندحل مساله پیش نهاد گردیده است 

  تبدیل تابع هدف به شکل محدودیت )1

روش وزن دهی به اهداف)2

روش اولویت مطلق)3

  . که می توانیم با مطالعه منابع دیگر آنها را یاد بگیردروشهاي دیگري نیز وجود دارد 

  )دانشگاه تهران-ف دکتر محمد جواد اصغرپوریالت-کتاب تصمیم گیري چند معیاره(

سود ناشی از سرمایه گذاري در . خواهد در دو پروژه سرمایه گذاري کند واحد پول دارد و می 1000شخصی :مثال

  .است% 4و ریسک آن % 6اول پروژه

حداقل و حداکثر میزان سرمایه گذاري در هر . است% 3سرمایه گذاري در پروژه دوم بدون ریسک بوده و سود آن معادل 

و حداقل سازي ریسک  سود نده حداکثر سازياهداف تصمیم گیرواحد پولی است در صورتی که  700و 200پروژه 

  : سرمایه گذاري در پروژه ها باشد و الزامی به سرمایه گذاري کل موجودي نباشد مدل مربوط به مساله را بنویسید

  x1                1میزان سرمایه گذاري در پروژه             ) :تصمیم(متغیر مستقل 

x2                2در پروژه  میزان سرمایه گذاري                 

  Z1    سود کل  :متغیروابسته

    Z2  ریسک کل   

.
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  تبدیل به محدودیت : حل به روش اول
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به  حل می تواند(مساله را فقط با در نظر گرفتن یکی از توابع هدف و بدون در نظر گرفتن مابقی تابع ها حل می کنیم 

  )روش ترسیمی یا سیمپلکس باشد

  . در این مثال تابع دوم را در نظر نگرفته و مساله را با فرض وجود تنها تابع هدف اول حل می کنیم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  نقطه  1Zمقدار 

A)200و200(  18

B)200و700(  33

C)300و700(  39

51  )300700و(D

E)700و200(  48

5136توانیم تابع هدف اول را به شکل محدودیتبدست آمد می51مساويZ1ه مقدار بهینهپس از اینک 21  xx %% 

  : اضافه نموده و اینک مساله را که به شکل زیر در می آید حل نمودبه محدودیتها 
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

xx

st

xMinZ

.

%

  

700

1000

200

200 300 400 700 850 1000
x

y

D

A

B

C

E

Z2=12
Z2=16



دکتر ناصر حمیدي

56
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//

  

شود آنگاه ما مدل را ملزم به پذیرش ناحیه موجه به یک نقطه تبدیل می ساويملاحظه می شود با اضافه نمودن محدودیت ت

. مین مساله نیز همن نقطه باشددقیق تابع هدف اول نموده ایم و بخاطر وجود یک نقطه موجه جواب بهینه بایستی براي دو

خود چشم پوشی نماید اما اگر بگوییم شرکت حاضر است در مقابل کاهش در ریسک سرمایه گذاري از بخشی از سود 

لذا ناحیه موجه . خواهد بود و می گوییم در نظر داریم که هر دو هدف را آورد بکنیمآنگاه محدودیت جدید به شکل 

  . خواهد بود "ABCDE"مجدداً 

نقاط روي پاره ه و کلیهتابع هدف دوم خواهیم دید که مساله داراي جواب بهینه چندگانه بودخط  در این شرایط با رسم

  ) بهینه چندگانه.(جواب بهینه ما می باشند ABخط 

18200030200060

200

8

200

1
2   )(/)(/: ZازايبھAZA  

33700030200060
700

8

200
1

2   )(/)(/: ZازايبھBZB  

  .جواب بهینه براي هر دو بطور همزمان است Bنقطه 
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  : حل به روش وزن دهی به اهداف

رد نمی توان با قاطعیت تصمیم گرفت از روش وزن دهی به اهداف استفاده از آنجایی که در روش اول در بسیاري از موا

  . می شود

  : براي استفاده از این روش بایستی
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  . همه توابع هدف به یک شکل باشند یعنی همه ماکزیمم سازي یا همه مینیمم سازي باشند)1

2(Cj  ها از نظر اندازه مشابه باشند و اگر براي تابع هدفیCj ابع هدف دیگر است با تقسیم بر یک ها بزرگتر از ت

. عدد ثابت آنها را بصورت مشابه هم درآورید

  : برابر اهمیت کاهش ریسک می باشد مساله را مجدداً حل نمایید 3در مثال قبل فرض کنید که اهمیت حداکثر سازي سود 

12
1

12

211

040040

030060

xZMaxxMinZ

xxMaxZ

/)()/(

//
)(  
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W1 =Max Z) تابع هدف اول+ (W2) تابع هدف دوم(

)/(/)//(/ 121 040250030060750 xxxMaxZ   

  :تابع هدف بدست آمده
21 022500350 xxMaxZ //   

  

اولتابعاھمیتMaxسازي

دومتابعاھمیتMinسازي


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4
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413
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


  

هر یک از توابع هدف اولیه قرار اینک می توان این مدل را با روش ترسیمی یا روش سیمپلکس حل و جواب بهینه را در 

  : داده و جواب نهایی را اعلام نمود

Zنقاط قبلی  

5/11  A  

75/22  B  

25/26  C  

25/31  D  

29  E  

28700040700

51300030700060700

22
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  : حل روش اولویت مطلق

ر یک از هدفها ه گفته می شود که وزن دهی به اهداف سلیقه اي می باشد و کاري ذهنی است لذا ضروري است به

ن آاب بهینه براي وسپس جو: اولویت مربوطه را داده آنگاه مساله را با تابع هدف داراي اولویت بالاتر حل می کنیم
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اولویت را به عنوان یک محدودیت تساوي در مدل وارد نموده و مدل را با اولویت دوم حل می کنیم تا به جواب بهینه 

  . نهایی برسیم

  . مجددا مساله را حل کنید Z1و اولویت با  Z2در مثال قبلی فرض کنید اولویت اول با  :مثال

  : برنامه ریزي آرمانی

ي اولین بار توسط کوپر مطرح شد و توسط ایلسیزیو توسعه یافت روشی است که به ازاي هر هدف یک این روش که برا

ف می نماید هر شرکت داراي چندین هدف می باشد که آنها را پیش از این به شکل توابع هدف مشاهده یرمان را تعرآ

ی باشد لذا براي هر هدف سطح تمایلی اما شرکت می داند دسترسی به تمامی اهداف بصورت همزمان ممکن نم. نمودید

آرمان «را تعریف می کنند که براساس آن می گوییم تمایل شرکت براي رسیدن به این هدف تا چه اندازه است و آنرا 

  . می نامند» شرکت

ا ما این انحرافات را ب. بدین سبب متغیرهایی نیز معرفی می شوند که میزان انحراف ما از آرمان را نشان می دهند


ii dd   . نمایش می دهیم,

  : مثال

تومان براي هر  250-150-200محصول را تولید می نماید سود حاصل از محصولات به ترتیب  3یک شرکت تولیدي 

: اگر هدف شرکت حداکثر سازي سود باشد آنرا بصورت تابع هدف صفحه بعد نمایش می دهیم. واحد محصول می باشد

    321 250150200 xxxMaxZ   

تومان سود دارد می توان این تابع هدف را به شکل یک محدودیت  4000اگر شرکت اعلام نماید که آرمانی برابر با 

  : در اینصورت خواهیم داشت که در آن هیچ انحرافی از آرمان مدنظر نمی باشد. آرمانی مطرح نمود

4000250150200 321  xxx  

تومان یا بیشتر از آن باشد بعبارتی دیگر یا به آرمان خود دست یافته  4000ا کمتر از اما می دانیم که ممکن است سود م

رمان را آایم یا پایین تر از حد تمایل خود بوده ایم یا از آرمان تعریف شده پیشی می گیریم لذا می توان میزان انحراف از 

  : رآمده استبه شکل زیر به مدل اضافه نمود که در اینصورت مدل به شکل آرمانی د

  11321 4000250150200 ddxxx  

  : تومان باشد آنگاه 4000اگر سود کل بدست آمده در سمت چپ دقیقاً 

  . رمان دست یافته ایمآو می گوییم که کاملاً به 
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011   dd می شود  

01تومان باشد آنگاه  4000اگر سود کل بدست آمده بیش از  d  01و d و می گوئیم از آرمان پیشی . خواهد بود

  . گرفته ایم

01تومان باشد آنگاه  4000اگر سود کل بدست آمده کمتر از  d 01و d  خواهد بود و می گوییم به آرمان دست

  . نیافته ایم

ی است و انحراف لت دوم انحراف مثبت پایه یا اساسی هستند در حاغیراساسدو متغیرانحراف غیرپایه یا  در حالت اول هر

  . منفی غیرپایه و در حالت سوم عکس این حالت صادق است

  : نکته


ii dd هیچگاه با همدیگر داراي مقدار غیرصفر نمی باشند چرا که مفهوم ندارد و هم انحراف منفی و هم انحراف ,

  .یممثبت داشته باش

  :از آنجایی که در سمت راست مدل متغیر نگهداري نمی کنیم لذا ارمان اول به شکل زیر نوشته می شود

  4000200150200 11321   ddxxx  

پس از ساخت هر آرمان یا محدودیت آرمانی باید بدانیم که براي ما کنترل انحراف منفی مهم است یا انحراف مثبت و در 

تومان بیشتر شود مطلوب تر خواهد بود  4000در مثال فوق اگر سود کل از . حداقل برسانیمرا به  تابع هدف این انحرافات

  .لذا تابع هدف ما به شکل زیر خواهد بود. ما باید کنترل کنیم انحراف منفی رخ ندهد. و کنترلی براي آن نیاز نیست

0

4000350150200 11321

1











ii ddxj

ddxxx

st

dMin

,,

.



  

  :شود مدل شما چه تغییري خواهد نموداگر به مثال فوق آرمان دیگري به شکل زیر معرفی 

  . واحد نشود 600آرمان شرکت آن است که مجموع تولید محصولات در طی دوره برنامه ریزي کمتر از 
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  ) 1(مساله

ودن شرکت سرمایه گذاري نیکونام براي یک مشتري خوشنام مایل به سرمایه گذاري می باشد مشتري مایل به محدود نم

 2واحد پولی را با در نظر گرفتن  50000شرکت می خواهد . شرکت معروف است 2سرمایه گذاري خود بر روي سهام 

  : آرمان زیر سرمایه گذاري نماید

  .باشد% 9نرخ بازگشت سرمایه حداقل )1

  .باشد% 50حداکثر سرمایه گذاري بر روي شرکت دوم بعلت ریسک بیشتر باید ) 2

  : هام در شرکت در دست می باشداطلاعات زیر براي س

  نرخ بازگشت سالیانه   )هر سهم(قیمت سهام  شرکت 

____________  

  اول

  دوم

__________  

50  

100  

___________  

6%  

10%  

  

  : مساله را بصورت برنامه ریزي آرمانی فرموله کنید

  ) 2(مساله 

ساعت  1000ساعت از دپارتمان اول و  350شته طبق برنامه ریزي ماه گذ. محصول را تولید می کند 2شرکت تولیدي هما 

ماه گذشته شکایات  6گرفته شده است بعلت تغییرات شدید در سطح نیروي انسانی شرکت در  راز دپارتمان دوم بکا

  : فراوانی رسیده است و مدیریت تصمیم گرفته است تا آرمانهاي زیر را مدنظر قرار دهد

  ارتمان اولساعت از دپ 350استفاده از :آرمان اول
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  ساعت از دپاتمان دوم 1000استفاده از :آرمان دوم

  واحد پول سود  1300کسب حداقل :آرمان سوم

  . تومان است 2و  4واحد محصول اول و دوم بترتیب  هرشرکت میداند سود 

مطلوب . می شودساعت استفاده  5و 2ساعت و از دپارتمان دوم  2و  1از دپارتمان اول براي هر واحد محصول اول و دوم 

  . است مساله را به شکل آرمانی فرموله کنید

  رسم معادلات آرمان 

همانگونه که مشاهده نمودید یک شرکت تولیدي می تواند آرمانهاي متعددي را داشته باشد اینک می خواهیم بدانیم که 

راف چگونه مشخص ـتغیرهاي انحک از مـن به ازاي هریآول ـم می کنند و ناحیه قابل قبـمعادلات آرمانی را چگونه رس

آنگاه  ي انحراف خط مربوطه را رسم می کنیمضروري است براي هر محدودیت آرمانی بدون توجه به متغیرها. می کنند

  : کندرا ایجاد میحالت زیر  3باتوجه به خط رسم شده متغیرهاي انحراف در یکی از مقادیري که می توانند اتخاذ نمایند 

  . نحراف به ازاي هر نقطه روي خط صفر خواهد بودمقدار متغیرهاي ا-1

عدد سمت راست خط رسم شده در مرحله اول را بطور ذهنی افزایش دهید و جهت حرکت را مشخص کنید مقدار -2


idچه فاصله نقاط از این خط زیادتر گردد مقدارردر این جهت از صفر بیشتر بوده و ه

d بیشتر می شود.  

مقدار . عدد سمت راست معادله را بطور ذهنی کاهش دهید-3
d  در جهت کاهش بزرگتر از صفر بوده و هرچه فاصله

از این خط زیادتر گردد مقدار 
d بیشتر می گردد.  

  : مثال

2042محدودیت آرمانی  11211   ddxxb است آنرا رسم کنید و جهات قابل قبول مفروض:

11 dd را  ,

  : مشخص نمایید

2042

0

21

11



 

xx

dd
  

301فرض  b :  

  :خط جدید بالاتر از خط فعلی خواهد بود

0

0

1

1











d

d  

2042 21  xx

01   dd


1d


1d

A

10

5
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101فرض  b :  

  : خط جدید زیر خط فعلی خواهد بود

0

0

1

1











d

d  

تولید هر . نوع ماشین حساب معمولی و مهندسی مونتاژ می کند 2یک شرکت تولید کننده وسایل الکترونیکی  :مثال

زمان استفاده از هر کارگاه در هفته و زمان لازم . می باشد B,Aکارگاه مختلف  2ماشین حساب نیازمند انجام عملیاتی در 

  : ژ و سود هر ماشین حساب بشرح زیر استبراي انجام عملیات مونتا

ش

ر

  ح

  زمان مورد نیاز براي عملیات هر

  
  ماشین حساب مهندسی                   ماشین حساب معمولی          

ح:

دا

ک

_____
_____

__  

کارگاه  

____________  

  ساعت  1

  ساعت  5/1

____________  

  ساعت  2

  ساعت  5/1

____
____
____  

60 
_____
_____

_  

سود هر 

توم(واحد

  )ان

__________  

  تومان 5/7

___________  

  تومان  10

____
__  

-  

تومان سود باشد و شرکت خواهان حداقل سازي میزان عدم  1000در صورتی که آرمان مدیریت شرکت رسیدن به 

باشد مدل برنامه ریزي آرمانی را براي شرکت ارائه نمایید و به روش ترسیمی مدل برنامه  موفقیت در دستیابی به آرمان

  : ریزي جواب بهینه را بدست آورید

10001057 1121

1

 



ddxx

st

dMin

/

.  

1x=تعداد تولید ماشین حساب معمولی  

2x= تعداد تولید ماشین حساب مهندسی  


1d= رمان اولآمیزان عدم دستیابی به  
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
1d= میزان بیش از خد آرمان اول  

0

605151
6021

10001057

1121

21

21

1121

1














ddxx

xx

xx

ddxx

st

dMin

,,,

//

/

.

  

  

  

  

  

  

  

  

  

باید نقطه اي در ناحیه موجه بیابیم که کمترین

1d را داشته باشد .  

خواهد  OABCرا حل کنیم جواب بهینه در یکی از نقاط گوشه اي اگر بدون در نظر گرفتن محدودیت آرمانی مساله 

اما اگر آرمان را در نظر بگیریم بایستی نقطه گوشه اي را بعنوان جواب بهینه بپذیریم که کمترین مقدار. بود

1d  را بهمراه

  : دارد لذا بشرح زیر عمل می کنیم

دار یا مق) میزان عدم دستیابی به آرمان(

1d  

1000=

1d  

=700→عدم دستیابی به آرمان

1d  

  1d=650جواب بهینه 

5/662=1d  

  )در زیر خط(مقدار آرمان اول

  














0

0

1

1

d

d
  نقاط گوشه اي  

d1
+

100

45

A      

30  

o

10

E
B

F

45 60 133

X1

X2

D

10

موجهناحیه 

30

d1
-
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100000104557

1000020102057

100003010057

10000010057

1

1

1

1

















d

d

d

d

)()(/

)()(/

)()(/

)()(/

  

   
 
 
 045

2020

300

00

,

,

,

,

C

B

A

O

  














3501000020

35065020

112

11

dZdx

Zdx
***

***

  

واحد از هریک از محصولات تعریف شده باشد آنگاه مدل  10اگر براي شرکت آرمان دیگري به شکل حداقل تولید 

دنظر می توجه داشته باشید که تولید از هر دو محصول بطور همزمان م. (رمانی شما به چه شکل خواهد بودآبرنامه ریزي 

  .)بع هدف آنها را با یک اولویت منظور کنیماباشد و بایستی هنگام آوردن انحرافات در ت

  .مدیریت شرکت به دنبال حداقل سازي عدم دستیابی به آرمان دوم می باشد


2d : واحد  10عدم دستیابی به تولید  






























605151
602

10

10

10001057

21

21

332

221

1121

321

xx

xx

ddx

ddx

ddxx

st

dddMin

//

.

.

),(

  

  راف منفی باید از طریق حداقل سازي انح

00 2133221121  
ii ddxxیاddddddxx ,,,,,,,,,,  

  .محدودیتهاي جدید را روي شکل صفحه قبل اضافه می کنیم

02اگر بخواهیم انحراف آرمان دوم را به حداقل برسانیم بایستی d 03و d  باشد بدون حل می توان ملاحظه نمود

101که اگر بر روي خط  x 102و x رمان دوم دست یافته آقرار گیریم این خواسته برآورده می شود و ما دقیقاً به

را بعنوان جواب بپذیریم در این نقاط آرمان دوم برآورده شده است لذا در این  BEDFاینک اگر هریک از نقاط . ایم

نقاط بدنبال تامین حداقل 

1d با قراردادن مختصات این نقاط در آرمان اول مجدداً ملاحظه می کنیم که . می گردیم

  : خواهد بود که در این نقطه خواهیم داشت Bجواب بهینه ما نقطه 
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0650

0650

1020

1020

31

21

32

21

















**

**

**

**

dd

dd

dx

dx

  

  : و تفسیر آن اینست که

  . واحد تولید کنید 20از هر کدام از ماشین حسابها ) 1

. انحراف دارید اولرمان آتومان تا رسیدن به  650لذا . تومان سود کسب می کنید 350به میزان  در این سطح تولید) 2

)650=

1d(  

6501000020102057 11   dd)()(/  

  : واحد وجود دارد 10در این سطح تولید انحراف مثبت از آرمان دوم به ازاي هر ماشین حساب )3

1010

1002010020

1010

32

32

332221













dd

dd

ddxddx

  

 * * * *  

0

600601004

35453

605102

40371

21

3321

2221

1121

321






















ii ddxj

xx

ddxx

ddxx

ddxx

st

dddZMin

,,

)

)

)

)

.

,,

  

  

  : مساله را به روش ترسیمی برنامه ریزي آرمانی حل کنید

  

  

           

  

13/3

12

10

75/8

7/5 6 7

X2

d+d-
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  :شبکه ها

  انتشارت دانشگاه تهران/تالیف دکتر محمدجواد اصغر پور/کتاب تحلیل شبکه

  »رویکرد نوین تصمیم گیري آتی«

  : نحوه رسم یک شبکه

ه ها یا نقاط اتصال است که برخی یا تمامی آنها بوسیله شاخه ها یا ري از گیک شبکه یک گراف خطی است و مجموعه ا

مدیگر متصلند و بر روي هر شاخه و بین دو گره جریانی وجود دارد شاخه ها می توانند جهت دار باشند ه کمانهایی به

  ).مثل خیابان یکطرفه(تصور نباشیم ام م iام به گره  jام مجاز باشد و جریانی از گره  jام به گره iکت فقط از گره ریعنی ح

. و بالعکس امکان دارد jبه  iشاخه بدون جهت شاخه اي است که در آن حرکت از . شاخه ها می توانند بدون جهت باشند

شما اگر شبکه اتوبوس رانی شهر را رسم کنید در این شبکه ایستگاههاي اتوبوس به عنوان گره ها و شاخه هایی که 

مسیر بین دو ایستگاه است وجود دارد جریان بین ایستگاهها تعداد اتوبوسهایی می باشد که در تردد  هرکدام نشاندهنده

  . هستند

  : شبکه تردد بطور مثال

      جریان     شاخه             گره                  شبکه    

1-  

2-  

3-  

  . لازم است با برخی از تعاریف در بحث شبکه ها آشنا شویم

  . شاخه هاي متوالی که دو گره را به هم وصل می کند را مسیر گویند مجموعه :مسیر)1

  در شکل زیر 

  

5→2→1 مسیرها  

5→4→2→1  

5

2

1

4

3
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  .مسیر نیست1→3→4→5:          اما

   1→2شاخه هایی را که داراي یک گره مشترك شاخه هاي متصل شده گویند در شکل فوق  :شاخه متصل شده)2

  . شاخه هاي غیرمتصل هستند 4→5و  1→2اما . شاخه هاي متصل هستند 1→3و 

  یان یکطرفه است یا جریان یکطرفه رمسیري را که گره شروع و خاتمه آن یکی باشد را حلقه گویند و در ج :حلقه )3

  1→2→3یک حلقه است 

  .وجود حلقه در یک شبکه نشانه ضعف طراحی شبکه است

  : شبکه غیرمدور

  .هر شبکه جهتداري که در آن هیچ حلقه اي وجود ندارد شبکه غیرمدور گویند)4

  . شبکه اي که تمامی گره هاي آن متصل بوده و حلقه اي در آن وجود نداشته باشد را یک درخت می نامند :درخت) 5

  

  

  یک درخت

  »روستاها-مثال شبکه آبرسانی«

  :سؤال

  .باتوجه به مباحث مطرح شده به سؤالات زیر پاسخ دهید. طرح شددر این جلسه مباحث زیادي در مود شبکه ها م

  من بعنوان یک دانشجو در زندگی روزمره تا چه اندازه با شبکه هاي موجود در جامعه درگیر هستم؟ )1

  شناسم و مشکلات آنها چیست؟یا مشکل دار را تا چه اندازه می هاي معیوبشبکه)2

  را اصلاح نمود؟  درچگونه می توان یک شبکه مشکل دا) 3

  : در بحث تحلیل شبکه ها می خواهیم بدانیم

  .کوتاهترین مسیر را در یک شبکه را چگونه انتخاب می کند)1

  .به چه میزان است دال داقحداکثر جریانی را که در یک شبکه می توان انت)2

  برنامه ریزي غیرخطی 

  : اده از روش برنامه ریزي پویا حل کنیدفاست مساله به نام برنامه ریزي عدد صحیح غیرخطی زیر را با) 1

  

2

1

4

3

2

1

4

3

5

6

مرحله اول دوممرحله  سوممرحله 

   

.,,

)

Intxxx

xxx

xxxZMax

0

421
21

321

321

3
1

2
23





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4
1
4

13

1

3


a

bیاRHS

kھايx

x3=0یا  1یا  2یا    3یا  4

3xMaxZ 

n=1                                جدول مرحله اول          

*
3x   if ,* 1  43 x33 x23 x13 x03 xi

0  0  -  -  -  0  0  0  

1  1  -  -  -  1  0  1  

2  2  -  -  2  1  0  2  

3  3  -  3  2  1  0  3  

4  4  4  3  2  1  0  4  

  f*(1,i)می نویسند  x3بجاي 

        3
2

2 1 xxMaxZ   

n=1                                           2جدول مرحله 

*
3x  

*
2x   if ,* 2  32 x  22 x02 xi

0  0  0  -  -  0  0  

              
1  0  1  -  0  1  1  

              
2  0  2  0  0  2  2  

              
3  0  3  1  0  3  3  

              
4  0  4  2  0  4  4  
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   
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ifxMaxZ


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*
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*
3x*

2x*
1x   if ,* 3  41 x31 x21 x11 x01 xI

1031  0103-32-4

  

جواب بهینه 

    123101

1

1
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3
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1
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

  :نکته

  » .طبق حداقل نسبتها استفاده می شود kکمترین مقدار«

  .هینه آنرا بدست آوریدمدل برنامه ریزي غیرخطی عدد صحیح زیر مفروض است با استفاده از برنامه ریزي پویا جواب ب)2

  

  3مرحلۀ       1مرحلۀ       2مرحلۀ          4مرحلۀ            

   

.,

)

.

.

Intxتاx

xxxx
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xxxxxxMinZ

0

5221
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4
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4

3
3

2
2

2
11


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

  

  

تابلوي اول                             22 1 xMinZ

   22 11 xif ,*
  22 x12 x02 xi

  -

0

1

1

-

0

0

0

0

0

0

0
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05
*

    1112011 22   

  

  

تابلوي دوم                                 ifxMinZ .. * 11 3
3

 if ,* 2  51 x41 x31 x22 x12 x02 xi

        0  

1  

2  
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11 

 if ,* 3  51 x41 x31 x21 x11 x01 xi
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1  
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3  
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  مسائل برنامه ریزي غیرخطی 

  : نامگذاري نمودیم LPمفروضه زیر را بنام برنامه ریزي خطی یا  4پیش از این هر مدل داراي 

  فرض تناسب-1

فرض جمع پذیري-2

فرض بخش پذیري-3

فرض معین بودن -4

ه ما شکل با سلب فرض بخش پذیري مدل به شکل برنامه ریزي عدد صحیح در می آمد و با سلب فرض معین بودن مسال

اگر فرض هاي دیگر از مدل برنامه ریزي خطی سلب شوند دیگر نمی توان آنرا یک مساله . پارامتر یک بخود می گرفت

  . برنامه ریزي خطی نامید لذا مدل هاي جدیدي ساخته می شوند که ما آنها را بنام مسائل غیرخطی می نامیم

اما . مفروضه فوق تحقق می یابد 4وان ایجابی است که با وجود توجه داشته باشید که عنوان برنامه ریزي خطی یک عن(

  .)عنوان برنامه ریزي غیرخطی یک عنوان سلبی است که به شکل هاي مختلف می توان آنرا مشاهده نمود

  : بشرح زیر می باشند» NLP«انواع مختلف مدلهاي برنامه ریزي غیرخطی 

. ستند که آنها را بدون هیچ گونه محدودیتی مشاهده می کنیممدلهایی ه–مدلهاي برنامه ریزي غیرخطی نامقید -1

باتوجه به آنچه که در بحث مدل سازي فرا گرفتیم بی شک در عالم واقعی وجود مدل غیرخطی نامقید یا بدون 

اما از آنجایی که ساخت و حل این مدلها قادر است ما را در حل مسائل مقید یاري . محدودیت بندرت امکان پذیر است

  . ید ضرورت دارد لذا با حل آنها آشنا می شویمفساند و الگوریتم هاي آنها براي اثبات روش هاي حل مر

              : مثال

33

33

24

24





xxxxf

یا

xxxMaxZ

)(

  

مدل هایی هستند که داراي محدودیت هایی نیز می باشند و آنها را می -مدل هاي برنامه ریزي غیرخطی مقید-2

  : توان به اشکال زیر مشاهده نمود

  . مدل هایی که تابع هدف آنها بصورت غیر خطی و محدودیت ها خطی می باشند) الف

  . مدل هایی که محدودیت هاي آنها غیرخطی و یا ترکیبی از خطی و غیرخطی و تابع هدف آنها بشکل خطی است) ب

  . مدل هایی که تابع هدف و محدودیت ها همگی به شکل غیرخطی هستند) ج
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  : تابع هدف به شکل غیرخطی داراي معادله دایره می باشدخطی ومحدودیتها به شکلایید دراین شکلبه شکل زیر توجه نم

*Zو 
  ).غیرخطی است بدست آمده است 2که یک معادله درجه ( دایرهآن پس از تعیین جهت افزایش معادله  

  

  

  

  Zجهت افزایش  →

  : بقه بند می کنندبراي بحث در مورد مسائل غیرخطی آنها را به شکل زیر نیز ط

  یک متغیره  NLPمسائل )1

دو یا چند متغیره  NLPمسائل )2

اگر بخواهیم بحث خود را در مورد مسائل غیرخطی پیش ببریم ضروري است که بدانیم هر مسئله غیرخطی تک متغیره 

ی شود که تابع ما یا بیش از یک نقطه کمینه باشد در شکل الف زیر ملاحظه م (Min)ه ناي یک نقطه کمیرمی تواند دا

  : ه و در شکل ب داراي دو نقطه کمینه استنداراي یک نقطه کمی

  

  

  

  

  )شکل الف)                                                                           (شکل ب(              

  .برقرار است C,Bو همچنین نقطه Aاگر به هر دو شکل نگاه کنیم شرط لازم و کافی براي بهینه بودن براي نقطه 


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
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
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
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xf

x

xf

)(

)(

شرط لازم و کافی برقرار و هر دو کمینه موضعی ما هستند اما  C,Bاما باتوجه به شکل می دانیم علیرغم اینکه براي نقطه 

طبق شکل ب . (می نامند ]کلی [(min)را کمینه کلی یا  Bلذا نقطه . می باشد Cکمتر از نقطه  f(x)مقدار  Bدر نقطه 

  .است f(xc)کمتر از  f(xB)) فوق

Min
f(x)

f(x)

A

X

F(XC)
F(xg)

f(x)

X

B C
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بدین ترتیب می توان نتیجه گرفت که براي برخی از توابع مینیمم کلی وجود دارد لذا در هنگام حل مساله آنرا بعنوان 

  . جواب بهینه انتخاب می کنیم

لذا در . جواب بهینه قطعی را پیدا کنیمبراي برخی از مسائل تابع آنها داراي مینیمم کلی نیست و یا بعبارتی ما نمی توانیم 

  . بهینه نسبی را بدست آوریم xاین مدلها بدنبال آن خواهیم بود که در دامنه مشخصی از مقادیر 

  . روش هاي متعددي براي اینکه بتوان جواب یک مساله غیرخطی نامقید را بدست آورد وجوددارد

روش سیمپلکس و یا سایر روش هاي برنامه ریزي خطی نیستند و ناگفته نماند که این روش ها داراي قاطعیتی همچون 

  . محدودیتهاي بسیاري براي آنها وجود دارد

  . این روش ها عمدتاً پیچیده و زمان بر نیز می باشند

باشد آنست که مساله را چندین بار در اختیار ما می) بینس(یکی از راههاي بررسی اینکه یک جواب کمینه کلی یا موضعی 

اگر تمامی جوابهاي بدست آمده یکسان باشند دلالت بر آن دارند . لی و هر بار از یک نفطه آغازین جدید حل کنیممتوا

که جواب بهینه ما کمینه کلی است در غیر اینصورت شما با یک کمینه موضعی روبرو هستید این روش بدلیل آنکه تعداد 

  . سوب می گرددبسیار زیادي از تکرار را نیاز دارد روش غیر کارا مح

  Convex , Concave      » توابع کوژ و کاو«

پیش از این مشاهده . براي اینکه بتوان یک مساله غیرخطی را حل نمود بایستی در مورد کوژ یا کاوبودن آن نظر داد

کل نمودید که در شکل الف مشتق دوم در تمامی محدوده مورد نظر داراي علامت انحناي یکسان است در حالیکه در ش

براي . می نامند) دو مودي(و شکل دوم را ) تک مودي(شکل الف را داراي حالت .چنین چیزي وجود ندارد ) ب(دوم 

که در آن شکل ما بصورت تک  xاشکالی که بیش از یک مود دارند بایستی جواب بهینه در یک منطقه مشخص بین دو 

که چنین حالتی را دارد پیدا کنیم بایستی کوژ یا کاو بودن براي اینکه بتوان ناحیه اي را . مودي در می آید بدست آید

شکل را تشخیص دهیم و اگر با یک منحنی کوژ روبرو هستیم آنرا در حالتی که بدنبال مینیمم سازي یا حداقل مقدار 

f(x) فوق ضرب و به شکل کوژ درآورده و سپس مانند  -1براي اشکال کاو می توان آنرا در . (هستیم مطالعه نمائیم

  . )برخورد نمائیم

  : یک شکل تک مودي کوژ

  

  

xf 
xf 

x x 



دکتر ناصر حمیدي

74

   
10

11







 )()( xfxfxxf
  

  .یعنی کوژ مطلق است اگر 

  . یعنی کوژ نسبی استاگر 

  » یک شکل تک مودي کاو«

  

  : نکته

  کوژ توابعی که داراي چند مود می باشند می گوییم نه کاو هستند و نه -1

  توابعی که بصورت خطی هستند می گوییم هم کاو هستند هم کوژ-2

                 xfxfxxf 
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