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  و تحلیل الگوریتم هاي بازگشتی مرتبه الگوریتم ها :  اولفصل 
شود که بسـیار  فقط یکی از آنها به الگوریتمی منجر می حل کرد ولی می توانغالباً یک مسئله را با استفاده از چند تکنیک متفاوت 

می خواهیم روش هاي مختلف حل مسائل را بررسی کنیم تا بتوانیم یک راه حل بهینه براي حل مسائل پیـدا  تر از بقیه است. سریع
مدنظر باشد. حال با مقایسـه   سرعت کامپیوتر هر چه بالاتر باشد و قیمت حافظه هر چقدر که کاهش یابد، کارایی همواره باید کنیم.

  می دهیم.براي یک مسئله، اهمیت این موضوع را نشان جست و جوي ترتیبی و دودویی دو الگوریتم 

  الگوریتم جست و جوي ترتیبی
 ـ (p)اگر در آرایه وجود داشت، موقعیت آن  کلید قرار دارد؟ nبا  S[1..n]در آرایه  xآیا کلید می خواهیم ببینیم که  د  و را برگردان

را با عناصر آرایه از ابتدا به سمت انتها مقایسه می کنـیم. اگـر بـه عنصـر      xاگر وجود نداشت، صفر برگرداند. در این جستجو، عنصر 
در آن قرار داشت را بر می گردانیم. اگر جستجو تا انتهاي آرایه انجام  xمورد نظر برسیم، از حلقه خارج شده و شماره خانه آرایه که 

  یدا نشود، در این حالت متغیر حلقه از تعداد عناصر آرایه بیشتر شده است و صفر را بر می گردانیم.پ xشود و 
int    seqsearch (int  n, const keytype  S[ ], keytype   x){ 
       index  p = 1; 

       while (p <= n   &&   S[p] != x) 
        p++; 
       if (p > n)   p=0; 

               return  p; 
} 

  رود.به عنوان اندیس به کار میاست که متغیر صحیحی براي  indexتذکر: نوع داده 
  کنیم.معرفی می constاگر نخواهیم روالی مقادیر را از طریق آرایه برگرداند، آن آرایه را با واژه  تذکر :

  الگوریتم جست و جوي دودویی
-کند. اگر مساوي بود، الگوریتم به پایان مـی مقایسه می آرایهرا با عنصر میانی  xالگوریتم ابتدا، هستیم،  xبا فرض این که به دنبال 

باشد (اگر وجود داشته باشد) و الگوریتم جسـت و جـو در نیمـه     آرایهتر از عنصر میانی بود، باید در نیمه نخست کوچک xرسد. اگر 
رسد و الی شود. اگر مساوي بود، الگوریتم به پایان میمقایسه می آرایهنیمه اول با عنصر میانی  xگردد (یعنی تکرار می آرایهنخست 

 xگردد تـا  شد. این رویه چندین بار تکرار میتکرار می آرایهبود، جست و جو در نیمه دوم  آرایهتر از عنصر میانی بزرگ xآخر). اگر 
  وجود ندارد.  آرایهدر  xپیدا شود یا معلوم گردد که 

  است؟مقایسه نیاز چند به با روش جستجوي دودویی، در آرایه مرتب زیر  9راي پیدا کردن عدد بمثال: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

5 9 12 20 35 50 82 88 97 
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  حل: 
مقایسـه مـی شـود و چـون از آن کـوچکتر اسـت مقایسـه بـه طـور بازگشـتی در زیـر             35با عنصر وسط آرایـه یعنـی    9ابتدا عدد 

جام می گیرد، یعنی با عنصر وسط این آرایه مقایسه می شود که با آن برابر است. بنابراین با دو مقایسـه بـه نتیجـه    ان  x[1..4]آرایه
  می رسیم. 

  الگوریتم جستجوي دودویی
  Sدر  xموقعیـت  اگر وجود داشـت   وجود دارد یا خیر. S[1..n]کلیدي  nمرتب  آرایهدر  xکه آیا  مکنیمی تعیین در الگوریتم زیر 

  و اگر وجود نداشت صفر را بر می گرداند. pنی یع
void   binsearch (int  n ,const  keytype  S[ ], keytype  x, index&  p){ 
 index   low, high, mid; 
 low=1;  high = n; p = 0; 

 while (low <= high   &&  p == 0){ 

         mid = [(low + high)/2]; 

         if (x == S[mid])   p = mid; 
                 else   if (x < S[mid])   high = mid–1; 

      else     low = mid+1; 

 } 
} 

شـود. (از  قرار دهیم یعنی پارامتر حاوي مقداري اسـت کـه توسـط الگـوریتم بازگردانـده مـی       &تذکر: اگر در آخر نوع داده، علامت 
  براي آرایه استفاده نمی کنیم.) &علامت 
  کار انجام شده توسط جست وجوي دودویی و جست وجوي ترتیبی مقایسه

  وجود دارد یا خیر.    nاي به اندازه آرایهدر  xدهد تا تعیین کند آیا مقایسه انجام می nجست و جوي ترتیبی، 
1nlgعنصري برابر  nهاي انجام شده توسط جست و جوي دودویی در یک آرایه مرتب تعداد مقایسه   می باشد.  +

قایسه م 6جستجوي دودویی الگوریتم   باشد،آرایه بزرگتر از تمام عناصر موجود در   xوقتی عنصري ،  32مثال: در یک آرایه مرتب 
lg)6132( .دهدانجام می   .  32 , 31 , 30 , 28 , 24 , 16  :ترتیب شماره عناصر مقایسه شده عبارتند از.   +=

  استفاده می کنیم. lgخلاصه از نماد  2log ها به جايدر تحلیل الگوریتم :تذکر
جسـت و جـوي ترتیبـی، چهـار     و مقایسـه   33باشد، جست و جوي دودویی تنها بـه   میلیارد عنصر 4حاوي  آرایههنگامی که مثال: 

، جسـت و  باشددر عرض یک نانوثانیه  whileکردن یک بار گذر از حلقه . حتی اگر کامپیوتر قادر به کامل نیاز داردمیلیارد مقایسه 
اعلان کند، حال آن که جسـت و جـوي دودویـی تقریبـاً بلافاصـله بـه        آرایهرا در  xبرد تا عدم وجود ثانیه زمان می 4جوي ترتیبی 

  رسد. نتیجه می
. حال به یک الگـوریتم نامناسـب   عمل می کندانسان، هاي زمانی قابل تحمل براي جست و جوي ترتیبی هنوز هم در مقیاستذکر: 

  رساند.پردازیم که کار را در زمانی قابل تحمل به انجام نمیمی
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  چیفیبونا هدنبال

است. جمله هاي بعـدي از جمـع    1و جمله دوم برابر  0جمله اول این دنباله برابر  است.اُم از دنباله فیبوناچی nجمله هدف محاسبه 
  :کردبه طریق بازگشتی زیر تعریف ت می آید. بنابراین آن را می توان دو جمله قبلی بدس

n n 1 n 2f f f n 2− −= + ≥  براي 

0f 0=   

1f 1=  

  با محاسبه چند جمله اول داریم:

2 1 0f f f 1 0 1= + = + =                  

3 2 1f f f 1 1 2= + = + =  

4 3 2f f f 2 1 3= + = + =           

5 4 3f f f 3 2 5= + = + =  

  دنباله فیبوناچی کاربردهاي گوناگونی در علم کامپیوتر و ریاضیات دارد. تذکر: 
  اُم فیبوناچی nالگوریتم بازگشتی براي محاسبه جمله 

int  fib (int  n){ 
     if (n <= 1)  return  n; 

    else       return   fib(n – 1) + fib(n – 2); 

} 
  کارایی این الگوریتم بسیار کم است.تذکر: 
در سـطح   fib(5)هت بـه دسـت آوردن   جدهد. نشان می fib(5)درخت بازگشتی متناظر با این الگوریتم را براي محاسبه  زیرشکل 

بنـابراین چـون   و به همـین ترتیـب الـی آخـر.      fib(1)و  fib(2)به  fib(3)محاسبه براي  .نیاز داریم fib(3)و  fib(4)فوقانی، به 
  شود.سه بار محاسبه می fib(2)براي مثال،  ، این الگوریتم کارایی ندارد. شوندمقادیر، بارها و بارها محاسبه می

  
6n0به ازاي fib(n)دهد که الگوریتم براي تعیین درخت نشان میاین    کند:می تعداد جملات زیر را محاسبه، ≥≥

6 5 4 3 2 1 0 n 
  تعداد جملات محاسبه شده 1 1 3 5 9 15 25
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5n0اسـت، بـه ازاي    fib(n)ها در زیر درختی که ریشـه آن  با شمردن گره می توانشش مقدار نخست را  بـه دسـت آورد،    ≥≥
، به علاوه یـک گـره در   fib(4)و  fib(5)شه آنها هایی است که ریها در درخت، حاصل جمع گرهfib(6)حال آن که تعداد جملات 

  ریشه است.  
مـثلا   یابـد. و برابـر افـزایش مـی   واحد، تعداد جملات در درخت به بیش از د 2به میزان  nدر مورد هفت مقدار اول، با هر بار افزایش 

  است. 25تعداد جملات درخت برابر با  n=6و براي  9تعداد جملات درخت برابر با  n=4براي 
T(n)  را تعداد جملات در درخت بازگشتی مربوط بهn به  2گیریم. اگر با افزودن در نظر میn  ،    2تعداد جمـلات درخـت بـیش از 

  است داریم: 2که توان مثبتی از  nبرابر شود، پس براي 

)0(T2)nn(T...222...)4n(T22)2n(T2)n(T 2/n>−××××>>−××>−×>  

n2)n(T/2است،  T(0)=1چون    است.   <

n امُ فیبوناچی، بزرگتر ازnده توسط الگوریتم بازگشتی بالا ، براي تعیین جمله تعداد جملات محاسبه ش  /   است.   22
  

  فیبوناچی دنباله امُ nبراي محاسبه جمله تکرار الگوریتم 

دوبـاره  نباشـد  آن نیاز بود، لازم هرگاه در آینده به  تا کنیممی اي ذخیره آرایههنگام محاسبه یک مقدار، آن را در در الگوریتم تکرار 
  محاسبه شود.  

int  fib(int  n){ 
     index   i; 
     int    f[0..n]; 

     f[0] = 0; 

     if (n > 0) { 

         f[1] = 1; 

         for (i = 2; i <= n; i++) 

       f[i] = f[i–1] + f[i–2]; 

      } 
     return   f[n]; 
} 

اُم، nکند. پس بـراي تعیـین جملـه    جمله نخست را فقط یک بار محاسبه می (n+1)، هر یک از fib(n)براي تعیین کرار تالگوریتم 

(n+1) بیش ازبازگشتی کند. الگوریتم جمله را محاسبه میn /   کرد.  اُم محاسبه میnجمله را براي تعیین جمله  22
 بازگشـتی باشـد، الگـوریتم    80برابـر بـا    nهنگامی که ، ستفاده هر جمله را در یک نانوثانیه انجام دهدکامپیوتر مورد ابا فرض اینکه 

  سال زمان لازم است که از حوصله عمر انسان خارج است.   36باشد،  120برابر با  nهنگامی که  و دقیقه زمان لازم دارد 18حداقل 
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جملـه  تکـرار،  کوچک باشد. الگـوریتم   nنیاز دارد مگر آن که زمان زیادي باز هم  بازگشتیهر چه کامپیوترها سریع باشند، الگوریتم 

nکند. درنگ محاسبه میاُم فیبوناچی را تقریباً بی  
، ولـی  (مانند جسـت و جـوي دودویـی)   شودهایی بسیار کارآمد منجر میبراي برخی مسائل، به الگوریتم» تقسیم و حل«روش تذکر: 

انجامد. الگوریتم کارآمدي کـه  هایی با کارایی بسیار کم میبه الگوریتم ام دنباله فیبوناچی) nاسبه جمله (مانند محبراي مسائل دیگر
بسـیار مهـم   بهتـرین روش   بنـابراین انتخـاب   .نویسی پویا اسـت اُم فیبوناچی طرح کردیم مثالی از روش برنامهnبراي محاسبه جمله 

  است.

  تحلیل پیچیدگی زمانی
کنیم، زیرا به کامپیوتر خاصی که الگـوریتم  را تعیین نمیCPU هاي واقعی تعداد چرخه ،ها برحسب زمانگوریتمکارایی الدر تحلیل 

کنیم، زیرا تعداد دستورها بـه نـوع زبـان    نمی تک دستورهاي اجرا شده را شمارش تکهمچنین شود، بستگی دارد. روي آن اجرا می
بـه  در تحلیـل کـارایی الگـوریتم هـا،     شود و نحوه نوشـتن برنامـه، بسـتگی دارد.    می سازينویسی که الگوریتم توسط آن پیادهبرنامه

باشد. به طور کلی، زمان اجراي یک الگوریتم با افزایش نویس برنامه و نویسیبان برنامهمعیارهاي نیاز داریم که مستقل از کامپیوتر، ز
شود به عنوان تـابعی از انـدازه ورودي، تحلیـل    ک عمل اصلی انجام میو زمان اجرا با تعداد دفعاتی که ی شود اندازه ورودي زیاد می

کنیم، به طوري که کـل کـار انجـام شـده توسـط      پس از تعیین اندازه ورودي، چند دستور یا گروه دستورها را انتخاب می می شود.
دستور یا گروه دستورها را عمـل اصـلی در    شوند. اینالگوریتم، تقریباً متناسب با تعداد دفعاتی باشد که توسط این دستور انجام می

    در نظر می گیریم.عمل اصلی  را دستور مقایسه در جستجوي دودویی، نامند. براي مثال الگوریتم می

  تحلیل پیچیدگی زمانی براي حالت معمول
شـود. در  ند بار اجـرا مـی  کند که عمل اصلی، به ازاي هر مقدار از اندازه ورودي چتحلیل پیچیدگی زمانی یک الگوریتم مشخص می

در الگـوریتم   مـثلا شود، نه تنها به اندازه ورودي بلکه به مقـادیر ورودي نیـز بسـتگی دارد.    برخی از موارد، تعداد دفعاتی که اجرا می
در  بـار انجـام مـی شـود.    ، nنباشد،  آرایهدر  xاگر و باشد، عمل اصلی یک بار  آرایهدر نخستین عنصر  xاگر  ،جست و جوي ترتیبی

 T(n)دهـد.  انجام مـی  nشود که الگوریتم عمل اصلی را براي یک نمونه از به عنوان تعداد دفعاتی تعریف می T(n)چنین مواردي، 
  نامند. را تحلیل پیچیدگی زمانی براي حالت معمول می T(n)گویند و تعیین را پیچیدگی زمانی الگوریتم در حالت معمول می

  را مشخص کنید. T(n)که در زیر آورده شده است،  آرایهه مجموع عناصر الگوریتم محاسبمثال: براي 
  را با هم جمع می کنید. a[1..n] آرایهتمام اعداد موجود در ،  sumتابع 

number   sum (int  n, const  number  a[ ]){ 
 index      i; number  s=0; 

 for (i = 1; i <= n; i + +) 

                s = s + a[i]; 
 return   s; 
} 

  کنیم که صحیح یا اعشاري بودن اعداد براي الگوریتم اهمیتی نداشته باشد. هنگامی استفاده می numberتذکر: از نوع داده 
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(افزودن یـک  داریم. بنابراین عمل اصلی forبار گذر از حلقه  nهر چه باشد،  آرایهمقادیر اعداد ، آرایهدر الگوریتم جمع کردن عناصر 
T(n)  شود و داریم:بار اجرا می nهمواره  )sصر به عن n=  

  تکنیک هاي تحلیل دیگر
جسـت وجـوي    عمـل اصـلی در الگـوریتم   می باشـند.به طـور نمونـه    زمانی براي حالت معمول  پیچیدگیبعضی از الگوریتم ها فاقد 

زیـر مـی   تحلیـل   هـاي تکنیکاز هایی تحلیل چنین الگوریتم براي شود.به تعداد یکسانی اجرا نمی nهاي به ازاي همه نمونه ترتیبی،
  توان استفاده کرد:

1- W(n)   ،گردد.  حداکثر تعداد دفعاتی که عمل اصلی اجرا می: در نظر گرفتن  
2-  A(n)  گردد.تعداد دفعاتی که عمل اصلی اجرا می : در نظر گرفتن، میانگین  
3-  B(n)   ،گردد.عداد دفعاتی که عمل اصلی اجرا میت حداقل: در نظر گرفتن    

  می نامند. حالت بدترینرا تحلیل پیچیدگی زمانی در  W(n)تعیین و  را تحلیل پیچیدگی زمانی در بهترین حالت B(n)تعیین 

  T(n) = B(n) و   T(n) = A(n) و  T(n)=W(n) آنگاه : )، sum(مانند الگوریتم  وجود داشته باشد، T(n)اگر تذکر: 
  

  حلیل پیچیدگی زمانی براي الگوریتم جست و جوي ترتیبیت

  بدترین حالت  در -1

 xشـود کـه ایـن در حـالتی اسـت کـه       دفعه اجرا مـی  nعمل اصلی حداکثر ، در بدترین حالت براي الگوریتم جست و جوي ترتیبی
 W(n) = n  نباشد. بنابراین: آرایهدر  xباشد یا  آرایهآخرین عنصر 

   ر بهترین حالتد -2

1nچون  هر چه که باشد، یک بار گذر از حلقـه   nباشد،  x=s[1] است، حداقل یک بار گذر از حلقه باید وجود داشته باشد. اگر ≤
     .   B(n)=1 خواهیم داشت. بنابراین داریم:

  در حالت میانگین  -3

همگـی متمـایز    آرایـه  عناصـر و  ، یکسـان اسـت  آرایـه هاي خانهکنیم احتمال وجود آن در هر یک از باشد، فرض می آرایهدر  xاگر 
  .  هستند

nk1به ازاي باشد،  آرایهامُ از kدر خانه  x، احتمال آن که ≥≥
n
باشد، تعداد دفعاتی که عمـل   آرایهاُم از kدر خانه  xاست. اگر  1

  پیچیدگی زمانی در حالت میانگین عبارت است از:بنابراین . است k ،پیدا شود xشود تا اصلی انجام می
n n

k 1 k 1

1 1 1 n(n 1) n 1A(n) (k ) k
n n n 2 2= =

+ +
= × = × = × =∑ ∑  

  شود.جست و جو می آرایهبه طور میانگین حدود نیمی از 
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  :نباشد آرایهدر  x اگر

اسـت و احتمـال    p/nاُم باشـد،  kدر خانه  xگیریم. احتمال آن که در نظر می p آرایهرا در  xبراي تحلیل این حالت، احتمال وجود 
بـار عبـور از    nنباشد،  آرایهدر  xبار از حلقه عبور خواهیم کرد و اگر  kامُ باشد، kدر خانه  xاست. اگر  p – 1نباشد  آرایهآن که در 

  است:حلقه خواهیم داشت. بنابراین پیچیدگی زمانی میانگین عبارت 
n

k 1

p p n(n 1) p pA(n) (k ) n(1 p) n(1 p) n(1 )
n n 2 2 2=

+
= × + − = × + − = − +∑  

  .است A(n) = (n + 1)/2قبل،  باشد، همانند حالت p = 1اگر 

1pاگر 
2

  شود.به طور میانگین جست و جو می آرایه 3/4است. این بدان معناست که حدود  A(n) =3n/4 + 1/4باشد،  =

مـانی در حالـت   هایی که فاقد پیچیـدگی ز براي الگوریتم معمولاً تحلیل حالت میانگین از تحلیل بدترین حالت دشوارتر است.تذکر: 
دهیم. تحلیل حالت میـانگین از  هاي بدترین حالت و حالت میانگین را بیش از تحلیل بهترین حالت انجام میمعمول هستند، تحلیل

شود، چقـدر زمـان   ودي متفاوت اجرا میرگوید الگوریتم هنگامی که چندین بار روي چندین وآن جهت ارزشمند است که به ما می
رود، هاي ممکن بـه کـار مـی   سازیی که مکرراً براي مرتب کردن همه ورودي، براي مثال، در مورد الگوریتم مرتببرد. این موضوعمی

سـازي نسـبتاً آهسـته نیـز قابـل تحمـل خواهـد بـود. در         سازي خوب باشد، یک مرتـب مفید است. اگر به طور میانگین، زمان مرتب
زیرا مرز بالایی زمـان صـرف    ،تحلیل بدترین حالت مفیدتر است و کندت نمیسازي سریع تحلیل حالت میانگین کفایالگوریتم مرتب

   تحلیل بهترین حالت ارزش چندانی ندارد.همچنین دهد. شده توسط الگوریتم را ارائه می

  توابع پیچیدگی
بـراي نشـان    g(n)و  f(n)براي یک الگوریتم خاص به پیچیدگی زمانی اشاره نشود، معمولاً از نمادهاي اسـتاندارد توابـع نظیـر    اگر 

زیرا همـه آنهـا    ،هایی از توابع پیچیدگی هستندمثال،  f(n)=lgnو یا  f(n)=nمانند  یتابع می شود.دادن توابع پیچیدگی استفاده 
  .کنندداد حقیقی غیرمنفی نگاشت میاعداد صحیح مثبت را به اع

  مرتبه الگوریتم

زمـانی آنهـا بـا انـدازه      گوینـد، زیـرا پیچیـدگی   مانی خطی میهاي زرا الگوریتم 100nو  nهایی با پیچیدگی زمانی از قبیل لگوریتما

گویند، زیرا هاي زمانی درجه دوم میرا الگوریتم 20.01nو  2nهایی با پیچیدگی زمانی رابطه خطی دارد، ولی الگوریتم nورودي 
یک تابع درجه دوم است. هر الگـوریتم زمـانی خطـی در نهایـت کـارایی بیشـتري از        nت به اندازه ورودي پیچیدگی زمانی آنها نسب

  الگوریتم زمانی درجه دوم دارد.  

n)2بنـدي باشـند،  مجموعه کامل توابع پیچیدگی را که با توابـع درجـه دوم محـض قابـل دسـته      )θ گوینـد. اگـر تـابعی عضـو     مـی

n)2مجموعه )θ 2گوییم که تابع از مرتبهباشد، میn  .2هنگامی که پیچیـدگی زمـانی الگـوریتمی بـه     است(n )θ    تعلـق داشـته
  :عبارتند از چیدگی متداول هاي پیبرخی از گروه. سازي تعویضیمرتبمانند گویند. باشد، الگوریتم را الگوریتم زمانی درجه دوم می

2 3 n(lg n) (n) (nlg n) (n ) (n ) (2 )θ θ θ θ θ θ  
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30n8n5)n(gتابع  مثال:  2   از چه مرتبه اي است؟ =++

n()n(g(، یعنیاست 2nاز مرتبه g(n)یعنی . یم جملاتی از مرتبه پایین را حذف کنیممی توانحل:  2θ∈.  
T(n)تابع مثال:  n(n 1) / 2=   از چه مرتبه اي است؟ −
  چون داریم:حل: 

2n(n 1) n n
2 2 2
−

= −  

2T(n)شود که تر است، ثابت میکه از مرتبه پایین n / 2با حذف جمله  (n )∈θ .است    
-فـرض مـی   ه، مشخص شده است.شده هایی که پیچیدگی زمانی آنها توسط این توابع نشان دادزمان اجراي الگوریتم زیرجدول در 

  انجامد.  می لثانیه) به طو 910-نانوثانیه ( 1کنیم که پردازش عمل اصلی براي هر الگوریتم 
  

nf(n) = 2
  

3f(n)=n  

  
2f(n) =n

  

  
f(n) =nlg n

  

  
f(n) = n

  

  
f(n) =nlg n

  
n  

1 sµ 1 sµ  0.1 sµ  0.033 sµ  0.01 sµ  s33.0 µ 10  

سال 
134 10×  

1 ms  10 sµ  0.664 sµ  0.10 sµ  0.007 sµ  
  

100  

s9.29  s1  s030.0  31,7سال      µ  
  

910  
  

 بـه  اي با انـدازه ورودي یـک میلیـارد   نمونهبراي پردازش  حتی الگوریتم زمانی درجه دوم نیزبا توجه به جدول متوجه می شوید که 
n)الگوریتم  .خواهد داشتنیاز سال زمان  7/31 lg n)θ هد برد.  ثانیه زمان خوا 9/29اي فقط براي پردازش چنین نمونه  

و  100nپیچیـدگی زمـانی    باهاي فرضی آید. براي مثال، الگوریتمبا آگاهی از پیچیدگی زمانی، اطلاعات بیشتري به دست میتذکر: 
20.01n اگر پردازش عملیات اصلی و اجراي دسـتورات سـربار را در هـر دو الگـوریتم در نظـر بگیـریم، در آن      را در نظر بگیرید . 

-کارآمدتر است. اگر کاربرد مورد نظر هرگز نیازي به نمونـه  10,000تر از هاي کوچکصورت، الگوریتم زمانی درجه دوم، براي نمونه

سازي کرد. ولی اگر فقط بدانیم که پیچیـدگی زمـانی   الگوریتم زمانی درجه دوم را باید پیاده ،نداشته باشد. 10000تر از هاي بزرگ

n)2و  θ(n)به ترتیب  )θ کنیم.گرفت. بنابراین، گاهی فقط مرتبه را تعیین می می تواناست، نتیجه بالا را ن  

  هاآشنایی بیشتر با مرتبه الگوریتم

  را تعریف می کنیم. θو  O  ،Ωدر این مبحث، مفاهیمی چون 
  :   ايُ بزرگ عریفت

است که براي آنهـا هـم یـک ثابـت حقیقـی       g(n)اي از توابع پیچیدگی مجموعه f(n) ،O(f(n))براي یک تابع پیچیدگی مفروض 
Nnوجود دارد به قسمی که به ازاي همه Nو یک عدد صحیح غیرمنفی cمثبت  g(n)  داریم: ≤ c f (n)≤ ×    

g(n)اگر  O(f (n))∈ گوییم باشد، میg(n) اُي بزرگ ،f(n)   .است  
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2شکل زیر نشان می دهد که مثال:  2n 10n O(n )+ ∈  .  

  
2nگرچه  10n+  22در آغاز، بالايn ،به ازاي  ولی بودn 2 ، داریـم: ≤10 2n 10n 2n+ مـی   Oدر تعریـف  یعنـی   .  ≥

cتوانیم  Nو  =2   n.را در نظر بگیریم =10
بـه  گرفـت. چـون   را در نظـر   N = 1و  c = 11 نمی باشند. به طور نمونه در مثال قبل می توان منحصر بفرد  Nو   cتذکر: مقدار 

nازاي  22داریم: ≤1 n11n10n ≤+. n  

2:  دهیدنشان مثال:  25n O(n )∈    

nچون به ازاي حل:  2 داریم: ≤0 25n 5n≤ ،می توان c = 5  وN = 0 را در نظر گرفت.         

n(O(مشان دهید که :  مثال:
2

)1n(n 2∈
−  .  

nزیرا، به ازاي حل:  داریم: ≤0
   2

n
2

)1n(n 2

≤
−

 
,0N می توان

2
1c     .را در نظر گرفت ==

2 :ددهینشان مثال:  2n O(n 10n)∈ +   

nاز آن جا که به ازاي حل:   داریم: ≤0
2 2n 1 (n 10n)≤ ×   .گرفترا در نظر  N = 10و  c = 1 می توان.  +

2n:  ددهینشان مثال:  O(n )∈  

nاز آن جا که به ازاي حل:  2n داریم: ≤1 1 n≤    گرفت.را در نظر  N = 1و  c = 1 می توان.  ×

2O(nداراي جمله درجه دوم باشد تـا در   لازم نیست یک تابع پیچیدگی  باشـد. فقـط کـافی اسـت کـه در نهایـت، روي        (
  نمودار، در پایین تابع درجه دوم محض قرار گیرد.  

  

  امگا   تعریف
)بــراي تــابع پیچیــدگی مفــروض  )( ) ( )nfnf ,Ω مجموعــه اي از توابــع پیچیــدگی( )ng کــه بــراي آن هــا یــک عــدد  اســت

Nnوجود دارد به قسمتی که به ازاي همه  Nیک عدد صحیح غیر منفی  cثابت حقیقی مثبت و    داریم:   ≤

( ) ( )nfcng ×≥  
)اگر  ) ( )nfng Ω∈ می گوییم باشد ،( )ngامگاي( )nf  .است  
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) :  که دنشان دهیثال: م )225 nn Ω∈ .  

22 داریم:  n≤0به  ازاي چونل: ح 15 nn 1,0می توانیم  . ≤× == CN  .را در نظر بگیریم  

) :  که دنشان دهیمثال:  )22 10 nnn Ω∈+   

22 داریم:  n≤0از آن جا که به ازاي حل:  10 nnn 1,0می توانیم .   +≤ == CN  را در نظر بگیریم.  

) که:  دنشان دهیمثال:  ) ( ) ( )2

2
1 nnnnT Ω∈

−
=  

ــل:  ــه ازاي حــ ــم:  n≤2بــ  داریــ
2

1 nn ــابراین ،  −≤ ــمبنــ ): داریــ ) 2

4
1

222
1 nnnnn

=×≥
ــی  − ــی مــ ــوان یعنــ تــ

4
1,2 == CN را در نظر گرفت.   

  ، منحصر بفرد نیستند.  برقرار می شود Ωکه به ازاي آن ها شرایط تعریف N,Cثابت هاي تذکر: 

)اگر تابعی  )2nΩ وم محض قرار می گیرد.  باشد، در نهایت تابع در نمودار، در بالاي یک تابع درجه د  
 

) :  کهدهید نشان مثال:  )23 nn Ω∈  

23 باشد، داریم:  n≤1اگر حل:  1 nn 1,1بنابراین .  ≤× == CN.  

ــذکر:  ــابعی هــم در ت n(O(اگــر ت )n(و هــم در 2 2Ω ــرار  باشــ ــابع درجــه دوم محــض ق ــایین ت ــت روي نمــودار در پ د، در نهای
  گیرد.   می

   :تعریف

ــروض     ــدگی مف ــابع پیچی ــک ت ــراي ی ــم:f(n)ب )  ، داری )( ) ( )( ) ( )( )nfnfOnf Ω= Iθ  .ــی )یعن )( )nfθ ــه اي  مجموع
وجـود دارد بـه    Nیـر منفـی   و عـدد صـحیح غ   dو  cهـاي حقیقـی مثبـت     هـا ثابـت   اسـت کـه بـراي آن    g(n)از توابع پیچیـدگی  

) قسمی که:  ) ( ) ( )nfdngnfc )اگر .  ×≥≥× ) ( )( )nfng θ∈ گوییم  باشد، میg(n)  از مرتبۀf(n) .است  
  شکل زیر هر سه نماد را نشان می دهد:
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)اگر مثال:  ) ( )
2

1−
=

nnnT  نشان دهید که ، آنگاه)n()n(T 2θ∈.  

n(O(هم در T(n)یم که حل: قبلا دید )n(و هم در 2 2Ω .بنابراین در وجود دارد)n( 2θنیز وجود دارد  :  

( ) ( ) ( ) ( )222 nnnOnT θ=Ω∈ I  

2O(nهاي مجموعه زیرشکل  ) ،2(n )Ω  2و(n )θ می دهد:نشان را چند عضو نمونه و  

 
n)2دهد که  شکل نشان می )θ اشتراك)n(O )n(و2 2Ω    .است  

ــابع  )n(در  5n+7در شــکل ت 2Ω ــابع 3نیســت و ت 24 3n n+  در)n(O ــد 2 ــابع در  وجــود ن ــک از دو ت ــابراین هــیچ ی ارد. بن
2(n )θ   .نیستند  

  ( ) ( )( )nfng θ∈  اگر و فقط اگر( ) ( )( )ngnf θ∈  

ــال:   ــراي مث ) ب ) ( )nnnnnn 10,10 2222 +∈∈+ θθ  .ــی ــیم      θیعن ــایز تقس ــه متم ــه دو مجموع ــدگی را ب ــع پیچی تواب
توانـد نماینـدة آن    نامنـد. هـر تـابع موجـود در یـک دسـتۀ مفـروض مـی         هـاي پیچیـدگی مـی    هـا را دسـته   مجموعـه  کند. ایـن  می

)دهـیم. دسـتۀ پیچیـدگی فـوق بـا       تـرین عضـو آن نشـان مـی     دسته باشـد. بـراي سـهولت، هـر دسـته را معمـولاً بـا سـاده         )2nθ 
  شود. نشان داده می

  کوچک ايُ تعریف

اســت کــه ایــن شــرط را  g(n)عبــارت از مجموعــه کلیــه توابــع پیچیــدگی  o(f(n))مفــروض،  f(n)ع پیچیــدگی بــراي یــک تــاب
وجـود دارد بـه قسـمی کـه بـه ازاي       N، یـک عـدد صـحیح غیـر منفـی      cبـه ازاي هـر ثابـت حقیقـی مثبـت       :سـازند  برآورده مـی 

Nn )داریم:  ≤ ) ( )nfcng )اگر . ≥× ) ( )( )nfong   است.   f(n)اي کوچک  g(n)گوییم  باشد، می ∋

n(on(که:  ددهی شان نمثال:  2∈ . 

ــا  ــراي  Nبایــد یــک ،  c>0فــرض حــل: ب ــه قســمی کــه ب Nnپیــدا کنــیم ب 2cnn داشــته باشــیم: ≤ اگــر طــرفین ایــن .  ≥

n کنــیم، داریــم: تقســیم  cnنامعادلــه را بــر 
c

≤
بنــابراین کــافی اســت، هــر .   1

c
N 1

بــه ثابــت  Nمقــدار  را انتخــاب کنــیم. ≤

c   ــال، اگــر ــراي مث ــد  c=0,00001بســتگی دارد. ب ــه ازاي   100000را حــداقل مســاوي  Nباشــد، بای در نظــر بگیــریم. یعنــی ب

100000 ≥n 2م: داریn00001.0n ≤  
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)اگــــر : قضــــیه ) ( )( )nfong ) باشــــد، در آن صــــورت داریــــم:  ∋ ) ( )( ) ( )( )nfnfOng Ω−∈.  ،یعنــــیg(n)  در

O(f(n))  هست ولی در( )( )nfΩ .نیست  

تـوان بـا هـر     تـوابعی را مـی  شـود. دسـته پیچیـدگی حـاوي چنـین       زیـاد نمـی   nهـا، بـا    پیچیـدگی زمـانی برخـی الگـوریتم    تذکر: 
)ثابتی نشان داد که براي سهولت آن را با  )1θ دهیم. نشان می    

 1برابــر بــا  nبــراي الگــوریتم جســتجوي ترتیبــی بــه ازاي هــر مقــدار  B(n)بــراي مثــال، پیچیــدگی زمــانی در بهتــرین حالــت، یعنــی 
 است.

  مهم مرتبه   هاي ویژگی
    آورده شده است.در زیر ه مهم مرتب  چند ویژگی

1 - ( ) ( )( )nfOng )اگر و فقط اگر  ∋ ) ( )( )ngnf Ω∈.  
2 - ( ) ( )( )nfng θ∈   اگر و فقط اگر( ) ( )( )ngnf θ∈.  
) ، در آن صورت: a>1و  b>1اگر   - 3 )nn ba loglog θ∈.  
)ک دستۀ پیچیدگی قرار دارند. این دسته را با همۀ توابع پیچیدگی لگاریتمی در ییعنی     )ng1θ دهیم.   نشان می  

)در آن صورت:  b>a>0اگر  - 4 )nn boa ∈. 

  همۀ توابع پیچیدگی نمایی در یک دسته پیچیدگی قرار دارند. یعنی     

n(oa!(داریم: a>0به ازاي همۀ مقادیر  - 5 n   )از هر تابع پیچیدگی نمایی بدتر است. !nیعنی ( .∋
 هاي پیچیدگی زیر را در نظر بگیرید:  ترتیب دسته - 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )!11 2 nbannnngnnng nnki θθθθθθθθθ  

ــه در آن       ــدگی   b>a>1و  k>i>2ک ــابع پیچی ــر ت ــع در طــرف چــپ دســتۀ   در دســته g(n)اســت. اگ  f(n)حــاوي  اي واق
) باشد، در آن صورت:  ) ( )( )nfong ∈  

)اگر  - 7 ) ( )( ) 0,0, ≥>∈ cdnfOng  و( ) ( )( )nfnh θ∈   :باشد، در آن صورت  
( ) ( ) ( )( )nfnhdngc θ∈×+×  

8- ))n(f())n(f(O)n(f θ=+                         
9- )))n(f(O()n(g))n(f()n(g Ω=⇒Ω=   

10- )})n(g),n(f(max{O)n(g)n(f =+ 

اي در  اي، هـر تـابع چنـد جملـه     نهایـت بهتـر از هـر تـابع چنـد جملـه       کنـد کـه هـر تـابع لگـاریتمی در      بیان مـی  6ویژگی مثال: 
  شود. براي  نهایت بهتر از هر تابع نمایی و هر تابع نمایی در نهایت بهتر از هر تابع فاکتوریل می
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  مثال: 

( ) ( ) ( )!2,2,lg 10 noonnon nn ∈∈∈    

 ـ        بیان می 3ویژگی مثال:  دگی قـرار دارنـد. بـراي    کند کـه همـۀ توابـع پیچیـدگی لگـاریتمی در یـک دسـته پیچی
)نمونه  داریم:  ) ( )ngn 1log4 θθ =.  

  داریم: 7و  6هاي  با استفاده مکرر از ویژگیمثال: 

( )227110315 nnngnngn θ∈+++  

  استفاده از حد براي تعیین مرتبه  

  توان با استفاده از حد تعیین کرد.   مرتبه را می

  قضیه :

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )








∈∞
∈

>∈
=

∞→

ngonf
nfong

cnfngc

nf
ng

n
0

0
lim

θ

 

)ید که :  نشان دهمثال:  )3
2

2
non

∈  

  حل: با توجه به قضیه داریم:  

 0
2
1lim2/lim 3

2

==
∞→∞→ nn

n
nn

 

b(oa(داریم:  b>a>0به ازاي  نشان دهید مثال: nn ∈  
  با توجه به قضیه داریم:   حل:

 0limlim =





=

∞→∞→

n

nn

n

n b
a

b
a   

:  این حد صفر است زیرا  1
b
a0 <<      

    :  ه هوپیتالقاعد
ــر  ــند و   g(x)و  f(x)اگ ــذیر باش ــتق پ ــر دو مش ــر   ه ) اگ ) ( ) ∞==

∞→∞→
xgxf

nn
limlim ،   ــمت ــد س ــاه ح ــورت هرگ در آن ص

)راست وجود داشته باشد، داریم:  )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xf

nn '
'limlim

∞→∞→
=  

)نشان دهید که مثال:  )nong ∈1.  
( ) ( ) 0

1
21/1lim

/
/1lim1lim ===

∞→∞→∞→

nx
dxdx

dxxgd
x

xg
nnn
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) داریم:  a>1و  b>1ي به ازا نشان دهید کهمثال:  )nn ba loglog θ∈  

( )
( )

( )
( ) 0

ln
ln

1/1
1/1

/log
/log

lim
log
loglim >===

∞→∞→ a
b

nbx
nax

dxxd
dxxd

x
x

b

a

xx
 

  فاکتوریل
  برابر است با: nبراي فاکتوریل  stirlingتقریب 

))
n
1(1(

e
nn2!n

n

θ+





π=  

  با توجه به این تقریب داریم: مبناي لگاریتم طبیعی است. eکه 

)n(o!n n=    ,  )2(!n nω=   ,  )nlgn()!nlg( θ=  
 

Ooتذکر: می توان براي هر یک از نمادهاي ,,,, Ωθω  به ترتیب از علائم≤≥=<>   استفاده کرد. ,,,,
  

)تذکر: عبارت  ) ( )2nnf θ∈   و( ) ( )2nnf θ=  .هر دو یک معنا دارد  
 

  تحلیل الگوریتم هاي بازگشتی
 گـردد.  صمعادله بازگشتی باید حل شود تا پیچیدگی زمانی مشخ تحلیل الگوریتم بازگشتی به سادگی الگوریتم هاي تکراري نیست.

  در تحلیل الگوریتم هاي بازگشتی بررسی خواهیم کرد. تکنیک هایی را براي حل چنین معادلات و استفاده  از این راه حل ها
  بررسی کارایی الگوریتم فاکتوریل

int  fact (int n){ 
    if (n==0)   return  1; 

    else    return   n*fact(n-1); 

} 
چند بار دستور ضرب را انجام می دهد. براي یک  nبراي بررسی کارایی این الگوریتم  مشخص می کنیم که این تابع براي هر مقدار 

n رب هاي انجام شده  در فراخوانی (معین تعداد ضرب هایی که انحام می شود برابر است با تعداد ضn-1(    به اضافه عمـل ضـربn 
  نمایش دهیم، داریم: T(n)را با  n. بنابراین اگر تعداد ضرب هاي انجام شده براي یک مقدار معین   fact(n-1)در 

1)1n(T)n(T +−=     

0)0(T =  

T)0(0باشد هیچ ضربی صـورت نمـی گیـرد. لـذا      n=0این الگوریتم وقتیچنین معادله اي را معادله بازگشتی می گویند. در  = 
  شرط اولیه است. براي حل این معادله چند مقدار اولیه می دهیم تا به عملکرد آن پی ببریم:

T(1)=T(0)+1=0+1=1 

T(2)=T(1)+1=1+1=2 

T(3)=T(2)+1=2+1=3 
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به فاکتوریل هر عدد به همان تعداد عمل ضرب انجام می شود. به صور نمونه بـراي  . یعنی براي محاس T(n)=nنتیجه می شود که: 

 ، سه عمل ضرب انجام می شود.  3محاسبه فاکتوریل عدد 

  است) 2مضربی از  nمثال: بازگشتی زیر را حل کنید.( 
T(n)=T(n-2)+1  ,  T(0)=0 

  حل: چند مقدار اولیه عبارتند از:
T(2)=T(0)+1=0+1=1 

T(4)=T(2)+1=1+1=2 

T(6)=T(4)+1=2+1=3 

نتیجه می شود که: 
2
n)n(T = .  

(1مثال: بازگشتی 
2
n(T)n(T T)1(0 را حل کنید.( =+   )n>1است و  2توانی از  n و  =

  حل: چند مقدار اولیه عبارتند از:
T(2)=T(1)+1=0+1=1                T(4)=T(2)+1=1+1=2             T(8)=T(4)+1=2+1=3 

2نتیجه می شود که:  nT ( n ) lg=.  
  )n>1است و  3توانی از  nمثال: بازگشتی زیر را حل کنید.( 

1)
3
n(T)n(T +=   , 0)1(T =  

  حل: چند مقدار اولیه عبارتند از:
T(3)=T(1)+1=0+1=1                T(9)=T(3)+1=1+1=2 

nنتیجه می شود که:  
3log)n(T =. 

(1حل معادله بازگشتی 
b
n(T)n(T nبرابر است با :  =+

blog )    .n  توانی ازb   1(0است و(T = (  

(مثال: بازگشتی 
2
n(T7)n(T T)1(1را حل کنید. (=   )n>1است و  2توانی از  n و  =

  حل: چند مقدار اولیه عبارتند از:

T(2)=7T(1)=7 ,  T(4)=7T(2)= 27   ,   T(8)=7T(4)= 37  

nlg7)n(Tنتیجه می شود که:  =.  

(مثال: بازگشتی 
3
n(T2)n(T T)1(1را حل کنید. ( =   )n>1است و  3توانی از  n و  =

  حل: چند مقدار اولیه عبارتند از:

T(3)=2T(1)=2 , T(9)=2T(3)= 22  ,  T(27)=2T(9)= 32  
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nنتیجه می شود که: 
3log2=)n(T.   

(حل معادله بازگشتی 
b
n(aT)n(T برابر =

n
bloga  ) .می باشدn  توانی ازb  است وT(1)=1  وa>1  (  

  

  حل معادله بازگشتی با جایگزینی

  گاهی بازگشتی را می توان با جایگزینی حل کرد. مثال هاي زیر این روش را تشریح می کنند.
  مثال: بازگشتی زیر را حل کنید.

T(n) = nT(n-1) 

T(1) = 1 

  حل: هر معادله را به صورت زیر در معادله قبلی جایگزین می کنیم:
)1n(nT)n(T −=  

         )]2n(T)1n[(n −−=  

         )]3n(T)2n)[(1n(n −−−=  

         = ... 
        )1(T)...3n)(2n)(1n(n −−−=  

        !n1)...2n)(1n(n =−−=   

  کنید. مثال: بازگشتی زیر را حل

n)1n(T)n(T +−=  

1)1(T =  

  حل: هر معادله را به صورت زیر در معادله قبلی جایگزین می کنیم:
T(n) = T(n-1)+n 

       = T(n-2)+n-1+n 

       = T(n-3)+n-2+n-1+n 

     .
.
 

      = T(1)+2+...+n-2+n-1+n 

      =1+2+...+n-2+n-1+n 

     .
2

)1n(ni
n

1i

+
== ∑

=

 

  مثال: بازگشتی زیر را حل کنید.

1)1n(T2)n(T +−=  

1)1(T =  
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  حل: 

1)1n(T2)n(T +−=  

         = 1)1)2n(T2(2 ++− = 12)2n(T22 ++−  

        122)3n(T2 23 +++−=  

        =... 

        12...22)1(T2 3n2n1n +++++= −−−  

        12...222 3n2n1n ++++= −−−  تصاعد هندسی        

       12
12

)12(1 n
n

−=
−

−×
=  

  مثال: بازگشتی زیر را حل کنید.

a)1(f
)1n(nfn)n(f 2

=
−+=

 

  حل:

!kn...)2n)(1n(n)1n(nn
)3n(f)2n)(1n(n)2n)(1n(n)1n(nn

)]3n(f)2n()2n)[(1n(n)1n(nn
)2n(f)1n(n)1n(nn

)]2n(f)1n()1n[(nn
)1n(nfn)n(f

222

222

222

22

22

2

++−−+−+=

−−−+−−+−+=

−−+−−+−+=

−−+−+=

−−+−+=

−+=

 

n()n(f!(بنابراین  θ=.  

  ه اصلیحل معادله بازگشتی با استفاده از قضی

  می توان بعضی از معادله هاي بازگشتی را به کمک قضیه زیر که به نام قضیه اصلی شناخته می شود، حل کرد.
  )n>1است و  bتوانی از  nسرانجام غیر نزولی است و موارد زیر را بر آورده می کند:( T(n): فرض کنید تابع پیچیدگی قضیه اصلی

kcn)
b
n(aT)n(T +=  

d)1(T =  

0kکه در آن  2bو≤ 0d,0c,0aثوابتی اند که   a,c,dمقادیر صحیح ≤   است آنگاه داریم:<<≤









>θ

=θ

<θ

∈
klg

kk

kk

ba)n(

ba)nlgn(
ba)n(

)n(T
a
b

 

  باید استفاده کرد. θبه جاي   Oاستفاده شود، آن گاه در نتیجه  از  =>از   =تذکر: اگر در حکم بازگشتی بالا به جاي 
  باید استفاده کرد. θبه جاي    Ωاستفاده شود، آن گاه در نتیجه  از  =<از   =تذکر: اگر در حکم بازگشتی بالا به جاي 
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  )n>1است و  4توانی از  nمثال: بازگشتی زیر را حل کنید. ( 

2n5)
4
n(T8)n(T +=  

3)1(T =  

kbaو در نتیجه  a=8,b=4,k=2ی، داریم حل: با توجه به قضیه اصل n()n(T(، بنابراین > 2θ∈.  

(n5مثال: بازگشتی 
3
n(T9)n(T T)1(7را حل کنید. ( =+   )n>1است و  3توانی از  nو  =

kbaو در نتیجه  a=9,b=3,k=1حل: با توجه به قضیه اصلی، داریم  n()n()n(T(، بنابراین:  < 2log9
3 θ=θ∈. 

(3n5مثال: بازگشتی 
2
n(T8)n(T T)64(200( حل کنید.را  =+ = n  است و  2توانی ازn>1(  

kbaو در نتیجه  a=8,b=2,k=3حل: با توجه به قضیه اصلی، داریم  nlgn()n(T(، بنابراین:  = 3θ∈  

اسـت، در ایـن صـورت نتیجـه      bثابتی به تـوان   sاستفاده شود، که در آن   T(s)=dاز  T(1)=dاگر در قضیه قبل به جاي  
  قضیه اصلی برقرار است.

(1 مثال: بازگشتی 
3
n2(T)n(T   )n>1است و  3توانی از  nرا حل کنید. (  =+

,0kحل: با توجه به قضیه اصلی، داریم 
2
3b,1a kbaو در نتیجه  ===   ، بنابراین=

 )n(lg)nlgn()n(T 0 θ=θ= 

  تعمیم قضیه اصلی:
  باشد، یعنی داشته باشیم :   f(n)تابع دیگري مانند  knدر قضیه اصلی اگر به جاي

)n(cf)
b
n(aT)n(T +=  

  آنگاه :
a

ab
bl o gl o gT ( n ) O( n ) n O( f ( n ))= >  

))n(f(On))n(f(O)n(T
a
blg <=  

ba))n(f(Onlg)n(T =×=  

(nlogمثال: بازگشتی 
2
n(T4)n(T   را حل کنید.   =+

)n(O)n(Tnlognn 22log4
2 =⇒>=  

(nlgnمثال: بازگشتی 
4
n(T3)n(T   را حل کنید.   =+

  حل:   

)nlgn(O)n(Tnlgnnn 79.0lg3
4 =⇒<=  
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(nlg!مثال: بازگشتی 
2
n(T2)n(T     را حل کنید. =+

  حل:
!nlgnlg)n(T2ba ×=⇒==  

)nlgn(O)n(Tnlgnnlgnlgnlg!nlgnlg 2n =⇒××=×<×  

  مثال: بازگشتی زیر را حل کنید.

nlgn)
9
n(T8)n(T +=  

nlgnnحل: با توجه به صورت تعمیم یافته قضیه اصلی جواب رابطه بازگشتی ، چـون  
8
9lg مـی   nlgn(θ(، بنـابراین جـواب   >

  باشد.

  بازگشتی با تغییر نام حل معادله

m)2(T2)2(Tمثال: بازگشتی  2/mm   را حل کنید. =+

m(S)2(T(حل:  با تغییر نام  m (m  داریم: =
2
m(T2)m(S  . mlgm(θ(که با توجه به قضیه اصلی داریم:  =+

nlg)n(T2)n(Tمثال: بازگشتی    را حل کنید. =+

m2n: با تغییر نامحل m)2(T2)2(Tداریم: = 2/mm m(S)2(T(و با تغییر نام  =+ m   داریم: =

 m)
2
m(T2)m(S += 

m2nو با جایگذاري   mlgm(θ(با توجه به قضیه اصلی داریم:  nlgmیعنی  =   nlglg.n(lgθ( داریم: =

n(T4)n(T(1مثال: بازگشتی    را حل کنید.=+

m2nحل: با تغییر نام 2(T(T4)2(1داریم: = 2/mm m(S)2(T(و با تغییر نام  =+ m (1 داریم: =
2
m(S4)m(S += 

m()m()m(S( که با توجه به قضیه اصلی داریم: 2lg4
2 θ=θ=. 

m2nاز آنجا که nlgmیعنی  = n(lg)n(T(2 داریم: = θ=   
  تذکر: حل روابط بازگشتی همگن در پیوست آورده شده است.

  درخت بازگشت

هاي تابع بازگشتی را نشان می دهد. هزینه هـاي  در یک درخت بازگشت، هر گره بیانگر هزینه یک زیر مسئله در مجموعه فراخوانی 
داخل هر سطح درخت را جمع می کنیم تا مجموع هزینه هاي هر سطح را بدست آوریم، و سپس تمـام هزینـه هـاي هـر سـطح را      

مـان  جمع می کنیم تا هزینه کل همه سطوح رابطه بازگشتی را تعیین کنیم.  درخت هاي بازگشت بویژه زمانیکه رابطه بازگشـتی، ز 
  اجراي یک الگوریتم تقسیم و حل را توصیف می کند مفید هستند.
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n(f)(درخت بازگشت تولید شده توسط
b
n(aT)n(T aتـایی کامـل بـا     aیـک درخـت    =+

blogn    بـرگ و ارتفـاعn
blog  

  است.  

(2cnمثال: در زیر درخت بازگشت براي رابطه بازگشتی
4
n(T3)n(T ترسیم شده است. درخت کـاملا گسـترش    =+

nداراي ارتفاع  (d)یافته در قسمت
4log 1است. این درختlog n

4 سطح دارد. بـا توجـه بـه درخـت بازگشـت بـه         +
n(O)n(T(حدس   براي رابطه بازگشتی داده شده می رسیم. =2
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  مجموعه تست
  
  است؟  غلطکدام یک از گزاره هاي زیر  -1

1 ())n(f())n(f(O)n(f θ=+                                   2()))n(f(O()n(g))n(f()n(g Ω=⇒Ω=   
3 ()})n(g),n(f(max{O)n(g)n(f =+                     4())n(f()n(g))n(f(O)n(g Ω=⇒≠  

nnتوابع -2 nfnngnnh lglg2 4)(,lg)(,lg)(   گزاره هاي زیر صحیح است؟  را در نظر بگیرید. کدام یک از ===

  

   1 ())(()()),(()( nhnfngOnf Ω∈∈                     2 ())(()()),(()( nfngnhnf Ω∈Θ∈  
   3 ())(()()),(()( nfnhnhng Ω∈Ω∈                      4())(()()),(()( ngnfngOnh Θ∈∈  

  اند؟ کدام یک از عبارات زیر درست -3

III).nlogn(On
II).nlogn(On

1cI).e(Oe
2

nnc

=
=

≥=

 

  IIIو  II                        4 (Iو  III                     3 (I) فقط II                    2) فقط 1 
   است؟ نادرستهاي زیر  کدام یک از عبارت -4

1 ()n(O)!n(O n=  
2 ()nlog.n(O)n(O)10(O 2

6 <<  

)(، از مرتبهθ)n() هر الگوریتم از مرتبه 3 2no .نیز هست  
  است. o)1(از مرتبه  lastو  firstگرهاي  اي یک طرفه، با داشتن اشاره ) حذف عنصر آخر در یک لیست زنجیره4

  است؟   نادرستکدام یک از موارد زیر  -5

 1 ()n(n2*6 22n θ=+                             2 ()2(n2*6 n2n θ=+  

 3 ()2(n2*6 n2n Ω=+                             4( )n(n2*6 22n Ω=+  
  ام یک از تساویهاي زیر درست است؟کد -6

1( )n(nlogn 22 θ=                          2 ()n(O)1n/(logn6 33 =+  

3 ()n(nlog/n 22 θ=                           4 ()2n(O3n62n n3n2n3 =+  
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به کدامیک از گزینه هاي زیـر   ارتفاع درختاگر براي حل رابطه ي بازگشتی زیر از درخت بازگشت استفاده کنیم،  -7

  نزدیک تر است؟  

kn)
4
k,n(T)k,

2
n(T)k,n(T ++=  

a,*)1(T)1(*,T ==  

1  (k
4log                 2 (nk

4log               3   (k
4

n
2 loglog +      4 (}log,max{log k

4
n
2  

  چاپ می شود، چقدر است؟ A(n)تعداد ستاره هایی که توسط الگوریتم زیر با فراخوانی  -8

A(int  i){ 
   if(i>0) { 

         A(i/2); 

         A(i/2); 

     } 
   Print("*"); 
} 

 1  (n                      2   (n
2log2                   3  (n2                        4 (  1logn

22 +  
  پیچیدگی زمانی الگوریتم زیر از چه درجه اي است؟   -9

int   f (int  n, int  m){ 
    if (n<=1  ||  m<=1)   return  1; 

     else    return   n+m*f(n-1,m/2); 

} 
   1 (n                      2 (logm                      3 (min(n , logm)         4 (max(n , logm)  

  درست است؟  T(n)کدام یک از موارد زیر در مورد  -10







=

>+−=

1)1(T

1n,
n
1)1n(T)n(T

 

     1 ()1(O)n(T ∈                                        2 ()n(O)n(T ∈           
     3 ()n(logO)n(T ∈                                  4 ()Lnn(O)n(T ∈  
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  رابطه هاي بازگشتی زیر را در نظر بگیرید: -11

F(x,0)=  F(x+1،0) + F(x+1،1)      , if  x<n 

F(x,1)=2F(x+1،0) + F(x+1،1)      , if  x<n 

F(n,0)=1  ,  F(n,1)=0 

(همان + در رابطه هـاي     "جمع "را به صورت کارا حساب کنیم، چند بار عمل  F(1،1)اگر از این رابطه بخواهیم مقدار 

  فوق) را باید انجام دهیم؟

 1 ()2( nO                  2 ()( 2nO                 3 ()(nO                    4  ()2( 1−nO  
باشد، کدام یک از عبارت هاي زیر، رابطه بازگشـتی   Mystery(n)تعداد ستاره هاي چاپ شده توسط  T(n)اگر  -12

T(n) را به درستی نشان می دهند؟  

void  mystery(int n) { 
   if (n>=2) { 

        mystery (n-1); 

        print "***"; 
        mystery (n-2); 

        print "****"; 
        mystery (n-1); 

    } 
} 

     1( T(n)=1+ T(n-3)+2+ T(n-4)+1                    2 (T(n)=5 T(n-1)+4 T(n-2)  
     3 (T(n)=3 T(n-1)+4 T(n-2)                             4 (T(n)=2 T(n-1)+ T(n-2)+7  

  در مورد رابطه بازگشتی زیر کدام گزینه صحیح است؟  -13

1)2(T
1)n(T4)n(T

=
+=  

     1 (
3
4)n(lg

3
1)n(T 2 −=                         2 (

3
1)4(

3
4)n(T n −=  

     3  (
3
1)n(lg

3
4)n(T 2 −=                        4 (

3
1)n(

3
4)n(T 2 −=  

()nlg!(بازگشتی جواب تابع  -14
99
n(T100)n(T   کدام است؟ =+

   1 ()n( 2θ                 2 ()n(
100
99lgθ                   3 ()nlgn(θ                  4 ()nlgn( 2θ  

تابع  -15  nlg)n(T2)n(T   درست است؟ T(n)دام یک از روابط زیر براي را در نظر بگیرید. ک =+

   1 ()nlg(lgO            2 ()nlglg.n(lgO         3 ()nlglg.n(O            4 ()nlg.nlg.n(O  
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(nlgnجواب رابطه بازگشتی -16
9
n(T8)n(T    ،کدام یک از گزینه هاي زیر است؟=+

   1  ()n(lgθ                2 ()n(θ                       3()nlgn( 2θ                 4 ()nlgn(θ  
17- f(n) زمان اجراي الگوریتمی مطابق رابطه بازگشتی زیر محاسبه شده است. کدام گزینه صحیح است؟  

a)1(f
)1n(nfn)n(f 2

=
−+=

 

     1()2()n(f nθ=         2  ()!n()n(f θ=         3   ()2()n(f !nθ=             4 (2)!n()n(f θ=  
  مرتبه زمانی الگوریتمی با تابع زمانی زیر، برابر کدام گزینه است؟  -18

)2n(T4)1n(T3)n(T −+−=  
1)1(T,0)0(T ==  

     1 (2n                        2 (n4                         3 (nlg2n                           4 (nlgn 4  
می باشد، که به صورت زیر تعریف می شـود. در   T(n)ورودي برابرعنصر  nفرض کنید زمان اجراي الگوریتم روي  -19

  کدام است؟   O(n)این صورت زمان اجراي الگوریتم فوق 

1)1(T
1n)1n(T)n(T

=
−+−=

 

 1(
2
n

2
n2

+               2( 
2
nn2 +                     3( 

2
n

2
n2

−                         4( 
2
nnlogn −  

  مرتبه اجرایی الگوریتم زیر کدام است؟   -20

int  f (int n){  
   if (n==1)   return 1; 

   else   return f(n-1)+f(n-1)+1;   

} 

1 ()n(O                    2( )2(O n                   3 ()nlogn(O                   4( )2(O 2
n

  
  کدام است؟ T(n)رابطه بازگشتی زیر را در نظر بگیرید. در این صورت  -21





>+−
=

=
)1(1)1(2
)1(1

)(
nifnT
nif

nT  

1 (22 +n                    2 (1log2 +nn                    3 (nn 2
2 log                    4 (12 −n  
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 T(n)ام دنباله فیبوناچی به صورت زیر تعریف شده اسـت. اگـر    nالگوریتم بازگشتی براي مشخص نمودن عنصر  -22

  پیچیدگی زمانی الگوریتم فرض شود، کدام درست است؟

int   fibo(int  n){ 
 if (n<=1)   return  n; 

else   return  fibo(n-1)+ fibo(n-2); 

} 
 1 (2/2)( nnT >            2 (2)( nnT >             3 (1)2(2)( +−= nTnT        4 (1)1(2)( +−= nTnT            
  است.)    2توانی از  n و  n>1است؟  ( تابع بازگشتی زیر را درنظر بگیرید. پیچیدگی زمانی تابع فوق کدام -23

0)1(T

1n
2
nT2)n(T

=

−+





=  

 1()n(lgo                  2 ()n(O 2                    3()nlgn(o                    4 ()nlg2(o  
عنصر درنظـر بگیـرد. پیچیـدگی زمـانی ایـن الگـوریتم        nشامل  Aدر آرایه  xالگوریتم زیر را براي جستجوي  -24

  ورودي باشد) x , top =n , down=1چیست؟ (فرض کنیم در ابتدا 

int   search (int  down, int  top){ 
   int  t; 
   if (down > top)  return 0; 

  else{ 
           t= (down + top) div 2; 

            if (x== A[t])    return   t; 
            else  if (x < A[t])   return search (down , t-1); 

                     else    return  search (t+1 , top); 

           } 
} 

1()(lgo n
10                 2 ()nlgn(o                 3 ()

2
n(O                 4 ()n(lgo  
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  پاسخ تشریحی
  هر سه گزاره زیر صحیح است: )1-4

n(f())n(f(O)n(f((الف)     θ=+                         
n(f(O()n(g))n(f()n(g(((ب)    Ω=⇒Ω=   

n(g),n(f(max{O)n(g)n(f({(ج)     =+                   
  را می توان به صورت زیر نوشت: f(n)تابع   )2-1

2lognlog n24
2n

==  
  تابع ، لگاریتم می گیریم: حال از هر سه

nlog2)n(f =                    )nlog(log.nlog)n(g =             )nlog(log2)n(h =  

g(Of(و بنابراین داریم:   f<gبا مقایسه این توابع مشخص است که   h(f(، بنابراین داریم:  f>h. همچنین چون  ∋ Ω∈ 

  بنابراین گزینه یک صحیح است.
از علامت کوچکتر استفاده شود، متوجه می شوید که فقط مورد  سـوم صـحیح اسـت. (مـی      Oدر صورتی که به جاي علامت ) 3-2

2logدانیم که nnnn <<(  
یـد آدرس گـره مـا قبـل آخـر را      نادرست است چون براي حذف عنصر آخـر با  4درست می باشند. گزینه  3و2و1گزینه هاي  )4-4

  داشت که در این حالت نیاز به پیمایش لیست می باشد.
استفاده شود. همچنین به جـاي   ≤از علامت  Ωاز علامت = و به جاي  θکافی است براي بررسی صحت گزینه ها، به جاي ) 5-1

6*22عبارت  nn   استفاده کنید. n2از عبارت  +
  مشخص است. 2، درستی گزینه  Oبه جاي نماد  ≥قرار دادن علامت با  )6-2
  رابر است با:است. به عبارتی ب 4را رسم کنیم، متوجه می شویم که عمق درخت برابر  T(8،4)به طور نمونه اگر درخت  ) 7-3

k
4

n
2 loglog +  

  : T(8،4)نحوه محاسبه 
T(8،4)=T(4،4)+T(8،1)+8×4            T(4،4)=T(2،4)+T(4،1)+4×4             T(2،4)=T(1،4)+T(2،1)+2×4 

  در جدول زیر آورده شده است: nا به ازاي چند مقدار تعداد اجراي دستور داخل حلقه ه )8-4

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 24 24 15 15 15 15 7 7 3 تعداد تکرار

با نگاه به این جدول، مشخص است که جواب    1logn
22   است.  +

زودتـر   m/2و اگـر   O(n)برسد، از مرتبه  1زودتر به  n-1خود را فراخوانی می کند. بنابراین اگر  f(n-1,m/2)به فرم  fتابع  )9-3
  می باشد. )mlog,nmin(می باشد. در نتیجه تابع از مرتبه  logO)m(برسد، از مرتبه 1به 
  داریم: n=3با فرض   )10-4
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2
11

2
1)1(T)2(T

3
1

2
11

3
1)2(T)3(T

+=+=

++=+=

 

∑سري  T(n)بنابراین مشخص است که 
=

=++++=
n

1i i
1

n
1...

3
1

2
11)n(T  داریم:  و بوده  

)n(LnLnidi
i
1

i
1 n

1i

n

1i

n

1i
==<

==
=

∫∑  

n(O1)2n(2(  انجام می شود برابر است با: F(1،1)تعداد دفعاتی که عمل جمع براي محاسبه ) 11-3 =+−× 

  عمل جمع نیاز است: 7به  F(1،1)براي محاسبه  n=5به طور نمونه به ازاي 

)1,5(F)0,5(F2)1,4(F
)1,5(F)0,5(F)0,4(F
)1,4(F)0,4(F)0,3(F
)1,4(F)0,4(F2)1,3(F
)1,3(F)0,3(F2)1,2(F

)1,3(F)0,3(F)0,2(F
)1,2(F)0,2(F2)1,1(F

+=
+=
+=
+=
+=

+=
+=

 

 0را  (5،1)و خانـه   1را   (5،0)استفاده کـرد. ابنـدا خانـه    n=5به ازاي  F(1،1)براي محاسبه  روش دوم: می توان از جدول زیر نیز
بـا   (5،0)نیز از مجموع دو برابـر خانـه    (4،1)با جمع دو خانه پایین آن مشخص می شود و خانه  (4،0)قرار می دهیم. سپس خانه 

  عمل جمع نیاز بود. 7مشخص شود. مشاهده می کنید که به  (1,1)بدست می آید. این روال را ادامه داده تا خانه  (5،1)خانه 
1 0  

2*7+10=17    1 
2*3+4=10  3+4=7  2 

2*1+2=4  1+2=3  3 

2*1+0=2  1+0=1  4 

0 1  5 

کارکتر ستاره نیـز   7به صورت بازگشتی صدا زده می شود و    n-2و یکبار به ازاي  n-1در هر بار اجراي تابع، دو بار به ازاي  )12-4
  اپ می کند. بنابراین رابطه بازگشتی آن به صورت زیر است:چ

T(n)=2T(n-1)+T(n-2)+7 

m2nبا تغییر نام )13-3   داریم: =

1)2(T4)2(T 2/mm +=  
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m(S)2(T(و با تغییر نام  m   داریم: =

1)
2
m(S4)m(S +=  

m()m()m(S(کـــه بـــا توجـــه بـــه قضـــیه اصـــلی :    2lg4
2 θ=θ= و از آنجـــا کـــهm2n nlgmیعنـــی = داریـــم:   =

2)n(lg)n(T θ= . 

  است: 3یا  1با توجه به گزینه هاي تست، مشخص است که جواب گزینه 

2
2

1 c)n(lgc)n(T +=  

  داریم: T(2)=1که با توجه به شرط مرزي 

1ccc)2(lgc1 212
2

1 =+⇒+=  

(1است، چون :   3بنابراین جواب گزینه 
3
1(

3
4

=−+  

)nlgn()!nlg(با توجه به اینکه) 14-2 θ= :رابطه داده شده را به صورت زیر می نویسیم ،  

)!nlg()
99
n(T100)n(T +=  

nlgnnبا توجه به صورت تعمیم یافته قضیه اصلی، 
100
99lg n()n(t(بنابراین :  <

100
99lgθ=.  

0022.1lgتذکر:  nn
100
99 002.1nnlgnو   = =.  

n(T2)n(T(nlgدر رابطه )15-2 m2nبا تغییر نام =+ m)2(T2)2(Tداریم: = 2/mm += 

m(S)2(T(و با تغییر نام  m (mداریم: =
2
m(T2)m(S += 

m2nو با جایگذاري   mlgm(θ(به قضیه اصلی داریم: با توجه  nlgmیعنی  =  nlglg.n(lgθ(داریم: =

  با توجه به صورت تعمیم یافته قضیه اصلی جواب رابطه بازگشتی داده شده را به دست می آوریم: ) 16-4

nlgn)
9
n(T8)n(T +=  

nlgnnچون 
8
9lg   می باشد. nlgn(θ(، بنابراین جواب >

  با استفاده از روش جایگذاري با تکرار، رابطه بازگشتی را حل می کنیم:) 17-2

!kn...)2n)(1n(n)1n(nn
)3n(f)2n)(1n(n)2n)(1n(n)1n(nn

)]3n(f)2n()2n)[(1n(n)1n(nn
)2n(f)1n(n)1n(nn

)]2n(f)1n()1n[(nn
)1n(nfn)n(f

222

222

222

22

22

2

++−−+−+=

−−−+−−+−+=

−−+−−+−+=

−−+−+=

−−+−+=

−+=

 

n()n(f!(بنابراین  θ=.  
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  فاده از معادله مشخصه آن است:بهترین روش براي حل رابطه بازگشتی زیر، است )18-2

)2n(T4)1n(T3)n(T −+−=   ⇒   04r3r 2 =−−  

  است، بنابراین جواب عمومی آن به صورت زیر است: 1-و  4ریشه هاي این معادله برابر 
n

2
n

1 )1(c4c)n(T −+=  

n(T()4(بنابراین  nθ=.  
  ه شرایط مرزي داده شده ضرایب را پیدا کنیم. (در این تست لازم نیست.)می توان با توجه ب

  )3ـ19

2
)1(1...)3()2()1()(

.....
)2()2()1()(

)1()1()(

−
=++−+−+−=

−+−+−=
−+−=

nnnnnnT

nTnnnT
nTnnT

 

)(برابر  t(n)=at(n-b)+1با توجه به اینکه مرتبه اجرایی تابع ) 20-2 b
n

ao  می باشد، جوابn2 .است  

n(T(12رابطه برج هانوي است که در متن درس بررسی شده است و  رابطه بازگشتی زیر، همان  ) 21-4 n −= .  





>+−
=

=
)1(1)1(2
)1(1

)(
nifnT
nif

nT  

)2(برابرام سري فیبوناچی  nمرتبه اجراي الگوریتم محاسبه جمله )  22-1 2
n

o باشد. می    

kbaبا توجه به قضیه اصلی، چون   )23-3 nlgn()n(T(اریم: د = θ∈  
  الگوریتم داده شده همان جستجوي دودویی می باشد. )24-4
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  روش تقسیم و حل : دومفصل 
مسائل به چنـدین زیـر مسـئله کـه مشـابه مسـئله اصـلی هسـتند امـا انـدازه             (divide-and-conquer)در روش تقسیم و حل

ر بازگشتی حل می شوند و سپس این حل هـا را جهـت ایجـاد بـراي مسـئله      کوچکتري دارند، می شکنند و آن زیر مسئله ها به طو
است. یعنی حل یک نمونه سطح بالا از مسئله با  (top_down)اصلی ترکیب می کنند. روش تقسیم و حل یک روش بالا به پائین 

  رفتن به پائین و بدست آوردن حل نمونه هاي کوچکتر حاصل می شود.  
  تم هاي تقسیم و حل معمولاً آن را به صورت یک روال بازگشتی می نویسیم.  هنگام طراحی الگوریتذکر: 

  روش تقسیم و حل

  راهبرد طراحی تقسیم و حل شامل مراحل زیر است:
 تقسیم نمونه اي از یک مسئله به یک یا چند نمونه کوچکتر -1

  ازگشت استفاده می کنیم.)حل نمونه هاي کوچکتر(اگر نمونه هاي کوچکتر به قدر کافی کوچک نبودند، از ب -2
 در صورت نیاز حل نمونه هاي کوچکتر را ترکیب کرده تا حل نمونه اولیه بدست آید. -3

  جستجوي دودویی  

نسخه تکراري جستجوي دودویی در فصل قبل بررسی شد. در این جا یک نسخه بازگشتی را ارائه می دهیم. این الگوریتم روش بالا 
  :عبارت است از حل به کار می رود نشان می دهد. مراحل جستجوي دودوییبه پائین را که در تقسیم و 

  برابر عنصر میانی بود تمام. در غیر این صورت: xاگر 
کوچکتر از عنصر میانی بود، زیر آرایه چپ و اگر  xآرایه را به دو زیر آرایه تقسیم کن که هر یک حدوداً نصف آرایه اولیه اند. اگر  -1

 انی بود زیر آرایه راست را انتخاب کن.  بزرگتر از عنصر می

در آن زیر آرایه است آن را حل کن. در غیر اینصورت اگر زیر آرایه به قدر کافی کوچـک نیسـت بـراي حـل از      xبا تعیین اینکه  -2
  بازگشتی استفاده کن.  

 حل مسئله آرایه را از حل مسئله زیر آرایه بدست آور.   -3

  ازگشتی)الگوریتم  جست و جوي دودویی(ب

در آرایـه توسـط تـابع     xوجـود دارد یـا خیـر. موقعیـت      nبه اندازه  S[1..n]در آرایه مرتب شده  xالگوریتم تعیین می کند که آیا 
  نباشد، صفر برگردانده می شود) Sدر  xبرگردانده می شود.( اگر 

index   bsearch(index  low , index  high){ 
    index   mid; 
    if (low>high)   return  0; 

   else{ 
        ;2/)highlow(mid +=  

        if (x==S[mid])  return  mid; 
        else if (x < S[mid])  return  bsearch(low,mid-1); 

               else  return  bsearch(mid+1, high); 

        } 
} 
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دهاي فعالیت که در پشته قرار گرفته اند به عمق فراخوانی هاي بازگشتی بستگی در مورد الگوریتم هاي بازگشتی، تعداد رکور
1nlgدارد. براي جستجوي دودویی، پشته به عمقی می رسد که در بدترین حالت برابر    می باشد.  +

  

  الگوریتم تکراري سریع تر از نسخه بازگشتی است زیرا نیازي به نگهداري پشته ندارد. 

  حالت براي الگوریتم جستجوي دودویی( بازگشتی) بدترینتحلیل پیچیدگی زمانی در 

 2تـوانی از   nمی باشد. با فرض اینکه  (n)در نظر می گیریم و اندازه ورودي، تعداد عناصر آرایه  s[mid]با  xعمل اصلی را مقایسه 
بزرگتـر از همـه عناصـر آرایـه      xواند رخ دهد هنگامی است که باشد، تحلیل را انجام می دهیم. یک راه براي آن که بدترین حالت بت

باشـد در آن   n=16باشد، آنگاه هر فراخوانی بازگشتی باعث کاهش طول آرایه دقیقاً به نصف میزان اولیه می شود. بـراي مثـال اگـر    
راخـوانی بازگشـتی اول   از همه عناصر آرایه بزرگتر است، هشـت عنصـر بـالایی بـه عنـوان ورودي ف      xاست. چون   mid=8صورت 

 عنصر بالایی، ورودي فراخوانی بازگشتی دوم محسوب مـی شـود و بـه همـین ترتیـب تـا آخـر.        4در مرحله بعد، محسوب می شود. 

(1بنابراسن دستور بازگشتی آن به صورت 
2
n(W)n(W W)1(1می باشد که  =+ 1nlg)n(W. جواب این رابطـه  = += 

  می باشد.

  محدود نباشد، داریم: 2به توانی از  nتذکر: اگر   )n(lg1nlg)n(W θ∈+= 

  است.   معمولتذکر: جستجوي دودویی فاقد پیچیدگی زمانی در حالت 

  (Merge Sort)مرتب سازي ادغامی 
اي از یک مسـئله بـه نمونـه هـاي      مرتب سازي ادغامی راه خوبی براي نشان دادن روش تقسیم و حل است. در این الگوریتم، نمونه

کوچکتر  تقسیم می شود. دو آرایه جدید (نمونه هاي کوچکتر) در واقع از روي آرایه ورودي (نمونه اولیه) ایجاد می گردند. ادغام دو 
م مـی  به معناي ترکیب دو آرایه مرتب شده در یک آرایه مرتب است. با به کارگیري مکرر روال ادغا (tow-way merging)طرفه 

  توان آرایه را مرتب کرد.  
  باشد): 2توانی از  nعنصري مرتب سازي ادغامی شامل مراحل زیر می شود (براي سهولت  nبراي آرایه 

  عنصر   n/2تقسیم آرایه به دو زیر آرایه ، هر یک با  -1   
 ن از بازگشتی استفاده می کنیم.  حل هر زیر آرایه با مرتب سازي آن. اگر زیر آرایه به قدر کافی کوچک نبود براي آ -2   

  ترکیب حل هاي زیرآرایه ها از طریق ادغام آنها در یک آرایه مرتب.   -3   
است. سپس دو زیـر   4عنصري می توان آن را به دو زیر آرایه تبدیل کرد که تعداد عناصر هر کدام  8مثال: جهت مرتب سازي آرایه 

عنصـري، آن را بـه    4براي مرتـب سـازي آرایـه    البته تا یک آرایه مرتب شده ایجاد گردد. آرایه را مرتب کرده آنها را ادغام می کنیم 
 2که البته براي مرتب سـازي آرایـه    عنصري تقسیم می کنیم و آنها را مرتب سازي و ادغام می کنیم. 2همان شیوه به دو زیر آرایه 

   که مرتب هستند را با هم ادغام می کنیم.عنصري تقسیم می کینم و آنها را  1عنصري، آن را به دو زیر آرایه 
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  الگوریتم مرتب سازي ادغامی

void   mergesort (int  n , keytype S[ ]){ 
        const  int   h = [n/2] , m = n – h ;  

        keytype   U[1..h],  V[1..m];  

        if (n > 1){ 

 copy  S[1..h]  to U[1..h]; 

 copy  S[h +1..n]  to V[1..m]; 

 mergesort(h, U); 
 mergesort(m, V); 

merge (h, m, U, V, S); 
           }} 

کپی مـی شـوند و هـر یـک از ایـن دو آرایـه بـه صـورت          Vو نیمه دوم را در آرایه  Uرا در آرایه  Sدر الگوریتم بالا، نیمه اول آرایه 
  ادغام می شوند. mergeتوسط روال  Sبازگشتی مرتب شده و در نهایت این دو آرایه در آرایه 

  الگوریتم ادغام

void   merge (int  h, int  m, const keytype U[ ], const keytype  V[ ],keytype  S[ ]){ 
        index   i=1, j=1, k=1; 

       while (i<= h  &&  j<= m) 
        {  
            if (U[i] < V[j])  { S[k] = U[i];  i++; }    
            else {S[k] = V[j];  j++;  } 
            k++; 
          }  
        if  (i > h)  copy  V[j..m]  to  S[k..h+m]; 
        else   copy  U[i....h]  to  S[k...h+m]; 
} 

  حالت براي الگوریتم ادغام بدترینتحلیل پیچیدگی زمانی در 

و  hدر نظر می گیریم. اندازه ورودي تعداد عناصر موجود در هر یک از دو آرایه ورودي یعنـی   V[j]با   U[i]عمل اصلی را مقایسه 
m  ًمی باشند. بدترین حالت، هنگام خروج از حلقه رخ می دهد، زیرا یکی از اندیس ها، مثلاi  به نقطه خروج خود یعنی ،h   رسـیده

ی یک واحد کمتر از نقطه خروج خود رسـیده اسـت. بـراي مثـال ایـن حالـت       یعن m-1به  jاست. حال آن که اندیس دیگري یعنی 
قرار گیرند کـه    Sدر Uعنصر موجود در  hقرار داده شده، بعد از آنها همه  S، در  Vعنصر اول آرایه  m-1هنگامی رخ می دهدکه 

  W(h,m)=h+m-1مساوي اند. بنابراین داریم:  hو  iدر آن زمان، خروج از حلقه صورت می پذیرد، زیرا 
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  حالت براي الگوریتم مرتب سازي ادغامی بدترینتحلیل پیچیدگی زمانی در 

عمل اصلی، مقایسه اي است که در ادغام صورت می پذیرد. تعداد کـل مقایسـه هـا عبـارت اسـت از تعـداد مقایسـه هـایی کـه در          
عـداد مقایسـه هـایی کـه در فراخـوانی بازگشـتی       به عنوان ورودي انجام می شود، بـه عـلاوه ت   Uبا  mergsortفراخوانی بازگشتی 

mergsort  باV  به عنوان ورودي انجام می شود، به علاوه تعداد مقایسه ها در فراخوانی سطح بالايmerge :بنابراین .  
1mh)m(W)h(W)n(W −+++=  

W(h)    زمان لازم براي مرتب سازي :U         W(m)   زمان لازم براي مرتب سازي :V         h+m-1 زمان لازم براي ادغام :  

برابر mو  hباشد، آنگاه  2توانی از  nاگر 
2
n :می باشد و داریم  

1n)
2
n(W21n)

2
n(W)

2
n(W)n(W −+=−++=  

  است. W(1)=0غامی انجام نمی گیرد. بنابراین  باشد، شرط پایانی برآورده می شود و اد 1اگر اندازه ورودي 

  دستور بازگشتی :

0)1(W

1n)
2
n(w2)n(W

=

−+=
       

  با حل این دستور بازگشتی داریم:
)nlgn()1n(nlgn)n(W θ∈−−=  

  

  نباشد، داریم: 2توانی از  nتذکر: اگر 

)nlgn(1n)
2
n(W)

2
n(W)n(W θ∈−+



+



=  

 

  .، از فضایی بیشتر از آن چه که مورد نیاز نگهداري ورودي است، استفاده نمی شود (in_place sort)در مرتب سازي درجا نکته: 
استفاده مـی کنـد.    Sبه علاوه آرایه ورودي  Vو  Uالگوریتم مرتب سازي ادغامی، مرتب سازي درجا نیست. زیرا از آرایه هاي تذکر: 

  می شود.   n(1+1/2+1/4+…)=2nتعداد کل عناصر آرایه هاي اضافی تولید شده، حدوداً  

  )Quick  sortمرتب سازي سریع  (
بخش تقسیم شده و سپس هر یک از بخش ها به صورت بازگشتی مرتب مـی شـوند. در ایـن روش یـک      در مرتب سازي سریع، آرایه به دو

عنصر به عنوان عنصر محور انتخاب می شود و عناصر کوچکتر از محور در یک آرایه و عناصـر بزرگتـر از محـور در آرایـه دیگـري قـرار مـی        
  هر عنصري باشد که براي سهولت اولین عنصر را در نظر می گیریم.  گیرند. می گوئیم آرایه افراز می شود. عنصر محوري می تواند 

پس از افراز ترتیب عناصر در زیر آرایه ها مشخص نیست و به نحوه پیاده سازي افراز بستگی دارد. ترتیب آنها از چگونگی افراز آرایـه  
رگتـر در طـرف راسـت آن واقـع هسـتند.      ها ناشی می شود. همه عناصر کوچکتر از عنصر محوري در طرف چپ آن و همه عناصر بز

سپس مرتب سازي سریع به طور بازگشتی فراخوانی می شود تا هر یک از دو آرایه را مرتب کند. آنها نیز افراز می شوند و ایـن روال  
  آنقدر ادامه می یابد تا به آرایه اي با یک عنصر برسیم که ذاتاً مرتب است.  
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  الگوریتم مرتب سازي سریع

void   quicksort (index  low,  index   high){ 
        index  pivotpoint;   
        if (high > low){ 

partition (low,  high,  pivotpoint); 
 quicksort (low,  pivotpoint-1); 

 quicksort (pivotpoint+1,  high); 

        } 
} 

  الگوریتم افراز آرایه

void  partition (index  low,  index  high , index&  pivotpoint){ 
        index   i, j; keytype   pivotitem;              
        pivotitem = S[low];     
        j = low;  
        for  (i = low+1 ; i <= high ; i++)  

               if (S[i] < pivotitem) 
                    { j++; 
                     exchange  S[i] and  S[j]; } 
        pivotpoint  =  j; 
        exchange   S[low] and  S[pivotpoint] ;   
} 

  هر گاه معلوم شود عنصري کوچکتر از عنصر محوري است به طرف چپ آرایه حرکت داده می شود.   ، روالدر این 
  براي الگوریتم افراز   معمولتحلیل پیچپیدگی زمانی در حالت 

مـی   n=high – low +1است و اندازه ورودي، تعداد عناصر موجود در زیر آرایه یعنی،   pivotitemبا  s[i]عمل اصلی، مقایسه 
1n)n(Tباشد. چون هر یک از عناصر به جز اولی مقایسه شده اند داریم:  −= 

  حالت براي الگوریتم مرتب سازي سریع  بدترینتحلیل پیچیدگی در 

 nعنـی  ی Sمی باشد و اندازه ورودي تعداد عناصـر موجـود در آرایـه     partitionدر روال  pivotitemبا  S[i]عمل اصلی، مقایسه 
است. بدترین حالت هنگامی رخ می دهد که آرایه از قبل به ترتیب غیر نزولی مرتب شده باشد. چون در ایـن حالـت هـیچ عنصـري     

در بـالاترین سـطح    partitionکوچکتر از نخستین عنصر آرایه که همان عنصر محوري است نخواهـد بـود. بنـابراین هنگـامی کـه      
تعیـین مـی    partitionکـه توسـط    pivotpointعنصر محوري قرار نمی گیرد و مقدار  فراخوانی شود هیچ عنصري در طرف چپ

را دریافت می کند. بنابراین آرایه به طور مکرر   lowمقدار pivotpointشود یک است. به طور مشابه در هر بار فراخوانی بازگشتی 
  است افراز می شود. بنابراین داریم:به یک زیر آرایه خالی در طرف چپ و زیر آرایه با یک عضو کمتر در طرف ر

T(n)=T(0) + T(n-1) + n–1 

T(0)    زمان لازم براي مرتب سازي زیرآرایه طرف چپ :  
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T(n-1) زمان لازم براي مرتب سازي زیرآرایه طرف راست :  

n-1      زمان لازم براي افراز :  
هیم پیچیدگی در حالت معمول را براي طبقه اي از نمونه هـا  استفاده می کنیم این است که می خوا T(n)تذکر: علت اینکه از نماد 

  تعیین کنیم که از قبل به ترتیب غیر نزولی مرتب شده اند. 
  دستور بازگشتی:

T(n)= T(n-1) + n – 1        n>0 

T(0)=0 

حل این دستور بازگشتی به صورت 
2

)1n(n)n(T −
  است. =

  طه زیر مشخص می شود:پیچیدگی زمانی در بدترین حالت با راب

)n(
2

)1n(n)n(W 2θ∈
−

=  

بدترین حالت زمانی رخ می دهد که آرایه از قبل مرتب شده باشد زیرا همواره نخستین عنصـر را بـه عنـوان عنصـر محـوري       
ست. اگر از ایـن  انتخاب می کنیم بنابراین اگر به نوعی بدانیم که آرایه تقریباً مرتب است انتخاب آن به عنوان عنصر محوري خوب نی

روش استفاده کنیم بدترین حالت در هنگامی که آرایه مرتب باشد رخ نمی دهد، ولی پیچیدگی زمانی در بدترین حالـت هنـوز هـم    
n(n-1)/2    .خواهد بود  

  

  سئوال: 

نامیده انـد؟    در بدترین حالت الگوریتم مرتب سازي سریع از مرتب سازي تعویضی سریعتر نیست، پس چرا آن را مرتب سازي سریع
  جواب: به علت رفتار آن در حالت میانگین.

  براي الگوریتم مرتب سازي سریع  میانگینتحلیل پیچیدگی زمانی در حالت 

باشد یکسان است. هنگـامی   nتا  1، هر یک از اعداد  partitionبازگردانده شده توسط  pivotpointفرض می کنیم احتمال آنکه 
ن به تعداد دفعاتی مساوي مرتب شوند در این مورد پیچیدگی زمـانی در حالـت میـانگین بـا دسـتور      که هر یک از ترتیب هاي ممک

  بازگشتی زیر مشخص می شود:

∑
=

−+−+−=
n

1p
1n)]pn(A)1p(A[

n
1)n(A  

n
  باشد. p) برابر  pivotpoint:  احتمال آن که محل محور (  1

  است. pازي آرایه ها هنگامی که محل محور برابر : زمان میانگین براي مرتب س [... ]عبارت داخل 
n-1 زمان لازم براي افراز  :  

 

با انجام عملیاتی روي رابطه بالا و قرار دادن  
1n
)n(Aa n +

  ، دستور بازگشتی زیر را داریم:=
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0a

0n
)1n(n
)1n(2aa

0

1nn

=

>
+
−

+= −  

nln2aکه با حل آن داریم:  n nlgn()n(A(و  بنابراین  ≈ θ∈.  

  الگوریتم ضرب ماتریس هاي استراسن
nالگوریتم ضرب دو ماتریس  n×   هـاي دوبعـدي   آرایـه در زیـر آورده شـده اسـت. ایـن الگـوریتم      طبق تعریف ضرب ماتریس هـا

A[1..n][1..n]  وB[1..n][1..n]  را ضرب کرده و حاصل را در آرایهC[1..n][1..n] ار می دهد.قر  
void   matrixmult( int  n , const  number A[ ] [ ] , B [ ] [ ] , number C [ ] [ ] ){ 
 index   i, j, k; 
 for (i = 1; i <= n; i++) 

     for (j = 1; j <= n; j++) { 

                      C[i][j] = 0; 

            for (k=1 ; k <= n; k++) 

                   C[i][j] = C[i][j] + A[i][k] * B[k][j]; 
         } 
} 

  براي الگوریتم بالا معمولتحلیل پیچیدگی زمانی در حالت 

بـار   nهمـواره  می باشـد.   nیعنی  هاتعداد سطرها و ستون اندازه ورودياست و  forترین حلقه دستور ضرب در داخلی، عمل اصلی
بـار   nهمواره  for jوجود دارد و در هر گذر از حلقه  for jبار گذر از حلقه  nر هر گذر همواره وجود دارد که د for iگذر از حلقه 

3T(n)قرار دارد، خواهیم داشت: for kوجود دارد. چون عمل اصلی در داخل حلقه  for kگذر از حلقه  n n n n= × × = 
  روش استراسن براي ضرب دو ماتریس

)n(درضـرب و همچنـین جمـع    پیچیدگی زمانی یس که در بالا آورده شد، در روش معمولی ضرب دو ماتر 3θ  ناستراس ـ. هسـتند 
در که پیچیدگی آن، چه از لحاظ ضرب و چه از لحاظ جمع و تفریـق بهتـر از پیچیـدگی درجـه سـوم اسـت.       ارائه داد الگوریتمی را 

281.2و تعداد جمع و تفریق ها برابر   81.2nروش استراسن تعداد ضرب ها برابر  n6n6   می باشد. −
  باشد. یعنی : و  حاصل ضرب دو ماتریس    Cفرض کنید مثال: 

 =  ×  
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  استراسن معین کرد که اگر فرض کنیم:

)bb)(aa(m
)bb)(aa(m

b)aa(m
)bb(am
)bb(am

b)aa(m
)bb)(aa(m

222122127

121111216

2212115

1121224

2212113

1122212

221122111

+−=
+−=

+=
−=
−=

+=
++=

 

  می باشد:به صورت زیر   Cصل ضرب حا

C=  

22121211که برابر  12cتذکر: استراسن به طور نمونه براي محاسبه  baba   اضافه و کم کرد:  2211baمی باشد، یک جمله  +

2211221122121211 babababa −++  

221211221211که می توان آن را به صورت  b)aa()bb(a   نامید. 5mو جمله دوم را 3mو جمله اول را نوشت  −++

 18عمـل ضـرب و    7روش استراسن به و  عمل جمع نیاز دارد 4عمل ضرب و  8وش عادي به ، ر 2×2براي ضرب دو ماتریس 
در واقع روش استراسـن در مـورد   . چندان جالب نیستکه ی می شود عمل جمع و تفریق نیاز دارد. پس یک عمل ضرب صرفه جوی

  ارزش چندانی ندارد. 2×2ضرب ماتریس هاي 
  مثال: دو ماتریس زیر را به روش استراسن در هم ضرب کنید.
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  حل: شکل زیر نحوه افراز را نشان می دهد:












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


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
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2221

1211  

  محاسبات به طریق زیر می باشد:
)BB()AA(M 221122111 +×+=  









×








=
















+








×
















+








97

1017
1311
53

54
19

43
98

76
32

65
21

 

  ) n=2هنگامی که ماتریس ها به قدر کافی کوچک باشند، آن ها را به شیوه استاندارد در هم ضرب می کنیم.(در این مثال 









=








×+××+×

×+××+×
=








×








=

227278
7586

91310117131711
9510375173

97
1017

1311
53

M1  
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11122122را به همین شیوه بدست آورده و مقادیر   7Mات 2Mسپس  C,C,C,C   را به دست می آوریم. از ترکیب آن هاC   بـه
   دست می آید.

  الگوریتم استراسن
void  strassen (int  n  ,   n × n_matrix   A ,B ,    n × n_matrix&  C){ 
        if (n <=  threshold)  
              compute  C = A × B using the standard algorithm; 
        else  { 
   partition  A  into four submatrices  A11 , A12 , A21 , A22 ; 

     partition  B  into four submatrices  B11 , B12 , B21 , B22 ;   

   compute  C = A × B using  Strassen’s  Method ; 
 } 
} 

نقطه اي است که در آن احساس می شود استفاده از الگوریتم ضـرب اسـتاندارد بهتـر از      thresholdمقدارتذکر: در الگوریتم بالا، 
  باشد.  Strassemفراخوانی بازگشتی روال 

  معمولتحلیل پیچیدگی زمانی تعداد ضرب ها در الگوریتم  استراسن در حالت 

عمـل ضـرب تـا رسـیدن بـه دو      است.  nیعنی  دي تعداد سطرها و ستون ها در ماتریس هااندازه وروو  یک ضرب ساده، عمل اصلی
. مقدار آستانه واقعی تاثیري بر مرتبـه  می شوندآن جا دو عدد موجود در ماتریس ها در هم ضرب  امه می یابد و دراد ×11ماتریس

1nبا n×nالگوریتم ندارد. هنگامی که دو ماتریس  الگوریتم دقیقا هفت بـار فراخـوانی مـی شـود و هـر بـار یـک         ،داشته باشیم <
  ارسال می شود و هیچ ضربی در بالاترین سطح انجام نمی گیرد.   (n/2)×(n/2)ماتریس 

  

  دستور بازگشتی :
T(n) = 7 T(   

T(1)=1 

  :رابر است باب حل این دستور بازگشتیباشد.  2توانی از  nبا فرض 
T(n) =  ≈       ∈  θ ( ) 

  

  معمولتحلیل پیچیدگی زمانی تعداد جمع ها و تفریق هاي الگوریتم استراسن در حالت 

پذیرد. هنگامی که دو مـاتریس   باشد، هیچ جمع و تفریقی صورت نمی n=1هنگامی که است.  یک جمع یا تفریق ساده، عمل اصلی
n×n  1باn عمـل   18ارسال می شـود و    (n/2)×(n/2)داریم، الگوریتم دقیقا هفت بار فراخوانی می شود. هر بار یک ماتریس  <

  انجام می شود.    (n/2)×(n/2)جمع و تفریق ماتریسی روي ماتریس هاي
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  دستور بازگشتی :

2)
2
n(18)

2
n(T7)n(T +=  

0)1(T =  

  حل این دستور بازگشتی:
T(n) =  -   ≈   -   ∈  θ ( ) 

و  شوند 2ابعاد توانی از  کرده تا  اضافهنباشد، تعداد کافی از سطرها و ستون هاي صفر به ماتریس هاي اولیه  2توانی از  nتذکر: اگر 
  .  کرددر فراخوانی بازگشتی، هرگاه تعداد سطرها و ستون ها فرد شد، می توان فقط یک سطر و ستون اضافی صفر، اضافه یا 

الگوریتم استراسن از لحاظ تعداد ضرب هاي انجام شده همواره کارایی بیشتري دارد و از لحاظ تعداد جمـع و تفریـق هـا بـه      
  ، کارایی آن بیشتر است.   nاي مقادیر بزرگ از

  عملیات محاسباتی روي اعداد صحیح بزرگ
خواهیم اعمال محاسباتی روي اعداد صحیحی انجام دهیم که بزرگ تر از حدي هستند که سخت افزار کامپیوتر قادر به نمایش ب اگر

ادن یک عدد صحیح، استفاده از آرایه اي از اعداد یک راه براي نمایش داستفاده می کنیم.  روش تقسیم و حلاز  ،آن ها است
  به صورت زیر است: 8452396عدد صحیح نحوه ذخیره  آرایه یک رقم را نگهداري می کند. براي مثالخانه صحیح است، که در هر 

1 2 3 4 5 6 7 

6 9 3 2 5 4 8 

رزرو کنیم. براي نشان دادن عدد مثبت از صفر و براي بالاترین محل آرایه را براي علامت عدد ، براي نگهداري اعداد مثبت و منفی
  نشان دادن عدد منفی از یک استفاده می کنیم. 

  ضرب اعداد صحیح بزرگ

الگوریتم  مبتنی بر استفاده از ، در یکدیگر ضرب کرد. این  2دو عدد صحیح بزرگ را می توان با یک الگوریتم استاندارد از درجه 
عدد صحیح ارقام تعداد  nرقم است. اگر  n/2رقمی به دو عدد صحیح با حدود   nیک عدد صحیحروش تقسیم و حل براي تقسیم 

u  باشد، آن را به دو عدد صحیح یکیx  با 2/n يرقم و دیگر y با 2/n به صورت: . رقم تبدیل می کنیم

y10xu m که  =×+ 2/nm =.  

451012312345 تقسیم کرد: 45و  123را به دو عدد   12345مثال: می توان عدد  2 +×=  
  :رقمی داشته باشیم  nاگر دو عدد صحیح

  ,   
  حاصل ضرب آن ها طبق رابطه زیر به دست می آید :

 
ح و با حدود نیمی از ارقام و اجراي عملیات زمان خطی، در هم ضرب عمل ضرب روي اعداد صحی 4را با انجام  uو   vمی توانیم

  کنیم .
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  عبارت زیر را در نظر بگیرید:: مثال

 

  
سپس این اعداد صحیح کوچک تر را می توان به طور بازگشتی، با تقسیم آن ها به اعداد صحیح کوچک تر، در هم ضرب کرد. این 

(با استفاده از یک مقدار آستانه برسیم که در آن زمان، عمل ضرب به طریق استاندارد فرایند تقسیم آنقدر ادامه می یابد تا به 
  انجام می شود.سخت افزار کامپیوتر) 

  nکه در آن  ،براي تبدیل هر دو  آن ها استفاده کنیم =m   ، کافی است که ازنباشدیکی تذکر: اگر تعداد ارقام صحیح 
  د بزرگ تر است. تعداد ارقام موجود در عد

  الگوریتم ضرب اعداد صحیح بزرگ

large-integer  prod(large-integer  u , large-integer  v){ 
   large-integer   x,y,z,w;  int  n,m; 
   n=maximum(number of digits in u , number of gigits in v) 
   if(u==0 || v==0)  return  0; 

   else  if  (n<= threshold)     return  u×v  obtained in the usual way; 
   else{ 
           m=  2/n ; 

           x  = u  divide m10 ; y = u  rem  m10 ; w = v  divide m10 ; z = v   rem  m10 ; 

           return   prod(x,w) m210×  + (prod(x,z)+ prod(w,y)) m10×  + prod(y,z); 
     } 
} 

  نماینگر توابع خطی زمانی هستند که باید آن ها را بنویسیم. ×و  rem , divideتوابع تذکر: 
  حالت براي الگوریتم ضرب اعداد صحیح بزرگ بدترینتحلیل پیچیدگی زمانی در 

کردن، تفریق کردن، یا انجام  دستکاري یک رقم دهدهی در یک عدد صحیح بزرگ در هنگام جمععمل اصلی در الگوریتم بالا، 

اندازه . بار انجام می دهند m را هریک از سه فراخوانی اخیر، عمل اصلیمی باشد.  m10divideو m10×  ،m10remاعمال
ه هر دو عدد صحیح هیچ رقمی مساوي صفر بدترین حالت، زمانی است ک می باشد. تعداد ارقام هر یک از دو عدد صحیح ،ورودي

در این صورت ، ، باشد 2توانی از   nاگرنداشته باشند، زیرا بازگشتی فقط هنگامی به پایان می رسد که به حد آستانه اي برسیم. 
w,y,x  و z  همگی دقیقا n/2 رقم خواهند داشت. یعنی اندازه ورودي هر یک از چهار فراخوانی بازگشتی به تابعprod،  برابرn/2 

همگی داراي پیچیدگی  m10divideو m10×،m10rem، است، عملیات زمانی خطی جمع،تفریق m=n/2چون  است.
یک ثابت مثبت  cن گروه بندي کنیم که در آ  cnمه عملیات زمانی خطی را در یک جملهه می باشند.   nزمانی خطی نسبت به

  : است
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0)s(W

sncn)
2
n(W4)n(W

=

>+=
    )n()n( 2lg4

2 θ=θ⇒  

است، زیرا همه ورودي ها در  2که در آن، نمونه دیگر تقسیم نمی شود، کوچک تر یا مساوي مقدار آستانه و توانی از s مقدار واقعی 
  هستند. 2این حالت توانی از 

n()n()n(W(رگ را بهبود بخشید که در این حالت داریم: تذکر: می توان روش ضرب دو عدد صحیح بز 58.1lg3
2 θ≈θ∈ این .

  آورده شده است. پیوست کتاببهبود در 

  کجا نمی توان از روش تقسیم و حل استفاده کرد؟

  در صورت امکان باید در موارد زیر از روش تقسیم و حل پرهیز کرد:
 است. nتقسیم می شود که اندازه آن ها نیز تقریبا به دو یا چند نمونه  n  هنمونه اي با انداز -1   

 یک مقدار ثابت است. cتقسیم می شود که  n/cنمونه با اندازه  n تقریبا به  nنمونه اي با اندازه  -2   

ام  nلـه  منجـر مـی شـود. الگـوریتم جم     الگوریتم زمانی نمایی و در حالت دوم به یک الگوریتم  یکافراز در حالت اول به 
) ام n-2) ام و (n-1ام را از روي دو نمونـه ( nیک الگوریتم تقسیم و حل است که نمونه را تقسیم کرده جمله   )بازگشتی(فیبوناچی

نمایی است، حال آنکه تعداد جملات محاسـبه شـده   n الگوریتم نسبت به این محاسبه می کند. تعداد جملات محاسبه شده توسط 
خطی است.گاهی مسئله اي نیاز به حالت نمایی دارد و دلیلی نـدارد کـه    nنسبت به  )تکراري(م فیبوناچیا nتوسط الگوریتم جمله 

ترتیب حرکات، که از الگوریتم استاندارد تقسیم و حل بـه دسـت   که مسئله برج هاي هانوي  رد، ماننداز روش تقسیم و حل پرهیز ک
  هاي مسئله در نحوه حرکت دادن دیسک ها داراي بیشترین کارایی است.  با توجه به محدودیت و نمایی بوده  n می آید، نسبت به

  مسئله برجهاي هانوي
مهره به میله سوم است که براي ایـن کـار    nمهره قرار دارد. هدف انتقال  nدر این مسئله سه میله وجود دارد، که بر روي میله اول 

بزرگتـر   ل از پایین به بالا کاهش می یابد. در انتقال مهره ها هرگز مهـره میله دوم کمک گرفته می شود. اندازه مهره ها در میله او از
رط . ش ـو در هر بار فقط امکان انتقال یک مهره وجود دارد که از بالاي میله انتخاب می شـود  روي مهره کوچکتر نباید قرار بگیرد بر

این حالت آن مهـره را از میلـه اول بـه میلـه سـوم       گیریم که فقط یک مهره وجود دارد که در  توقف این مسئله را وقتی در نظرمی
  .منتقل می کنیم

  صورت وجود بیش از یک مهره ، مسئله را به صورت زیر حل می کنیم: در
  مهره از میله مبدا به میله کمکی.            n-1) انتقال 1   
  ام از میله مبدا به میله مقصد.     n) انتقال مهره 2   
  یله کمکی به میله مقصد.مهره از م n-1) انتقال 3   

  ENDبه کمک  ENDبه  BEGمهره از  nالگوریتم انتقال 

tower (n , BEG, AUX, END){  
     if   (n==1)      BEG →END;  

    else{     
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              tower  (n–1, BEG, END, AUX); 

              BEG →END; 
              tower (n–1, AUX, BEG, END).  

          } 
} 

  رابطه بازگشتی الگوریتم بالا :

1)1(T
)1n(T1)1n(T)n(T

=
−++−=

 

)(2)1(1رابطه بازگشتی الگوریتم برجهاي هانوي، برابربنابراین  +−= nTnT  .جواب این معادله برابر است با: می باشد  

12)n(T n −=  

)2(ن مرتبه اجرایی این الگوریتم برابربنابرای no می باشد.  
  . Bبه کمک میله  Cبه میله  Aمهره از میله  3مثال: انتقال 

  استفاده می کنیم.) Tاز  tower(براي سادگی به جاي


























→=
→

→=
=

→









→=
→

→=
=

=

)7(CA)C,B,A,1(T
)6(CB

)5(AB)A,C,B,1(T
)C,A,B,2(T

)4(CA
)3(BC)B,A,C,1(T

)2(BA
)1(CA)C,B,A,1(T

)B,C,A,2(T

)C,B,A,3(T  

  شکل بالا مشخص شده است. به کمک شماره در Bبه  Aمهره از میله  3هفت حرکت لازم براي انتقال 
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  مجموعه تست
  

کـدام   nدر  nبراي ضرب دو مـاتریس مربعـی    (strassen)کم رشد ترین حد بالاي زمان اجراي الگوریتم استراسن -1
  است؟

   1     (8                             2    (7                                  3         (6                           4(5  
نیاز داشته باشد، زمان اجـراي   Cزمان ثابت  (partition)، الگوریتم بخش بندي quicksortچنانچه در الگوریتم  -2

  مرتب سازي سریع در حالت تصادفی(داده هاي تصادفی) چیست؟

 1()n( 2θ                         2()n(θ                               3 ()n(lgθ                            4 ()nlgn(θ  

(1فرمول -3
2

(2)( −+= nnTnT  دقیقاً زمان ،Merge Sort کند؟ را در کدام حالت مشخص می    

  ) بهترین و میانگین4       مه حالت) در ه3) بهترین حالت                         2) بدترین حالت            1
  ، در بدترین حالت کدام است؟Merge sort عنصر با روش  n مرتبه زمانی مرتب سازي یک آرایه با  -4

   1 (n                              2(2n                                     3 (nlgn                                 4( nlgn 2  
22اگر مساله کوچک ضرب ماتریس هاي (Strassen)در ضرب ماتریس ها به روش استراسن -5 باشد، براي ضرب   ×

  چند ضرب عددي صورت می پذیرد؟  ×88دو ماتریس 

     1 (57                          2 (343                                3 (392                                   4 (512  
عمل جمع یا تفریق داشته باشیم و این روش را  28عمل ضرب یا تقسیم و 6 اگر روشی براي ضرب ماتریس هاي  با  -6

(روش استراسن)، مرتبه ضرب ماتریسی حاصل برابر با استفاده از تقسیم و غلبه براي ضرب ماتریس هاي  به کار ببریم

  است با.............  

     1()n( 2θ                      2  ()nlgn( 2θ                    3  ()lgn( 28
6

2θ                     4 ()n(
6
2lgθ  

  برنامه جستجوي دودویی زیر کدام است؟  دستور حذف شده  -7

Procedure Binsearch(a:elementarray;x:element;  var  left,right,j : integer) 
   var  mid  : integer; 
begin 
   if (left<=rigth)  then   
     begin 
          mid:=(left+right) div 2; 

         case   compare(x,a[mid])   of 
               '>' : Binsearch(a,x,mid+1,right,j); 

 دستور حذف شده : '>'               

               '=' : j:=mid; 
        end; 
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      j:=-1; 

end; 
     1 (Binsearch(a,x,mid-1,right,j);                             2 (Binsearch(a,x,mid-1,left,j);  
     3 (Binsearch(a,x,left,mid-1,j);                               4 (Binsearch(a,x,left,mid,right);  

بـه کـار     A[1..8]=[5،10،15،20،25،30،35،40]اگر الگوریتم جستجوي دودویی را براي جستجوي عناصر آرایه     -8
  ببریم، میانگین تعداد مقایسه ها براي جستجوي موفق تقریبا کدام است؟

      1 (2,2                       2 (2,4                                  3 (2,6                            4 (2,8  
داراي مقدار یکسانی  A[p..r]به صورت زیر است. اگر تمام درایه هاي  QuickSortدر الگوریتم  partitionرویه  -9

  در است؟  باشند، مقداري که رویه فوق بر می گرداند چق

function  partition(p,r : integer): integer; 
   var   x,i,j: integer; 
begin 
    x:=A[p];  i:=p-1;  j:=r+1; 

    while  TRUE  do 
        begin 
           repeat  j:=j-1   until  A[j]<=x; 

           repeat  i:=i+1  until  A[i]>=x; 

           if  i<j  then  swap(A[i],A[j]) else  return (j); 
       end 
end; 

     1  (p                          2 (r                             3    (



 +

2
rp                           4 (



 +

2
rp  

را همان عنصر اول لیست بگیریم و بـا   (pivot)دي، عنصر لولا اگر در الگوریتم مرتب سازي سریع به ترتیب صعو -10
استفاده از آن یک بار لیست مرتب نزولی و یکبار دیگر مرتب صعودي را مرتب کنیم، گزینه صحیح براي مرتبه تعـداد  

  .عملیات اصلی(مقایسه و جا به جایی) را در این دو حالت انتخاب کنید

   nlgn(O() هر دو حالت از 1
n(O() هر دو حالت از 2 2  
n(O(و براي لیست نزولی O)n() براي لیست صعودي 3 2    
n(O(و براي لیست نزولی O)nlgn() براي لیست صعودي 4 2  

k2n، فرض کنیـد را در نظر بگیرید Aعنصري  nآرایه  -11 در  Aبـر روي آرایـه     Mergesortباشـد. الگـوریتم     =
  بدترین حالت چند مقایسه میان عناصر آرایه انجام می دهد؟

        1 (1nnlgn +−          2 (1nnlgn −+                   3 (1n2nlgn −−               4(1nnlgn −−  
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مفروضند. می خواهیم از ادغام دو به دوي آنهـا یـک فایـل     30و25و20و10و5پنج فایل مرتب شده به اندازه هاي  -12

مرتب شده واحد، شامل همه رکوردها به دست آوریم. در هر ادغام رکوردهاي فایل هاي ورودي ممکن است چند بار از 
ک فایل دیگر نوشته شوند. به هر کدام از این نوشتن و خواندن یک جابه جـایی مـی گـوییم.    یک فایل خوانده و در ی

  حداقل تعداد کل این جا به جایی ها براي ادغام همه فایل ها چقدر است؟ 

        1(195                           2 (200                               3 (185                                4 (215  
تعداد سطرهایی است که در اثر اجراي این تـابع روي صـفحه،    T(n)تابع زیر را در نظر می گیریم. فرض کنید که  -13

1nنمایش داده خواهند شد. و داریم    . کدام یک از تعاریف بازگشتی زیر صحیح است؟ T(n)=1و   ≥
Function  concow(n) 
      if  n<=1  then 

            writeln('STOP') 
             return  1; 
    else 
         for   i=1  to   n  do 

               writeln(concow(n  div  2)) 

         return  n 

      1 ()
2
i(T)n(T

n

1i
∑

=




=                                       2 (n)

2
n(nT)n(T +



=  

      3   ()
2
n(nT)n(T 



=                                       4 (n)

2
n(T)n(T +



=  

  درست است؟ Quick Sortکدام یک از گزینه هاي زیر در مورد الگوریتم  -14

  ( فرضیات: عنصر اول  محور است، آرایه از قبل مرتب است)

n(O() زمان اجراي الگوریتم2                              است. n(O() زمان اجراي الگوریتم1   است. 2
  است. nlgn(O() متوسط زمان اجراي الگوریتم 4                        است. nlgn(O(ان اجراي الگوریتم) زم3

دیسک در برج هانوي مشخص نمائید تعداد جابجائی هاي لازم براي انتقـال دیسـک هـاي     nبا فرض وجود تعداد  -15
  دل کدام رابطه بازگشتی است؟م معااjام به میله iفوق از میله 

1 (T(n)=2T(n-1)+1    2 (T(n)=3T(n-1)+1  
3 (T(n)=2T(n-2)+n-2    4 (T(n)=3T(n-2)+2  

  را براي الگوریتم بازگشتی جستجوي دودویی نشان می دهد؟  T(n)کدام رابطه بازگشتی  -16

1 (1)2n(T2)n(T +−=    2 (1)
2
n(T)n(T +=  

3 (1)2n(T
2
1)n(T +−=    4 (1)1n(T2)n(T +−=  
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عنصر را مرتب کنـیم.   nمی خواهیم یک آرایه شامل  (Merge sort)با استفاده از الگوریتم مرتب سازي ادغامی  -17
  است)   2توانی از  nو  n>1پیچیدگی زمانی این الگوریتم باشد، کدام یک از روابط زیر صحیح می باشد؟ ( w(n)اگر 

1 (
2

1n)1n(w2)n(w −
+−=                                   2 (

2
n)1n(w2)n(w +−=    

3 (1n)
2
n(w2)n(w −+=                                         4 (1n)2n(w)1n(w)n(w −+−+−=  

  ي را با چه زمانی مرتب می نماید؟عنصر nالگوریتم مرتب سازي ادغامی یک آرایه  -18

      1(  )n(O 2               2  ()2(O n              3 ()nlgn(O                 4 ()n(O 3  
  می باشد.)  akgor(1,n)مرتبه زمانی الگوریتم بازگشتی زیر چیست؟(فراخوانی به صورت  -19

procedure  algor(i,j) 
    if  i=j  then return 
     2/)ji(:k +=  

    call  algor(i,k); 
    call  algor(k+1,j) 

end  algor 
     1 ()n(lgθ               2 ()n(θ                   3 ()nlgn(θ                    4 ()n( 2θ  
اگر به جاي آنکه هر بار لیست به دو قسمت مساوي تقسـیم شـود بـه چهـار قسـمت       Mergesortدر الگوریتم  -20

مساول تقسیم گردد و در مرحله ترکیب این چهار لیست در یکدیگر ادغام شـوند، پیچیـدگی زمـانی الگـوریتم چـه      
     خواهد شد؟

     1  ()n( 4/3θ              2   ()nlgn(θ               3  ()n( 2θ                 4 ()lgn( n
4

2θ  
44اگر دو ماتریس  -21 با روش ضرب استراسن در  یکدیگر ضرب شوند، براي ضرب این دو ماتریس چنـد ضـرب    ×

  عددي صورت می گیرد؟ 

1 (28                        2 (                       49     3 (7                           4 (11  
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  رویه زیر را در نظر بگیرید: -22

Procedure   MergeSort(low,high,A) 
begin 
   if   low < high  then 
      begin 
           mid=  2/)highlow( + ; 

           mergesort(Low,mid,A); 
           mergesort(Low,mid,A); 
           mergesort(Low,mid,A); 
    end 
end 

را ادغـام مـی کنـد. تعـداد       A[mid+1..high]و   A[low..mid]در رویه فوق دو لیست مرتب شده   Mergeرویه 
  ؟صداهاي انجام گرفته به رویه فوق براي مرتب کردن لیست زیر چیست

310 , 285 , 179 , 625 , 351 , 423 , 861 , 254 , 450 , 520 

     1 (23                          2 (28                              3 (19                                4 (20  
   Quick Sortالگوریتم  -23

n(O()  همواره 1 n(O(بدترین حالت یعنی زمانی که داده ه ا مرتب باشند) فقط در 2                          است. 2   است. 2
  ) سریعترین روش مرتب کردن است.4                        است. nlgn(O() همواره3

  از نظر زمان محاسبه داراي   Merge Sortالگوریتم  -24

     1 ()nlgn(O     .2         است ()n(O             .3    است ()n(O   ) هیچکدام4است.                   2
  تایی را در حالت متوسط با چه سرعتی مرتب می کند؟ nیک رشته  QuickSortالگوریتم  -25

     1 ()nlgn(O                    2 ()n(O                        3 ()n(O 2                          4 ()n(lgO  
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  پاسخ تشریحی

nnدر روش استراسن براي ضرب دو ماتریس  )1-2 ضرب ماتریس هاي    7نیاز به   ×
2
n

2
n

  می باشد.×

  )2ـ2

(1فرمول )3-3
2

(2)( −+= nnTnT  دقیقاً زمان ،Merge Sort      را در همه حالات (بـدترین، بهتـرین  و میـانگین) مشـخص

  کند. می

)log(، در بدترین حالتMerge sort عنصر با روش n مرتبه زمانی مرتب سازي یک آرایه با ) 4-3 nnθ.است  
22ت که در متن کتاب توضیح داده شد ولی با این تفاوت که در نهایت ماتریس هـا  مشابه مسئله استراسن اس) 5-3 اسـت (نـه    ×
22). بنابراین وقتی ماتریس ها ×11 عمـل ضـرب دارد. رابطـه     8باشند از روش ضرب معمولی استفاده می کنـیم کـه نیـاز بـه     ×

  به صورت زیر می باشد:بازگشتی 

8)2(T

)
2
n(T7)n(T

=

=
 

  با توجه به این رابطه داریم:

392567)4(T7)8(T
5687)2(T7)4(T

=×==
=×==

 

  اگر عمل اصلی را تعداد ضرب یا تقسیم در نظر بگیریم، داریم: )6-4
6
2logn)n(T)

2
n(T6)n(T =⇒=  

کوچکتر باشد، جستجو  a[mid]یه یعنی از عنصر وسط آرا xدر جستجوي دودویی، در صورتی که عنصر مورد جستجو یعنی  )7-3
  است. mid-1در نیمه پایینی آرایه ادامه می یابد. اندیس بالاي آرایه نیمه پایین برابر 

  تعداد مقایسه ها براي پیدا کردن هر یک از عناصر در زیر آن نوشته شده است: )8-3
1 2 3 4 5 6 7 8 

5 10 15 20 25 30 35 40 

3 2 3 1 3 2 3 4 

  ین میانگین برابر است با:بنابرا

6.2
8
21

8
43231323

≈=
+++++++  

مقداري که تابع بر می گرداند برابر  )9-4



 +

2
rp        می باشد. به طور نمونه مقداري که براي آرایه زیر برگردانـده مـی شـود برابـر

5
2

83
=



   : (x=8,p=3,r=8)می باشد +
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1 2 3 4 5 6 

8 8 8 8 8 8 

n(O(مرتبه مرتب سازي سریع براي آرایه مرتب برابر) 10-2   است و صعودي یا نزولی بودن فرقی نمی کند. 2

باشد، آنگاه  آرایه به دو قسمت برابر 2توانی از  nدر مرتب سازي ادغامی اگر   )11-1
2
n :می باشد و داریم  

1n)
2
n(W21n)

2
n(W)

2
n(W)n(W −+=−++=  

  با حل این دستور بازگشتی داریم:
)nlgn()1n(nlgn)n(W θ∈−−=  

  کافی است با اعداد داده شده درخت هافمن بسازیم. طول مسیر وزن داده شده برابر است با: )12-1
19523022522031035 =×+×+×+×+×  

(1جواب  forبدون در نظر گرفتن حلقه ) 13-2
2
n(T)n(T +



= فتن این حلقه داریم:است. بنابراین با در نظر گر  

)1)
2
n(T(n()T +



=  

n(O(چون آرایه مرتب باشد، زمان اجراي الگوریتم) 14-2   است. 2
  در مسئله برج هانوي، مراحل زیر انجام می شود: )15-1

  مهره از میله مبدا به میله کمکی.            n-1الف) انتقال 
  به میله مقصد.      ام از میله مبداnب) انتقال مهره 

  مهره از میله کمکی به میله مقصد. n-1ج) انتقال 
  رابطه کلی به صورت زیر نوشته می شود:

T(n)=T(n-1)+1+T(n-1)=2T(n-1)+1 

 
در هر مرحله یک مقایسه انجام شده و مقایسه یا در نیمه پایین  و یا در نیمه بالا انجام می گیرد، یعنی تعداد عناصـر نصـف   ) 16-2

  وند.می ش
  عنصري مرتب سازي ادغامی شامل مراحل زیر می شود: nبراي آرایه  )17-3
 عنصر   n/2تقسیم آرایه به دو زیر آرایه ، هر یک با  -1

 حل هر زیر آرایه با مرتب سازي آن. اگر زیر آرایه به قدر کافی کوچک نبود براي آن از بازگشتی استفاده می کنیم.   -2

  مقایسه) n-1ها از طریق ادغام آنها در یک آرایه مرتب. ( با حداکثر ترکیب حل هاي زیرآرایه  -3

)1n()
2
n(T)

2
n(T)n(T −++=  

  است. nlgn(O(همواره  Mergesortمرتبه اجرایی  )18-3
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ــر اســت   )  19-2 ــا:تــابع داده شــده، دو مرتبــه خــودش را فراخــوانی مــی کنــد. بنــابراین رابطــه بازگشــتی تــابع داده شــده براب  ب

)
2
n(T2)n(T = 

  n(θ(که با توجه به مطالب فصل اول ، حل آن برابر است با : 

(cnرابطه بازگشتی چنین الگوریتمی برابر است با:) 20-2
2
n(T4)n(T   nlgn(θ(برابر است با:  آنکه جواب  =+

  در روش استراسن برابر است با: رابطه بازگشتی تعداد ضرب ها) 21-4

1)1(T

)
2
n(T7)n(T

=

=
 

  بنابراین داریم:

4977)2(T7)4(T
7)1(T7)2(T

=×==
==  

 )3ـ22

310 , 285 , 179 , 625 , 351 , 423 , 861 , 254 , 450 , 520 

  عنصري تقسیم می شود (یکبار فراخوانی) 5عنصري به دو آرایه  10ابتدا آرایه  
 310 , 285 , 179 , 625 , 351 , 423 , 861 , 254 , 450 , 520 

  عنصري تقسیم می شود: (دو بار فراخوانی) 3و 2عنصري به دو آرایه  5هر یک از آرایه هاي 
310 , 285 , 179 , 625 , 351 , 423 , 861 , 254 , 450 , 520 

  م می شوند. (چهار بار فراخوانی)عنصري تقسی 2و1عنصري به دو آرایه  3عنصري و آرایه هاي 1عنصري به دو آرایه  2آرایه هاي 
310 , 285 , 179,  625 , 351 , 423 , 861 , 254  , 450،520 

  عنصري تقسیم می شوند. (دو بار فراخوانی)1عنصري به دو آرایه  2آرایه هاي 
310 , 285 , 179 , 625 , 351 , 423 , 861 , 254 , 450 , 520 

مرتبه رویه صـدا زده   19=10+9یک بار رویه فراخوانی می شود. بنابراین در نهایت  آرایه تک عنصري، نیز 10سپس براي هر یک از 
  می شود.

n(O(الگوریتم مرتب سازي سریع، فقط در بدترین حالت یعنی زمانی که داده ها مرتب باشند) 23-2   است. 2
  رابطه بازگشتی مرتب سازي ادغام برابر است با:) 24-1

)1n()
2
n(T)

2
n(T)n(T −++=  

  .nlgn(O( که حل این رابطه برابر است با:
  مرتب می کند. nlgn(O(تایی را در حالت متوسط با سرعت  nیک رشته  QuickSortالگوریتم  )25-1
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  برنامه نویسی پویا  : سومفصل 
هاي کوچکتر و سپس حل این نمونه هاي کوچک تر حـل مـی کنـد    روش تقسیم و حل نمونه اي از مسئله را با تقسیم آن به نمونه 

که یک روش بالا به پایین است و در مسائلی نظیر مرتب سازي ادغامی جواب می دهد که در آن ها نمونه هاي کوچـک تـر بـا هـم     
کوچک تر با هم ارتبـاط  ام دنباله فیبوناچی جواب نمی دهد، چون نمونه هاي  nارتباطی ندارند ولی در مسائلی چون محاسبه جمله 

دارند. براي مثال، براي محاسبه جمله پنجم فیبوناچی بایستی جمله هاي سوم و چهـارم فیبونـاچی را محاسـبه مـی کـردیم. چـون       
  الگوریتم تقسیم و حل این دو جمله را مستقل از هم تقسیم می کند، جمله دوم فیبوناچی را بیش از یک بار محاسبه می کند. 

از این لحاظ که نمونه را به نمونه هاي کوچکتر تقسـیم مـی کنـد مشـابه روش      (dynamic programming)پویا برنامه نویسی 
تقسیم و حل است. ولی در این روش ابتدا نمونه هاي کوچکتر را حل کرده و نتایج را ذخیره می کنیم و بعداً هرگـاه بـه یکـی از آن    

اي (جدولی) استفاده مـی شـود    آن را بازیابی کنیم. در برنامه نویسی پویا از آرایه ها نیاز پیدا شد به جاي محاسبه دوباره کافی است
  که در آن یک حل بنا می شود. برنامه نویسی پویا یک روش پایین به بالا است.  

  مراحل بسط یک الگوریتم برنامه نویسی پویا به شرح زیر است:

  ارائه یک ویژگی بازگشتی براي حل نمونه اي مسئله -1
  حل نمونه اي از مسئله به شیوه پایین به بالا با حل نمونه هاي کوچکتر -2

  هر مسئله بهینه سازي را نمی توان با استفاده از برنامه نویسی پویا حل کرد. اصل بهینگی باید در مسئله صدق کند.  
اي مسئله، همواره حاوي حل بهینه تعریف: گفته می شود اصل بهینگی در یک مسئله صدق می کند اگر یک حل بهینه براي نمونه 

  براي همه زیرنمونه ها باشد.
ام فیبوناچی را بـا   nام فیبوناچی مثالی از برنامه نویسی پویا است. این الگوریتم جمله  nمثال: الگوریتم کارآمد براي محاسبه جمله 

n+1  جمله در آرایهf  که از صفر تاn  .اندیس گذاري شده است، تعیین می کند  

  : اصل بهینگی در همه مسائل بهینه سازي صدق نمی کند.تذکر
برنامه نویسی پویا از این لحاظ که به یک ویژگی بازگشتی براي تقسیم نمونه اي به نمونه هاي کوچک تر نیاز دارد، به روش تقسـیم  

تـر،   تیب و با شروع از نمونه کوچـک و حل شباهت دارد. اما در برنامه نویسی پویا از ویژگی بازگشتی براي حل تکراري نمونه ها به تر
  استفاده می شود. به این ترتیب هر نمونه کوچک تر فقط یک بار حل می شود.  

  ضریب دو جمله اي
)n)baام از بسط  k+1براي محاسبه ضریب جمله    ، از رابطه زیر استفاده می کنیم:+

nk0
)!kn(!k

!n
k
n

≤≤
−

=







 

)ba(3وم بسط به طور نمونه ضریب جمله س   برابر است با: +

)!23(!2
!3

2
3

−×
=








3=  

32233(یادآوري:  bab3ba3a)ba( +++=+(  
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)yx(8مثال: ضریب جمله ششم از بسط    را بدست آورید. +

56
!3

678
!3!5

!5678
)!58(!5

!8
5
8

=
××

=
×

×××
=

−×
=








 

بـزرگ   !nی توان ضریب دو جمله اي را مستقیماً از این تعریـف محاسـبه کنـیم زیـرا     که بزرگ هستند، نم kو  nبراي مقادیري از 
  است. در مبحث آنالیز درس آمار و احتمال رابطه زیر را  مشاهده کرده ایم:









==

<<






 −
+








−
−

=








nkor0k1

nk0
k

1n
1k
1n

k
n

                    

  ف کرد. پس به الگوریتم تقسیم و حل می رسیم.را برطر !kیا  !nبا استفاده از این ویژگی بازگشتی می توان نیاز به محاسبه 
  الگوریتم : محاسبه ضریب دو جمله اي با استفاده از تقسیم و حل

ضریب دو جمله اي   هدف محاسبه







k
n  می باشد کهn وk   اعداد صحیح و مثبت می باشند وnk   است. ≥

int   bin(int n , int  k){ 
    if (k==0  ||  n==k)    

           return  1; 

   else    
          return  bin(n-1,k-1) + bin(n-1,k) 

} 

براي تعیین binتعداد جملاتی که الگوریتم 







k
n  1محاسبه می کند برابر

k
n

2 −






 .می باشد  

مثال: براي محاسبه 







3
  چند جمله محاسبه می شود.   4

4از آنجا که 
3
4

=






 :است، بنابراین طبق نکته قبل، تعداد محاسباتی که براي تعیین آن لازم است برابر است با  

7142 =−×   
  روش دوم: درخت بازگشتی را رسم کرده و تعداد گره هاي آن را می شماریم:
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 گره است. 7از شکل بالا مشخص است، این درخت داراي همانطور که 

در هربار فراخوانی بازگشتی، نمونه ها چندین بار حل می شـوند. بـراي مثـال،     ، چونبازگشتی این الگوریتم کارایی بسیار کمی دارد
bin(n-1,k-1)  وbin(n-1,k)  هر دو نیاز به نتیجهbin(n-2,k-1) ی بازگشتی به طـور جداگانـه   دارند و این نمونه در هر فراخوان

  محاسبه می شود.  
  روش تقسیم و حل مادامی که نمونه اي به دو نمونه کوچکتر تقسیم شود که تقریباً به بزرگی نمونه اولیه هستند، کارایی ندارد. 

  مراحل تولید یک الگوریتم برنامه نویسی پویا براي این مسئله 

  بنویسیم، خواهیم داشت: Bبر حسب ژگی بازگشتی ایجاد می کنیم. اگر  یک وی -1





==
<<−+−−

=
ij0یاj1

ij0]j][1i[B]1j][1i[B
]j][i[B  

به ترتیب و بـا شـروع از سـطر اول حـل مـی کنـیم. آخـرین         Bنمونه اي از مسئله را به شیوه پایین به بالا با محاسبه سطرهاي  -2

همان  B[n][k]مقداري که محاسبه می شود 







k
n    .است  

مثال: مقدار 







=

2
4

]2][4[B .را محاسبه کنید  

قرار مـی دهـیم. همچنـین در خانـه      1را در نظر می گیریم. ستون اول (شماره صفر) این ماتریس را  B[0..4][0..2]حل: ماتریس 
  قرار می دهیم. در حال حاضر ماتریس به شکل زیر است: 1هایی که شماره سطر و ستون آنها برابر است را نیز 

 0 1 2 

0 1   

1 1 1  

2 1  1 

3 1   

4 1   

  سپس خانه هاي بعدي ماتریس را به کمک رابطه زیر ، سطر به سطر پر می کنیم:
B[i][j]=B[i-1][j-1]+B[i-1][j]     i>j>0 

B[2][1]=B[1][0]+B[1][1]=1+1=2       

B[3][1]=B[2][0]+B[2][1]=1+2=3 

B[3][2]=B[2][1]+B[2][2]=2+1=3 

B[4][1]=B[3][0]+B[3][1]=1+3=4 

B[4][2]=B[3][1]+B[3][2]=3+3=6 

برسیم که جواب نهایی است. جدول نهـایی بـه    B[4][2]خانه هاي دیگر این ماتریس را سطر به سطر محاسبه می کنیم تا به خانه 
  صورت زیر است:
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 0 1 2 
0 1   
1 1 1  
2 1 2 1 
3 1 3 3 
4 1 4 6 

  رار قبلاً محاسبه و ذخیره شده اند.   در هر تکرار، مقادیر مورد نیاز براي آن تک
  الگوریتم: محاسبه ضریب دو جمله اي با استفاده از برنامه نویسی پویا

int  bin(int  n , int  k){ 
      index  i,j; 
      int      B[0..n][0..k]; 

      for (i=0 ; i<= n ; i++) 

           for (j=0 ; j<= minimum(i,k) ;  j++) 

                   if (j==0 || j==i)   

                            B[i][j]=1; 

                   else   B[i][j]=B[i-1][j-1]+B[i-1][j]; 

      return  B[n][k]; 
} 

  به صورت زیر است: bin(5،3)، براي محاسبه  jمثال: تعداد گذرهاي انجام شده از حلقه 

i 0 1 2 3 4 5 

اد گذرتعد  1 2 3 4 4 4 

 
  در جدول زیر آورده شده است: jبنابراین در حالت کلی، تعداد گذرهاي انجام شده از حلقه 

n ...  k+1 k ...  3  2 1 0 i 

k+1 ...  k+1 k+1 ...  4 3  2 1 تعداد گذرها  
  

  با توجه به این جدول، پس تعداد کل گذرها عبارت است از:

44444 844444 76 1knبار

)1k(...)1k()1k(k...4321
+−

++++++++++++  

= )nk(
2

)1k)(2kn2()1k)(1kn(
2

)1k(k
θ∈

++−
=++−+

+  

  را بدست آورید. bin(6،2)، براي محاسبه  jمثال: تعداد گذرهاي انجام شده از حلقه 

18 :می دهیمرا قرار  6، مقدار  nو به جاي  2، مقدار  kبه جاي بالا حل: در رابطه 
2

312
2

)12()2262(
=

×
=

+×+−× 
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  می باشد. 18یر تعداد گذرها برابر مجموع مقاد .روش دوم: می توان به کمک جدول زیر نیز به جواب رسید

i 0 1 2 3 4 5 6 

 3 3 3 3 3 2 1 تعداد گذر

  الگوریتم فلوید براي یافتن کوتاه ترین مسیر

در این مسئله هدف یافتن کوتاه ترین مسیر از رأسی به رئوس دیگر است. کوتاه ترین مسیر باید مسیري سـاده باشـد. یـک کـاربرد     
یین کوتاه ترین مسیر میان دو شهر است. مسئله کوتاه ترین مسیر یک مسئله بهینه سازي است. بـراي  متداول کوتاه ترین مسیر، تع

هر نمونه از یک مسئله بهینه سازي ممکن است بیش از یک حل وجود داشته باشد. حل نمونه حلی اسـت کـه داراي مقـدار بهینـه     
. در مورد مسئله کوتاه ترین مسیر، مقدار بهینه حداقل طول اسـت.  است. بسته به نوع مسئله، مقدار بهینه یا حداقل است یا حداکثر

چون ممکن است بیش از یک کوتاه ترین مسیر از رأسی به رأس دیگر وجود داشته باشد، مسئله ما یافتن هر یک از این کوتاه ترین 
  مسیرهاست.  

أس به هر یک از رئوس دیگر اسـت. امـا زمـان ایـن     یک الگوریتم براي این مسئله، تعیین طول همه مسیرها، براي هر رأس، از آن ر
الگوریتم بدتر از زمان نمایی است. چون اگر از هر رأس به رئوس دیگر یک یال وجود داشته باشد، در این صورت، زیـر مجموعـه اي   

و از همـه   از همه مسیرها، عبارت از مجموعه اي خواهد بود که از رأس نخست شروع می شوند و به رأسـی دیگـر خـتم مـی شـوند     
2nرئوس دیگر عبور می کنند چون رأس دوم در چنین مسیري می تواند هر یک از  رأس باشد، رأس سوم در چنـین مسـیري    −

3nمی تواند هر یک از  ل رأس باشد،...، و رأس دومی به آخري روي چنین مسیري فقط مـی توانـد یـک رأس باشـد، تعـداد ک ـ      −
  مسیرها از یک رأس که از همه رئوس دیگر بگذرد، عبارت است از: 

 )!2n(1)...3n)(2n( −=−−   
که بدتر از حالت نمایی است. در بسیاري از مسائل بهینه سازي با همین وضعیت مواجه هستیم. یعنی، الگوریتمی کـه همـه حالـت    

  هاي ممکن را در نظر بگیرد زمان آن نمایی یا بدتر است.
تفاده از برنامه نویسی پویا، یک الگوریتم زمانی درجه سوم براي مسئله کوتاه ترین مسیر ایجاد مـی کنـیم. نخسـت الگـوریتمی     با اس

طرح می کنیم که فقط طول کوتاه ترین مسیرها را تعیین کند. سپس آن را طوري اصلاح می کنیم کـه کوتـاه تـرین مسـیر را نیـز      
  ایجاد کند.  

)n(یتم فلوید در بدترین حالت برابر است با پیچیدگی زمانی الگور  3θ  
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  مثال: ماتریس همجواري گراف زیر را مشخص کنید.

  
ام اسـت. اگـر یـال     jام و رأس  iوزن یـال میـان رأس    W[i][j]حل:  قطر اصلی ماتریس همجواري صفر است. در ایـن مـاتریس،   

  ) قرار می دهیم.  ∞به آن بی نهایت(مستقیمی بین دو گره نباشد، در خانه مربوط 























∞∞∞
∞∞

∞∞∞
∞

∞

03
302

40
2309

5110

5
4
3
2
1

54321

 

  مثال: با توجه به ماتریس همجواري مثال قبل، کوتاهترین مسیر را  بدست آورید.

اي این ماتریس را در نظر می گیریم. ابتدا تمام خانه ه D[1..5][1..5]حل: گراف داده شده داراي پنج گره است. بنابراین ماتریس 
)5()4()3()2()1(می گوییم. سپس به کمک رابطه زیر، D)0(در نظر می گیریم و به آن Wرا مانند ماتریس  D,D,D,D,D   هـا را

  جواب است. D)5(محاسبه می کنیم. 
])j][k[D]k][i[D,]j][i[Dmin(]j][i[D )1k()1k()1k()k( −−− +=  

  مراحل زیر طی می شود: 5و  2بین گره  به طور نمونه براي پیدا کردن کوتاهترین مسیر
14)59,min(])5][1[D]1][2[D],5][2[Dmin(]5][2[D )0()0()0()1( =+∞=+=  

14)140,14min(])5][2[D]2][2[D],5][2[Dmin(]5][2[D )1()1()1()2( =+=+=  

14)3,14min(])5][3[D]3][2[D],5][2[Dmin(]5][2[D )2()2()2()3( =∞+=+=  

5)32,14min(])5][4[D]4][2[D],5][2[Dmin(]5][2[D )3()3()3()4( =+=+=  

5)05,5min(])5][5[D]5][2[D],5][2[Dmin(]5][2[D )4()4()4()5( =+=+=  

  برویم. v5به  v4ز رفته و سپس ا v4به  v2است. براي این کار کافی است از  5برابر  v5به  v2بنابراین طول کوتاه ترین مسیر از 

  روابط زیر برقرار است:
]k][i[D]k][i[D )1k()k( −=               ,         ]j][k[D]j][k[D )1k()k( −=  

D]2][5[با توجه به این نکته، لازم به محاسبه  D]2][5[و یا  )2(   نبود، چون: )5(
]5][2[D]5][2[D )1()2( =  

]5][2[D]5][2[D )4()5( =  
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  به صورت زیر می باشد:D)5(در نهایت ماتریس 



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
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


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


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




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30276
7401110
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41310

5
4
3
2
1

54321

 

  الگوریتم فلوید  
هدف محاسبه کوتاه ترین مسیر از هر رأس در یک گراف موزون به رئوس دیگر است. (وزن ها اعداد غیرمنفی هسـتند). ورودي هـا،   

، D[1..n][1.n]است.  خروجی ایـن الگـوریتم، یـک آرایـه دو بعـدي       (n)ر گرافماتریس همجواري گراف و تعداد رئوس موجود د
 Dتذکر: محاسبات را فقط به کمـک یـک آرایـه بـه نـام      (ام است. jام و راس  iوزن کوتاه ترین مسیر میان راس  D[i][j]است که 

  )انجام می دهیم.
void   floyd (int  n , const  number  W[ ] [ ] , number  D[ ] [ ] ) 
{ 
   index  i,j,k; 
   D=W; 
   for (k=1;k<=n;k++) 

       for (i=1;i<=n ; i++) 

           for (j=1;j<=n;j++) 

                 D[i][j] = minimum(D[i][j],D[i][k]+D[k][J]); 
} 

  تحلیل پیچیدگی زمانی در بدترین حالت براي الگوریتم فلوید 

بـار گـذر داریـم، پـس خـواهیم       nمی باشد، و سه حلقه تو در تو داریم و از هر حلقـه   forدر حلقه  عمل اصلی، دستورهاي موجود
  داشت:

)n(nnnn)n(T 33 θ∈=××=  

  ، که کوتاه ترین مسیرها نیز ایجاد می شود.  تذکر: در پیوست این کتاب، الگوریتم فلوید (الگوریتم دوم) آورده شده است

  هااي ماتریسضرب زنجیره
ماتریس با استفاده از سري کاتالان محاسبه می شود. سري کاتـالان بـه صـورت     n حالات ممکن براي پرانتز گذاري در ضرب تعداد

  زیر می باشد:

1)1(T

)in(T)i(T)n(T
1n

1i

=

−= ∑
−

=  
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که حل این سري برابر است با:  







−

−
1n

2n2
n
1  

  درا است؟ماتریس چق 4مثال: تعداد حالات ممکن براي پرانتز گذاري در ضرب 

  خواهد بود. این پنج حالت در زیر آورده شده است: 5قرار دهیم جواب  4، عدد  nحل: اگر در فرمول به جاي 
(AB)(CD)        ((A(BC))D)           (A((BC)D))             (((AB)C)D)       (A(B(CD))) 

 

jiبراي ضرب یک ماتریس با ابعاد  kjاتریس با ابعاد در یک م × kjiبه  ×   عمل ضرب نیاز است. ××

  مثال:  بهترین حالت ضرب ماتریس هاي زیر را مشخص کنید.

8121230302220 ××××
××× DCBA

 

  ابعاد هر ماتریس در زیر آن مشخص شده است.
680,38220830281230))(( =××+××+××CDBA  

880,8830208123030220))(( =××+××+××CDAB  

232,18220812212302))(( =××+××+××DBCA  

320,108122012302030220))(( =××+××+××DCAB  

120,3812201222012302))(( =××+××+××DBCA  

  ترتیب سوم براي ضرب این چهار ماتریس، ترتیب بهینه است، چون به کمترین تعداد ضرب نیاز است.
 

ضـرب  ماتریس، در برگیرندة ترتیب بهینـه بـراي    nکند. یعنی ترتیب بهینه براي ضرب اصل بهینگی در این مسئله صدق می 
مـاتریس اســت. بــراي مثـال، اگــر ترتیـب بهینــه بــراي ضـرب شــش مـاتریس چنــین باشــد:       nاي از ایــن هـر زیــر مجموعـه  

))))(((( 654321 AAAAAA  :432در این صورت )( AAA  2هـاي باید ترتیب بهینه براي ضرب مـاتریسA 4تـاA    باشـد. ایـن
  نویسی پویا براي به دست آوردن حل استفاده کنیم.دان معناست که می توان از برنامهب

njiماتریس ( nویژگی بازگشتی براي ضرب  ≤≤≤1: (  

 )]][1[]][[(min]][[ 11 jkijki
dddjkMkiMimumjiM −−≤≤

+++=      ji <  

o=]][[ jiM        i=j 

]][[نویسـی پویـا بـراي محاسـبه مقـادیر      اس این ویژگی، نمایی است. با استفاده از برنامهزمان الگوریتم تقسیم و حل، بر اس jiM 
  اي مشابه مثلث خیام استفاده خواهیم کرد.  کنیم و از شبکهالگوریتمی با کارایی بیشتر طراحی می

همۀ عناصر قطري را که درست در بـالاي آن قـرار   کنیم، سپس نخست، همۀ عناصر قطر اصلی را صفر می : نحوه انجام محاسبات

دهـیم تـا   . به این شیوه ادامه مـی ...کنیم و را محاسبه می 2کنیم، سپس همۀ عناصر قطر نامیم، محاسبه میمی 1دارد و آن را قطر 
  که جواب نهایی است، محاسبه شود. n][1[M[تنها عنصر موجود در 
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  را مشخص کنید.   Rو  Aبطه بالا، عناصر ماتریس مثال: با توجه به را

8121230302220 ××××
××× DCBA  

  با قطر صفر به صورت زیر  ایجاد می کنیم: M[1..4][1..4]حل:  ابتدا ماتریس 

 1 2 3 4 
1 0    
2  0   
3   0  
4    0 

  
  را به صورت زیر محاسبه می کنیم. 3و2و1سپس عناصر قطر 

  محاسبه عناصر قطر اول:

1203022000ddd]2][2[M]1][1[M]2][1[M 210 =××++=++=  

7201230200ddd]3][3[M]2][2[M]2][2[M 321 =××++=++=  

28808123000ddd]4][4[M]3][3[M]4][3[M 432 =××++=++=  

  محاسبه عناصر قطر دوم:





=××++=++⇒=
=××++=++⇒=

=
73201230200120ddd]3][3[M]2][1[M2k

1200122207200ddd]3][2[M]1][1[M1k
]3][1[M

320

310  

  )7320و  1200است. (عدد کوچکتر بین  1200برابر  M[1][3]بنابراین 





=××++=++⇒=
=××++=++⇒=

=
91281220720ddd]4][4[M]3][2[M3k

3360830228800ddd]4][3[M]2][2[M2k
]4][2[M

431

421  

  است. 912برابر  M[2][4]بنابراین 
  محاسبه عنصر قطر سوم:









=××++=++⇒=

=××++=++⇒=

=××++=++⇒=

=

31208122001200ddd]4][4[M]3][1[M3k
7800830202880120ddd]4][3[M]2][1[M2k

123282209120ddd]4][2[M]1][1[M1k
]4][1[M

430

420

410

 

  است. 1232برابر  M[1][4]بنابراین 
  به صورت زیر می باشد: Mماتریس 

 1 2 3 4 

1 0 120 1200 1232 

2  0 720 912 

3   0 2880 

4    0 
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  است.    1232بنابراین حداقل تعداد ضرب ها برابر
اي  kاستفاده می کنیم و  در هر خانه هاي آن مقـدار   P[1..n-1][1..n]براي مشخص شدن نحوه ضرب ها از یک ماتریس به نام 

  را که به ازاي آن مقدار حداقل مشخص شد را قرار می دهیم. این ماتریس به صورت زیر می باشد:

 1 2 3 4 

1  1 1 1 

2   2 3 

3    3 

برابر  P[2][4]حاصل شد. و یا  M[1][4]مقدار حداقل در محاسبه  k=1است، چون به ازاي  1برابر  P[1][4]به طور نمونه خانه 
  حاصل شد. M[2][4]مقدار حداقل براي محاسبه  k=3است، چون به ازاي  3

  )Dوماتریس چهارم= C،ماتریس سوم=B،ماتریس دوم=A:(ماتریس اول=Pتعیین نحوه ضرب به کمک ماتریس 
]][[مقدار jiP هاي اي است که در آن ماتریسمشخص کننده نقطهi ا تj شوند. می به ترتیبی بهینه براي ضرب شدن، از هم جدا  

. حال چون نحـوه ضـرب    (BCD)(A)است، بنابراین پرانتز اول بعد از ماتریس اول قرار داده می شود  1برابر  P[1][4]چون خانه 
بایـد پرانتـز    Cعنـی  است، یعنی بعد از مـاتریس سـوم ی   3نگاه کرده و چون برابر  P[2][4]مشخص نیست، به  BCDسه ماتریس 

    :گذاشت
 (A((BC)D) 

  مثال:  فرض کنید شش ماتریس زیر را داریم:

65544332211

654321

877664433225
dddddddddddd

AAAAAA

o

××××××
×××××

 

  :1محاسبه قطر 

21211
]2][2[]1][1[)]2][1[]][1[(min]2][1[ dddMMdddkMkMimumM kk oo ++=+++=

≤≤
 

30325 =××++= oo  
  شوند. به همین شیوه محاسبه می M[5][6]و  M[2][3]  ،M[3][4]   ،M[4][5]مقادیر 

  :2محاسبه قطر 

)]3][1[]][1[(min]3][1[ 321
dddkMkMimumM kk o+++=

≤≤
 

)]3][3[]2][1[,]3][2[]1][1[(min 3231 dddMMdddMMimum oo ++++=  

64)43530,42524(min =××++××++ ooimum  

  نیز به همان شیوه محاسبه می شوند. M]4][6[و  M]3][5[، M]2][4[مقادیر 
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  :3محاسبه قطر 

)]4][1[]][1[(min]4][1[ 431
dddkMkMimumM kk o+++=

≤≤
 

,]4][3[]2][1[,]4][2[]1][1[(min 4241 dddMMdddMMimum oo ++++= )]4][4[]3][1[ 43dddMM o++  

132)64564,6357230,62572(min =××++××++××++= ooimum  

  مقادیر دیگر این قطر به همان شیوه محاشبه می شوند.
-حل نمونۀ مورد نظر ما است. یعنی حداقل تعداد ضـرب  M[1][6]نیز به همین شیوه محاسبه می شوند. عنصر  5و   4عناصر قطر 

]1][6[348هاي ساده و مقدار آن عبارت است از:   =M  . آرایهM :در زیر نشان داده شده است  
 1 2 3 4 5 6 

1 0 30 64 132 226 348 

2  0 24 72 156 268 

3   0 72 198 366 

4    0 168 392 

5     0 336 

6      0 

 
  نحوه به دست آوردن پرانتز گذاري:

  ، براي این مثال در شکل زیر نشان داده شده است:Pآرایه 

 1 2 3 4 5 6 
1  1 1 1 1 1 
2   2 3 4 5 
3    3 4 5 
4     4 5 
5      5 

)(است، داریم :   1برابر   P[1][6]چون  654321 AAAAAA  .  
))((است، داریم:  5برابر   P[2][6]چون  654321 AAAAAA  .  
A)A)AAA(((A(است، داریم:  4برابر   P[2][5]چون  654321  
A)A)A)AA((((A(داریم:  است، 3برابر   P[2][4]چون  654321  

))))((((ماتریس که منجر به کمترین تعداد ضرب می شود برابر است با: 6بنابراین ترتیب بهینه ضرب  654321 AAAAAA 

  هاالگوریتم حداقل ضرب

را  دهـد ت مـی ماتریس و ترتیبـی کـه حـداقل تعـداد را بـه دس ـ      nهاي اصلی مورد نیاز براي ضرب حداقل تعداد ضرب می خواهیم
ایـن  مـاتریس هـا در آن ذخیـره شـده انـد.       است که ابعـاد  d[0..n] ) و آرایهnها(ها الگوریتم، تعداد ماتریسورودي مشخص کنیم.

عدي  الگوریتم، یک آرایه دو بP[1..n-1،1..n]  .که ترتیب بهینه را از آن می توان به دست آورد، را به عنوان خروجی بر می گرداند  
int   minmult (int  n, const int  d[ ] , index P[ ][ ] ){ 
         index   i, j, k,a,t; int  M [1..n][1..n]; 
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         for (a=1; a<= n; a++)    

               M[a][a]=0; 

         for (t =1 ;  t <= n–1 ;  t++) 

                for (i=1 ;  i<= n–t  ;  i++){ 

                       j= i+t; 
                       M[i][j] = 

1−≤≤ jki
imummin  (M[i][k] + M[ t+ 1][j] + d [i-1] * d[k] * d[j]); 

                       P[i][j] = a value of k that gave the minimum; 
                 } 
       return   M[1][n];   } 

  هاتحلیل پیچیدگی زمانی حالت معمول براي الگوریتم حداقل ضرب

، تعـداد  iو  tشود، می باشد. سه حلقۀ تودرتو داریم. به ازاي مقادیر معلـوم  اي را که براي آزمون حداقل انجام میعمل اصل، مقایسه
بـه ازاي   .  i + t – 1 – i + 1 = t است با:  است، این رابطه برابر j=i+tچون  و   j – l – i +1 عبارت است از: kگذرها از حلقۀ 

کند، تعداد کل دفعاتی کـه عمـل   تغییر می n−1از یک تا  tاست. چون   n-tبراي  i for، تعداد گذرها از حلقۀ tمقدار معلومی از 

∑شود، برابر اصلی انجام می
−

=

−
1n

1t
)tn(t  با:  بوده که این عبارت برابر است)(

6
)1)(1( 3nnnn

θ∈
+−  

  روش دوم:  

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

+−
=−==+−−+=+−−=

1n

1t

1n

1t

tn

1i

1n

1t

tn

1i

1n

1t

tn

1i

1n

1t

tn

1i

1j

ik 6
)1n)(1n(n)tn(tt)1i1ti()1i1j(1  

یاد آوري از کتاب ساختمان داده هاي مهندس شیرافکن: 
6

)1n)(1n(n)in(i
1n

1i

+−
=−∑

−

=

   

 4مقـدار مـی گیـرد)، در ضـرب      kاجرا می شود(یعنی تعداد دفعاتی که  Minimumمثال: تعداد دفعاتی که دستور 

  ماتریس چقدر است؟

  توجه به فرمول داریم: حل: با

10
6

)14)(14(4
=

+−  

  روش دوم : می توان تعداد تکرار دستور داخل سه حلقه را مشخص کرد:
t i j k 

1 
1 2 1 
2 3 2 
3 4 3 

2 
1 3 1،2 
2 4 2،3 

3 1 4 1،2،3 
  می باشد. 10مقدار می گیرد برابر  kهمان طور که در جدول بالا مشاهده می کنید، تعداد دفعاتی که 
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  الگوریتم چاپ ترتیب بهینه

که توسط الگوریتم قبـل پیـدا شـد، اسـتفاده      Pماتریس را چاپ کنیم. این الگوریتم از آرایه  nمی خواهیم ترتیب بهینه براي ضرب 
]][[می کند.  jiP هاي اي است که در آن ماتریسنقطهi  تاj شوند.ها جدا میبه ترتیبی بهینه براي ضرب آن ماتریس  

void   order (index   i , index   j) { 
        if (i == j)  cout < < "A" < < i; 
       else { 
                 k = P[i][j]; 
                 cout < < "("; 
                 order(i, k); 
                 order(k+1, j); 

                 cout <  ")"; 
             } 
} 

)()(داریم:  orderبراي الگوریتم   nnT θ∈  
  

  ماتریس چند مثال قبل، به صورت زیر می باشد: 6براي ضرب  orderخروجی الگوریتم 
 ))))(((( 654321 AAAAAA . 

هـاي ممکـن و پیـدا    گرفتن همۀ ترتیب : یک الگوریتم غیر هوشمند براي ضرب زنجیره اي ماتریس ها عبارت است از در نظرقضیه

  هاي انجام شده است. این الگوریتم حداقل به صورت نمایی است.  کردن حداقل ضرب
12ماتریس  nهاي متفاوت براي ضرب تعداد ترتیب T(n)اثبات: فرض کنید  ,..., AA  وnA    در یکدیگر باشد. یک زیـر مجموعـه از

هاي متفاوت در ایـن  شود. تعداد ترتیبآخرین ماتریسی است که ضرب می 1Aها شود که در آنهایی میها شامل ترتیبرتیباین ت
را در هم ضرب نمـود. یـک    nAتا  2Aهاي متفاوتی است که با آن می توان شود، زیرا این تعداد ترتیبمی  T(n-1)زیر مجموعه، 

شـود. بـدیهی اسـت تعـداد     آخرین ماتریسی است که ضـرب مـی   nAهایی است که در آن زیر مجموعه دیگر، عبارت از همۀ ترتیب
  است. بنابراین داریم:    T(n-1)هاي متفاوت در این زیر مجموعه نیز ترتیب

T(n) ≥  2T(n-1) 

  است.  با حل این دستور بازگشتی داریم:   T(2)=1چون فقط یک راه براي ضرب دو ماتریس وجود دارد، 
2n2)n(T −≥  

  وجوي دودویی بهینههاي جستدرخت

شـود، بـه   ، یک درخت دودویی از عناصر (کلید) است که از یـک مجموعـه مرتـب حاصـل مـی     (BST)وجوي دودوییدرخت جست
  :قسمی که

  هر گره حاوي یک کلید است. -1   
  تر از کلید آن گره هستند.کلیدهاي موجود در زیر درخت چپ یک گره مفروض، کوچک -2   
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  تر از کلید آن گره هستند.کلیدهاي موجود در زیر درخت راست یک گره مفروض، بزرگ -3   

ي تعیین مکان کلیدها به حداقل برسد. درختی کـه  است به قسمی که زمان میانگین برا BSTدهی کلیدها در یک هدف ما سازمان
nkeykeykeykeyکنیم شود درخت بهینه نام دارد. فرض میدهی میبه این شیوه سازمان ,...,,,  ip، کلیدهاي مرتب شده، و 321

در یـک  ikeyهـاي مـورد نیـاز بـراي یـافتن      تعداد مقایسـه  icوجو باشد. اگربا کلید مورد جست ikeyاحتمال مساوي بودن کلید 

∑وجوي میانگین براي آن درخت، به صورت درخت مفروض باشد، زمان جست
=

n

i
ii pc

1

  خواهیم آن را به حداقل برسانیم.است و می 

321مثال: فرض کنید  key,key,key  1دهاي مرتب شده باشند. احتمال مساوي بودن کلیدکلیkey   با کلید مورد جستجو برابـر
با کلید مورد جسـتجو   3key، احتمال مساوي بودن کلید 0,2با کلید مورد جستجو برابر  2keyو احتمال مساوي بودن کلید  0,7

7.01(شد. زمان هاي جستجوي میانگین را مشخص کنید. می با 0,1برابر  =P, 2.02 =P , 1.03 =P( 

  درخت متفاوت به صورت زیر ساخت.   5کلید داده شده می توان  3حل: با 

  
1.  3(0,7) + 2(0,2) + 1(0,1) = 2,6                  

2.  2(0,7) + 3(0,2) + 1(0,1) = 2,1 

3.  2(0,7) + 1(0,2) + 2(0,1) = 1,8              

4.  1(0,7) + 3(0,2) + 2(0,1) = 1,5 

5.  1(0,7) + 2(0,2) + 3(0,1) = 1,4 

  مشخص است که حالت آخر بهترین است.چون کمترین زمان جستجو را دارد. 

هـایی، حـداقل   ها یافت، زیرا تعـداد چنـین درخـت    BSTبهینه را نمی توان با در نظر گرفتن همۀ  BSTبه طور کلی، یک  
  دارد.   nرابطه نمایی با 

  

  اي از یک درخت بهینه، براي کلیدهاي موجود در آن زیر درخت بهینه است. بنابراین، اصل بهینگی برقرار است.هر زیر درخت بهینه

  

http://www.SANJESH.IR


 طراحی الگوریتم
 

WWW.SANJESH.IR     
 

«74» 

بـا   BSTها، عددي نمـایی خواهـد بـود. در یـک     بیم، تعداد درخترا بیا n−1وجو با عمق هاي جستاگر فقط همۀ درخت 
خـود باشـد.    (parent)سطح غیر از ریشه می تواند در طرف راست یا چپ والد  n−1، تنها گره در هر یک از n−1عمق 

12برابـر   n−1وجوي مختلف با عمـق  هاي جستیعنی در هر یک از آن سطوح دو امکان وجود دارد یعنی تعداد درخت −n 
  است.

  

  بهینه از رابطه زیر استفاده می کنیم: BSTدر الگوریتم تعیین یک 

∑
=≤≤

+++−=
j

im
mjki

pjkAkiAimumjiA ])][1[]1][[(min]][[          ji <        

ipiiA =]][[      ,  0]1i][i[A =−   ,   0]i][1j[A =+  

  دهیم.  با محاسبۀ ترتیبی مقادیر روي هر قطر کار را ادامه می
  را مشخص کنید.  وجومثال: با توجه به رابطه گفته شده، حداقل زمان میانگین جست

احتمال ها را در قطر یک قـرار مـی   در نظر می گیریم. قطر اصلی آن را صفر قرار داده و  A[1..n+1][0..n]حل: ماتریسی با ابعاد  
  دهیم. حال عناصر آرایه را به ترتیب قطري به کمک رابطه بدست می آوریم.  

  : A[1][2]محاسبه  

6.12.07.007.0PP]2][3[A]1][1[A]2][1[A2k
1.12.07.02.00PP]2][2[A]0][1[A]2][1[A1k

21

21

=+++=+++=⇒=
=+++=+++=⇒=

 

  قرار می دهیم. A[1][2]را در خانه  1,1و کمترین مقدار یعنی 
  : A[2][3]محاسبه 

5.01.02.002.0PP]3][4[A]2][2[A]3][2[A3k
4.01.02.01.00PP]3][3[A]1][2[A]3][2[A2k

32

32

=+++=+++=⇒=
=+++=+++=⇒=

 

  قرار می دهیم. A[2][3]را در خانه  0,4نی و کمترین مقدار یع
  : A[1][3]محاسبه  

1.21.02.07.001.1PPP]3][4[A]2][1[A]3][1[A3k
8.11.02.07.01.07.0PPP]3][3[A]1][1[A]3][1[A2k

4.11.02.07.04.00PPP]3][2[A]0][1[A]3][1[A1k

321

321

321

=++++=++++=⇒=
=++++=++++=⇒=

=++++=++++=⇒=

 
  قرار می دهیم. A[1][3]را در خانه  1,4و کمترین مقدار یعنی 

  قرار دارد: A[1][3]ماتریس پر شده به صورت زیر است. جواب نهایی در خانه 
 0 1 2 3 

1 0 0,7 1,1 1,4 

2  0 0,2 0,4 

3   0 0.1 

4    0 
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اي را قـرار   k، مقدار  Aدر نظر می گیریم و در خانه هاي متناظر با ماتریس  Aبا همان ابعاد ماتریس  Rماتریس دیگري نیز به نام 
بدسـت آمـده بـود، در     k=1بـه ازاي    A[1][2]می دهیم که به ازاي آن مقدار حداقل پیدا شده بود. به طور نمونـه چـون مقـدار     

R[1][2]  را قرار می دهیم. و یا چون مقدار  1مقدارA[2][3]  به ازايk=2   بدست آمده بـود درR[2][3]   را قـرار مـی    2مقـدار
در زیـر   Rرا قرار می دهیم. ماتریس  1مقدار  R[1][3]بدست آمده بود، در  k=1به ازاي   A[1][3]دهیم. در نهایت چون مقدار  

  نشان داده شده است:
 0 1 2 3 
1 0 1 1 1 
2  0 2 2 
3   0 3 
4    0 

ریشه اصلی است. حال بـا نگـاه    key1می باشد، مشخص است که بین سه گره،  1برابر  R[1][3]از آنجا که  Rبا توجه به ماتریس 
در مثـال   5ریشه است. درخت نهایی، همان شکل  key3   ،key3و key2است، مشخص می شود که بین  2که برابر  R[2][3]به 

 بود. key2فرزند راست  key3فرزند راست آن و  key2بود و  key1ه قبل است. که ریش

  وجوي دودویی بهینهالگوریتم درخت جست
 (n)ها،  تعداد کلیـدها  اي از کلیدها(هر یک با احتمالی مشخص) را تعیین کنیم. وروديبهینه براي مجموعه BSTمی خواهیم یک 

اسـت، کـه    minavgامُ). خروجـی الگـوریتم متغیـر     iوجوي کلید حتمال جستا P[i]است.(  P[1..n]اي از اعداد حقیقی و آرایه
بهینه در نهایت در آن ذخیره می شـود. همچنـین یـک خروجـی دیگـر بـه نـام         BSTوجوي میانگین براي یک مقدار زمان جست

R[1..n+1][0..n]   .داریم که که از روي آن می توان یک درخت بهینه ایجاد کرد]][[ jiR   اندیس کلید در ریشه یـک درخـت ،
  اُم است. jاُم تا  iبهینۀ حاوي کلیدهاي 

void   optsearchtree (int  n, const  float p[ ] ,float&  minavg ,  index   R[ ][ ])   { 
         index    i, j, k, t;  float   A[1..n+1][0..n]; 

         for (i=1 ; i <= n ; i++){ A[i][i–1] = 0;  A[i][i] = p[i]; R[i][i] = i; R[i][i–1] = 0; } 

        A[n+1][n]= 0;   

        R[n+1][n] = 0; 

        for (t = 1; t <= n–1 ; t ++)      

                 for (i =1; i <= n–t ; i++){                      

                         j = i + t; 
                         A[i][j] = 

jki
imummin

≤≤
(A[i][k – 1] + A[ k+ 1][j] )+ ∑

=im
mp ;  

                         R[i][j] = a value of  k  that  gave the minimum; 
                   } 
         minavg= A[1][n]; 

} 
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  تحلیل پیچیدگی زمانی حالت معمول براي الگوریتم درخت جستجوي بهینه

در نظر می گیریم. این دستورات شامل یک مقایسـه بـراي آزمـون حـداقل     k عمل اصلی را دستورات اجرا شده به ازاي هر مقدار از 
  می باشد. سه حلقه تودرتو داریم : nاست. اندازه ورودي تعداد کلیدها یعنی 

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

= =

+−=+=+−+=+−=
1n

1t

1n

1t

tn

1i

1n

1t

tn

1i

1n

1t

tn

1i

1n

1t

tn

1i

j

ik
)1t)(tn()1t()1iti()1ij(1  

)(حل نهایی برابر است با:                                               
6

)4)(1()( 3nnnnnT θ∈
+−

=  

                                   یاد آوري از کتاب ساختمان داده هاي مهندس شیرافکن : 

∑
−

=

+−
=−+

1n

1i 6
)4n)(1n(n)in)(1i(  

  

  کلید انجام می گیرد را مشخص کنید. 3بهینه با  BST) در ایجاد یک kبه  مثال: تعداد دفعاتی که عمل اصلی(مقدار دهی

7را قرار دهیم:   3مقدار  nحل: می توان در رابطه به دست آمده به جاي 
6

723
=

××  

  روش دوم : الگوریتم را ردیابی کنیم:
t i j k 

1 
1 2 1،2 

2 3 2،3 

2 1 3 1،2،3 

  ، هفت مرتبه مقدار دهی شده است. kبنابراین مشخص است که 
  حاوي اندیس کلیدهاي انتخاب شده براي ریشه، در هر مرحله، است. Rکند. ایجاد می Rالگوریتم زیر یک درخت دودویی از آرایه 

  بهینه BSTالگوریتم ساخت 
  وجوي دودویی بهینه.مسئله: ساخت یک درخت جست

]][[که توسط الگوریتم قبلی ایجاد شـده اسـت.    Rید مرتب و آرایه کل nحاوي  key، تعداد کلیدها؛ آرایه nورودي:  jiR   انـدیس
  امُ است. jاُم تا  iکلید در ریشۀ یک درخت بهینۀ حاوي کلیدهاي 

  کلید. nوجوي دودویی بهینه حاوي به درخت جست treeگر ها: اشارهخروجی
node_pointer   tree (indedx   i, j){ 
       index   k;  node_pointer  p; 
       k = R[i][j]; 
       if (k == 0)  return  NULL; 

      else { 
                p = new  nodetype; 
                p -> key = key[k]; 

http://www.SANJESH.IR


 طراحی الگوریتم
 

WWW.SANJESH.IR        »77« 
 

                p -> left = tree(i, k–1); 

                p -> right = tree (k+1, j); 

                return  p; 
              } 
} 

  دهد.قرار می pیک گره جدید را گرفته آدرس آن را در  p = new nodetypeدستور 

و    Keyمثال: با توجه به مقادیر زیر بـراي آرایـه   
8
3

1 =p,
8
3

2 =p   ,
8
1

3 =p  , 
8
1

4 =p  هـاي  ، آرایـهA  وR   را مشـخص

  کنید.
4 3 2 1 
9 6 5 2  

  
  حل:

 0 1 2 3 4     0 1 2 3 4 

1 0 
8
3  

8
9  

8
11  

4
7     1 0 1 1 2 2 

2  0 
8
3  

8
5  1    2  0 2 2 2 

3   0 
8
1  

8
3     3   0 3 3 

4    0 
8
1     4    0 4 

5     0    5     0 

A     R 
  

وجو برابر درخت ایجاد شده توسط الگوریتم، در شکل زیر نشان داده شده است. حداقل زمان میانگین جست
4
  است. 7

  
اي باشد کـه  ها می تواند اندیس ریشه در درخت بهینهاندیسمی تواند یک یا دو باشد. چون هر کدام از این  R]1][2[تذکر: مقدار 

کننـد و  را در دو الگوریتم قبل مشخص می A]1][2[حاوي دو کلید نخست است. بنابراین، هر یک از این دو اندیس، حداقل مقدار 
  برگزید. R]1][2[ها را می توان براي این بدان معناست که هر یک از آن
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  گردمسئله فروشنده دوره

یک (مدار هامیلتون) در یـک گـراف جهـت دار،    مسئله فروشنده دوره گرد، یافتن یک تور بهینه در گرافی موزون و جهت دار است. 
عبارت است از مسیري از یک راس به خودش که از هر کدام از روس دیگر دقیقا یک بار عبـور مـی کنـد. یـک تـور بهینـه، چنـین        

  ري با طول حداقل است. مسی
اي به چنـد شـهر   شود. هر شهر توسط جادهشهر می 20اي در نظر دارد به یک سفر فروشندگی برود که شامل فرض کنید فروشنده

ترین مسیر را با شروع از موطن فروشنده، با یـک بـار عبـور از    خواهیم کوتاهدیگر متصل است. براي به حداقل رساندن زمان سفر می
-نمونه گویند.گرد میترین مسیر براي مسئله فروشنده دورهها و بازگشت به موطن تعیین کنیم. این مسئله را تعیین کوتاههمۀ شهر

ر کنیم که اوزان مقـادی توان با یک گراف موزون نشان داد که در آن هر رأس نشانگر یک شهر است. فرض میاي از این مسئله را می
  اند. غیر منفی

  را مشخص کنید. v1راف زیر با شروع از مثال: تورهاي گ

  
  حل:  سه تور وجود دارد. که آخرین تور بهینه است.

21]1v,2v,4v,3v,1v[
26]1v,4v,2v,3v,1v[
22]1v,4v,3v,2v,1v[

=
=
=

 

)1n!(نکته: اگر از هر راس به رئوس دیگر یک یال وجود داشته باشد، تعداد کل تورها برابر     می باشد. −

  
  توان براي مسئله فروشنده دوره گرد به کار برد؟وال: آیا برنامه نویسی پویا را می س

 v1بـه   vkروي هر تور بهینه باشد، زیر مسـیر آن تـور از    v1اولین راس پس از  vkچون اصل بهینگی برقرار است. اگر  -جواب: بله
  باشد که از هر کدام از رئوس دیگر دقیقا یک بار عبور می کند. v1به  vkباید کوتاهترین مسیر از 
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  ستفاده از تساوي زیر یک الگوریتم برنامه نویسی پویا براي مسئله فروشنده دوره گرد طرح می کنیم.با ا
}]v{A][j[D]j][i[W(imummin]A][i[D jAvj:j

−+=
∈

 

]1][i[W]][i[D =φ  
 .می باشد D[1..n][subset of V-{v1}]به صورت  Dماتریس 

  (همان گراف مثال قبل)تعیین کنید.ست، که ماتریس همجواري آن به صورت زیر ا یمثال:  یک تور بهینه براي گراف
 1 2 3 4 

1 0 2 9 ∞  

1 1 0 6 4 

3 ∞  7 0 8 

4 6 3 ∞  0 

v,v,v{ofsubset][4..1[D[{به صورت  Dماتریس ل: ح }v,v,v{زیر مجموعه هاي  کهمی باشد.  432   است با: برابر432
}}v,v,v{},v,v{},v,v{},v,v{},v{},v{},v{},{{ 432434232432φ  

i[D][i[W]][1[ابتدا طبق رابطه  ستون است.  8سطر و  4بنابراین ماتریس داراي  =φ  ،:ستون اول را پر می کنیم  
1]1][2[W]][2[D ==φ    , ∞==φ ]1][3[W]][3[D   ,  6]1][4[W]][4[D ==φ  

 }{φ  }v{ 2  }v{ 3  }v{ 4  }v,v{ 32  }v,v{ 42  }v,v{ 43  }v,v,v{ 432  

1 - - - - - - -  

2 1 -   - -   

3 ∞   -  -  -  

4 6   -  - -  

  تعیین می کنیم. (خانه هاي خاکستري در شکل بالا)هاي یک عنصري را مجموعه حال 
jvAدر مجموعه هاي تک عنصري چون  −=φبنابراین  = }v{A j  داریم:و  

]][j[D]j][i[W}]v{A][j[D]j][i[W(imummin]A][i[D jAvj
φ+=−+=

∈
 

                                                                                                   به عبارتی :
]][j[D]j][i[W}]v][{i[D j φ+= 

  با توجه به این رابطه داریم:
∞=∞+=φ+= 6]][3[D]3][2[W]v][{2[D 3  
1064]][4[D]4][2[W}]v][{2[D 4 =+=φ+=  
817]][2[D]2][3[W}]v][{3[D 2 =+=φ+=  
1468]][4[D]4][3[W}]v][{3[D 4 =+=φ+=  
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413]][2[D]2][4[W}]v][{4[D 2 =+=φ+=  

∞=∞+∞=φ+= ]][3[D]3][4[W}]v][{4[D 3  
  زیر است:در این لحظه ماتریس به صورت 

 }{φ  }v{ 2  }v{ 3  }v{ 4  }v,v{ 32  }v,v{ 42  }v,v{ 43  }v,v,v{ 432  

1 - - - - - - -  

2 1 - ∞  10 - -   

3 ∞  8 - 14 -  -  

4 6 4 ∞  -  - -  

  یعنی خانه هاي خاکستري در شکل بالا:تعیین می کنیم.سپس مجموعه هاي دو عنصري را 





∞=∞+=+
=+=+

=
4}]v][{4[D]4][2[W

20146}]v][{3[D]3][2[W
}]v,v][{2[D

3

4
43  

v,v][{2[D[{20بنابراین  43   است. =





=+=+
=+=+

=
1248}]v][{4[D]4][3[W
17107}]v][{2[D]2][3[W

}]v,v][{3[D
2

4
42  

v,v][{3[D[{17بنابراین  42   است. =





∞=+∞=+
∞=∞+=+

=
8}]v][{3[D]3][4[W

3}]v][{2[D]2][4[W
}]v,v][{4[D

2

3
32  

v,v,v][{1[D[{و در نهایت خانه     را که جواب نهایی است را پیدا می کنیم: 432









∞=∞+∞=+
=+=+
=+=+

=
}]v,v][{4[D]4][1[W

21129}]v,v][{3[D]3][1[W
22202}]v,v][{2[D]2][1[W

}]v,v,v][{1[D

32

42

31

432  

  است. 21بنابراین جواب تور بهینه برابر 

 }{φ  }v{ 2  }v{ 3  }v{ 4  }v,v{ 32  }v,v{ 42  }v,v{ 43  }v,v,v{ 432  

1 - - - - - - - 21 

2 1 - ∞  10 - - 20  

3 ∞  8 - 14 - 12 -  

4 6 4 ∞  - ∞  - -  
  

اسـت و در   Dاستفاده می کنیم. ابعاد این ماتریس به صـورت مـاتریس    Pحال براي اینکه یک تور بهینه را بدست آوریم از ماتریس 
اي که به ازاي آن مقدار حداقل بدست آمد، قرار داده می شـود.   j، مقدار  Dمتناظر با خانه پر شده در ماتریس  Pهر خانه ماتریس 

 Dدر ماتریس  12م. یا عدد یرا قرار می ده 3عدد  pحاصل شد، بنابراین در خانه متناظر آن در  3vزاي به ا 21به طور نمونه عدد 
  قرار می دهیم: Pرا در خانه متناظر آن در ماتریس  4حاصل شد، بنابراین عدد 4vبه ازاي  
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 }{φ  }v{ 2  }v{ 3  }v{ 4  }v,v{ 32  }v,v{ 42  }v,v{ 43  }v,v,v{ 432  

1        3 

2    4   3  

3  2  4  4   

4  2       

  

  نحوه استفاده از این ماتریس براي تعیین تور بهینه:
  ابتدا به  آخرین خانه پر شده نگاه می کنیم:

 3}]v,v,v][{1[P 432 =  

به کدام گره باید رفت، باید بـه  3vباید رفت. حال براي این که مشخص شود بعد از  3vبه 1vاست، یعنی ابتدا از  3چون مقدار آن 
v,v][{3[P[{خانه رفت. در نهایت هم بـا توجـه بـه اینکـه     4vاز به 3vاست ، باید  4چون محتواي این خانه برابر  نگاه کنیم. 42

2}]v][{4[P 2   رفت. بنابراین تور بهینه عبارت است از :2vباید به گره  =
]v,v,v,v,v[ 12431  

  فروشنده دوره گرد در حالت معمول الگوریتمتحلیل 

مرتبه اجرا  kراي در نظر گرفته شود و به ازاي هر یک از این رئوس، عمل اصلی  n-1-kراس، باید  kحاوي  Aبه ازاي هر مجموعه 
فعاتی که عمل اصلی انجام می شـود، عبـارت   راس، برابر با  است، تعداد کل د kاز حاوي  Aمی شود. چون تعداد زیر مجموعه هاي 

  است از:

∑
−

=







 −
××−−=

2n

1k k
1n

k)k1n()n(T  

  که این مقدار برابر است با:

)2n(2)2n)(1n()n(T n2)3n( θ∈−−= −  

میکـرو   1کوچک باشد. با فرض این که پردازش دسـتور اصـلی در الگـوریتم،     nتذکر: استفاده از این الگوریتم وقتی کارایی دارد که 
  ثانیه زمان نیاز دارد تا تور بهینه را مشخص کند: 45باشد، این الگوریتم به  n=20ثانیه زمان ببرد و 

s45s2)220)(120( )320( =µ−− −  

  باشد، این الگوریتم به زمان خیلی زیادي نیاز دارد. n=60اگر 

  پیچیدگی حافظه اي براي الگوریتم فروشنده دوره گرد برابر است با: 

)2n(2n2n2)n(M nn1n θ∈=×= −  
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  تمجموعه تس
). طبـق مقـررات، یـک      nbتا  1bتابلو پشت سرهم براي نصب پوستر آماده شده است(تابلوهاي  nدر یک راهرو  -1

پوستر نباید در دو تابلوي پشت سرهم و در یک تابلو نباید بیش از یک عدد از یک پوستر نصب شود. براي هر تـابلوي   
تعیین شده که نشان دهنده ي میزان دید آن تابلو است(هر چه عدد بزرگ تر باشـد بـه ایـن     iw "دید ضریب "یک 

معنی است که پوستر این تابلو بیش تر از بقیه دیده می شود)(بدیهی است که پوسترها نباید هم دیگر را بپوشانند. اما 
ها براي همه ي تابلوها، می خـواهیم یـک پوسـتر را در     W). با داشتن همیشه جا براي نصب پوستر در هر تابلو هست

راه حـل پویـا   تعدادي از این تابلوها نصب کنیم که مجموع ضریب دید آن بیشینه شود. می توان نشان داد که مسئله 
آنها پوستر نصب است که بر روي  iتا  1مجموع ضریب دید(وزن) تابلوهاي با شماره  f(i)دارد. براي این کار فرض کنید 

ــت؟       ــر درســت اس ــاي بازگشــتی زی ــه ه ــک از رابط ــدام ی ــورت ک ــود. در آن ص ــی ش ــه    م ــدیهی اســت ک (ب
0)0(f, =1W)1(f =(   

1 ()}2i(fw),1i(fmax{)i(f i −+−=                  2 ()}2i(fw),1i(fmax{)i(f 1 −+−=  
3 ()}1i(fw),2i(fmax{)i(f 1 −+−=                  4 ()}2i(f,w)1i(fmax{)i(f 1 −+−=  

nm(N(براي سه ماتریس -2 ×1،)pn(N qp(N(و 2× )(اگـر بخـواهیم تعـداد ضـربهاي     ،3× 321 NNN بـا   ××
321 N)NN(   یکسان باشد، باید: ××

qpnm) فقط 1        qp )2                                 باشد. === nmیا  = =  

       3 (
qpnm
1111

+=+                                             4 (
pqnm
1111

−=−  

n21تا ماتریس nالگوریتم زیر هزینه ضرب بهینه   -3 M...MM i1iبرابـر   iMرا کـه ابعـاد    ××× dd اسـت را   −×
  در این الگوریتم چندتاست؟  Cمشخص می کند. مجموع تعداد خواندن درایه هاي 

for  i:=1   to   n   do 

     c[i,j]=0 

for   t:=2   to   n   do 

    for  i:=1  to   n-t+1   do 

      { 
           j:=i+t-1; 

           c[i,j]=min(c[i,k] + c[k+1,j]+ jk1i d*d*d −  ) 

               jki ≤<  
       } 

      1  (∑
=

−−
n

1t
)tn)(1t2(                                     2 (∑

=

−−
n

2t
)tn)(1t2(  

      3 (∑
=

+−−
n

2t
)1tn)(1t(2                                 4  (∑

=

−−
n

2t
)tn)(1t(2  

http://www.SANJESH.IR


 طراحی الگوریتم
 

WWW.SANJESH.IR        »83« 
 
43325252210چهار ماتریس  -4 D,C,B,A را در نظر بگیرد. کدام یک از گزینه هاي زیر مربوط به پرانتزبندي بهینه  ××××

  براي محاسبه حاصلضرب آنهاست؟ 

1 ()DC()BA( ×××                                    2 (D))CB(A( ×××  
3 ()D)CB((A ×××                                    4 (D)C)BA(( ×××    

  چقدر است؟   ABCDباشد، حداقل تعداد عمل ضرب لازم براي محاسبه  D×343و C×389و B×895و A×513اگر  -5

1 (2586                           2( 4055                   3 (2856                           4 (5420  
  فرمول بهینه سازي بازگشتی زیر براي کدام مسئله می باشد و بهترین روش نوشتن الگوریتم آن کدام است؟ -6

)]][1[]][[(min]][[ 11 jkijki
dddjkMkiMimumjiM −−≤≤

+++=        ji < o=]][[ jiM    jiif =  

  Dynamic programming) مسئله ضرب دو ماتریس 1
  Divide and conquerماتریس n) مسئله پرانتز گذاري ضرب 2
  Dynamic programming) مسئله بهینه سازي درخت جستجوي باینري 3
  Dynamic programmingماتریس  n) مسئله پرانتز گذاري ضرب 4

مـاتریس در هـم باشـد. در ایـن صـورت       nندي هاي مختلـف بـراي ضـرب    برابر تعداد پرانتزب T(n)فرض کنید  -7
T(1)=T(2)=1    و  

   1 (∑
=

−×=
n

1i
)in(T)i(T)n(T                     2 (∑

−

=

−=
1n

1i
)in(T)i(T)n(T  

   3 (∑
=

+−=
n

1i
)1in(T)i(T)n(T                    4 (∑

−

=

+−×=
1n

1i
)1in(T)i(T)n(T  

321شرایطی ضرب  در ضرب سه ماتریس زیر، تحت چه -8 N)NN(  سریعتر از ضرب)NN(N   است؟      321

  ماتریس  ابعاد

zyN
yxN
xwN

3

2

1

×
×
×

  

   1 (yx >                               2 (
y
1

w
1

z
1

x
1

+<+               

   3 (
z
1

y
1

x
1

w
1

+<+                               4 (zyxw +<+  
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  .برنامه زیر براي محاسبه سري فیبوناچی است. گزینه صحیح را انتخاب کنید -9

function   fibo( n : integer): integer; 
   var  f , f1, f2 , i : integer; 

begin 
    f1:=1;  

    f2:=1; 

    for  i:=1  to n  do 

      begin 
           f:=f1+f2; 

           f1:=f2; 

           f2:=f; 

       end; 
    fibo:=f; 
end; 

  ) الگوریتم این برنامه از رده برنامه ریزي پویا و مرتبه آن خطی است.1
  ) الگوریتم این برنامه از رده تقسیم و غلبه و مرتبه آن خطی است.2
  ریزي پویا و مرتبه آن بیش از خطی است. ) الگوریتم این برنامه از رده برنامه3
  ) الگوریتم این برنامه از رده تقسیم و غلبه و مرتبه آن بیش از خطی است.4

n)(الگوریتم زیر -10
m را براي اعداد صحیح mn   شود؟ چندبار اجرا می +کند، عمل  محاسبه می ≤

function   c (n,m : integer) : integer; 
begin 
       if ( m=n) or (m=0)  then  

            c:=1 

      else    
           c :=c (n-1,m) + c (n-1,m-1) 

end; 

   1 (







m
n                        2(mn                       3 (1

m
n

−






                          4 ()mn(n −    

محاسبه می کنـد. اگـر    Gالگوریتم فلوید کوتاهترین مسیر بین همه زوج نقطه ها را در گراف جهت دار و وزن دار  -11
  بهترین توصیف این الگوریتم است؟ یال هاي با وزن منفی هم داشته باشیم، کدام یک از گزینه هاي زیر

  ص داد.) با این الگوریتم می توان وجود یا عدم وجود دور منفی را تشخی1
  ) الگوریتم براي یال هاي منفی، ولی بدون دور منفی، ممکن است در دور بیفتد.2
  ) الگوریتم براي یال هاي منفی، ولی بدون دور منفی، متوقف می شود ولی درست کار می کند.3
  ) الگوریتم با یال هاي منفی ولی بدون دور منفی، متوقف می شود ولی جواب آن همیشه غلط است.4
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ک مسیر ساده در گراف مسیري است که از هیچ راسی بیش از یک بار عبور نکند. مسئله پیـدا کـردن طـولانی    ی -12
  را در نظر می گیریم. براي حل این مسئله:   Gترین مسیر ساده براي گراف بدون وزن و جهت دار 

  ) می توان از روش برنامه ریزي پویا استفاده کرد چون اصل بهینگی برقرار است.1
  با وجودي که اصل بهینگی برقرار است نمی توان از روش برنامه ریزي پویا استفاده کرد.) 2
  ) نمی توان از روش برنامه ریزي پویا استفاده کرد چون اصل بهینگی برقرار نیست.3
  ) با وجودي که اصل بهینگی برقرار نیست می توان از روش برنامه ریزي پویا استفاده کرد.4

گره اي از  nلوید براي پیدا کردن طول کوتاهترین مسیرها بین هر جفت گره از یک گراف جهت دار در الگوریتم ف -13
ثبـت   iتا jطول کوتاه ترین مسیرها بین گره هاي  Dاز ماتریسی به نام  [i,j]روش پویا استفاده می شود و در هر خانه 

برابر گره اي است کـه در مسـیر    P[i,j]دار تشکیل می شود. در این ماتریس مق Pمی شود. همچنین ماتریسی به نام 
به شکل زیـر باشـد. کـدام یـک از      Pگره ماتریس  4باید از آن عبور کرد. فرض کنیم که براي گرافی با  jبه  iبهینه از 

  را مشخص می کند؟   3به گره  1گزینه هاي زیر مسیر بهینه براي رفتن از گره 



















=

0010
0010
0404
2400

P  

     1 (1   4   3                  2 (1   2   3                3 (1   4   2   3                   4 (1   2   4   3  
1M)2010(می خواهیم براي ماتریس هاي  -14

×
2M)5020(و  

×
3M)150(و  

×
4M)1001(و 

×
ترکیـب بهینـه پرانتزبنـدي پیـدا     

  نمائیم تا تعداد ضرب هاي کل جهت محاسبه عبارت ذیل حداقل گردد. این ترکیب بهینه عبارت است از: 

4321 MMMMM ×××=  

1 (4321 M))MM(M( ×××  2 (4321 M)M)MM(( ×××  
3 (4321 M)MM((M   هیچکدام) 4    ×××

  بین گره هاي ذیل عبارتند از:با استفاده از الگوریتم فلوید کوتاهترین مسیر  -15

  
1        2        3         4      
 3 2  1      3 2  1      3 2  1       3 2  1   
  7 5 0 1         5 7 0 1         5 7 2 1         5 8 0 1 
  8 0 3 2         8 0 3 2         8 0 3 2         8 0 3 2 
  0 10 5 3         0 2 5 3         0 2 5 3         0 2 5 3 
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  مساله فروشنده دوره گرد ماتریس همجواري شهرها به صورت زیر باشد، حداقل مسیر کدام است؟ اگر در -16

  

 V1 V2 V3 V4 V5 

V1 0 14 4 10 20 

V2 14 0 7 8 7 

V3 4 5 0 7 16 

V4 11 7 9 0 2 

V5 18 7 17 4 0 

 
   1 (30                                 2 (31                              3 (43                            4 (34  
  کدامیک از عبارات صحیح است؟  -17

  )  براي حل هر مساله می توان یک الگوریتم با استفاده از روش برنامه ریزي پویا طراحی کرد.1
  ) روش حریصانه همیشه یک راه حل بهینه را بدست می دهد.2
  در صورتیکه روش برنامه ریزي پویا یک روش پایین به بالا می باشد. ) روش تقسیم و غلبه یک روش بالا به پایین است3
  ) براي اینکه روش تقسیم و غلبه براي یک مساله مورد استفاده قرار گیرد اصل بهینگی باید برقرار باشد.4
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  پاسخ تشریحی
بلوي دوم. (طبق صورت تست، یک پوسـتر را  اگر دو تابلو داشته باشیم آنگاه آن را یا می توان در تابلوي اول نصب کرد یا در تا) 1-1

مقـدار    i. اگر در گزینه ها بـه 2wو  1wبرابر است با حداکثر مقدار بین f(2)نباید در دو تابلوي پشت سر هم نصب کرد). بنابراین 
  بدهیم، داریم: 2

1)  f(2)=max{f(1) , w2+f(0)}=max{w1 , w2+0}=max{w1,w2} 

2)  f(2)=max{f(1) , w1+f(0)}=max{w1 , w1+w1}=max{w1،2w1} 

3)  f(2)=max{f(0) , w1+f(1)}=max{0 , w1+w1}=max{0،2w1} 

4)  f(2)=max{f(1)+w1 , f(0)}=max{w1+w1 , 0}=max{2w1،0} 

  درست است. 1بنابراین گزینه 
  یکسان هستند. 4و 3تذکر: دقت کنید که گزینه هاي 

  دوم: دو حالت وجود دارد که بین آنها باید بیشترین مقدار در نظر گرفته شود:روش 
بایـد در نظـر گرفتـه شـود  (چـون یـک        f(i-2)به علاوه iwام نصب شود. در این حالت زاویه دید آن یعنی  iپوستر در خانه  -الف

  پوستر را نباید در دو تابلوي پشت سرهم نصب کرد)
  را در نظر می گیریم. f(i-1)ام نصب نشود. در این حالت در خانه قبلی نصب شده است و  iستر در خانه پو -ب

2i(fw),1i(fmax{)i(f{(بنابراین داریم: i −+−= 

NN(N(تعداد ضربهاي    )2-4 321 321و تعداد ضربهاي   npq+mnqبرابر   ×× N)NN( مـی باشـد و    mnp+mpqبرابر  ××
  اریم :د

mpqmnpmnqnpq +=+  

ــه    ــا تقســیم طــرفین رابطــه ب ــم :  mnpqب  داری
nqpm
1111

ــه صــورت    +=+ ــوان آن را ب ــی ت ــه م ــل ک ــز نوشــت :مقاب  نی

pqnm
1111

−=− 

jkiمارندهبـا ش ـ  min(حلقـه دسـتور    k، تعـداد گـذرها از حلقـۀ    iو  tسه حلقۀ تودرتو داریم. به ازاي مقادیر معلوم ) 3-3 ≤< (
1tijچون  و    j– i  عبارت است از:  i + t –1 –i = t-1 است، این رابطه برابر است با:  =+−

کند، تعداد کل دفعاتی کـه عمـل اصـلی(تعداد خوانـدن     تغییر می nاز دو تا  tاست. چون   n-t 1+براي i forتعداد گذرها از حلقۀ 
  شود، عبارت است از: ) انجام میCهاي  هاي درایه

∑
=

+−−
n

2t
)1tn)(1t(2  

  .c[k+1,j]و یکی  c[i,k]خوانده می شود، یکی  cبار  2در فرمول بالا به این علت است که  2تذکر: عدد 
ا دو ماتریسـی را  در ضرب چند ماتریس در یکدیگر باید ضربها به نحوي انجام شود که تعداد آنها حداقل باشـد. بنـابراین ابتـد    )4-3
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32که حاصل یک ماتریس Cو  Bضرب می کنیم که عدد حذف شده بزرگتر باشد ، یعنی ماتریس هاي  می شـود. سـپس ایـن     ×

  ضرب می کنیم.  BCDرا در ماتریس Aضرب کرده و در نهایت ماتریس  Dماتریس را در ماتریس 
بدسـت   ×8913یک مـاتریس   Bو  Aم که بعد بزرگتري حذف شود. مثلاً با ضرب کنی دو ماتریس را با هم طوري ضرب می )5-3

 Bحذف شده است. بنـابراین ابتـدا    89آید که بعد  بدست می ×35یک ماتریس  Cو  Bحذف شده ولی با ضرب 5آید که بعد  می
  است: کنیم. نحوه ضرب به صورت زیر را در هم ضرب می C و

341334331334335513 )()()( ×××××× =>=> ABCDDABCDBCA  

ضرب داریم. بنـابراین تعـداد ضـربهاي مـورد نیـاز       p×n×mنیاز به  p×nو  n×mنحوه محاسبه تعداد ضربها : براي ضرب دو ماتریس 
  D :34×3×13 در  ABCضرب  -ج        BC :3×5×13  در  Aضرب  -ب         C    :3×89×5و  Bضرب  -الف     عبارتند از:

  مجموع برابر است با :که در 
28563431335133895 =××+××+××  

ماتریس می باشد. زمان الگوریتم تقسیم و حـل، بـر اسـاس ایـن ویژگـی،       nفرمول داده شده براي مسئله پرانتز گذاري ضرب  )6-4
اي کنیم و از شبکهی میالگوریتمی با کارایی بیشتر طراح M[i][j]نویسی پویا براي محاسبه مقادیر نمایی است. با استفاده از برنامه

  مشابه مثلث خیام استفاده خواهیم کرد.  
  ماتریس از سري کاتالان قابل محاسبه است. nتعداد حالات مختلف ضرب ) 7-2

∑
−

=

−=
1n

1i
)in(T)i(T)n(T  

  ماتریس برابر است با: 4به طور نمونه حالات مختلف ضرب 

∑
=

−=
3

1i
)i4(T)i(T)4(T  

)1(T).3(T)2(T).2(T)3(T).1(T)4(T ++=  

DCB(A(اول  جمله )DC()BA(و جمله دوم  ××× )D()CBA(و جمله سوم  ×××   را نشان می دهد. ×××
321تعـداد ضـربهاي مـورد نیـاز بـراي محاسـبه       ) 8-2 N)NN(   برابـرwxy+wyz        و تعـداد ضـربهاي مـورد نیـاز بـراي محاســبه
)NN(N ــت دوم ســریعتر باشــد، داریــم:         xyz+wxzرابــر ب 321 مــی باشــد و چــون در صــورت مســئله گفتــه حالــت اول از حال

wxy+wyz < xyz+wxz   

تقسیم می کنیم:    wxyzحال براي اینکه به فرم یکی از گزینه ها در بی آید، طرفین را بر 
ywxz
1111

+<+                               

  داده شده به روش پویا نوشته شده و مرتبه آن خطی است.وریتم ) الگ9-1

براي محاسبه ترکیب )  10-3








m
n

، نیاز به  
1

m
n

−








باشد.  به طور مثال براي محاسبه مقدار  عمل جمع می








2
3

( کـه حاصـل    
 است. عمل جمع  2است ) نیاز به  3آن برابر 

C(3،2)= C(2،2) + C(2،1) 

C(2،1)= C(1،1) + C(1،0) 
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  در الگوریتم فلوید نباید گراف داراي سیکلی با طول منفی باشد.) 11-1
  بهینگی در مسئله طولانی ترین مسیر برقرار نمی باشد، بنابراین نمی توان از روش برنامه ریزي پویا استفاده کرد.) اصل 12-3
 3بـه   1، یعنی براي رفـتن از گـره     P[1][3]=4نگاه کرده، مشخص است که   Pبه ماتریس  3به گره  1 براي رفتن از گره )13-4

عبور کرد.  بنابراین مسیر بـه صـورت زیـر     2باید از  4به  1، براي رفتن از گره  P[1][4]=2گذشت. با توجه به اینکه  4باید از گره 
  است:

را در هـم   M3و  M2که بعد بزرگتري حذف شـود. بنـابراین ابتـدا دو مـاتریس      کنیم دو ماتریس را با هم طوري ضرب می )14-1
ضـرب   M4را در ماتریس بدست آمده ضرب می کنیم و در نهایت ماتریس حاصل را در ماتریس  M1ضرب کرده و سپس ماتریس 

  می کنیم.
  کوتاهترین مسیر بین گره هاي گراف داده شده برابر است با:) 15-2

3 2 1  

5 7 0 1 

8 0 3 2 

0 2 5 3 

بـه   3اسـت (از گـره    7برابـر   2به گره  1است. یا کوتاهترین مسیر از گره  0به خودش برابر  1به طور نمونه کوتاهترین مسیر از گره 
  عنوان واسط عبور می کنیم)

  بهینه به صورت زیر می باشد:) تور 16-2

1v4v5v2v3v1v 114754 →→→→→  
  بنابراین طول مسیر برابر است با:

4+5+7+4+11=31 

  روش تقسیم و غلبه یک روش بالا به پایین است در صورتیکه روش برنامه ریزي پویا یک روش پایین به بالا می باشد.) 17-3
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  روش حریصانه  : چهارمفصل 
سرتاسري الگوریتم حریصانه با انجام یک سري انتخاب، که در جاي خود بهینه است، عمل می کند. امید این است که یک حل بهینه 
 "حریصانه"یافت شود، ولی همواره چنین نیست. براي یک الگوریتم مفروض باید تعین کرد که آیا حل همواره بهینه است یا خیر. واژه 

  غالباً براي حل مسائل بهینه سازي بکار می روند. در روش حریصانه، تقسیم به نمونه هاي کوچکتر صورت نمی پذیرد.
  مسئله خرد کردن پول

مثال هایی که موضوع حریصانه را می توان به کمک آن روشن کرد، مسئله دادن بقیه پول می باشد. فروشنده یک فروشگاه  یکی از
غالباً براي دادن بقیه پول به خریدار دچار مشکل می شود. مشتریان معمولاً مایل نیستند مقداري زیادي پول خرد بگیرند. بنابراین، 

  به میزان صحیح، بلکه انجام این کار با حداقل تعداد سکه ممکن است.  هدف وي نه تنها دادن بقیه پول
راه حل: در آغاز فروشنده بزرگترین سکه از لحاظ ارزش را پیدا می کند، یعنی ملاك وي ارزش سکه است این را در الگوریتم 

ول، جمع کل آنها از چیزي که باید باشد حریصانه، روال انتخاب می نامند. سپس باید ببیند که آیا با افزودن این سکه به بقیه پ
می نامند. اگر با افزودن این سکه، بقیه پول از میزان  (feasibility check)بیشتر می شود یا خیر. این بررسی را امکان سنجی 

ان لازم برابر لازم بیشتر نشود، این سکه به مجموعه افزوده می شود سپس تحقیق می کند تا ببیند که آیا مقدار بقیه پول با میز
می گویند. اگر برابر نبودند، با استفاده از روال انتخاب یک  (solution check)شده است یا خیر. این موضوع را بررسی راه حل 

سکه دیگر انتخاب می کند و فرایند تکرار می شود او چندین بار این کار را انجام می دهد که مقدار بقیه پول با میزان لازم برابر 
 اینکه دیگر سکه اي برایش باقی نماند که در این حالت قادر به بازگرداندن مقدار بقیه پول نیست.  شود یا

این الگوریتم را حریصانه می نامیم، زیرا روال انتخاب صرفاً شامل گرفتن حریصانه بزرگترین سکه بعدي، بدون اندیشیدن به عواقب 
بطور دائمی در حل گنجانده می شود. هنگامی که سکه اي رد شد بطور  چنین انتخابی است. هنگامی که سکه اي پذیرفته شد،

  دائمی از حل مطرود می گردد.
این روال آیا به حل بهینه منجر می شود؟ یعنی در این مسئله هنگامی که حل آن امکان پذیر است، آیا حل فراهم آمده توسط 

  قیه پول است یا خیر؟  الگوریتم، حاوي حداقل تعداد سکه هاي مورد نیاز براي دادن ب
مثال: اگر سکه هاي آمریکایی (یک سنتی، پنچ سنتی، ده سنتی، بیست و پنچ سنتی و نیم دلاري) باشند و اگر از هرکدام حداقل 

  یک عدد موجود باشد، الگوریتم حریصانه همواره در صورت وجود حل بهینه را برمی گرداند.  
  سنت به مشتري، مراحل زیر انجام می شود: 36به طور نمونه براي برگرداندن 

  سنتی به مشتري  25دادن یک سکه  -1
  سنتی 10دادن یک سکه  -2
  سنت بیشتر می شود، این سکه پس گرفته می شود.) 36سنتی دیگر (ولی چون از  10دادن یک سکه  -3
  شود.) سنت بیشتر می شود، این سکه پس گرفته می 36سنتی (ولی چون از  5دادن یک سکه  -4
  سنتی 1دادن یک سکه  -5

  سنتی به مشتري داده شد. 1سنتی و یک سکه  10سنتی، یک سکه  25بنابراین در کل یک سکه 
سنتی را جزء سکه هاي آمریکایی در نظر بگیریم، الگوریتم حریصانه همواره به حل بهینه نمی انجامد. به  12مثال: اگر یک سکه 

  به مشتري، مراحل زیر انجام می شود:سنت  16طور نمونه براي برگرداندن 
  سنتی به مشتري  12دادن یک سکه   -1
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  سنت بیشتر می شود، این سکه پس گرفته می شود.) 16سنتی دیگر (ولی چون از  10دادن یک سکه  -2
  سنت بیشتر می شود، این سکه پس گرفته می شود.) 16سنتی (ولی چون از  5دادن یک سکه  -3
  نتیس 1دادن چهار سکه  -4

  حل حریصانه حاوي پنچ سکه می شود، ولی حل بهینه (یک سکه ده سنتی، پنچ سنتی و یک سنتی) فقط سه سکه است.

  الگوریتم حریصانه، حل بهینه را تضمین نمی کند.  

  نحوه کار الگوریتم حریصانه
افه می کند تا این مجموعه حلی براي الگوریتم حریصانه، کار را با یک مجموعه تهی آغاز کرده به ترتیب عناصري به مجموعه اض

  نمونه اي از یک مسئله را نشان دهد. هر دو تکرار شامل مولفه هاي زیر است:
: عنصر بعدي را که باید به مجموعه اضافه شود، انتخاب می کند. انتخاب طبق یک ملاك حریصانه اجرا می شود که  روال انتخاب

 سازد. یک شرط بهینه را در همان برهه برآورده می

 : تعیین می کند که آیا مجموعه جدید براي رسیدن به حل، عملی است یا خیر.بررسی امکان سنجی

  : تعیین می کند که آیا مجموعه جدید، حل نمونه را ارائه می کند یا خیر.بررسی راه حل
آنها منجر به حل بهینه می شود. سپس  در این فصل، ابتدا مسائلی را مورد بحث قرار خواهیم داد که الگوریتم حریصانه همواره براي

مسائلی را مورد بحث قرار می دهیم که الگوریتم حریصانه مناسب آن نیست. در همان بخش روش حریصانه را با برنامه نویسی پویا 
  مقایسه می کنیم تا روشن شود چه زمانی،کدام الگوریتم کاربرد دارد. الگوریتم هایی که بررسی می کنیم عبارتند از:

  کوله پشتی      -5کد هافمن           -4زمان بندي          -3دیکسترا       -2پریم و کروسکال      -1

  درخت هاي پوشاي کمینه  
بوده و یک درخت باشد یعنی چرخه   Gیک زیر گراف متصل است که حاوي همه رئوس موجود در  Gدرخت پوشا براي گراف 

  را درخت پوشاي کمینه می گویند.نداشته باشد. درخت پوشا با وزن کمینه 
فرض کنید بخواهید چند شهر معین را با جاده به هم وصل کنید، به قسمی که بتوان از هر شهر به شهر دیگر رفت. می خواهیم 
این کار را با حداقل مقدار جاده کشی انجام دهیم. حال الگوریتمی بسط می دهیم که این مسئله و مسائل مشابه را حل کند. 

ه حذف یال هایی از یک گراف بدون جهت، موزون و متصل است تا زیر گرافی تشکیل شود که همه رئوس متصل باقی بمانند مسئل
  و حاصل جمع اوزان یالهاي باقیمانده،کمینه باشد. 

ی توانیم با تذکر: یک زیر گراف با حداقل وزن باید یک درخت باشد، زیرا اگر زیر گرافی درخت نباشد، حاوي چرخه خواهد بود و م
  حذف یک یال از چرخه ،گراف متصلی با وزن کمتر به دست آوریم. 

  تذکر: یک زیر گراف متصل با وزن کمینه باید یک درخت پوشا باشد، ولی هر درخت پوشا داراي وزن کمینه نیست. 

  هر گراف می تواند بیش از یک درخت پوشاي کمینه داشته باشد.  
  

  همه درخت هاي پوشا را در نظر داشته باشد در بدترین حالت، از حالت نمایی بدتر است.  یافتن درخت پوشاي کمینه که
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داریم، ولی مجموعه یال هاي درخت  Gاست که در V، داراي همان مجموعه رئوسG=(V,E)براي گراف  Tیک درخت پوشاي 

است به طوري که  Eاز  Fفتن زیر مجموعه نشان می دهیم. مسئله، یا T=(V,F)است. درخت پوشا را با  E) زیر مجموعه Fپوشا (
T  یک درخت پوشاي کمینه برايG  .باشد  

براي به دست آوردن درخت پوشاي کمینه، دو الگوریتم حریصانه متفاوت به نام هاي پریم و کروسکال را بررسی می کنیم. هریک 
مینی وجود ندارد که یک الگوریتم حریصانه مفروض از این الگوریتم ها از یک ویژگی بهینه محلی استفاده می کند. از آنجا که تض

  همواره حل بهینه را بدهد، ثابت می کنیم که الگوریتم هاي کروسکال و پریم همواره درخت هاي پوشاي کمینه را ایجاد می کنند.

  الگوریتم پریم 
حاوي یک راسَ دلخواه  Yزیرمجموعه  آغاز می شود، Yو زیر مجموعه اي از رئوس Fالگوریتم پریم با زیر مجموعه اي از یال هاي 

س به  Yرا به {V1}است. به عنوان مقدار اولیه، است که توسط یالی با وزن کمینه به  V-Y، راَسی در Yمی دهیم. نزدیکترین راَ
واه افزوده می شود. اتصال ها به طور دلخ Fو یال آن به  Yنزدیک تر است، به  Yمتصل است. راَسی که از همه به  Yراسَی در 

افزوده می شود. این فرآیند افزودن نزدیکترین رئوس، چندین بار تکرار  Fبه  V1,V2)و (Yبه  V2شکسته می شوند. در این مورد 
تضمین  V-Yبشود. روال انتخاب و بررسی امکان سنجی به همراه یکدیگر اجرا می شوند زیرا راسَ جدیدي از  Y=Vمی شود تا 

  . شکل زیر الگوریتم پریم را نشان می دهد. می کند که چرخه اي ایجاد نگردد

  
  گراف را به کمک ماتریس همجواري که در زیر آورده شده است، نمایش می دهیم:در پیاده سازي 
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 ivبه  Yنیاز داریم. اندیس نزدیکترین راس در  distanceو  nearestهمچنین در پیاده سازي الگوریتم به دو آرایه 
ذخیره  distance[i]مشخص شده است، در  nearst[i]و راسی که توسط ivذخیره می شود و وزن یال میان    nearest[i]در

)ni2(می می شود.  ≤≤  
مقدار اولیه اي مساوي وزن یال  distance[i]مقدار اولیه یک داده می شود و به  nearest[i]است، به  Y={v1}چون در آغاز 

س جدیدي در Yداده می شود. به موازات افزوده شدن رئوس به  v2و v1میان  که  Y، این دو آرایه چنان بهنگام می شوند تا به راَ
س هاي خارج از  س باید به  Yنزدیکترین راس به هر یک از راَ افزوده  Yاست مراجعه کنند. براي که آن که تعیین کنیم کدام راَ

می  vnearاز همه کوچکتر است. این اندیس را  distance[i]کنیم که براي آن،  شود، در هر دو تکرار، اندیسی را محاسبه می
  افزوده می شود. Yبه  distance[vnear]به  1-باشد، با نسبت دادن عدد  vnearنامیم. راَسی که اندیس آن 

  ست.الگوریتم پریم در پیوست آورده شده اتذکر: 

بار تکرار می شود. اجراي دستورات داخل  (n-1)دو حلقه وجود دارد که هریک  repeatدر حلقه  با توجه به الگوریتم پریم، 
چـون   است. nهر یک از آن ها را به عنوان یک بار اجراي عمل اصلی در نظر می گیریم.  اندازه ورودي تعداد رئوس یعنی 

  ار می شود، پیچیدگی زمانی عبارت است از: بار تکر (n-1)، به تعداد repeatحلقه 

                                    )n()1n)(1n(2)n(T 2θ∈−−= 

تذکر: گرچه الگوریتم حریصانه را غالباً آسان تر از الگوریتم برنامه نویسی پویا می توان نوشت، معمولاً تعیین اینکه آیا الگوریتم 
می کند، دشوار است. براي یک الگوریتم برنامه نویسی پویا فقط کافی بود نشان دهیم اصل حریصانه همواره حل بهینه را ارائه 

  بهینگی برقرار است. براي یک الگوریتم حریصانه معمولاً به اثبات رسمی نیاز داریم.

  قضیه : الگوریتم پریم همواره یک درخت پوشاي کمینه تولید می کند.

  الگوریتم کروسکال 
س یک زیر مجموعه در نظر گرفته می شود  V با ایجاد زیر مجموعه هاي مستقلی ازالگوریتم کروسکال  آغاز می شود که براي هر راَ

س است. سپس یال ها را طبق ترتیب غیر نزولی وزن وارسی می کند (اتصال ها به طور  و هر زیر مجموعه حاوي فقط همان راَ
س را در مجمو عه هاي غیر مستقل به هم متصل کند،آن یال اضافه می شود و دو زیر دلخواه شکسته می شوند). اگر یالی دو راَ

  مجموعه در هم ادغام می شوند. 
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  مراحل الگوریتم کروسکال در شکل زیر نشان داده شده است:

  
 تذکر: الگوریتم کراسکال در پیوست آورده شده است.

می  (m)و تعداد یال ها (n)اندازه ورودي تعداد رئوس عمل اصلی، یک دستور مقایسه است و با توجه به الگوریتم کراسکال،  
  قسمت تشکیل شده است: 3این الگوریتم از  باشد.

  .mlgm(θ(مرتب سازي یالها از مرتبه  -1
  .n(θ(مجموعه مجزا  از مرتبه  nمقداردهی  -2
  .mlgm(θ(از مرتبه  whileدستکاري مجموعه متمایز در حلقه  -3

1n(m(چون  : است، مرتب سازي و دستکاري مجموعه هاي متمایز بر زمان مقدار دهی اولیه غلبه می کند، یعنی ≤−

)mlgm()n,m(W θ∈  

س را می توان به هریک از رئوس دیگر متصل کرد، یعنی:     در بدترین حالت، هر راَ

)n(
2

)1n(nm 2θ∈
−

=    

  استفاده می کنیم و داریم: 2nاز mبنابراین به جاي 
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)nlgn()nlg2n()nlgn()n,m(W 2222 θ=θ=θ∈  

nlgn()n,m(W(  بنابراین در بدترین حالت داریم: 2θ∈  

در یک گراف متصل رابطه
2

)1n(nm)1n( −
  برقرار است. −≥≥

1nنزدیک به  (m)عداد یال هاي آنگراف بسیار متراکم : گرافی که ت   باشد.      −

گراف بسیار متصل: گرافی که تعداد یالهاي آن نزدیک به 
2

)1n(n   باشد. −

)n(پیچیدگی زمانی در پریم برابر 2θو در کروسکال برابر)mlgm(θ  .است  

)nlgn(ودر گراف بسیار متصل، θ)nlgn(ال در گراف بسیار متراکم،مرتبه کروسک 2θ .است  

  براي گراف بسیار متراکم، کروسکال و براي گراف بسیار متصل، پریم سریعتر است. 
  قضیه : الگوریتم کروسکال همواره یک درخت پوشاي کمینه ایجاد می کند.

)الگوریتم دیکسترا (ک   وتاه ترین مسیر تک مبداَ
)(در فصل قبل، الگوریتمی به نام فلوید از مرتبه 3nθ     بررسی شد که در آن کوتاهترین مسیر از هر راس به همـه رئـوس دیگـر در

 یک گراف موزون مشخص می شد.اگر فقط بخواهیم کوتاه ترین مسـیر از یـک راس بـه بقیـه راس هـاي دیگـر را مشـخص کنـیم،        

)(الگوریتم فلوید طاقت فرسا است. دیکسترا ، الگوریتمی از مرتبه 2nθ  ارائه داد که از یک روش حریصانه استفاده می کند و به آن
  مسئله کوتاه ترین مسیر تک مبدا می گویند.

س مورد نظر به هر یک از رئوس دیگر، مسیري وجود دارد. در غیر  این صورت با قدري اصلاح می توان فرض می کنیم که از راَ
، راَسی را در آن قرار می Yمشکل را حل کرد. الگوریتم دیکسترا مشابه الگوریتم پریم است. براي مقدار دهی اولیه به مجموعه 

س  می مقدار اولیه تهی  Fاست. به مجموعه  V1دهیم که کوتاه ترین مسیرهاي آن باید تعیین شود. براي تمرکز می گوییم آن راَ
اضافه می کنیم.  Fرا به  <v1,v>و Yنزدیکتر است و آن را به V1دهیم. نخست یک راسَ را انتخاب می کنیم که از همه به

را چک می کنیم که فقط رئوس  V-Yبه رئوس موجود در  v1است.) سپس مسیرهایی از  vوv1یال میان  <v1,v>(منظور از
ارند. یکی از مسیرها کوتاه ترین مسیر است. راَسی که در انتهاي چنین را به عنوان رئوس واسطه مجاز می شم Yموجود در 

 Yافزوده می شود. این روال چندان ادامه می یابد که  Fو یالی (روي مسیري) که آن راسَ را در بر می گیرد، به Yمسیري باشد به 
  ه ترین مسیر است. حاوي یال هاي موجود در کوتا Fبرابر شود. در این نقطه  (V)با مجموعه همه رئوس 

  با توجه به تحلیل الگوریتم پریم، براي الگوریتم دیکسترا نتیجه می گیریم که :

)n()1n(2)n(T 22 θ∈−=  

  قضیه: الگوریتم دیکسترا همواره کوتاه ترین مسیر را ایجاد می کند.

  heapچی پیاده سازي کرد. پیاده سازي فیبونا heapیا  heapتذکر: الگوریتم پریم و دیکسترا را می توان با استفاده از یک 
)nlgnm(فیبوناچی به  heapو پیاده سازي  θ)nlgm(به +θ .تعلق دارد 
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  شکل زیر مراحل طراحی الگوریتم دیکسترا  را نشان می دهد:

  

  زمان بندي  
تقسیم بندي می کنیم. ابتدا با ذکر یک مثال  "ا مهلت معینزمان بندي ب"و  "زمان بندي ساده"مسائل زمان بندي را به دو گروه 

  زمان بندي ساده را توضیح می دهیم.
4t,10t,5tمثال: فرض کنید زمان هاي خدمات براي سه کار به قرار  321 است. (واحد هـاي زمـانی واقعـی در مسـئله      ===

 ایـن قـرار  ي کنیم، زمان هاي صرف شده در سیستم براي سه کار بـه  زمان بند 3و  2، 1اهمیتی ندارند). اگر این کارها را به ترتیب 
  است:

 
  مجموع  زمان در سیستم  کار
 5  (زمان ارائه خدمات) 5  1

 15  (زمان ارائه خدمات) 10) + 1(انتظار براي انجام کار  5  2

 19  (زمان ارائه خدمات) 4) + 2(انتظار براي انجام کار  10) + 1(انتظار براي انجام کار  5  3

3919155زمان کل در سیستم براي این زمان بندي عبارت است از:    =++  
  

  زمان بندي هاي ممکن:
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  زمان کل در سیستم  زمان بندي

[ ]3,2,1  5 + ( 5 + 10 ) + ( 5 + 10 + 4 ) = 39 

[ ]2,3,1  5 + ( 5 + 4 ) + ( 5 + 4 + 10 ) = 33 

[ ]3,1,2  10 + ( 10 + 5 ) + ( 10 + 5 + 4 ) = 44 

[ ]1,3,2  10 + ( 10 + 4 ) + ( 10 + 4 + 5 ) = 43 

[ ]2,1,3  4 + ( 4 + 5 ) + ( 4 + 5 + 10 ) = 32 

[ ]1,2,3  4 + ( 4 + 10 ) + ( 4 + 10 + 5 ) = 37 

]با توجه به جدول بالا، زمان بندي    بهینه است.  32با زمان کل  2,1,3[
) اول از همه برنامـه  3تذکر: بنابراین یک زمان بندي بهینه هنگامی بدست می آید که کاري با کوچک ترین زمان ارائه خدمات (کار 

) قـرار میگیـرد و سـرانجام نوبـت بـه      1ئه خدمات در مقام دوم قرار دارد (کـار  ریزي شود. سپس کاري که از لحاظ کوچکی زمان ارا
)، بدیهی است که این زمان بندي از این رو بهینه به نظر می رسد 2کاري می رسد که داراي بیشترین زمان ارائه خدمات است (کار 

  که کوتاه ترین کارها را در آغاز برنامه قرار می دهد. 
  ی که همه زمان بندي هاي ممکن را در نظر می گیرد، به صورت فاکتوریل است.  تذکر: زمان الگوریتم

الگوریتم زمان بندي تنها کاري که انجام می دهد مرتب سازي کارها بر حسب زمان ارائه خدمات اسـت. بنـابراین پیچیـدگی     

)()lg(زمانی آن برابر است با :  nnnW θ∈ 

ن کل در سیستم را کمینه سازي می کند، زمان بندیی است که در آن کارها بر حسب افزایش زمان قضیه : تنها زمان بندیی که زما
  ارائه خدمات مرتب می شوند.

  زمان بندي با مهلت معین

در این مسئله زمان بندي، هر کاري در یک واحد زمانی به پایان می رسد و داراي یک مهلت و سود معین است. اگر هر کار پـیش از  
ین یا در آن مدت انجام شود، سود مورد نظر به دست می آید. هدف، زمان بندي کارها به نحوه اي است که سود بیشینه به مهلت مع

  دست آید. لازم نیست همه کارها زمان بندي شوند.  
  م.تذکر: نیازي نیست هر زمان بندیی را که در آن یک کار پس از مهلت مقرر آن برنامه ریزي شده است، در نظر بگیری

  مثال: فرض کنید کارها، مهلت ها و سودهاي زیر را داریم:
  کار  مهلت  سود
30 2  1  
35  1  2  
25  2  3  
40  1  4  
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آغـاز کـرد.    2یـا زمـان    1را می توان در زمان  1است، منظور ما این است که کار  2داراي مهلت  1تذکر: هنگامی که می گوییم کار 

 از: زمان بندي ها و سودهاي ممکن عبارت است

  زمان بندي  سود کل

30 + 25 = 55 [ ]3,1  

35 + 30 = 65  [ ]1,2  

35 + 25 = 60  [ ]3,2  

25 + 30 = 55  [ ]1,3  

40 + 30 = 70  [ ]1,4  

40 + 25 = 65  [ ]3,4  

 2است، نمی تواند به عنوان کار دوم زمان بندي شود. همانطور که در جدول بالا مشاهده می کنید کارهـاي   1که داراي مهلت کاري 
در زمان مهلت خود آغـاز مـی    3پیش از مهلت خود و کار  1یعنی کار ]3,1[زمان بندي  به عنوان کار دوم زمان بندي نشده اند. 4و

  گردد.  
در  2آغاز شده یک واحد زمانی لازم دارد تا به پایان برسد و بعد کـار   1ابتدا در زمان  1غیر ممکن است، زیرا کار  ]2,1[بندي زمان 
بـا سـود    ]1,4[زمان بنـدي   است. زمان بندي هاي غیر ممکن ذکر نشده اند.  1، زمان 2آغاز می شود. ولی مهلت براي کار  2زمان 
     بهینه است. 70کل 

) در زمان بندي بهینه گنجانده شده است ولی کاري که از لحـاظ سـود دومـین    4در این مثال، کاري که بیشترین سود را دارد ( کار 
مان بنـدي  ) در زمان بندي گنجانده نشده است. چون مهلت هر دو کار برابر با یک است، نمی توان هر دو را در ز2مقام را دارد ( کار 

اسـت   1گنجاند و آن که داراي سود بیشتري است گنجانده می شود. کار دیگري که در زمان بندي در نظر گرفته شـده اسـت، کـار    
است. این نشان می دهد که یک روش حریصانه منطقی براي حل این مسـئله، عبـارت از مرتـب سـازي      3زیرا سود آن بیشتر از کار 

آن ها و سپس وارسی هر یک از کارها به ترتیب و در صورت امکان، افزودن آن به زمان بنـدي اسـت.    غیر نزولی کارها بر اساس سود

  
 ]1,4[تعریف: ترتیبی را ترتیب امکان پذیر می گویند که همه کارها در آن به ترتیب در مهلت مقرر خود آغاز شوند. در مثـال قبـل،   

  ترتیب امکان پذیري نیست.   ]4,1[یک ترتیب امکان پذیر است ولی 
یک مجموعه از کارها را مجموعه امکان پذیر می گوییم اگر حداقل یک ترتیب امکان پذیر براي کارهاي مجموعـه موجـود باشـد. در    

یـک  }4,2{امکان پـذیر اسـت، حـال آنکـه     ]1,4[یک مجموعه امکان پذیر است زیرا ترتیب زمان بندي  }4,1{مثال قبل، مجموعه
  مجموعه امکان پذیر نیست، زیرا هیچ ترتیب زمان بندي اجازه نمی دهد که هر دو کار در مهلت هاي خود آغاز شوند.  

عه کارها در ترتیب را مجموعـه  هدف ما یافتن یک ترتیب امکان پذیر با سود کل بیشینه است، چنین ترتیبی را ترتیب بهینه و مجمو
  بهینه کارها می نامند.  
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  مثال: فرض کنید کارها، مهلت ها و سودهاي زیر را داریم: (کارها بعد از مرتب سازي، شماره گذاري شده اند)
 

  کار  مهلت  سود
40 3  1  
35  1  2  
30 1  3  
25  3  4  
20 1 5 

15 3 6 

10 2 7 

1-  S  برابر باφ .قرار داده می شود  
2-  S  قرار داده می شود چون ترتیب  }1{برابر با[   امکان پذیر است. 1[
3-  S  امکان پذیر است. ]1,2[قرار داده می شود چون ترتیب }2,1{برابر با  
  رد می شود زیرا هیچ ترتیب امکان پذیري براي این مجموعه وجود ندارد.}3,2,1{  -4
5-   S  امکان پذیر است. ]4,1,2[قرار داده می شود چون ترتیب }4,2,1{برابر  
  د ندارد.رد می شود زیرا هیچ ترتیب امکان پذیري براي این مجموعه وجو}5,4,2,1{  -6
  رد می شود زیرا هیچ ترتیب امکان پذیري براي این مجموعه وجود ندارد. }6,4,2,1{  -7
  رد می شود زیرا هیچ ترتیب امکان پذیري براي این مجموعه وجود ندارد.}7,4,2,1{  -8

هـر دو داراي   4و  1است. چون کارهـاي   ]4,1,2[امکان پذیر براي این مجموعه است و یک ترتیب  }4,2,1{، برابر باSمقدار نهایی 
  هستند. 3مهلت 

  استفاده کرد. ]1,4,2[از ترتیب امکان پذیر ]4,1,2[تذکر: می توان به جاي 

پذیر خواهد بود اگر و فقط اگر ترتیب حاصل از مرتب شـدن   امکان Sمجموعه اي از کارها باشد. در این صورت  Sفرض کنید 
  بر اساس مهلت هاي غیر نزولی، امکان پذیر باشد. Sکارهاي 

  ، امکان پذیر است؟}7,4,2,1{مثال: در مثال قبل آیا مجموعه
 حل: ما فقط باید امکان پذیر بودن ترتیب زیر را چک کنیم :

[ ]

3321

4,1,7,2
↑↑↑↑ 

اسـت و  نمـی توانـد     3توسـط مهلـتش زمـان بنـدي نشـده اسـت( مهلـت آن         4هلت هر کار در زیر آن ذکر شده است. چون کار م
  چهارمین کار باشد)، این ترتیب امکان پذیر نیست و طبق لم  این مجموعه امکان پذیر نیست.  
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  الگوریتم زمان بندي با مهلت معین

ست، با این فرض که هر کاري داراي سود است و فقط وقتی قابل حصول اسـت کـه آن   هدف تعیین زمان بندي با سود کل بیشینه ا
ــت مقــررش انجــام شــود. ورودي هاتعــداد کارهــا   ــام   (n)کــار در مهل ــه ن کــه  deadline[1..n]و آرایــه اي از اعــداد صــحیح  ب

[ ]ideadline  مهلت مقرر براي کار[ ]iایه به ترتیب غیر نزولی و بر اساس سود مرتبط با هر کار مرتب سـازي شـده   امُ است. این آر
  براي کارها است. Jاست. خروجی، یک ترتیب بهینه 

void   schedule (int  n , const int   deadline[ ] , sequence_of_integer &   j ){ 
index   i; sequence_of_integer   K; 
J =  [1]; 

for (i = 2 ;  i <= n ; i++ ) { 

 K = J  with  i  added according to nondecreasing values of deadline[i]; 
 if  ( K  is  feasible) 
        J = K; 
  } 

} 
تذکر: در الگوریتم فرض شده که کارها قبلاً بر اساس سودها به صورت غیر نزولی مرتب و بعد بـه الگـوریتم تحویـل داده شـده انـد.      

  ا فقط براي مرتب سازي کارها مورد نیاز هستند، به عنوان پارامتر الگوریتم ذکر نشده اند.چون سوده
  تحلیل پیچیدگی زمانی در بدترین حالت براي الگوریتم زمان بندي با مهلت معین

د. در هر دور تکـرار  عمل اصلی در این الگوریتم، دستور مقایسه است. کارها در زمان   مرتب شده و به الگوریتم تحویل داده می شون
مقایسه  iبه  Kانجام می شود و حداکثر براي بررسی امکان پذیر بودن  kام به  iمقایسه براي اضافه کردن کار  (i-1)حلقه، حداکثر 

  نیاز است. بنابراین در بدترین حالت داریم:

)n(1n]i)1i[( 2
n

2i

2 θ∈−=+−∑
=

 

)n(و چون  2θ  می کند، داریم: به زمان مرتب سازي غلبه  

)n()n(W 2θ∈  

  قضیه: الگوریتم زمان بندي با مهلت معین، همواره یک مجموعه بهینه ارائه می کند.
  مثال: فرض کنید کارهاي زبر داده شده اند:

 7  6  5  4  3 2 1  کار

  2  3  1  3  1  1  3  مهلت

  
  الگوریتم این عملیات را انجام می دهد :

1   .J  رار داده می شود.ق   [1]مساوي با  
2   .K قرار داده شده مشخص می شود که امکان پذیر است. [2،1] مساوي با  
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      J قرار داده می شود زیرا  [2،1] مساوي باK .امکان پذیر است  
3   .K  قرار داده شده رد می شود زیرا امکان پذیر نیست. [2،3،1]مساوي با  
4   .K  شخص می شود که امکان پذیر است.قرار داده شده م [2،1،4]مساوي با  

      J  قرار داده می شود زیرا  [2،1،4]مساوي باK .امکان پذیر است  
5   .K  قرار داده شده رد می شود زیرا امکان پذیر نیست. [2،5،1،4]مساوي با  
6   .K  قرار داده شده رد می شود زیرا امکان پذیر نیست. [2،1،6،4]مساوي با  
7   .K  قرار داده شده رد می شود زیرا امکان پذیر نیست. [2،7،1،4]مساوي با  

  است. [2،1،4]برابر با  Jمقدار نهایی 

)()(مرتبه زمانی الگوریتم زمان بندي با مهلت معین(در بدترین حالت) برابر است با:  2nnW θ∈  

  د می کند.قضیه : الگوریتم زمان بندي با مهلت معین همواره یک مجموعه بهینه تولی

  کد هافمن
روش متداول نمایش فایل، کد دودویی است که هر کاراکتر با رشته دودویی منحصر به فردي نمایش داده می شود. کد دودویی می 

  تواند داراي طول ثابت یا متغیر باشد. در طول ثابت، طول کد تمام کاراکترها یکسان است.  
  بگیرید. این فایل را به دو صورت طول ثابت و طول متغیر کد گذاري کنید. را در نظر ababcbbbcمثال: فایلی با محتویات 

  در کد گذاري با طول ثابت، به هر یک از کاراکترهاي استفاده شده در فایل یک طول ثابت می دهیم. به طور نمونه :     -الف
 a:00   ,   b:01  ,  c:11    

را اختصاص می دهیم. به این ترتیـب، کـد    0کد  bر از همه تکرار شده یعنی در کد گذاري با طول متغیر به کاراکتري که بیشت -ب
a  باشد، زیرا در این صورت نمی توانیم یک  00نمی تواندa  را از دوb   تشخیص دهیم. علاوه بر این، نمی خـواهیم a    را بـه صـورت

اسـت.    aاست یا بخشی از کد مربوط بـه   bه رسیدیم، نمی توانیم تشخیص دهیم ک 0کد گذاري کنیم، زیرا وقتی به یک مقدار  01
 a : 10    ,    b : 0                                                           در نهایت این کاراکترها را به صورت زیر کد گذاري می کنیم:

  , c : 11 

کدگذاري می شود. که به  1001001100011و در روش دوم  به صورت  000100011101010111فایل در روش اول به صورت 
 .  بیت استفاده شد 13بیت و  18ترتیب از 

براي یک فایل معین، مسئله کد دودویی بهینه، یافتن کد دودویی براي کاراکترهاي فایل است تا فایل را با حداقل تعـداد بیـت هـا نمـایش     
  دهد.  

  کد پیشوندي
کد پیشوندي، هیچ کد واژه مربوط به یک کـاراکتر ، آغـاز کـد واژه کـاراکتر      کد پیشوندي، نوع خاصی از کد با طول متغیر است. در

باشد. در کـد پیشـوندي    ”b“نمی تواند کد واژه حرف  011باشد، آن گاه  ”a“کد حرف  01دیگر را نمی سازد. به عنوان مثال، اگر 
ت سمت چپ فایل و ریشـه درخـت شـروع مـی     لازم نیست هنگام تجزیه فایل پیشگویی صورت گیرد. براي تجزیه فایل، از اولین بی
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را ببینیم، در سمت چپ یا راست درخت بـه طـرف پـایین مـی رویـم.       1یا  0کنیم. در بیت ها حرکت می کنیم و بر حسب این که 

 وقتی به برگ رسیدیم، کاراکتر را در برگ می یابیم. سپس به ریشه برمی گردیم و روال قبلی را با شروع از بیـت بعـدي موجـود در   
  دنباله بیت ها ادامه می دهیم.

را در نظر بگیرید. تعداد دفعاتی که هر یک از این کاراکترها در فایل ظاهر مـی شـوند،    {a,b,c,d,e,f}مثال: مجموعه کاراکترهاي 
 a:16  ,  b: 5  ,  c: 12  ,  d: 17  ,  e: 10  ,  f: 25                                                              عبارت است از:   

                            یک کد گذاري در زیر نشان داده شده است:
a=10 , b=11110 , c=1110 , d=110 , e=11111 , f=0 

                                                   تعداد بیت ها براي این کد گذاري:
16(2)+5(5)+12(4)+17(3)+10(5)+25(1)=231 

  درخت دودویی معادل کد:

  
  حرفی بود و تعداد بیت هاي لازم برابر بود با: 3در صورتی که از کد گذاري با طول ثابت استفاده می کردیم، کد هر یک از کاراکترها 

2553)25101712516( =×+++++  

 ر است.تذکر: تعداد بیت هاي لازم اگر از کد گذاري هافمن استفاده شود، از هر دو روش گفته شده  بهت

براي کد خاصی ایجاد می شود، به صورت زیر تعیین  Tتعداد بیت هاي لازم براي کد گذاري فایلی که توسط درخت دودویی 

∑می گردد :  
=

=
n

i
ii vdepthvfrequencyTbits

1
}، که در آن  )()()( }nvvv ,....,, مجموعه کاراکترهاي موجود در فایـل،  21

)( ivfrequency رتعداد دفعات حضو iv  در فایل، و)( ivdepth  عمقiv  درT .است  

  الگوریتم هافمن
هافمن یک الگوریتم حریصانه را طراحی کرد که از طریق ساخت یک درخت دودویی متنـاظر بـا یـک کـد بهینـه، یـک کـد بهینـه         

  ین الگوریتم ایجاد می شود کد هافمن نام دارد. دودویی را تولید می کند. کدي که توسط ا
را در نظر بگیرید که تعداد فراوانی هر کاراکتر در فایل، در زیـر  آمـده اسـت. کـد هـر       {a,b,c,d,e,f}مثال: مجموعه کاراکترهاي 

  کاراکتر به روش هافمن را بدست آورید؟                                                
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a:16  ,  b: 5  ,  c: 12  ,  d: 17  ,  e: 10  ,  f: 25 

توسط الگوریتم سـاخته مـی شـوند، نشـان داده شـده         for iحل: در شکل زیر مجموعه اي از درخت ها را که در هر گذر از حلقه 
  در گره است. ) frequency، قبل از ورود به حلقه را نشان می دهد. (مقدار ذخیره شده در هر گره، مقدار فیلد  (0)است. مجموعه

  
  است ولی در داخل گره هاي مشخص شده با دایره، عددي قرار نمی دهیم.   5درخت نهایی مانند درخت شماره 

  درخت دودویی متناظر با یک کد پیشوندي دودویی بهینه، کامل است. یعنی، هر گره غیر برگ حاوي دو فرزند است. 

  الگوریتم هافمن یک کد دودویی بهینه را تولید می کند. 

  در پیوست آورده شده است. الگوریتم هافمن تذکر:

  اجرا می شود.   nlgn(θ(در زمان کد هافمن الگوریتم  

  مسئله کوله پشتی  
همه الگوریتم هاي حریصانه حل بهینه را تولید نمی کنند. براي آن که نشان داده شود یک الگـوریتم حریصـانه همـواره حـل بهینـه اي بـه       

ید آن را اثبات کرد. در مورد برنامه نویسی پویا، کافی است تعیین کنیم که آیا اصـل بهینگـی برقـرار اسـت یـا خیـر. بـراي        دست می دهد با
روشن تر شدن اختلاف میان دو روش پویا و حریصانه، دو مسئله کوله پشتی صفر و یک و مسئله کوله پشـتی کسـري را ارائـه مـی دهـیم.      

پشتی کسري را به کمک یک الگوریتم حریصانه می توان حل کـرد ولـی ایـن الگـوریتم قـادر نیسـت        مشاهده خواهیم کرد که مسئله کوله
  مسئله کوله پشتی صفر و یک را حل کند و مسئله کوله پشتی صفر و یک را به کمک برنامه نویسی پویا حل می کنیم.
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  کوله پشتی صفر و یک(حریصانه)

فراتر رود، کوله پشتی پاره خواهـد   Wد. اگر وزن کل قطعات از یک حد بیشینه دزدي با کوله پشتی وارد یک جواهرفروشی می شو
شد. هر قطعه داراي ارزش و وزن معینی خواهد بود. هدف تعیین حداکثر ارزش قطعات است در حالی کـه وزن کـل آن هـا از حـد     

  قطعه وجود داشته باشد به طوري که:   nفراتر نرود. این مسئله را مسئله کوله پشتی صفر و یک می گویند. فرض کنید  Wمعین 
{ }nitemitemitemitemS ,........,,, 321=   

  صحیح هستند.) همگی اعدادي Wو iw ،iPنشان می دهیم. ( iPو ارزش آن را با iWرا با  iitemورن 

∑تعیین شود به قسمی که :  Sاز  Aباید زیر مجموعه  iP نسبت بهWWi بیشینه شود. قطعات را بـه ترتیـب افـزایش      ∑≥
ذاشـته مـی   ارزش آن ها به ازاي واحد وزن مرتب می کنیم و آن ها را به ترتیب انتخاب می کنیم. هر قطعـه در صـورتی در کولـه گ   

  نرود.   Wشود که وزن کل فراتر از 
پونـد اسـت. نحـوه     30نیـز   (W)مثال:  فرض کنید سه قطعه با ارزش و وزن مشخص شده در جدول زیر داریم. ظرفیت کوله پشتی

  انتخاب قطعات چگونه است؟
 وزن(پوند) ارزش(دلار) قطعه

1 50 5 

2 60 10 

3 140 20 

  ن آن ها به صورت زیر است:حل: ارزش قطعات به ازاي واحد وز

 10$
5
50$:1 =item         ,     6$

10
60$:2 =item     ,   7$

20
140$:3 =item  

 2itemرا می دهـد، حـال آن کـه حـل بهینـه، انتخـاب       190انتخاب می شود که سود کل  3itemو سپس 1itemبنابراین ابتدا
پونـد از   5انتخـاب شـدند،    3itemو  1itemسود را در بر دارد. مشکل ایـن جاسـت کـه پـس از آن کـه      200است که  3itemو

پوند وزن دارد. این الگوریتم حریصانه قادر بـه حـل    10قدار ، م 2itemظرفیت باقی می ماند، ولی این اتلاف به این دلیل است که 
  مسئله کوله پشتی صفر و یک نیست.

  کوله پشتی کسري  

در این مسئله دزد می تواند هر کسري از قطعه را بردارد. می توان قطعات در مسئله کوله پشتی صـفر و یـک را بـه صـورت شـمش      
  صورت کیسه هاي حاوي خاك طلا و نقره در نظر گرفت.   هاي طلا و نقره و در مسئله کوله پشتی کسري، به

مثال: با توجه به قطعات زیر، اگر راهبرد حریصانه انتخاب قطعات با بزرگ ترین ارزش به ازاي واحد وزن باشد، نحوه انتخاب قطعـات  
  چگونه است؟

 وزن(پوند) ارزش(دلار) قطعه
1 50 5 

2 60 10 

3 140 20 
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پوند از ظرفیت کوله پشتی باقی مانده است، آن مقدار توسط کسـري از   5برداشته شده و چون  3قطعه  و سپس 1حل:  ابتدا قطعه 
  پر می شود. این کسر از تقسیم ورن باقی مانده به وزن قطعه بدست می آید.  سود کلی که حاصل می شود: 2قطعه 

22060
10
514050 =×++  

مثل کوله پشتی صفر و یک، ظرفیت را هدر نمی دهد و  همواره حل بهینه را الگوریتم حریصانه در مسئله کوله پشتی کسري 
  به دست می دهد. 

  کوله پشتی صفر و یک ( روش پویا)

اگر بتوانیم نشان دهیم که اصل بهینگی برقرار است، می توانیم مسئله کوله پشتی صفر و یک را با استفاده از برنامه نویسی پویا حل 
 Aهسـت یـا نیسـت. اگـر      nitemحـاوي   Aقطعه باشد. دو حالت وجود دارد: یا  nیر مجموعه بهینه از یک ز Aکنیم. فرض کنید 

باشد، سود کـل حاصـل    nitemحاوي  Aقطعه نخست برابر است. اگر  (n-1)با زیر مجموعه اي بهینه از  Aنباشد،  nitemحاوي 
قطعه نخست انتخاب کـرد (وزن کـل    (n-1)به علاوه سود بهینه است. وقتی که قطعات را بتوان از  nPبرابر Aموجود در  از قطعات
nwWآن ها از    بیشتر نشود). بنابراین، اصل بهینگی برقرار است. −

قطعه اول و تحت این محدودیت باشد که وزن کـل نبایـد از    iاز انتخاب سود بهینه حاصل  w > 0 ،p[i][w]و   i > 0اگر به ازاي 
w :تجاوز کند  

[ ][ ]
ww
ww

wiP
wwiPPwiPimum

wiP
i

iii

>
≤







−
−−+−

= ]][1[
])][1[],][1[(max

 

تعیـین کنـیم. مقـادیر     P  [0..w][n..0]است. می توانیم این مقدار را با استفاده از آرایـه دو بعـدي   p[n][w]سود بشینه برابر با 
و  p[0][w]محاسبه مـی کنـیم. مقـادیر     p[i][w]رتیب با استفاده از رابطه قبلی براي موجود در سطرها و ستون هاي آرایه را به ت

p[i][0]   .را مساوي صفر قرار می دهیم  

nWWn)(تعداد عناصري که محاسبه می شود عبارت است از:  θ∈ 

  نسخه بهتر الگوریتم  
خطی است، ممکن است باعث شود که به خطا تصـور   nشده نسبت به این واقعیت که عبارت قبلی براي تعداد عناصر آرایه محاسبه 

nW!قطعه هستند، کارایی دارد، ولی چنین نیست. براي مثال، اگر  nکنیم آن الگوریتم براي همه نمونه هایی که حاوي  باشـد،   =
)!(تعداد عناصر محاسبه شده، nn ×θ  است. اگرn = 20  20!و=W   باشد، این الگوریتم روي یک کامپیوتر مدرن هزاران سـال

  به طول خواهد انجامید.  

بسیار بزرگ باشد، این الگوریتم از الگوریتم غیرهوشمند که همه زیر مجموعـه هـا را در نظـر     nدر مقایسه با  Wتذکر: هنگامی که 
  می گرفت بدتر است.

)2(ن بهبود بخشید که در بدترین حالت تعداد عناصر محاسبه شده به این الگوریتم را می توان چنا nθ     تعلق داشته باشـد. بـا ایـن
  بهبود، الگوریتم هیچگاه از روش غیر هوشمند بدتر نمی شود و غالباً بسیار بهتر است.  
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محاسـبه   p[n][w]امُ فقط بایـد  n، بلکه در سطر نیست wو  1میان  wاُم به ازاي هر  iدر این روش نیازي به تعیین عناصر سطر 

  به کار می روند. چون:   p[n][w]اُم، آن هایی هستند که براي محاسبه  (n-1)شود. بنابراین، تنها عناصر مورد نیاز در سطر 

[ ][ ]
Ww
Ww

WnP
wwnPPwnPimum

wnP
n

nnn

>
≤







−
−−+−

= ]][1[
])][1[],][1[(max

 

]1][[ اُم عبارت است از:  (n-1)تنها عناصر مورد نیاز در سطر  nwWnP ]1][[و  −− WnP −. 

به طرف عقب ادامه می دهیم تا تعیین کنیم کدام عناصر مورد نیازند. یعنی، پس از آن که تعیین کردیم کدام عناصر در سـطر   nاز 
i     : اُم مورد نیازند، با استفاده از ایـن واقعیـت کـهP[i][w]     از روي]w][1i[P ww][1i[p[و − i−−      ،محاسـبه مـی شـود

رسیدیم، توقف می کنیم. پـس   w≥0یا   n = 1اُم مورد نیاز هستند. هنگامی که به  (i-1)تعیین می کنیم کدام عناصر در سطر 
  دهیم.   از تعیین این که کدام عناصر مورد نیاز هستند، محاسبات را با شروع از سطر نخست انجام می

  را داشته باشیم. سود بهینه را بدست آورید.   w = 30مثال: فرض کنید قطعات زیر و 
 وزن(پوند) ارزش(دلار) قطعه

1 50 5 

2 60 10 

3 140 20 

  حل: نخست باید تعیین کنیم در هر سطر کدام عناصر باید محاسبه شود.
 P[3][W]=P[3][30]:   3تعیین عناصر مورد نیاز در سطر 

  به موارد زیر نیاز داریم: P[3][30]:  براي محاسبه  2ین عناصر مورد نیاز در سطر تعی
P[3-1][30]=P[2][30]  ,   P[3-1][30- 3w ]=P[2][10] 

  به موارد زیر نیاز داریم: P[2][30]: براي محاسبه  1تعیین عناصر مورد نیاز در سطر 
P[2-1][30]=P[1][30]  ,   P[2-1][30- 2w ]=P[1][20] 

  به موارد زیر نیاز داریم: P[2][10]براي محاسبه 
P[2-1][10]=P[1][10]  ,  P[2-1][10- 2w ]=P[1][0] 

  حال محاسبات را انجام می دهیم.
  :1محاسبه سطر 
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1

1      

=P[1][10]                  بنابراین: 0   ,   P[1][10]= 50  ,  P[1][20]= 50  ,  P[1][30]= 50 
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  :2محاسبه سطر 

   [ ][ ]
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  :3محاسبه سطر 

[ ][ ]
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])10][2[140],$30][2[(max
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

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PPimum
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200$60$140$ =+=                              
ه مـی  عنصر را محاسـب  90یعنی  ×303تذکر: این نسخه از الگوریتم فقط هفت عنصر را محاسبه می کند، حال آن که نسخه اولیه 

  کرد.  

تعداد عناصري که توسط الگوریتم برنامه نویسی پویا براي مسئله کوله پشتی صفر و یک محاسبه می شود در بـدترین حالـت   

min))2,((به  nWimumO n .تعلق داشت  

ی باشـد و در  تا کنون کسی براي مسئله کوله پشتی صفر و یک الگوریتمی نیافته است که بدترین حالت آن بهتر از زمان نمای
  عین حال هنوز کسی عدم امکان آن را نیز اثبات نکرده است. (مانند مسئله فروشنده دوره گرد)
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  مجموعه تست
ن سـودي  است در نظر بگیرید. بیشتری 100زیر را که در آن گنجایش کوله  (fractional)مساله کوله پشتی کسري -1

  که حاصل می شود چقدر است؟

شیاءا 07 06 05 04 03 02 01  
 ارزش 1 5 2 3 3 2 7
 وزن 20 30 70 60 50 40 10

   1 (14,5                        2 (16                       3 (15,5                             4 (15  
 در چـه  (6،11)گراف زیر استفاده کنیم، یـال   (MST)براي یافتن درخت پوشاي کمینه  Kruskalاگر از الگوریتم  -2

  مرحله اي انتخاب می شود؟ 

  
  2) مرحله 4                        3) مرحله 3                  4) مرحله 2             1) مرحله 1     

در الگوریتم فشرده سازي هافمن، اگر براي یافتن دو نویسه با کمترین فراوانی از جست و جـوي خطـی بـه جـاي      -3
  تعداد نویسه هایی است که قرار است کد گذاري شوند)   nاجراي آن چه خواهد بود؟(استفاده شود، زمان  (heap)هرم

1 ()n(θ                   2 ()n( 2θ                   3 ()nlgn( 2θ                4 ()nlgn(θ  
  زیر درست هستند؟   چند تا از گزاره هاي  -4

در درخت فراگیر کمینه باشد، حتما دو راس وجود دارد کـه   e=(u,v)اگر در یک گراف وزن دار بدون جهت، یال  -الف
  می گذرد. eکوتاهترین مسیر بین آن دو از 

 ـ -ب ت و مسئله ي یافتن همه ي کوتاه ترین مسیرها از یک راس به بقیه ي راس ها را در یک گراف وزن دار بدون جه
VE(O(و نه در   O)E(را می توان در  Eهم بند با مجموعه ي یال هاي    است. +

در یک گراف وزن دار و ساده بدون جهت با وزن هاي نامساوي، یال با سبک ترین وزن و یال دومین سـبک تـرین    -ج
  وزن هر دو در درخت فراگیر کمینه هستند.

  3) 4                          2) 3                          1) 2                         ) صفر1   
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، فرض کنید گه وزن هر یال را یک واحد زیاد کنـیم، در آن صـورت    1در یک گراف با وزن هاي صحیح بزرگ تر از  -5
  د تا از گزاره هاي زیر درست اند؟چن

  گراف یکی است.در هر دو  (S,T)برش کمینه ي  -الف

  درخت فراگیر کمینه ي هر دو گراف یکی است. -ب

  کوتاه ترین مسیر بین دو راس مشخص در دو گراف شامل یال هاي یکسان هستند. -ج

  3) 4                          2) 3) صفر                           2                       1) 1   
اي کـه بـا    دهد.  گـره  نمایش می primگ، درخت پوشاي حداقل را با استفاده از روش هاي پررن در گراف روبرو لبه -6

داراي چـه    دایره مشخص شده نقطه شروع است. در این حالت آخرین گره اي که به درخت پوشا متصل شـده اسـت،  
  وزنی است؟  

 
1 (8                       2(7                                3(4                          4(2  

کیلو گرم مـی باشـد. مقـدار سـود      13با پنج شییء به شرح زیر، ظرفیت کیسه برابر  knapsack 0 1-در مسئله  -7
  ام)   iوزن شیء   iwسود  و   ipماکزیمم چند دلار چیست؟ ( 

i 1 2 3 4 5 

ip  35 30 20 12 3 

iw  7 5 2 3 1 

   1 (65                       2 (68                               3 (70                                 4 (80  
ی در سخنرانی زیر با شروع و پایان مشخص را طوري برنامه ریزي کنیم که بیشترین تعداد سخنران 6اگر قرار باشد  -8

  یک سالن قابل ارائه باشد، بیشترین تعداد سخنرانی هاي ممکن کدام است؟

 6 5 4 3 2 1 شماره سخنرانی

 6 4 3 3 1 2 شروع

 8 7 5 4 2 9 پایان

1 (2                        2 (5                              3 (4                                     4 (3  
  را با روش کدینگ هافمن کد کنیم، طول کد چند بیت خواهد شد؟  abcabbaccaabdffeاگر رشته   -9

  ) هیچکدام4                          34) 3                          36) 2                          38) 1     
  

http://www.SANJESH.IR


 طراحی الگوریتم
 

WWW.SANJESH.IR     
 

«110» 
  گره چند بیت است؟  nحداکثر طول یک کد درخت هافمن با  -10

     1 (2n −                   2   (1n −                    3   (
2
n                       4 (nlog  

  جمله زیر را اگر به روش هافمن فشرده سازي کنیم، اندازه ي فشرده شده چند بیت خواهد بود؟ -11

  فاصله خالی است.)  ∪(       

This ∪ is ∪ the ∪ set ∪ that ∪ has ∪ set 
     1 (60                      2 (68                             3 (76                           4 (92  
،  a=1000  ،b=1200 ،c=800 ،d=1500بـا تفـاوت تکـرار     fو  eو  dو  cو  bو  aحـرف از حـروف    7000متنی شامل  -12

e=1800  وf=700   موجود است. چنانچه کدي بهینه براي حروف بالا انتخاب نمائیم، تعداد کل بیتهاي لازم براي تبـدیل
  به مجموعه اي از بیتها چقدر است؟ذکور متن م

     1 (14600               2 (17700                          3 (24300                      4 (35200  
ویسـه هـا برابـر اسـت     ) را در نظر بگیرید. کد هافمن حاصل براي هر یـک از ن (abaabacadcadeرشته متنی   -13

  با...........

     1 (a=1,b=01,c=001,d=0001,e=0000                   2 (a=0,b=100,c=101,d=110,e=100  
     3  (a=000,b=001,c=010,d=011,e=100              4 (a=00,b=01,c=10,d=11,e=100  
د در آن دو کاراکتري باشند که کمترین تکرار را داشـته باشـن   yو xدر فشرده سازي با استفاده از کد هافمن اگر  -14

  )صورت کد بهنه براي این دو نویسه(کاراکتر

  ) داراي پیشوند یکسان می باشند، فقط در آخرین لیست آنها متفاوت است.1
  ) داراي پسوند یکسان می باشند فقط در اولین لیست متقاوت است.2
  ) داراي پیشوند یکسان نمی باشند و فقط کد آخر آنها برابر است.3
  ن نمی باشند و فقط کد اول آنها با هم برابر است.) داراي پیشوند یکسا4

است را در نظر بگیرید. مـی خـواهیم درخـت فراگیـر کمینـه       1که وزن یالهاي آن  G=(V,E)یک گراف همبند  -15
(MST)   :این گراف را پیدا کنیم  

)log() این کار را می توان در 1 EEO            .(می توان در ) این کار را 2انجام داد( EVO .انجام داد  
)log() این کار را می توان در 3 EVO             .این کار را می توان در 4انجام داد ()( EO .انجام داد  
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، (Connected)هـم بنـد    کدام یک از گزاره هاي ذیل، در مورد محاسبه درخت پوشاي کمین براي یـک گـراف   -16
  درست است؟   

 Kruskalو الگـوریتم   Primدر هر مرحله هم بندي درخت رعایت مـی شـود و زمـان مصـرفی الگـوریتم       Prim) در روش 1
  یکسان است.

در مرحله پایانی، این امر اتفـاق مـی    Kruskalدر هر مرحله هم بندي درخت رعایت می شود، اما در روش  Prim) در روش 2
  بهتر است. Primاما زمان مصرفی روش افتد، 

در مرحله پایانی این امر اتفاق مـی   Prim، در هر مرحله هم بندي درخت رعایت می شود، اما در روش  Kruskal) در روش 3
  بهتر است. Primافتد، اما زمان مصرفی روش 

لگوریتم درخت هم بند اسـت. امـا زمـان    ، در هر مرحله هم بندي درخت رعایت  نمی شود، اما در پایان اKruskal) در روش 4
  بهتر است. Primمصرفی آن از روش 

  ، در چه صورت یکتا می باشد؟Gدرخت پوشاي مینیمم براي گراف وزن دار  -17

  یک درخت باشد. G) در صورتی که گراف 1   
  هیچ دو یالی داراي وزن یکسان نباشند. G) در صورتی که در گراف 2   
  غیر جهتدار و مرتبط باشد. Gاف ) در صورتی که گر3   
  2و1) موارد 4   

باشـد، کـدام عبـارت     Gیک درخت فراگیر مینیمم بـراي   Mجهت و  یک گراف بی G=(V,E)فرض کنیم گراف  -18
  درست است؟   

12بین هر جفت رأس  M) مسیر 1      VوV ترین مسیر است.                        کوتاه  
12هر جفت رأس  بین M) مسیر 2      VوV باشد. ترین مسیر نمی کوتاه  
  باشند.                                           ترین مسیر می کوتاه M) تمام مسیرهاي موجود در 3     
  مسیري وجود ندارد. M) بین تمام رئوس در 4     
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ولت بـه آنهـا متصـل     5که باید ولتاژي معادل ترمینال،  9یک مهندس برق، مداري را طراحی نموده است داراي   -19
ولت به یکی از ترمینال ها وصل است. براي اینکه کمترین سیم بنـدي در مـدار بـه کـار رود،      5گردد. فرض کنید 

  را یک سانتی متر در نظر بگیرید.)بگوئید حداقل چقدر سیم لازم دارد؟(فاصله هر سطر و ستون 

  
      1 (52228 ++                                  2 (52226 ++         

      3 (53225 ++                                  4 (52227 ++  
  درخت پوشا با حداقل هزینه گراف زیر کدام است؟   -20

  
  
  
  
1 (                                              2 (                       
  
  

  ) هیچکدام4)                                                                     3     
  

لبه داریم. کدامیک از الگوریتم هاي زیر براي تولید درخـت پوشـا بـا     n-2گره و  nگراف همبندي بدون جهت با  -21
  حداقل هزینه بر روي گراف مناسب تر است؟

 1 (prim                  2 (kruskal                      3 (sollin                    4هیچکدام (  
، کدامیک از  الگوریتم هاي خلوتیک گراف  (Minimum Spanning tree)براي یافتن درخت پوشاي حداقل  -22

  ست؟زیر مناسب تر ا

   1 (Floyd             2 (Prim                           3 (Kruskal                   4 (Dijkstra  
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هـاي زیـر    استفاده کنیم، کـدامیک از گزینـه   primاگر براي پیدا کردن درخت پوشاي مینیمم زیر از الگوریتم  -23
  دهد؟   درخت حاصله در انتهاي مرحله سوم این الگوریتم را به ما می

 

       1(                        2  (           

        3 (                      4 (  
 idام است اگر و فقط اگر بعـد از زمـان    iنشان دهنده سود حاصل از اجراي کار igشش کار به شرح ذیل داریم.  -24

  از اجرا چقدر است؟  انجام نشود. فرض کنید هر کار در واحد زمان انجام می شود. حداکثر سود حاصل 

i 1 2 3 4 5 6 

iG  20 15 10 7 5 3 

iD  3 1 1 3 1 3 

 
     1 (42                      2 (45                           3 (37                             4 (32  
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  داراي چه وزنی است؟ Dijkstraالگوریتم  بر طبق zو  aدر گراف زیر کوتاه ترین مسیر بین رئوس  -25

  
     1 (5                                 2 (3                             3 (12                            4 (18 
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  پاسخ تشریحی
  ابتدا نسبت وزن به ارزش را محاسبه می کنیم:) 1-3

 اشیاء 07 06 05 04 03 02 01
 وزن / ارزش 20 6 35 20 16,6 20 1,4

 100کیلـو از   90را به طور کامل انتخاب می کنیم . در این حالـت   3و 6و  1سپس بر اساس مقدار صعودي این نسبت، شی ء هاي 
باید پر کنیم. این کسر از تقسـیم وزن بـاقی مانـده     4کیلو ظرفیت کوله پشتی پر می شود و ده کیلو باقی مانده را با کسري از شیء 

زن قطعه بدست می آید یعنی به و
40
10  

  بنابرین سود کل برابر است با:

5.1520
40
10357 =×+++  

  انتخاب می شود.   (6،11)و در مرحله دوم یال  (6،10)طبق الگوریتم کراسکال، در مرحله اول کوتاهترین یال یعنی  )2-4
  )2ـ3
  )3ـ4
  )3ـ5
یم ، به سادگی مشخص می شود که آخرین گره اي که به مجموعه گره هاي انتخابی اضافه خواهـد  با دنبال کردن الگوریتم پر ) 6-3

  می باشد. 4شد، گره با وزن 
  را انتخاب می کنیم. وزن کل این قطعات برابر است با: 5و4و3و1براي کسب سود ماکزیمم، قطعات ) 7-3

7+2+3+1=13 

  و سود این قطعات برابر است با:
35+20+12+3=70 

  ابتدا فعالیت ها را بر اساس زمان پایان مرتب می کنیم: )8-4

i 1 2 3 4 5 6 

S[i] 1 3 3 4 6 2 

F[i] 2 4 5 7 8 9 

انتخـاب مـی    4و2و1سپس کارهایی را انتخاب کرده که شروع آنها از پایان کار قبلی انتخاب شده، کمتـر نباشـد. بنـابراین کارهـاي     
  شوند.  

 a=5 , b=4 , c=3 , d=1 , f=2 , e=1                    تکرار هر یک از حروف برابر است با:در رشته داده شده تعداد ) 9-1

بیتی می باشند. بنابراین تعداد کل بیت هاي مورد نیاز برابر e,d  ،4بیتی و  c,b,a،2با رسم درخت هافمن، مشخص می شود که 
38413241232425                                                               است با: =×+×+×+×+×+×  
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یـال تـا    n-1مـی باشـد و    nبیت است. چون گره ممکن در ارتفـاع   n-1گره برابر  nحداکثر طول یک کد درخت هافمن با ) 10-2

  می باشد. 2، بزرگترین طول کد برابر  n=3ریشه فاصله دارد. به طور مثال براي 
  ر است با:تعداد تکرار هر یک از حروف براب) 11-3

t=6  ,  h=4  ,  i=2  ,  s=5 ,  e=3  , ∪ =6 

  بعد از رسم درخت هافمن، کد هر یک از کاراکترها به صورت زیر مشخص می شود:
t=00  , ∪  =01 ,  i=1000  ,  a=1001 , e=101 ,  h=110  ,  s=111 

  ر یک از حروف مشخص می شود:رسم درخت هافمن کد ه) با 12-2
a=000 , b=001 , c=110 , d=10 , e=01 , f=111 

  بیتی هستند. بنابراین تعداد کل بیتها برابر است با: e,d  ،2بیتی و  f,c,b,a  ،3در نتیجه 
177003700218002150038003120031000 =×+×+×+×+×+×  

رسم درخت هافمن کـد هـر یـک از حـروف     با   a=6,b=2,c=2,d=2,e=1 تعداد تکرار  هر یک از کاراکترها برابر است با:) 13-2
 a=0 , b=100 , c=101 , d=110 , e=111  مشخص می شود:

دو کاراکتري باشند که کمترین تکرار را داشته باشند در آن صـورت کـد    yو xدر فشرده سازي با استفاده از کد هافمن اگر ) 14-1
در آخرین لیست آنها متفاوت است. به طور نمونه اگر تعـداد تکـرار   بهینه براي این دو کاراکتر داراي پیشوند یکسان می باشند، فقط 

و کـد   000برابـر   a، آنگاه با رسم درخت هافمن مشخص می شود که کد  a=1,b=1,c=10,d=30هر یک از حروف برابر باشد با: 
b  است. یعنی  001برابرa  وb  است. 00که کمترین تعداد تکرار را دارند، کد آنها داراي پیشوند یکسان  

  )4ـ15
در مرحله  پایـانی، ایـن امـر اتفـاق      Kruskalدر هر مرحله هم بندي درخت رعایت می شود، اما در روش  Primدر روش ) 16-2
  افتد. می
  ، در دو حالت یکتا می باشد: Gدرخت پوشاي مینیمم براي گراف وزن دار ) 17-4

  گراف یک درخت باشد.(حلقه نداشته باشد)         -الف 
  دو یالی در گراف، داراي وزن یکسانی نباشند. هیچ -ب

  دلیلی ندارد که مسیر بین دو گره در درخت پوشا ، کوتاهترین مسیر بین آن دو گره باشد. ) 18-2
  این مساله مانند درخت پوشاي حداقل است که به کمک روش کراسکال آن را حل می کنیم. یالهاي انتخابی به صوت زیر است: )4- 19
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  برابر است با: وزن کمینه

52227)55()222()22(1 ++=+++++++  

  اگر از روش کراسکال در مورد گراف استفاده شود، ترتیب اضافه شدن یالها برابر است با:  ) 20-3
 10،12،14،16،22،25  

  و درخت پوشاي با حداقل هزینه زیر حاصل می شود:

 
  یال رسم کرد. n−2توان گراف همبندي با  یال دارد و نمی n−1گره حداقل  nگراف همبند بدون جهت با  )21-4
  کند، مناسب تراست.   باشد و چون الگوریتم کراسکال براساس یالها کار می در گراف خلوت، تعداد یالها کم می  )22-3
اشته باشـد. سـپس از مجموعـه گـره هـاي      در الگوریتم پریم از گره شروع به سمتی حرکت می کنیم که کمترین مسیر را د) 23-4

اي می رویم که کمترین مسیر را داشته باشد و به همین روال ادامه  می دهیم. البته بایـد توجـه کـرد کـه حلقـه اي       حاصل، به گره
  ایجاد نگردد.  

  مرحله اول به صورت زیر است :   3در گراف داده شده 
  . 6به گره  4.    مرحله سوم :  اتصال گره  4به گره  2حله دوم :  اتصال گره .         مر 2به گره  1مرحله اول :  اتصال گره 

 42=7+15+20 انتخاب می شوند. بنابراین سود حاصل برابر است با:  4و2و1با توجه به مهلت داده شده کارهاي ) 24-1

zcbaبرابر است با:  zو  aکوتاهترین مسیر بین دو راس  )25-1   5=1+2+2طول آن برابر است با:که  →→→
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  روش عقبگرد:  پنجمفصل 
شـود، بـه   اي از اشیا از یک مجموعـه مشـخص انتخـاب مـی    ها دنبالهشود که در آناز تکنیک عقبگرد براي حل مسائلی استفاده می

  گیرد.  طوري که این دنباله، ملاکی را در بر می
امید تا این کـه بـه یـک    وف بیابید، راهی ندارید جز دنبال کردن مسیري بیمعر "هزار توي شمشادي"اگر سعی کنید راه خود را از 

کنید. فکر کنید اگر تابلویی وجود داشـته باشـد کـه بـه شـما      گردید و راهی دیگر را امتحان میبست برسید. در این حالت، برمیبن
شـود. اگـر ایـن تـابلو در ابتـداي راه قـرار داده       یتر مشود، چقدر کارها آسانبست منتهی میاید به بنبگوید مسیري که پیش گرفته

هاي بعد از آن را دیگر لازم نیسـت در نظـر بگیـریم. بـدین     جویی شده می تواند چشمگیر باشد، زیرا همۀ دو راهیشود، زمان صرفه
  هاي عقبگردي این تابلوها وجود دارند.شود. در الگوریتمبست پرهیز میترتیب از چندین بن

نویسی پویا براي این مسئله یافتیم کـه  پشتی صفر و یک بسیار مفید است. یک الگوریتم برنامهراي مسائلی نظیر کولهروش عقبگرد ب
هـا تولیـد شـوند،    پشتی صفر و یک، این است که واقعاً همۀ زیر مجموعهدر بدترین حالت، نمایی است. یک راه براي حل مسئله کوله

زیر مجموعه وجود دارد و این روش فقـط   n2بست است. چون بدون تابلو و رسیدن به بنولی این درست مثل حرکت در هزار توي 
ها بتوانیم علائمی بیابیم که به ما بگویند بسیاري از ایـن  کوچک باشد، ولی اگر هنگام تولید این زیر مجموعه nوقتی عملی است که 

می توان از صرف وقت زیاد پرهیز کنیم، و این چیزي است که الگـوریتم عقبگـردي انجـام     ها نیاز به تولید شدن ندارند،زیر مجموعه
  دهد. می

پشتی صفر و یک در بدترین حالت باز هم نمـایی (یـا حتـی بـدتر) هسـتند. ایـن       هاي عقبگردي براي مسائلی از قبیل کولهالگوریتم
  ها.  هاي بزرگ مؤثرند نه براي همۀ نمونهرو مفید هستند که براي بسیاري از نمونهها از آنالگوریتم

  وزیر  nمسئله 
nnمهره وزیر در یک صفحۀ شطرنج  nهدف چیدن  است، به طوري که هیچ دو وزیري یکدیگر را گارد ندهنـد، یعنـی هـیچ دو     ×

  اي نباید در یک سطر، ستون یا قطر یکسان باشند. مهره

 2nشوند، مجموعـه بـراي هـر انتخـاب، عبـارت از     ها وزیرها قرار داده میموقعیتی است که در آن nاز در این مسئله، دنباله عبارت 
اسـت (صـفحه شـطرنج اسـتاندارد).      n=8اي است کـه در آن  وزیر، شکل کلی نمونه nموقعیت روي صفحه شطرنج است. مسئله 

  مسئله را بررسی می کنیم. n=4استفاده از نمونه  براي کوتاه کردن بحث، با
مسئله را به این صورت ساده می کنیم که هیچ دو وزیري نباید در یک ردیف قرار بگیرند. با نسبت دادن هر وزیـر بـه یـک ردیـف و     

ون هر وزیر را مـی تـوان در یکـی از چهـار     انجامد، مسئله را حل می کنیم. چها به حل میچک کردن این که کدام ترکیب از ستون
2564444هاي کاندیدا، ستون قرار داد، تعداد حل   است. ×××=

هـاي سـتون بـراي نخسـتین وزیـر (وزیـر ردیـف اول)        هاي کاندیدا را می توان با ساختن درختی ایجاد کنیم که در آن انتخـاب حل
شوند و غیره. ، نگهداري می2هاي سطح اي دومین وزیر (وزیر ردیف دوم) در گرههاي ستون براز درخت، انتخاب 1هاي سطح درگره

گویند کـه بخـش   می state space tree)یک حل کاندید، مسیري از ریشه به یک برگ است. این درخت را درخت فضاي حالت (
  کوچکی از آن در شکل زیر نشان داده شده است:
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><شود. زوج مرتب ک حل کاندیدا مربوط میبرگ دارد که هر برگ به ی 256کل درخت  j,i       به ایـن معنـی اسـت کـه وزیـر در

  امُ قرار دارد.jاُم و ستون iردیف 
کنیم (هر هاي کاندیدا را به ترتیب با شروع از مسیري که در منتها الیه سمت چپ قرار دارد بررسی میها، همۀ حلبراي تعیین حل

  شوند:گ). چند مسیر اول به صورت زیر چک میمسیر از ریشه به بر
]1,4,1,3,1,2,1,1[ ><><><><  

]2,4,1,3,1,2,1,1[ ><><><><  

]3,4,1,3,1,2,1,1[ ><><><><  

]4,4,1,3,1,2,1,1[ ><><><><  

]1,4,2,3,1,2,1,1[ ><><><><  

گیرنـد.  قـرار مـی  وجوي عمقی است که در آن فرزندان یک گره از چپ به راست مـورد ملاقـات   ها بر طبق جستترتیب ملاقات گره
  برد.و جوي عمقی سادة یک درخت فضاي حالت، از هیچ علامتی بهره نمیجست

وجو،می توان از علائمی استفاده کرد. براي مثال، هیچ دو وزیـري نمـی تواننـد در یـک سـتون باشـند.       براي کارآمد تر کردن جست
><بنابراین، شاخۀ اي از گره  ایـم، نمـی   قـرار داده  1را در ستون  1م و علامتی می زنیم.(چون از قبل وزیر منشعب نمی کنی 1,2

گردد. به طور مشابه، هیچ دو وزیـري  بست منتهی میگوید که این گره به بنرا در آن قرار دهیم). این علامت به ما می 2توانیم وزیر 
><نمی توانند در یک قطر باشند و علامتی براي   می زنیم. 2,2

وجـو را در  کنیم) و جستگردیم (عقبگرد میبست شود، به گره والد باز میدر روال عقبگرد، پس از تعیین این که گرهی منجر به بن
گوییم اگر هنگام ملاقات گره معلوم شود کـه احتمـالاً منجـر بـه     دهیم. یک گره را غیر امید بخش میفرزند دیگري از گره ادامه می

وجوي عمقی در درخت فضاي حالت، تعیـین امیـد بخـش بـودن گـره و در صـورت       عقبگرد شامل انجام دادن جستشود. حل نمی
  شود. این فرایند را هرس کردن درخت فضاي حالت می گویند.امیدبخش نبودن گره، منجر به بازگشت به گره والد می
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   الگوریتم کلی براي روش عقبگرد

  
شود را به صورت رنگی نشان حل یافت میشود. گره اي که در آن نخستین راهنشان داده می ×گرهی که امیدبخش نباشد با علامت 

 داده ایم.  

><(الف)      امیدبخش است.                    1,1
><(ب)       }است 1در ستون  1چون وزیر {امیدبخش نیست.               1,2

          ><   }در قطر چپی است 1چون وزیر {امیدبخش نیست.              2,2
          ><   امیدبخش است. 3,2
><(ج)        }است 1در ستون  1چون وزیر {امیدبخش نیست.               1,3
          ><   }در ستون راستی است 2چون وزیر {     امیدبخش نیست.         2,3
          ><   است} 3در ستون  2چون وزیر {امیدبخش نیست.              3,3
          ><   }در قطر چپی است 2چون وزیر {امیدبخش نیست.              4,3

><(د)      عقبگرد به  1,1.  
          ><   امیدبخش است. 4,2

><(ه)         }است 1در ستون  1چون وزیر  {امیدبخش نیست.               1,3
          ><   امیدبخش است.                 2,3
><(و)         }است 1در ستون  1وزیر چون {امیدبخش نیست.              1,4
          ><  }است 2در ستون  3چون وزیر {امیدبخش نیست.              2,4

          ><  }در قطر چپی است 3چون وزیر {امیدبخش نیست.              3,4

          ><   }است 4در ستون  2چون وزیر { امیدبخش نیست.             4,4
><(ز)  عقبگرد به  4,2.  
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         ><  }در قطر راستی است 2چون وزیر {امیدبخش نیست.               3,3

          ><   }است 4در ستون  2چون وزیر {امیدبخش نیست.               4,3
  به ریشه. (ح)  عقبگرد

         ><   امیدبخش است. 2,1
><(ط)      }در قطر راستی است 1چون وزیر {امیدبخش نیست.                1,2
         ><   }است 2در ستون  1چون وزیر {امیدبخش نیست.               2,2
          ><  }در قطر چپی است 1چون وزیز { امیدبخش نیست.             3,2

         ><   امیدبخش است. 4,2
><(ي)      امیدبخش است.                        1,3
><(ك)     }است 1در ستون  3چون وزیر {امیدبخش نیست.               1,4

          ><  }است 2در ستون  1چون وزیر {امیدبخش نیست.              2,4

         ><   امیدبخش است. 3,4
کنـد. بـدون عقبگـرد،    گـره را چـک مـی    27در این نقطه، نخستین حل پیدا شده است. الگوریتم عقبگرد، پیش از یافتن یک حل، 

  گره پیش از رسیدن به همان حل است. 155ضاي حالت مستلزم چک کردن وجوي عمقی در درخت فجست
  وزیر را نشان می دهد: 4شکل زیر موقعیت هاي واقعی صفحه شطرنج براي حل مسئله 
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اي کـه مـورد بررسـی قـرار     تذکر: الگوریتم عقبگرد در واقع نیاز به ایجاد درخت ندارد. بلکه فقط کافی است مقادیر موجود در شاخه

  شود.گیرد، در دسترس باشد. درخت فضاي حالت به طور ضمنی در الگوریتم وجود دارد، زیرا واقعآً ساخته نمیمی
col(i)تابع امید بخش باید چک کند که آیا دو وزیر در یک ستون یا قطر هستد یا خیر. اگر  ستونی باشد که در آن وزیر ردیف   i اُم

ینیم آیا با وزیر در ردیـف  گیرد، در آن صورت، براي این که ببقرار می k         :اُم هـر دو در یـک سـتون هسـتند بایـد ببینـیم کـه آیـا
)()( kcolicol = .  بنابراین اگر وزیر در ردیف   k اُم، وزیري در ردیفi    اُم را در راستاي یکی از قطرهایش گـارد بدهـد، در ایـن

 صورت: 
ik)k(col)i(col −=− kikcolicol   یا    −=− )()(   

  در پیوست کتاب آورده شده است. وزیر nالگوریتم تذکر: 
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  هامسئله حاصل جمع زیر مجموعه
تجاوز نکنـد. بـا فـرض     Wسازي ارزش کل قطعات است با این شرط که وزن کل از پشتی صفر و یک، هدف، بیشینهدر مسئله کوله

هـا  اي از قطعات اسـت کـه وزن کـل آن   دزد صرفاً مجموعهاینکه ارزش این قطعات در هر واحد وزن، یکسان باشند،حل بهینه براي 
فراتر نرود. ممکن است در آغاز، دزد سعی کند تعیـین کنـد    Wها از بیشینه باشد و فقط این محدودیت وجود دارد که وزن کل آن

ئله تعیـین چنـین   باشد یا خیـر، زیـرا ایـن حالـت از همـه بهتـر اسـت. مس ـ        Wاي وجود دارد که وزن کل آن برابر که آیا مجموعه
  گویند.ها میهایی را مسئله حاصل جمع زیر مجموعهمجموعه

وجـود دارد. هـدف،    W(اوزان) و یک عدد صحیح مثبت  iwعدد صحیح مثبت،  nها، مشخصاً، در مسئله حاصل جمع زیر مجموعه
کنـیم  است. معمولاً مسائل را طوري بیان مـی  Wها برابر آنهایی از این اعداد صحیح است که حاصل جمع یافتن همۀ زیر مجموعه

  ها را بیابیم. ولی براي هدفی که دزد دارد، تنها یافتن یک حل کافی است.که همۀ حل
  ، حل هاي مسئله حاصل جمع زیرمجموعه ها را مشخص کنید.  W=21و n=5مثال: به ازاي 

51 =w , 62 =w و 103 =w و 114 =w و 165 =w       
},,{},,{ها عبارتند از:حل:حل 32151 wwwwwو},{ 43 ww است. 21چون جمع وزن هر یک از آنها برابر  

  استفاده از درخت فضاي حالت
فضاي حالت استفاده کرد. در این درخت از ریشه به طرف چپ رفته تا عنصري بزرگ، می توان از درخت  nبراي حل نمونه هایی با 

در مجموعه گنجانده شود و به طرف راست رفته تا آن را از مجموعه طرد کرد. هنگامی که بگنجانیم، وزن را روي یال می نویسیم و 
  اگر نگنجانیم، صفر می نویسیم.

  ، درخت فضاي حالت را نشان دهید. w=13و  n=4مثال: در صورت استفاده از عقبگرد براي 
6w,5w,4w,3w 4321 ====  

ــر      ــا آن نقطــه نگهــداري مــی شــود. تنهــا حــل در گــره ســایه دار اســت و براب ــده شــده ت در هــر گــره وزن کــل قطعــات گنجان
}w,w,w{  است.421

  

  شوند، عبارت است از:وجو میه ها جستهایی از درخت فضاي حالت که توسط الگوریتم حاصل جمع زیر مجموعتعداد گره

   122...221 12 −=++++ +nn  
  ها در پیوست کتاب آورده شده است.تذکر: الگورتیم عقبگرد براي مسئله حاصل جمع زیر مجموعه
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  رنگ آمیزي گراف

جهـت، بـا   ، پیدا کردن همۀ راه هاي ممکن براي رنگ آمیزي یـک گـراف بـدون    m (m-Coloring)هدف در مسئله رنگ آمیزي 
  رنگ متفاوت است، به طوري که هیچ دو رأس مجاوري هم رنگ نباشند.  mاستفاده از حداکثر 

  مثال: گراف شکل زیر را در نظر بگیرید. 
  
  
  
  
  
  

رنگ متفاوت، راهی براي رنـگ آمیـزي رئـوس وجـود      2، وجود ندارد چون با حداکثر 2در گراف بالا، حلی براي مسئله رنگ آمیزي 
 v1، می توان حلی به صورت مقابل ارائـه داد: راس  3می که رئوس مجاور هم رنگ نباشند. اما براي مسئله رنگ آمیزي ندارد به قس
رنگ آمیزي کرد. در کل، شش حـل بـراي مسـئله     2را با رنگ  v4و راس  3را با رنگ  v3، راس  2را با رنگ  v2، راس 1را با رنگ 

ی، این شش حل فقط در شیوة جا به جایی رنگ ها با هم تفاوت دارند. براي مثال یـک  براي این گراف وجود دارد. ول 3رنگ آمیزي 
  .3با رنگ  v 4و  1با رنگ   v3و  v2، 2با رنگ   v1حل دیگر عبارت است از: رنگ آمیزي 

  mدرخت فضاي حالت براي مسئله رنگ آمیزي 
امتحان مـی شـود و    2در سطح   v2رنگ ممکن براي رأس  امتحان می شود، هر 1، در سطح v1در این درخت، هر رنگ ممکن براي رأس

امتحان گردد. هر مسیر از ریشه به برگ یـک حـل کاندیـدا بـه شـمار       nدر سطح  vnبه همین ترتیب تا این که هر رنگ ممکن براي رأس 
  یق می کنیم.  می رود. با تعیین این که آیا هیچ یک از دو رأس مجاور هم رنگ هستند، در مورد درستی حل کاندیدا تحق

  تذکر: در بحث زیر، گره به درخت فضاي حالت و رأس، به گرافی که رنگ آمیزي می شود، مربوط است.
چون هر گره در صورتی غیر امیدبخش است که یک رأس مجاور به رأسی که در گره رنگ آمیزي می شود قبلاً با همان رنگ، رنـگ  

د. شکل زیر بخشی از درخت فضاي حالت هرس شده را نشان مـی دهـد کـه از    آمیزي شده باشد می توان در این مسئله عقبگرد کر
رنگ به دست می آید. عدد درون گره عبارت از شماره رنـگ   3به کارگیري راهبرد عقبگرد در مورد رنگ آمیزي گراف مثال قبل  با 

ت می شود. گره هاي غیر امید بخش با به کار رفته روي رأسی است که در آن گره رنگ می شود. نخستین حل در گره سایه دار یاف
  v1غیـر امیـدبخش اسـت زیـرا      v2براي  1رنگ آمیزي شد، انتخاب رنگ  1با رنگ   v1مشخص شده اند. پس از آن که × علامت 
 1رنـگ آمیـزي شـدند، انتخـاب رنـگ       3و  2، 1به ترتیب با رنگ هاي  v3و  v1 ،v2است. به طور مشابه، پس از آن که  v2مجاور 
  است.  v4 مجاور v1غیر امیدبخش می شود، زیرا   v4براي 

v١  

v٤  

v٢  

v٣  
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            تعداد گره ها در درخت فضاي حالت براي این الگوریتم برابر است با: 
1m

1mm...mm1
1n

n2

−
−

=++++
+

 

  ، هیچ کس تاکنون الگوریتمی طرح نکرده است که در بدترین حالت مؤثر باشد.  m ≥ 3تذکر: به ازاي 

 در پیوست کتاب آورده شده است. mگرد براي مسئله رنگ آمیزي الگوریتم عقبتذکر: 

  مسئله مدارهاي هامیلتونی
با داشتن یک گراف متصل و بدون جهت، مدار هامیلتونی (تور)، مسیري است که از یک رأس شروع مـی شـود، هـر یـک از رئـوس      

  گراف را دقیقاً یک بار ملاقات می کند و در رأس شروع، به پایان می رسد. 
  می باشد: [v1,v2,v8,v7,v6,v5,v4,v3,v1]ثال : گراف زیر حاوي مدار هامیلتونی م

  
  درخت فضاي حالت

، همـۀ رئـوس غیـر از رأس شـروع را بـه      1رأس شروع در سطح صفر از درخت قرار داده می شود، (رأس صفرم در مسیر)، در سطح 
هر یک از همین رئوس را به عنـوان رأس دوم در نظـر مـی    ، 2عنوان نخستین رأس پس از رأس شروع در نظر می گیریم. در سطح 

اُم در نظر مـی گیـریم. بـا در نظـر      (n – 1)اُم هر یک از این رئوس را به عنوان رأس  (n – 1)گیریم و الی آخر. سرانجام، در سطح 
  گرفتن ملاحظات زیر می توانیم در این درخت فضاي حالت، عقبگرد کنیم:

 امُ از مسیر باشد. (n – 1)اید مجاور به رأس امُ از مسیر ب iرأس  -1   

 امُ باید مجاور به رأس صفرم (رأس شروع) باشد. (n – 1)راس  -2   

  رأس باشد. (i – 1)امُ نمی تواند یکی از  iرأس  -3   
  در پیوست کتاب آورده شده است. الگوریتم عقبگرد براي مسئله مدارهاي هاملیتونیتذکر: 
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  درخت فضاي حالت براي این الگوریتم عبارت است از:تعداد گره ها در  

2n
1)1n()1n(...)1n()1n(1

n
1n2

−
−−

=−++−+−+ −  

  این تساوي بسیار بدتر از حالت نمایی است.  
  مقایسه الگوریتم برنامه نویسی پویا و الگوریتم عقبگرد براي مسئله کوله پشتی صفر و یک

ه پشتی صفر و یک محاسـبه مـی شـود در بـدترین حالـت بـه       تعداد عناصري که توسط الگوریتم برنامه نویسی پویا براي مسئله کول

)),2((min nWimumO n 2(تعلق داشت. در بدترین حالت، الگوریتم عقبگرد( nθ    گره را چک می کند. به خاطر حـد اضـافی
nWعقبگرد، بدترین حالت، دید خـوبی از   ، ممکن است به نظر برسد که الگوریتم برنامه نویسی پویا ارجحیت دارد. ولی در الگوریتم

میزان کارِ صرفه جویی شده، به دست نمی دهد. با در نظر گرفتن ملاحظات فراوان، تحلیل نظري کـارایی نسـبی در ایـن الگـوریتم     
معمـولاً  دشوار است. در چنین مواردي، الگوریتم ها را می توان با اجراي آن ها روي چندین نمونه و دیدن این کـه کـدام الگـوریتم    

بهتر عمل می کند، مقایسه نمود. هورویتز این کار را انجام داد و معلوم کرد که الگوریتم عقبگرد معمولاًٌ کارایی بیشـتري نسـبت بـه    
  الگوریتم برنامه نویسی پویا دارد. 
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  مجموعه تست
 

  است؟   نادرسته براي کوله پشتی کدام گزین Wشیئی و ظرفیت  nدر مسئله کوله پشتی صفر ویک با داشتن  -1

  زمان مورد نیاز است. n(θ() کاراترین الگوریتم براي این مسئله، الگوریتم حریصانه با1   
  زمان نیاز دارد. w.n(θ() الگوریتم برنامه ریزي پویا در بدترین حالت براي این مسئله2   

)2(ت براي این مسئله) الگوریتم شاخه و قید در بدترین حال3    nθ.زمان نیاز دارد  

)2() الگوریتم برگشت به عقب در بدترین حالت براي این مسئله4    nθ .زمان نیاز دارد  
قطـر بـودن    ه همباشند (مانند صفحه شطرنج)، کدام گزین ×88دو عنصر در یک صفحه  (k,L)و   (i,j)فرض کنید  -2

  کند؟(تهدید دو مهره فیل) عیین میآنها را ت

1 ()Lj(or)ki( ==                                                     2) (jLki(or)Ljki( −=−−=−  
3 (Ljki −=−                                                           4 ()JLki(or)LjKi( −+=−−=− 8  

هاي یک ماتریس را به طور شطرنجی با صفر و یک پر کنیم. چه دسـتوري   خواهیم درایه در ابتداي برنامه روبرو می -3
  باید در محل نقطه چین نوشته شود؟ 

main( ){ 
   int    t[8][8];    

   int    j; 
  for ( j=0 ; j<64 ; j++) 

         ........ 
} 

     1 (2888 ))%/j(j(]%j][/j[t +=                2 ()%j(]%j][/j[t 288 =  
     3 (2888 )%/j(j(]/j][%j[t +=                     4()%j(]/j][%j[t 288 =  
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قرار دارند و مجموع مولفـه   W[1..n]قرار است الگوریتم مقابل کلیه زیر مجوعه هایی از اعداد صحیح که در آرایه   -4

یعنـی   x[i]=0انتخاب شـده و   w[i]یعنی  x[i]=1سراسري است و  xاست را پیدا و چاپ کند. آرایه  mهاي آنها برابر 

w[i]  انتخاب نشده. متغیرm   نیز سراسري است. الگوریتم به صورت∑
=

n

1i
)1,0],i[w(sumofsub    از بیرون فراخـوانی

  خواهد شد؟

void   sumofsub(s,r,k){ 
   x[k]=1; 

   if (s+w[k]==m) 
        print(x[1],x[2],...,x[k]); 

    else  if (s+w[k]+w[k+1] <= m ) 

                sumofsub(s+w[k] , r-w[k] , k+1); 

    if (( s+r+w[k] >=m ) && (s+w[k+1] <=m )) 

     { 
        x[k]=0; 

        sumofsub(s,r-w[k],k+1); 

    } 
} 

  یتم فقط یک جواب را پیدا می کند.) الگور1
  ) الگوریتم همه جواب ها را به درستی پیدا کرده و چاپ می کند.2
  ) الگوریتم شرط توقف ندارد و در حلقه نامتناهی فراخوانی بازگشتی خواهد افتاد.3
بعدي مقدار دهی اولیه  براي جواب هاي x) الگوریتم یک جواب درست و چندین جواب نادرست پیدا خواهد کرد چرا که آرایه 4

  نمی شود.
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  پاسخ تشریحی
کوله پشـتی صـفر و یـک توسـط روش حریصـانه قابـل حـل نمـی باشـد. (کولـه پشـتی کسـري توسـط روش حریصـانه در                )1-1

  حل می شود.)  nlgn(θ(زمان
Lkjiقطر باشند ، رابطه  هم  (k,L)و   (i,j)در صورتیکه  ) 2-2 Lkjiیـا رابطـه   −=− بـا   (2،3)برقـرار اسـت.  ماننـد     +=+

Ljki. توجه کنید که رابطه ها را می توان به صورت   (7،7)با (2،2)و یا  (5،7)با  (8،4)و یا  (4،5) jLkiو  −=− نیز  −=−
  بیان کرد.

کنـد.)   تغییـر مـی   63تـا   0از   jآیـد. (  بدست می  j%8و شماره ستون ها به کمک رابطه  j/8شماره سطرها به کمک رابطه  ) 3-1
باشـد. از طرفـی در    می 2یا  1واقع است. بنابراین جواب گزینه  2و ستون شماره  1)، در سطر شماره  j=10مثلاً خانه یازدهم (یعنی

)J%(عبارت 2گزینه  ها به صورت ستونی یک در میان با صفر و یک پر شوند و نـه بـه صـورت شـطرنجی،      شود که خانه می، باعث 2
  باشد. بنابراین جواب گزینه یک می

  الگوریتم داده شده، همان الگوریتم عقبگرد براي مساله حاصل جمع زیر مجموعه ها می باشد. )4-2
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  (مرتب سازي و جست و جو)پیچیدگی محاسباتی : ششمفصل 
هاي امکان پذیر براي حل یـک مسـئله مفـروض اسـت. در تحلیـل پیچیـدگی        چیدگی محاسباتی، عبارت از مطالعه تمام الگوریتمپی

  محاسباتی کوشش می کنیم تا حد پایینی کارایی همه الگوریتم ها را براي یک مسئله مفروض به دست آوریم.
براي مسئله اسـت. پـس از انجـام     n(f(θ((و بسط یک الگوریتم  Ω)f)n((هدف ما براي یک مسئله مفروض، تعیین حد پایینی

  توانیم الگوریتم را به طریق دیگر بهبود بخشیم. این کار، می دانیم که به جز بهبود بخشیدن به ثابت، نمی
شبکه اي مرتب سـازي کنـد. ممکـن اسـت او      فرض کنید کسی بخواهد یک میلیارد عنصر را تقریباً بلافاصله در یک برنامه کاربردي

ساعت ها یا حتی سال ها وقت صرف طراحی یک الگوریتم زمانی خطی یا بهتر از آن کند. ممکن است پس از صرف یک عمر تلاش 
  در این راه دریابد بسط چنین الگوریتمی امکان پذیر نیست. دو راه براي پرداختن به این مسئله وجود دارد:

  سط الگوریتمی با کارایی بیشترکوشش براي ب -1
کوشش براي اثبات آن که بسط چنین الگوریتمی امکان پذیر نیست. اگر چنین چیزي اثبات شود، دیگر باید از بـه دسـت آوردن    -2

  الگوریتمی سریع تر دست کشید.
)n(مثال: مسئله ضرب ماتریس ها به الگوریتمی نیاز دارد که پیچیدگی زمانی آن به 2Ω    تعلق دارد. به عبارتی حد پـایینی مسـئله

)n(ها به ضرب ماتریس 2Ω  که ایجاد یک الگوریتم نیستتعلق دارد. این بدان معنا)n( 2θ  هـا حتمـاً امکـان     براي ضرب مـاتریس
)n(پذیر است، بلکه فقط بدان معناست که ایجاد الگوریتمی بهتر از 2θ     امکان پذیر نیست. زیرا بهتـرین الگـوریتم مـا)n( 38.2θ  و

)n(حد پایینی ما  2Ω توانیم براي یافتن یک الگوریتم موثرتر بـا   است. هنوز ادامه تحقیق روي مسئله ارزش دارد. از یک طرف، می
وشش کنیم و از طرف دیگر می توانیم با استفاده از تحلیل پیچیدگی محاسباتی یـک  ها ک استفاده از روش شناسی طراحی الگوریتم

)n(حد پایینی بزرگ تر به دست آوریم. شاید روزي بتوانیم الگوریتمی بسط دهیم که بهتـر از   38.2θ      باشـد یـا شـاید روزي اثبـات
)n(کنیم که حد پایینی آن بزرگ تر از  2θ   .است  

سازي که به اندازه حـد  هاي مرتب  اي از الگوریتم کنیم. طبقه تحلیل پیچیدگی محاسباتی را با مطالعه مسئله مرتب سازي معرفی می
دهند. اگر رکوردها در  شوند که مرتب سازي را فقط با مقایسه کلیدهاي انجام می هایی می پایینی خوب هستند، شامل همه الگوریتم

آرایش یافته باشند، عمل مرتب سازي عبارت از بازآرایی آنها است به قسمی که براسـاس مقـادیر کلیـدها مرتـب      یک ترتیب دلخواه
کنـیم. ولـی فـرض     شوند و ما به فیلدهاي غیرکلیدي رجـوع نمـی   هاي ما، کلیدها در یک آرایه نگهداري می شده باشند. در الگوریتم

شوند. الگوریتمهایی که مرتب سازي را فقط از طریق مقایسـه کلیـدها انجـام مـی      میشود که این فیلدها به همراه کلید بازآرایی  می
توانند عملیات  توانند کلیدها را کپی کنند، ولی نمی توانند دو کلید را مقایسه کنند تا معلوم شود کدام بزرگ تر است و می دهند، می

  گیرند. در این طبقه قرار میایم  ها برخورده ون به آنهاي مرتب سازیی که تا کن ها انجام دهند. الگوریتم دیگري روي آن

  در این فصل :

کنند. به طـور مشـخص مرتـب سـازي درجـی و       هایی را مورد بحث قرار خواهیم داد که فقط با مقایسه کلیدها مرتب سازي می الگوریتم - 1
  سازي درجه دوم با بیشترین کارایی هستند.دهیم که دو مورد از الگوریتم هاي مرتب  مرتب سازي انتخابی را مورد بحث قرار می

توانیم زمان درجه دوم  دهیم مادامی که خود را به شرایط مرتب سازي درجی و مرتب سازي انتخابی محدود کنیم، نمی نشان می -2
  را بهبود بخشیم.  
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  کلیدها مرتب سازي می کنند.  حد پایینی الگوریتم هایی است که از طریق مقایسهnlgn(θ(ثابت می کنیم که -3

  کنند. تذکر: مرتب سازي مبنا براساس مقایسه کلیدها مرتب سازي نمی
کنـیم. بـراي مثـال، در الگـوریتم مرتـب       هاي رکوردها تحلیل مـی  الگوریتم ها را برحسب تعداد مقایسه هاي کلیدها و تعداد انتساب

  قابل پیاده سازي نمود:   را می توان به صورت م s[i] , s[j]سازي تعویضی، تعویض 
temp=S[i];  S[i]=S[j];   S[j]=temp; 

کنـیم، زیـرا هنگـامی     شود. تعداد انتساب هاي رکوردها را تحلیل می یعنی به ازاي یک بار تعویض، سه بار انتساب رکوردها انجام می
چنـین مقـدار فضـاي اضـافی را کـه      که رکوردها بزرگ هستند، زمان صرف شده براي انتساب یک رکورد کاملاً چشمگیر اسـت. هم 

  ها علاوه بر فضاي لازم جهت نگهداري ورودي نیاز دارند، تحلیل می کنیم.   الگوریتم

، تعداد کلیدهایی که قرار است مرتب سازي شوند، افزایش نیابـد،   nهنگامی که فضاي اضافی یک مقدار ثابت باشد، یعنی با 
  گویند.  ) میinplaceالگوریتم را مرتب سازي درجا (

  کنیم که همواره مرتب سازي به ترتیب غیرنزولی است. تذکر: فرض می

  مرتب سازي درجی  
الگوریتم مرتب سازي درجی الگوریتمی است که مرتب سازي را با درج رکوردها در یک آرایه مرتب شده موجود مرتـب سـازي مـی    

را  xام باشـد.  iمقدار کلید موجود در محـل   xی شوند و  محل نخست از آرایه نگهداري م i-1کند. فرض کنید کلیدهاي موجود در 
پیـدا   x) ام و غیره مقایسه می کنیم تا این که کلیدي کوچـک تـر از   i-2) ام، در محل (i-1به ترتیب با کلیدهاي موجود در محل (

 i) تـا  j+2را بـه محـل هـاي (   ) j-1) تا (j+1محلی باشد که این کلید در آن قرار دارد، کلیدهاي موجود در محل هاي ( jشود. اگر 
  تکرار می کنیم.   i=nتا  i=2) ام درج می کنیم. این فرآیند را به ازاي j+1را در محل ( xمنتقل می کنیم و 

  الگوریتم مرتب سازي درجی
  را به ترتیب نزولی مرتب کنیم. s[1..n]کلید موجود در آرایه   nمی خواهیم 

void    insertionsort (int  n , keytype s[ ] ){ 
       index        i,j;  keytype   x; 
       for (i=2 ; i<=n ; i++){  

               x=s[i]; 
               j=i-1; 

               while(  j>0  &&  s[i]>x ) { 

                      s[j+1]=s[j]; 

                       j--;  
                 } 
               s[j+1]=x; 

       } 
} 
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  بدترین حالتتحلیل پیچیدگی زمانی تعداد مقایسه هاي کلیدها در الگوریتم مرتب سازي درجی در 

مفـروض،   iبـراي یـک    اسـت.  nمی باشد و اندازه ورودي، تعداد کلیدهایی که باید مرتب شوند یعنی  xبا  s[j]عمل اصلی، مقایسه 
خاتمه می یابد. با ایـن فـرض کـه شـرط      whileبرابر با صفر می شود و حلقه   jامی انجام می شود که اغلب هنگ xبا  s[j]مقایسه 

صـورت   xبا  s[j]برابر صفر باشد، مقایسه  j، هنگام نادرست بودن شرط اول ارزیابی نمی شود، هنگامی که &&دوم در یک عبارت 
تغییـر مـی کنـد،     nتـا   2از  i) مرتبه انجام می شود. چـون مقـدار   i-1مفروض حداکثر ( iنمی پذیرد. پس این مقایسه به ازاي یک 

∑تعداد کل مقایسه حداکثر عبارت است از:  
=

−
=−

n

2i 2
)1n(n)1i(  ،اگر کلیدها از آغاز به ترتیب غیر صعودي مرتب شده باشند .

این حد به دست می آید، یعنی: 
2

)1n(n)n(W −
=  

  حالت میانگینقایسه هاي کلیدها در الگوریتم مرتب سازي درجی در تحلیل پیچیدگی زمانی تعداد م

) برود، i-1ام بماند، به محل (iمی تواند در محل  xتوان در آنها درج کرد. یعنی  را می xمحل وجود دارد که  iمفروض،  iبراي یک 
وریتم به کار نبرده ایم، دلیلـی نـدارد کـه فـرض     را بررسی نکرده ایم یا آن را در الگ x) برود و غیره. چون پیش از این i-2به محل (

محـل نخسـت احتمـال     iکنیم احتمال درج آن در یک محل بیش از احتمال درج آن در سایر محل ها است. بنابراین، به هر یک از 
رج در نخسـتین محـل د   xاست. هنگـامی کـه     i/1 یکسان نسبت داده می شود. این بدان معناست که هر محل داراي یک احتمال

باشـد، نادرسـت       j=0در صـورتی کـه   while) است، زیرا شرط نخست در عبارت کنترل کننده حلقه i-1شود، تعداد مقایسه ها (
  است، یعنی شرط دوم ارزیابی نمی شود. 

درجـا   است. پس، الگوریتم مرتب سازي درجی، یک مرتـب سـازي   sافزایش می یابد، اندازه آرایه ورودي  nتذکر: تنها فضایی که با 
  تعلق دارد. θ)1(است و فضاي اضافی به 

  

  مقایسه مرتب سازي درجی با مرتب سازي تعویضی  

  استفاده از فضاي اضافی  انتساب رکوردها  مقایسه کلید  الگوریتم

  تعویضی
2

n)n(T
2

=  2
n3)n(W

2

=  
  درجا

4
n3)n(A

2

=  

2  یدرج
n)n(W

2

=  
2

n)n(W
2

=  
  درجا

4
n)n(A

2

=  
4

n)n(A
2

=  

  انتخابی
2

n)n(T
2

=  n3)n(T   درجا  =

  تذکر: مرتب سازي انتخابی همان مرتب سازي تعویضی با قدري اصلاح است. 
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  است که :با توجه به جدول مشخص 
مرتب سازي درجی بر حسب مقایسه هاي کلیدها همواره حداقل به خوبی مرتب سازي تعویضی و به طـور میـانگین بهتـر از آن عمـل مـی       - 1

  کند.  
بر حسب انتساب هاي رکوردها، مرتب سازي درجی هم در بدترین حالت و هم در حالت میانگین بهتر عمل می کند. چـون هـر    -2

  هستند.   دو مرتب سازي درجا
  مرتب سازي درجی الگوریتم بهتري است.   -3

  لگوریتم مرتب سازي انتخابیا
void   selectionsort (int n,  keytype  S[ ]){ 
          index   i, j, smallest; 
          for (i=1; i<=n-1; i++) { 

               smallest=i; 
               for (j=i+1;j<=n;j++) 

                      if (s[j] < s[smallest]) 
                            smallest = j; 
               exchange  s[i]  and  s[smallest]; 
           } 
} 

فـاوت  این الگوریتم داراي همان پیچیدگی زمانی مرتب سازي تعویضی بر حسب مقایسه کلیدها است. ولی، انتساب کلیـدها داراي ت 
، این دو با هم تعـویض شـوند،   s[i]از  s[j]چشمگیري است. به جاي آن که همانند مرتب سازي تعویضی، با هر بار کوچک تر بودن 

ام را مد نظر قرار می nام یا iدر مرتب سازي انتخابی، صرفاً اندیس کوچک ترین کلید فعلی در میان کلیدهاي موجود در محل هاي 
ام تعویض می کنیم. به ایـن ترتیـب، کوچـک تـرین کلیـد پـس از       iکورد، آن را با رکورد موجود در محل دهیم. پس از تعیین آن ر

) می رسد. چون سه انتساب به ازاي هر تعویض مورد نیـاز  n-1تعداد تعویض هاي انجام شده دقیقا به ( for iنخستین گذر از حلقه 
 T(n)=3(n-1)ي انتخابی در حالت معمول عبارت است از:  است، پیچیدگی زمانی تعداد انتساب رکوردها توسط مرتب ساز

n3/4تعداد انتساب هاي رکوردها براي مرتب سازي تعویضی در حالت میانگین، حدود  بود. مرتب سازي تعویضـی گـاه بهتـر از مرتـب      2
  ازي تعویضی انتساب رکوردها را انجام نمی دهد.سازي انتخابی عمل می کند. براي مثال، اگر رکوردها از قبل مرتب باشند، مرتب س

بر حسب مقایسه کلیدها، مرتب سازي درجی همواره حداقل به خوبی مرتب سازي انتخابی و به طور میانگین بهتر از آن عمـل مـی   
رجـی،  کند. ولی پیچیدگی زمانی مرتب سازي انتخابی بر حسب انتسابات رکوردها خطی است، در حالی کـه بـراي مرتـب سـازي د    

بزرگ باشد و رکوردها هم بزرگ باشند (به طوري که زمـان انتسـاب آنهـا چشـمگیر باشـد) مرتـب         nدرجه دوم است. بنابراین اگر 
  بزرگ باشد زمان خطی بسیار سریع تر از زمان درجه دوم است.)  nسازي انتخابی باید بهتر عمل کند.( هنگامی که 

ه ترتیب انتخاب کند و آن ها را در موقعیت مناسب خود قرار دهـد، مرتـب سـازي    هر الگوریتم مرتب سازي که رکوردها را ب
  انتخابی نام دارد. این بدان معناست که الگوریتم تعویضی نیز یک الگوریتم انتخابی است.  
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  نتیجه گیري  

حالت درجه دوم اسـت و   بدترینمناسب نیستند، زیرا زمان همه آنها در  nدر عمل، هیچ کدام از این الگوریتم ها براي مقادیر بزرگ 
مادامی که خود را به الگوریتم هایی از این طبقه محدود کنیم، تا آنجا که به مقایسه کلیدها مربوط مـی شـود، بهبـود بخشـیدن بـه      

  زمان درجه دوم غیر ممکن است.
  حدود پایین براي الگوریتم هایی که در هر مقایسه یک وارونگی را حذف می کنند

) ام منتقل می کنـد.  i+1ام را به محل (iی پس از هر بار مقایسه، یا کاري انجام نمی دهد یا کلید موجود در محل مرتب سازي درج
باید پیش از آن کلید بیاید. ولی،  xام به یک محل بالاتر، این واقعیت را تصحیح کرده ایم که jبا منتقل کردن کلید موجود در محل 

یم. نشان می دهیم همه الگوریتم هاي مرتب سازي که فقـط از طریـق مقایسـه کلیـدها مرتـب      این تنها کاري است که انجام داده ا
سازي را انجام می دهند و چنین مقدار محدودي از باز آرایی را پس از هر بار مقایسه انجام می دهند، حداقل بـه زمـان درجـه دوم    

، دومـی  1هستند، زیرا می توانیم کوچک ترین کلید را با  n ... ،  ،2 ،1نیاز دارند. فرض کنیم که کلیدها صرفاً اعداد مثبت و صحیح 
  و ... جایگزین کنیم.    2را با 

 {3،1،2}ربط دهیم و ورودي معادل آن،  Rرا به  3و  Dرا به  C ،2 را به  1را داریم. می توانیم  [R, C, D]مثال: ورودي الفبایی 
را فقط با مقایسه کلیدها مرتب کند براي مرتب سـازي سـه کـاراکتر هـم بـه      را به دست آوریم. هر الگوریتمی که این اعداد صحیح 

عدد صحیح مثبت را می توان به عنوان ترتیبی از آن اعداد صحیح در نظر گرفـت.   nهمان تعداد مقایسه نیاز دارد. یک جایگشت از 
n! :ترتیب متفاوت از این اعداد وجود دارد  

 [1،2،3]     [1،3،2]     [2،1،3]     [2،3،1]     [3،12]    [3،2،1]   
کلید متمـایز وجـود دارد. ایـن شـش جایگشـت، ورودي هـاي        nورودي متفاوت (براي یک الگوریتم مرتب سازي) حاوي  !nیعنی 

اسـت. بـراي    iیک عدد صحیح در موقعیـت   kiنشان می دهیم. یعنی  [k1,k2,…,kn]هسند. جایگشت را با  3متفاوتی به اندازه 
2k,1k,3kداریم:   [3،1،2]جایگشت  مثال، براي 321 ===  

  وارونگی
)k,k(وارونگی در یک جایگشت، زوج ji  است به طوري کهi<j   وji kk   باشد.  <

  ) است.  6،5) و (4،1) ، (2،1) ، (3،1) ، (3،2حاوي وارونگی هاي ( [3،2،4،1،6،5 ]مثال: جایگشت 

کلیـد   nباشد. یعنی عمل مرتب سازي  [n,…,1،2]ت، وارونگی نخواهد داشت اگر و فقط اگر داراي ترتیب مرتب یک جایگش
  متمایز عبارت از حذف همه وارونگی ها در یک جایگشت است.  

  

یـک وارونگـی را حـذف    کلید متمایز را فقط از طریق مقایسه کلیدها انجام دهد و پس از هر بار مقایسه، حداکثر  nقضیه: هر الگوریتمی که 
  .مقایسه روي کلیدها انجام دهد  n(n-1)/4مقایسه و به طور میانگین حداقل   n(n-1)/2کند، باید در بدترین حالت حداقل 
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-n(nبنابراین، اگر احتمال وقوع همه جایگشتها به عنوان ورودي را یکسان فرض کنیم، تعداد میانگین وارونگـی هـا در ورودي نیـز    

ن فرض کردیم که الگوریتم حداکثر یک وارونگی را پس از هر مقایسه انجام می دهد، به طور میانگین بایـد حـداقل   است. چو  4/(1
  این تعداد مقایسه را براي حذف همه وارونگی ها و در نتیجه مرتب سازي ورودي انجام دهیم.

ند و در نتیجه می توان قضیه بالا را در را پس از هر مقایسه حذف می ک xو  s[j]مرتب سازي درجی حداکثر وارونگی شامل 
  مورد آن به کار برد.  

  الگوریتم مرتب سازي تعویضی  
void   exchangesort (int n, keytype s[ ]){ 
          index  i,j; 
          for (i=1 ; i<=n-1 ; i++) 

             for ( j=i+1 ; j<=n ; j++) 

                     if (s[j]<s[i]) 
                           exchange s[i] and s[j]; 
} 

 1بـا   2مقایسه می کنیم. پس از مقایسـه،   1را با  2است و داریم   [2،4،3،1]حاوي جایگشت  sفرض کنید که در حال حاضر آرایه 
) اضافه شده انـد  3،2) و (4،2اي () حذف می شوند. ولی وارونگی ه3،1) و (4،1) ، (2،1تعویض می شود و در نتیجه وارونگی هاي (

و کاهش خالص در وارونگی فقط یکی است. این مثال، نتیجه اي کلی را نشان می دهد کـه مرتـب سـازي تعویضـی همـواره داراي      
  کاهش خالص حداکثر یک وارونگی پس از هر مقایسه است.

n/4ر حالـت میـانگین، حـدود    و د  n(n-1)/2از آنجا که پیچیدگی زمانی مرتب سازي درجی در بدترین حالت،  اسـت، آنقـدر    2
خوب هست که بتوانیم امیدوار باشیم با الگوریتم هایی کار کنیم که مرتب سازي را فقط با مقایسه کلیـدها انجـام داده پـس از هـر     

  مقایسه حداکثر یک وارونگی را حذف می کند. 
  در هنگام مرتب سازي سه کلید :درخت تصمیم گیري متناظر با مرتب سازي تعویضی 

  
  مرتب سازي ادغامی

مقایسه بیش از یـک   مرتب سازي ادغامی را در گذشته معرفی کردیم. می خواهیم نشان دهیم که گاهی این مرتب سازي پس از هر
مقایسـه را   n(n-1)/2 وارونگی را حذف می کند. الگوریتم هایی که حداکثر یک وارونگی پس از هر مقایسه انجام می دهد، حداقل 

  در هنگامی که ورودي به ترتیب عکس باشد، انجام می دهند.
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در هم ادغام شوند، مقایسه ها به حذف بیش از یـک وارونگـی مـی انجامـد.      [2  1] [4  3]در شکل زیر هنگامی که زیر آرایه هاي 

) حـذف مـی   4،1) و (3،1جـه وارونگـی هـاي (   در نخستین محل آرایه قرار می گیرد و در نتی 1مقایسه شدند،  1و  3پس از آن که 
) حـذف مـی   4،2) و (3،2در دومین محل آرایه قرار می گیرد و در نتیجه وارونگی هـاي (  2مقایسه شدند،  2و  3شوند. پس از آنکه 

  شوند.

  
ت بـه صـورت   اس 2توانی از  nپیچیدگی زمانی تعداد مقایسه هاي کلیدها در مرتب سازي ادغامی در بدترین حالت، وقتی که 

1n(nlgn)n(W(  تعلق دارد: θ)nlgn(زیر است و به طور کلی به  −−= 

تذکر : با توسعه یک الگوریتم مرتب سازي که پس از هر مقایسه بیش از یک وارونگی را حذف می کند، کارایی به طرز چشـمگیري  
  .می توانند از عهده ورودي هاي بسیار بزرگ برآیند nlgn(θ(افزایش یافته است. الگوریتم هاي

ــا         ــر اســت ب ــاً براب ــت معمــول تقریب ــامی در حال ــب ســازي ادغ ــا در مرت ــداد مقایســه هــاي رکورده ــانی تع ــدگی زم پیچی
nlgn2)n(T ≈   

  تحلیل استفاده از فضاي اضافی براي مرتب سازي ادغامی

دارد. به علاوه، زمانی کـه الگـوریتم، در حـال     nدغامی نیاز به یک آرایه اضافی کامل به اندازه حتی نسخه بهبود یافته مرتب سازي ا
باید در پشته رکوردهاي فعالیت نگهـداري شـوند. از    highو low , mid+1 , mid  مرتب سازي نخستین زیر آرایه است. مقادیر 

 آنجا که آرایه همواره از وسط تقسیم می شود، این پشته تا عمق 2lg  رشد می کند. فضاي لازم براي آرایه اضافی رکوردها غالب
  رکورد تعلق دارد.  n(θ(است و این بدان معناست که در حالت معمول، استفاده از فضاي اضافی به

  در پیوست  آورده شده است.روشهاي بهبود مرتب سازي ادغامی تذکر: 

  یعمرتب سازي سر
پیچیدگی زمانی این الگوریتم در بدترین حالت از درجه دوم است، ولی پیچیـدگی زمـانی تعـداد مقایسـه هـاي کلیـدها در حالـت        

که چندان بدتر از مرتب سازي ادغامی نیست.  مزیت مرتـب سـازي سـریع     A (n) ≈ 1,38(n+1) lg nمیانگین عبارت است از:  
ایه اضافی ندارد. ولی هنوز هم یک مرتب سازي درجا نیست زیرا در حـالی کـه الگـوریتم،    نسبت به ادغامی این است که نیازي به آر

زیر آرایه نخست را مرتب سازي می کند، نخستین و آخرین اندیس زیر آرایه دیگر باید در پشته رکوردهاي فعالیت نگهداري شـوند.  
ه آرایه همواره از وسط تقسیم شود. در بـدترین حالـت،   در مرتب سازي سریع بر خلاف مرتب سازي ادغامی، تضمینی وجود ندارد ک

مکرراً آرایه را به زیر آرایه تهی در سمت چپ (یا راست) و زیرآرایه اي با یک عنصر کمتر در سـمت راسـت    partitionممکن است 
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ستفاده از فضـاي اضـافی   ) جفت اندیس در پشته قرار می گیرند و این بدان معناست که اn-1(یا چپ) تقسیم کند. به این ترتیب، (
تعلق دارد. می توان مرتب سازي سریع را چنان اصلاح کرد که استفاده از فضاي اضافی حداکثر در حدود  θ(n)در بدترین حالت به 

lg n   .باشد  

nlg)1n(69.0تعداد میانگین تعویض هاي انجام شده توسط مرتب سازي سـریع حـدود    اسـت. بـه فـرض آن کـه هـر       +
یض مستلزم سه انتساب باشد، پیچیدگی زمانی تعداد انتساب هاي رکوردهاي انجـام شـده توسـط مرتـب سـازي سـریع حـدوداً        تعو

  از:عبارت است 

 nlg)1n(07.2)n(A +≈  

  تذکر: روش هاي کاهش استفاده از فضاي اضافی در مرتب سازي سریع در پیوست آورده شده است.

  heapمرتب سازي 
اگر به طور مکرر کلید نگهداري شـده در ریشـه را حـذف    قدار هر گره بزرگتر یا مساوي مقدار فرزندانش است. ، م heapدرخت در 

ها را  را حفظ کنیم، کلیدها به ترتیب غیر صعودي حذف خواهند شد. اگر براي حذف آن ها، آن heapکنیم و در عین حال ویژگی 
رف پایین یعنی محل اول پیش برویم، بـه ترتیبـی غیـر نزولـی در آرایـه مرتـب       ام قرار دهیم و به ط nدر آرایه اي با شروع از محل 

خواهند شد. پس از حذف کلیدي که در ریشه قرار دارد، می توانیم با قرار دادن کلید واقع در گره پـایینی بـه جـاي کلیـد واقـع در      
، کلیدي کـه هـم اکنـون در     siftdown والرا حفظ کنیم. ر heap، ویژگی  siftdownریشه، حذف گره پایینی و فراخوانی روال 

حفظ شود(منظور از گره پایینی برگی است که در منتهـا الیـه سـمت     heapمی لغزاند تا ویژگی  heapبه پایین را ریشه قرار دارد 
گر ریشه بـزرگ  راست قرار دارد). این جابه جایی با مقایسه کلید واقع در ریشه با بزرگ ترین کلید فرزندان ریشه صورت می پذیرد. ا

شوند. این فرآیند تا پایین درخت تکرار می شود تـا کلیـد واقـع در یـک گـره کـوچکتر از بـزرگ تـرین          تر باشد، کلیدها تعویض می
نـدارد. بـا تعـویض جـاي      heapدر شکل الف، چون مقدار گره ریشه از فرزنـدش کـوچکتر اسـت، ویژگـی      فرزندان آن گره نباشد. 

تعویض می شوند و شکل ج حاصل می شود. این درخت ویژگـی   6و  7می شود و سپس کلیدهاي  شکل ب حاصل 9و  6کلیدهاي 
heap .را دارد  

  
  و درجا است.nlgn(θ(، یک الگوریتم heapمرتب سازي 

  در پیوست آورده شده است.  siftdownالگوریتم  تذکر: 
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ض کنیم کلیدها در یک درخت دودویی اساساً کامل قرار گرفته اند که الزاماً در جاي اول چید. فر heapحال باید کلیدها را در یک 

  نیست.    heapداراي ویژگی 
  تبدیل کنیم:  heapبا اجراي عملیات زیر، به یک  siftdownهاي مکرر  توانیم درخت را با فراخوانی می
  . heapاست، به   (d-1)هاي آن داراي عمق  هایی که ریشه تبدیل همه زیر درخت -1
  . heapاست به  (d-2)ها داراي عمق  هایی که ریشه آن تبدیل همه زیر درخت -2
  . heapاست) به  0تبدیل کل درخت (تنها زیر درختی که ریشه آن داراي عمق  -3

  
     heapالگوریتم مرتب سازي

  آرایش یافته اند: Hکلیدها از قبل در یک درخت دودویی اساساً کامل 
void  heapsort ( int   n, Heap  H, Keytype  S[ ]){ 
    makeheap(n,H); 
    removekeys(n, H, S); 
} 

  در پیوست کتاب آورده شده است. removekeysو  Makeheapتذکر: الگوریتم هاي 
را   heapالبته مـی تـوان  به فضاي اضافی نیاز داریم.   heapبراي نیست چون، یک مرتب سازي درجا  heapالگوریتم مرتب سازي 

نیز بـه کـار    heapتواند براي پیاده سازي  کند می همان آرایه اي که ورودي را نگهداري می کرد.با استفاده از یک آرایه پیاده سازي 
  رود و هرگز یک محل از آرایه به طور همزمان براي بیش از یک منظور لازم نیست.

  دهد: با هشت کلید را نشان می  heapشکل زیر نحوه حذف کلیدها از یک 
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    heapپیاده سازي مرتب سازي 
توان یک درخت دودویی اساساً کامل را با نگهداري ریشه در نخستین محل از یک آرایه، فرزند چپ آن در دومین محل و فرزنـد   می

  .  راست آن در سومین محل، فرزندان چپ و راست از فرزند چپ را در چهارمین و پنجمین محل و... در آن آرایه نگهداري کرد
  تذکر: اندیس فرزند چپ یک گره، دو برابر اندیس آن گره و اندیس فرزند راست یک گره یکی بیشتر از دو برابر اندیس آن گره است.  

، لازم بود که کلیدها از آغاز در یک درخت دودویی اساساً کامل قرار گیرند. اگر کلیـدها   heapدر شبه کد سطح بالاي مرتب سازي 
ترتیبی دلخواه قرار دهیم، در یک درخت دودویی اساساً کامل سـازماندهی خواهنـد شـد. پـس از آن کـه درخـت       را در یک آرایه به 

ام آرایه و رفتن به طرف پایین، یعنی محل یکم، از آرایه حـذف  nتبدیل شد، کلیدها با شروع از محل  heapدودویی اساساً کامل به 
به عنوان آرایه خروجـی اسـتفاده کنـیم،     H.Sتوانیم از  شوند، می ی قرارداده میشوند. چون این کلیدها به ترتیب در آرایه خروج می

  این الگوریتم به صورت زیر است: بدون این که امکان نوشته شدن کلیدها روي یکدیگر وجود داشته باشد. این الگوریتم درجا است.
void    heapsort ( int  n , heap&  H){ 
        makeheap ( n , H); 
        removekeys (n , H , H.S); 
} 

، کلیـدهاي مرتـب شـده بـه      شوند و خروجـی  نگهداري می Hدر آرایه  heapکلید که در پیاده سازي  nاي از  ، آرایهاین تابع ورودي
  می باشد. H.Sصورت غیر نزولی در آرایه 

nlgn()n(W( داریم: heapدر مرتب سازي   θ∈  وnlgn2)n(A ≈  
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   (Radix sort)ییمرتب سازي مبنا

در روش مرتـب سـازي    بهتـر شـود.  nlgn(θ(هر الگوریتم مرتب سازي که از طریق مقایسه کلیدها عمل می کنـد، نمـی توانـد از   
لید را در گـروه متنـاظر   ارقام را از راست به چپ بازرسی کرده و هر کدر نظر می گیریم.  9تا  0،  ده گروه از  10در مبناي مبنایی، 

بعد از پایان گذر اول، اعداد بر حسب اولـین رقـم سـمت راسـت مرتـب       دهیم.می با رقمی که در حال حاضر بازرسی می شود، قرار 
  شده اند. این روال در شکل زیر نشان داده شده است.

 
اقع در منتها الیه سمت چپ در گذر قبلـی مـی آیـد، در طـرف     با هر بار گذر، اگر دو کلید باید در یک گروه قرار گیرند، کلیدي که از گروه و

قرار دارد. بنابراین، هنگـامی کـه    317در گروه واقع در چپ کلید  416به عنوان مثال بعد از اولین گذر، کلید چپ کلید دیگر قرار می گیرد. 
 416قرار می گیرد. ولی در گذر سـوم، کلیـد    317در طرف چپ کلید  416 در دومین گذر، هر دو آن ها در گروه نخست قرار بگیرند، کلید

  در گروه سوم قرار داده می شود. 317می رود، چون در گروه چهارم قرار داده می شود، سپس کلید  317به طرف راست کلید 
  

nd()10n(d)n,d(T(در مرتب سازي مبنایی داریم:    ×θ∈+×=  
  هر عدد صحیح است.)، تعداد ارقام دهدهی در d، تعداد اعداد صحیح و  n(که 

  پیچیدگی محاسباتی(جست و جو)
را بیابیـد   iمفروضـند؛ انـدیس    xکلید و کلید  nحاوي  Sتوان به این صورت توصیف کرد: آرایه  وجوي یک کلید را می مسئله جست
براي حل ایـن  وجوي دودویی  با هیچ یک از کلیدها مساوي نبود، شکست را گزارش کنید. جست xباشد؛ اگر  x=S[i]به طوري که 

مسئله، هنگامی که آرایه مرتب باشد، بسیار کارآمد است و پیچیدگی زمانی آن در بدترین حالت،   1nlg   است.   +
دهنـد، بهبـودي    وجـو را فقـط از طریـق مقایسـه کلیـدها انجـام مـی        هایی محدود کنیم که جست تا هنگامی که خود را به الگوریتم

گیـري   کنـد، بـا یـک درخـت تصـمیم      وجو می کلیدي جست nرا در آرایه  xقطعی که کلید   توانیم هر الگوریم یپذیر نیست. م امکان
  دهد.   وجوي دودویی در میان هفت کلید را نشان می گیري متناظر با جست مرتبط کنیم. شکل زیر یک درخت تصمیم
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دهد و هر گره کوچک (برگ) حاوي نتیجۀ گزارش  را نشان می xاي از یک عنصر آرایه با کلید  در این درخت، هر گره بزرگ، مقایسه

را بـه نشـانه    Fدر آرایه نباشد،  xباشد و هنگامی که  xدر آرایه باشد، اندیس عنصري را که مساوي کلید  xشده است. هنگامی که 
  کنیم.    شکست گزارش می

دهـد کـه در آن، الگـوریتم متوقـف      اي را نشان می قطهکلید، ن nدر میان  xوجوي کلید  گیري براي جست هر برگ از درخت تصمیم
isxکند، به طوري که را گزارش می iاندیس   شده کند. هر گره داخلی نشانگر یک مقایسه اسـت.   باشد، یا شکست را گزارش می =

اي هر نتیجۀ ممکن، مسیري از ریشه به گویند اگر به از کلید را معتبر می nدر میان  xوجوي کلید  گیري براي جست درخت تصمیم
ni1یک برگ وجود داشته باشد که آن نتیجه را گزارش کند. یعنی به ازاي هـر   isx، مسـیرهایی بـراي  ≥≥ موجـود باشـد و    =

  همچنین مسیري باشد که به شکست منجر شود.  

کند، باید در بـدترین حالـت،    وجو می کلید متمایز، فقط با مقایسه کلیدها جست nرا در میان  xهر الگوریتم قطعی که کلید  
حداقل   1nlg   مقایسه کلیدها را انجام دهد.+

وجـوي دودویـی، یـک درخـت      گیري معتبر و هرس شدة متنـاظر بـا جسـت    در درخت تصمیم  هاي مقایسه درخت حاوي گره
  دودویی تقریباً کامل است.

  

 xکنند، اگر فرض کنیم کـه   وجو می کلید جست nرا فقط با مقایسه کلیدها در میان  xهاي قطعی که کلید  : از میان الگوریتمقضیه
وجوي دودویی در کارایی حالت میانگین خود بهینـه اسـت.    هاي آرایه به یک میزان محتمل باشند، جست در آرایه است و همۀ محل

ع، باید حداقلبنابراین، هر الگوریتمی از این نو  1nlg   مقایسه کلیدها را انجام دهد.   −

  الگوریتم یافتن بزرگ ترین و کوچک ترین کلیدها
استفاده از این الگوریتم بهتر از یافتن بزرگترین و کوچک ترین کلیدها به طور مستقل است، زیرا بـراي برخـی ورودي هـا، مقایسـه     

S[i]  باlarge یر به ازاي همه مقادi     انجام نمی شود. بنابراین، کارایی الگوریتم در حالت معمول را بهبود بخشیده ایـم. ولـی هرگـاه
S[1]  کوچک ترین کلید باشد، آن مقایسه براي همه مقادیرi    انجام می شود. بنابراین، تعداد مقایسه هاي کلیدها در بدترین حالـت

ا تعداد مقایسه هاي انجام شده در حالتی است که کوچک ترین و بزرگ ترین ، که دقیقا برابر بW(n)=2(n-1)عبارت می شود از:  
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کلید ها به طور جداگانه پیدا شوند. براي بهبود بخشیدن به این کارایی می توان کلیدها را جفت کنیم و در هر جفت کلیـد کوچـک   

مقایسه دیگر یافت. به این ترتیب  n/2بزرگتر را با  مقایسه و بزرگ ترین همه کلیدهاي  n/2تر را بیابیم.  این کار می توان با حدود 
  مقایسه به دست می آوریم.   3n/2بزرگ ترین و کوچک ترین کلید ها را با حدود 

نمی توان این کارایی را بهبود بخشید. از آنجا که درخت تصمیم گیري براي مسئله انتخاب، خوب عمل نمی کند،(یک نتیجه ممکن 
  اظ شود)، براي نشان دادن این موضوع از درخت تصمیم گیري نمی توان استفاده کرد.است در بیش از یک برگ لح

کلید از ورودي ممکن، تنها با مقایسه کلیـد    nقضیه: هر الگوریتمی قطعی که بتواند کوچک ترین و بزرگ ترین کلید ها را در میان 
  انجام می دهد برابر است با:ها بیابد، باید در بدترین حالت حداقل تعداد   مقایسه روي کلید ها 

2 زوج باشد :  nاگر 
2
n3

فرد باشد :   nو               اگر              −
2
3

2
n3

−  

  یافتن بزرگ ترین کلید دوم  
مقایسـه،    n-1رین کلیـد بـا   براي یافتن بزرگ ت ـ "یافتن بزرگ ترین کلید"براي یافتن بزرگ ترین کلید دوم، می توان از الگوریتم 

 حذف آن کلید و سپس استفاده دوباره از این الگوریتم براي یافتن بزرگ ترین کلید باقیمانده با

n-2    2مقایسه استفاده کرد. بنابراین، می توان بزرگ ترین کلید دوم را بـاn-3          مقایسـه بیـابیم. بسـیاري از مقایسـه هـاي انجـام شـده در
ن کلید را می توان براي حذف کلیدها از رقابت براي یافتن دومین کلید بزرگ به کار گرفت. یعنـی، هـر کلیـدي کـه     هنگام یافتن بزرگ تری

  به کلیدي غیر از بزرگترین کلید ببازد، نمی تواند بزرگ ترین کلید دوم باشد. روش تورنمنت از همین واقعیت استفاده می کند.  
است. همانند تورنمنت، کلیدها را جفت جفت مقایسه مـی کنـیم تـا در     2توانی از   n و براي سهولت، فرض کنید اعداد متمایز بوده

نهایت یک دور باقی بماند. اگر هشت کلید داشته باشیم، در دور اول، چهار مقایسـه، دور دوم، دو مقایسـه و دور آخـر یـک مقایسـه      
  خواهیم داشت. برنده دور آخر، بزرگترین کلید است.  

باشد. در غیر اینصورت می توان تعداد عناصر کافی اضافه کـرد   2توانی از   nمستقیما هنگامی کاربرد دارد که  تذکر: روش تورنمنت
به انتهاي آرایه اضافه می کنـیم   −∞عنصر، هر یک به مقدار 11باشد،  53شود. براي مثال اگر اندازه آرایه  2تا اندازه آرایه توانی از 

  عنصر داشته باشد.   64رست تا آرایه د
گرچه برنده در دور آخر، بزرگ ترین کلید است، بازنده در این دور الزاما بزرگ ترین کلید دوم نیسـت. در شـکل زیـر، بـزرگ تـرین      

) می بازد و حذف می شود. این یکی از مشکلات تورنمنت هـاي واقعـی اسـت،    18) در دور دوم به بزرگ ترین کلید (16کلید دوم (
  آن دو تیمی که بهترین هستند الزاما در بازي نهایی رو در روي هم قرار نمی گیرند. زیرا 

http://www.SANJESH.IR


 طراحی الگوریتم
 

WWW.SANJESH.IR        »143« 
 

  
براي یافتن بزرگ ترین کلید دوم، می توانیم همه کلیدهایی را که به بزرگ ترین کلید باخته اند، مد نظـر قـرار داد و سـپس بـزرگ     

لید کدام است، چطـور مـی تـوانیم آن کلیـدها را مـدنظر داشـته       ترین آن ها را یافت. ولی وقتی که از قبل نمی دانیم بزرگ ترین ک
باشیم؟ این کار را می توان با نگهداري لیست هاي پیوندي کلیدها، یکی به ازاي هر کلیـد، انجـام داد. پـس از آن کـه کلیـدي یـک       

  مقایسه را باخت، به لیست پیوندي کلید برنده اضافه می شود.  
nn... و دور آخر n/22مقایسه، دور دوم  n/2 خست باشد، در دور ن 2توانی از  nاگر  lg2/       مقایسـه خـواهیم داشـت.  تعـداد کـل

    ترین کلید دوم عبارت است از: هاي لازم براي یافتن بزرگ مقایسه
2nlgn1nlg1n)n(T −+=−+−=  

 مفروض داریم:    nبراي هر 

  2nlgn)n(T −+=  
  مقایسه لازم بود.)   2n – 3این کارایی بهتر از دو بار استفاده از الگوریتم براي یافتن بزرگترین کلید دوم استفاده شود. (در آن شیوه تذکر:

هـا بیابـد، بایـد در بـدترین      ترین کلید دوم را در هر ورودي ممکن، تنها با مقایسـه کلیـد   قضیه : هر الگوریتم قطعی که بتواند بزرگ
 هایی که روي کلید انجام دهد برابر است با :    ل تعداد مقایسهحالت، حداق  2nlgn −+.   

 تـرین کلیـد و حـداکثر    مقایسـه بـراي یـافتن بـزرگ     n–1در بدترین حالت، حداقل   2nlgn مقایسـه بـراي یـافتن     +−
ترین کلید را هـم بیابـد، زیـرا بـراي      ترین کلید دوم را بیابد، باید بزرگ رگترین کلید دوم لازم است. هر الگوریتمی که بز بزرگ

تـرین   ترین کلید دوم است، باید بدانیم که یک مقایسه را باخته است. آن باخت هم باید بـه بـزرگ   دانستن آن که کلیدي بزرگ
  ترین کلید دوم، دشوارتر است. کلید باشد. بنابراین، یافتن بزرگ

  ام kکلید  ترین یافتن کوچک
 nlgn(θ(ام  را برگردانـد. ایـن کـار در زمـان     kام، می توان کلیدها را مرتب کرده و سپس کلید  kترین کلید  براي یافتن کوچک

یـک تـابع خطـی     انجام پذیر است. اگر از الگوریتم زیر استفاده کنیم، به تعداد مقایسه هاي کمتري نیاز داریم و در حالـت میـانگین  
n()n(A(است، یعنی:  θ∈.  

  الگوریتم یافتن کوچکترین و بزرگترین کلیدها با جفت کردن کلیدها در پیوست آورده شده است. تذکر:
  الگوریتم انتخاب در پیوست آورده شده است.تذکر: 

  ) به صورت زیر است:k>1کلیدي (براي  nترین کلید در مجموعه  امین کوچک kحد پایین براي یافتن 

k)
1k

nlg()1k(n −





−
−+  

http://www.SANJESH.IR


 طراحی الگوریتم
 

WWW.SANJESH.IR     
 

«144» 

  مجموعه تست
عدد غیر تکراري  kوجود دارد. اگر برخی از این اعداد تکراري باشند و در کل  nدنباله اي از اعداد صحیح به تعداد  -1

  وجود داشته باشد، آنگاه با چه مرتبه زمانی مناسبی می توان این دنباله را مرتب کرد؟ 

1 ()nlogn(O              2  ()klogn(O                     3 ()nlogk(O                4  ()klogk(O  

یک عدد ثابت است. همچنـین فـرض کنیـد کـه      b>1عنصر فرض کنید  nبا  Aدر الگوریتم مرتب سازي آرایه ي  - 2
bji، یا تعویض آن ها ، اگر A[j]و  A[i]ي دو عنصر  هزینه ي مقایسه برابر صفر(خیلی کم) و در غیر اینصورت  −≥

می شود. چـون   O(1)( خیلی زیاد) است. توجه کنید که با این فرض، هزینه ي مرتب سازي درجی، حبابی برابر  1برابر 
در  A (merge Sort)ین فرض هزینه ي مرتـب سـازي ادغـامی    فقط عناصر مجاور را مقایسه و تعویض می کنند. با ا

  )    T(n)=1و  n<bزمان اجرا باشد داریم:  T(n)بدترین حالت چقدر است؟  (بدیهی است که اگر 

 1  ())/lg(( bnnO          2 ())/lg(/( bnbnO             3 ()lg( nnO                  4 ()lg( nnO  
 nبـا   Aبراي مرتب سازي یـک آرایـه ي    (Insertion Sort)می دانیم که هزینه ي الگوریتم مرتب سازي درجی -3

را یک عدد وارونگی مـی گـوییم    (i,j)هاي عناصر آن آرایه است. زوج  (inversion)عنصر متناسب با تعداد وارونگی

یک وارونگی باشد برابر Aمال این که یک زوج اندیس دلخواه از . با فرض احت A[i]>A[j]و  i<jاگر 
2
است، میـانگین  1

  با عناصر متمایز چقدر است؟  Aتعداد وارونگی هاي یک آرایه ي 

1 (
2

2 nn −                         2  (
2

2n                          3 (
4

2n                           4 (
4

2 nn −  

یک الگوریتم مرتب سازي بر مبناي درخت تصمیم گیري، حداقل داراي چه تعداد مقایسه خواهد بود؟ فرض کنیـد   -4

)nd,nlogc,nlognb,loga( !n
2 =====  

     1 (a                             2 (a,b                              3 (a,c                             4 (b,d  
فرض کنید یک درخت تصمیم گیري دودویی براي ادغام دو لیست مرتب زیر داریم. در درخت، گـره هـاي میـانی     -5

ن نشان دهنده مقایسه و گره هاي برگ نشان دهنده ترتیب لیست مرتب نهایی است. حد پایین تعداد گره هاي برگ ای
  درخت چند است؟  

54321

21
y,y,y,y,y:2list

x,x:1list

 
   1 (32                   2 (21                          3 (15                        4 (10  

براي مرتب سازي پـنج عنصـر را نشـان     (Decision tree)کدام گزینه تعداد برگ هاي یک درخت تصمیم گیري  -6
  دهد؟   می

1 (64                     2 (      120                    3 (128                        4 (720  
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]1n,0[عدد در فاصله  nرا روي  Radix sortالگوریتم  -7 2  Radix sortاجرا می کنیم. پایـه اسـتفاده شـده در     −

  است. متوسط زمان اجراي این الگوریتم چقدر است؟  nبرابر 

 1( )n( 2θ               2( )n(θ                      3( )nlogn(θ                4( )nlogn( 22θ  
  براي بالا بردن سرعت استفاده می شود؟         Radix sortکدام یک از الگوریتم هاي مرتب سازي زیر در الگوریتم  -8

1 (Quick sort           2 (heap sort                  3 (Insertion sort           4 (Merge sort  
 callاستفاده شده است. اگـر   Randomized-Quicksortعضو، از الگوریتم  2000براي مرتب سازي آرایه اي با  -9

stack بایت آدرس برگشت در  4ها برنامه در شروع الگوریتم خالی باشد و براي هر فراخوانی تابع تنcall stack   قـرار
  به طور متوسط چند بایت خواهد بود؟      call-stackگیرد، در طی این فراخوانی، حداکثر طول اشغال شده 

1 (4                      2 (8                             3 (44                      4 (88  
ید. کدام یک از الگوریتم هاي زیر را می توان طوري تغییر داد کـه براسـاس ایـن    تابع بازگشتی زیر را درنظر بگیر -10

  پیچیدگی زمان آن چه خواهد بود؟  فرمول کار کند و







+=

=

)n(O)
3
n(T3)n(T

)1(O)1(T
   

1()nlgn(O,sortheap                           2( )nlgn(O,sortQuick      

3( )n(O,sortInsertion 2                           4( )n(O,sortQuick 2  
اسـت.   Aدر  "معکـوس  -زوج"یک  (i,j)گوییم که زوج می  A[i] > A[j] و   i<j، اگرnبه اندازه  Aدر یک آرایه  -11

  عضوي چند تاست؟  nدر یک آرایه  "ها معکوس -زوج"بیشترین تعداد 

1(2
1)n(n −                                          2(2n              3 (nn −2                      4(4

2n  
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گیري را در نظر بگیرید که از آن براي مرتب کردن عناصر یک مجموعه براساس عمـل   یک درخت دودویی تصمیم -12

شود. کدام یک  ي مثال درخت روبرو، براي مرتب کردن یک فایل با سه عضو، استفاده میشود. برا مقایسه، استفاده می
  ها درست است؟       هاي ذیل، در مورد این نوع درخت از گزاره

 
).log(است و در گروه  log2)n!(ها، حداقل ) عمق این نوع درخت1 nno گیرد. قرار می  
).log(است و در گروه  log2)n!(ها، حداکثر رخت) عمق این نوع د2 nno گیرد. قرار می  
).log(است و حداقل  log2)n!(ها، حداکثر ) عمق این نوع درخت3 nno شود. مقایسه در آنها انجام می  
).log(است و حداکثر  log2)n!(ها، حداقل ) عمق این نوع درخت4 nno شود. مقایسه در آنها انجام می  

عنصر،    عنصر اول آرایه را انتخاب می کنیم  nدر گونه جدیدي از مرتب سازي سریع، براي انتخاب محور از میان  -13
عنصـر مرتـب اسـت. بقیـه      و با الگوریتم مرتب سازي درجی آن ها را مرتب می کنیم. محور، عنصر میانه این تعـداد 

الگوریتم مانند مرتب سازي سریع عمل می کند. کدام یک از رابطه هاي باگشتی زیر، زمان اجراي این الگـوریتم را در  
  بدترین حالت نشان می دهد؟

     1  ()n(O)nn(T)n(T +−≤                           2  ()n(O)n2n(T)n2(T)n(T +−+≤  

     3  ()n(O)nn(T)n(T)n(T +−+≤                4 ()n(O)n2n(T)n2(T)n(T +−+≤  
تعداد دستورالعمل مقایسه باشد. در این صورت  T(n)در الگوریتم مرتب سازي حبابی (یا تبادلی) فرض می کنیم  -14

T(n)   کدام است؟  

     1(
2

)1n(n)n(T +
=                                   2( 1n2)n(T −=    

     3( 
2

)1n(n)n(T −
=                               4( 1

2
n)n(T

2
−=  

اگر در مرتب سازي سریع، زیر لیست هاي کوچکتر در ابتدا مرتب شوند، پشته بازگشتی داراي چه عمقی خواهـد   -15
  بود؟ 

   1()(no                    2()( 2no                     3()(log no                   4 ()1(o  

  پیچیدگی محاسباتی : مسئله جستجو

nnدر یک ماتریسی به ابعاد zبهترین الگوریتم براي جستجوي مقداري مثل  -16 ستون ها که در راستاي سطرها و  ×
  ، داراي چه هزینه زمانی می باشد؟به صورت غیر نزولی مرتب شده است
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1 ()( 2nO               2 ()(no                  3  ()(
3
2lognO               4 ()log( 2

nnO  
عنصر به صورت زیر اسـت. حـداکثر و حـداقل     Nیشینه و کمینه در یک آرایه با الگوریتم پیدا کردن دو عنصر ب -17

  کدام است؟ ) به ترتیب6و  4تعداد مقایسه هاي دو عنصر از آرایه (سطر

 MINMAX (A) 
      1-  min ← 1 

      2-  max ←  1 

      3-  for i ← 2 to N do 

      4-         if A[i] < A[min]  then 

      5-                 min ← i 

      6-             else if A[i] > A[max]  then 

      7-                             max ← i 

 1 (2n  وn               2 هر دو (n-1               3 هر دو (n                    4 (2(n-1)  وn-1  
  عنصر را با چند مقایسه می توان بدست آورد؟   nدومین کوچک ترین عنصر بین  -18

   1 (  1log −+ nn                            2 (  2log −+ nn     
   3 (  1log −+ nn                            4 (  2log −+ nn  

تایی(به جز احتمالا یک دسته) تقسیم  5امین عنصر، ابتدا همه عناصر را به دسته هاي  kدر الگوریتم پیدا کردن  -19
نصـر  می کنیم، میانه هر دسته را به دست می آوریم و سپس میانه میانه ها را به صورت بازگشتی پیدا می کنیم. این ع

را بر روي آرایه عناصـر انجـام مـی دهـیم. پـس از آن همـین        Partitionرا به عنوان محور انتخاب می کنیم و عمل 
دیگر) بر روي یکی از بخش ها اجراء می کنیم تا عنصر مورد نظـر پیـدا    kالگوریتم را به صورت بازگشتی(و براي یک 

  هاي بازگشتی زیر بیان می شود؟  شود. زمان اجراي این الگوریتم توسط کدام یک از رابطه

1 ()n(O)6
10

n3(T)
5
n(T)n(T +−+



=                     2 ()n(O)6

10
n3(T)

5
n(T)n(T +−+



=  

3 ()n(O)6
10

n7(T)
5
n(T)n(T +++



=                     4  ()n(O)6

10
n7(T)

5
n(T)n(T +++



=  

  

ن اعداد به دست می آیـد؟ (فـرض   با چند مقایسه بین ای A[1..n]می نیمم و ماکزیمم اعداد ذخیره شده در آرایه  -20
  عدد طبیعی است)   kو  n=2k+1کنید 

      1 (13 +k                   2 (1
2

3
−

k                     3 (k3                             4 (
2
3

2
3

−
k  

  )88( آزاد  با چند مقایسه بین این اعداد بدست می آید؟   A[1..n]کزیمم اعداد ذخیره شده در آرایه مینیمم و ما -21
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  عدد طبیعی است)   n=2K  K,(فرض کنید     

 1(2k3 −                    2 (2
2
k3

−                      3( 1
2
k3

+                         4( )1k(
2
3

−  

تعداد مقایسه هاي لازم براي مشخص نمودن مینیمم و ماکزیمم عناصر ذخیره شده در یـک آرایـه یـک  بعـدي      -22
  ؟   )  T(2)=1 , T(1)=0کدام است (فرض کنید  T(n)فرض می کنیم. در این صورت رابطه  T(n)عنصر را  nشامل 

   1 (1
2

)2n(T3)n(T +
−

=                                         2 (2)2n(T)1n(T)n(T +−+−=  

   3 (1)2n(T2)n(T +−=                                          4 (3)2n(T)n(T +−=  
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  پاسخ تشریحی
کـراري وجـود داشـته باشـد، آنگـاه بـا مرتبـه زمـانی         عـدد غیـر ت   kوجـود دارد. اگـر    nدنباله اي از اعداد صحیح بـه تعـداد   ) 1-2
)klogn(O.می توان این دنباله را مرتب کرد  
  )1ـ2

اگر آرایه نزولی باشد، بیشترین تعداد وارونگی را داریم که برابر  )3-4
2

)1n(n می باشد. بنابراین میانگین تعداد وارونگـی هـا بـا     −

احتمال 
2
برابر است با:  1

4
)1n(n −.  

تعـداد بـرگ هـاي ایـن درخـت        !nمی باشد که  nlog!عنصر، داراي ارتفاع  nیک درخت تصمیم گیري براي مرتب سازي ) 4-2
  است.

  ابر است.بر nlognاز نظر پیچیدگی با nlog!تذکر:  
  حالتهاي ممکن عبارتند از:) 5-2

  حالت وجود دارد)   y  )6در میان پنج  (x1x2)به صورت پشت سرهم  x1,x2قرار دادن  -الف
  حالت وجود دارد) 15ها (  yبه طوري که پشت سرهم نباشند، در میان   x2وx1قرار دادن  -ب

15
!4!2

!6
2
6

=
×

=







  

  الت ممکن است.ح 21یعنی  15+6بنابراین در کل  
  است. !nعنصر برابر  nتعداد برگ هاي یک درخت تصمیم گیري براي مرتب سازي  ) 6-2
)(رقمی برابر rعدد  nروي  Radix sortمرتبه اجرایی الگوریتم ) 7-2 rn ×θ  می باشد و چون در صورت تست گفته شده فاصله

]1n,0[محدود به  2   است.n(θ(بنابراین تعداد ارقام اعداد محدود می باشد و زمان اجرا می باشد،  −
  براي بالا بردن سرعت استفاده می شود. Radix sortاز الگوریتم مرتب سازي درجی در الگوریتم  ) 8-3
نتخاب مـی شـود و بقیـه ي    ، محور به صورت تصادفی و با احتمال یکسان یکی از عناصر ا Randomized-Quicksortدر  )9-3

 lognعادي است. اگر داده ها در هر بار به طور مساوي تقسیم شوند، حداکثر عمق درخت بازگشـتی   Quick Sortالگوریتم مانند 
44411بایتی است، فضاي پشته برابر است با :  4می باشد و چون هر آدرس  11برابر  n=2000می باشد که با فرض  =×   

تقسیم می شوند (همه در یک طرف محور قرار می گیرنـد)، و فضـاي    0و  n-1ر: در بدترین حالت، داده ها به دو دسته با طول تذک
  می باشد.  o(n)پشته در این حالت 

  می توان الگوریتم مرتب سازي سریع را به گونه اي تغییر داد که بر اساس فرمول زیر کار کند: )10-2







+=

=

)n(O)
3
n(T3)n(T

)1(O)1(T
 

  nlgn(θ(پیچیدگی این تابع با توجه به قضیه اصلی که در فصل اول داده شد، برابر است با: 
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),,(),,(),(معکوس وجود دارد  –زوج  3عنصر تعداد  3با  Aمثلا در آرایه  )11-1 323121  

1 2  3 

8  5 2 

زوج  (n-1)رایه به طور نزولی مرتب باشد. واضح اسـت کـه تعـداد   دهد که آ توجه شود که بیشترین تعداد زوج معکوس وقتی رخ می
زوج معکوس با عنصر دوم و در نهایت یک زوج معکوس بـا عنصـر یکـی بـه      (n-2)توان درست کرد، تعداد  معکوس با عنصر اول می

  آخر. بنابراین در مجموع تعداد زوج معکوس ها برابر است با:

2
11221 )n(n........)n()n( −

=+++−+−  

توجه شود، مشـخص خواهـد شـد     n!می باشد. همچنین اگر به رابطه n(log2!(درخت تصمیم گیري، حداقل برابرعمق   )12-1
log.(!log(که:  nnon =  

1n2میانه اگر) 13-3  n، حـداقل   partitionگـوریتم  عنصر را به عنوان عنصر افراز در نظر بگیـریم، بعـد از فراخـوانی ال    +

nnعنصر قبـل و   nعنصر،  nعنصر بعد از عنصر افراز قرار می گیرند. بنابراین براي مرتب سازي  nعنصر قبل و عنصـر  −
  بازگشتی به صورت زیر است: بعد از محور قرار می گیرد. بنابراین رابطه

)n(O)nn(T)n(T)n(T +−+≤  

O(n)  ، 1مرتبه زمانی مرتب کردنn2   عنصر به کمک مرتب سازي درجی است. +

مقایسه ها در روش مرتب سازي حبابی برابر ) تعداد14-3
2

)1( −nn .می باشد  

بـوده و بـه    lognهر بار به طور مساوي تقسیم شوند، حداکثر عمق درخت بازگشـتی  ، داده ها  Quick Sortاگر در روش  )15-1
log)(فضاي پشته  noنیاز خواهد بود. اما در بدترین حالت یعنی وقتی داده ها به قسمتهاي به طولn-1  ،و صفر تقسیم شده باشد
  خواهد بود.no)(فضاي پشته

nnدر یک ماتریسی به ابعاد zالگوریتم براي جستجوي مقداري مثل  بهترین  )16-2 کـه در راسـتاي سـطرها و سـتون هـا بـه        ×
  می باشد. no)(صورت غیر نزولی مرتب شده است، داراي هزینه زمانی 

شـود و مقایسـه کمتـري خـواهیم      بررسـی نمـی   else همواره برقرار بوده و دستور A[i]<A[min]در بهترین حالت شرط ) 17-4
شـود.   مرتبه اجرا می n-1به تعداد forدهد که آرایه به صورت نزولی مرتب است. در این حالت حلقه  داشت. این حالت وقتی رخ می

قتی رخ می بررسی می شود. این حالت و elseهیچگاه  برقرار نمی باشد و همواره دستور  A[i]<A[min]در بدترین حالت شرط 
  می باشد. (n-1)2در خانه اول قرار دارد. در این وضعیت تعداد مقایسه ها دو برابر حالت اول یعنی  Minدهد که عنصر 

kعنصر بـه   nامین کوچکترین عنصر در میان  kپیدا کردن )  18-2
k

nkn −





−
−+ )

1
log()1(       مقایسـه نیـاز دارد. بـا قـرار

داریم:   k=2دادن   2nlgn −+ .  
  الگوریتم:) مراحل 19-4

.( تعداد دسته ها  O(n)تایی(به جزء احتمالا یک دسته) در زمان  5عنصر به دسته هاي  nتقسیم  -الف          




5
n(.است  
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  .O(n)پیدا کردن میانه هر دست در زمان  -ب          

(ها به صورت بازگشتی در زمان نگهداري میانه دست و انتخاب نیانه میانه  -ج          
5
n(O 



.  

  افراز آرایه اولیه با استفاده از میانه میانه ها به عنوان عنصر افراز. -د          
، مسـاله بـه صـورت     p>k، مسـاله حـل شـده اسـت. اگـر       p=kباشد، اگـر   pبا فرض اینکه محل عنصر محور بعد از پارتیشن برابر 

حل می کنیم.  با ذکر یک مثال می توان نشان داد که در هـر   A[p+1..n]براي آرایه  p>kو اگر  A[1..p-1]بازگشتی براي آرایه

6یک از این زیر آرایه ها، حداکثر 
10

n7
  عنصر وجود دارد. در نتیجه رابطه بازگشتی به صورت زیر است:  +

)n(O)6
10

n7(T)
5
n(T)n(T +++



=  

هاي فرد برابر   nعنصري، براي  nدا کردن مینیمم و ماکزیمم در میان یک آرایه پیچیدگی الگوریتم پی) 20-3
2
3

2
3

−
n  می باشـد

  خواهد شد. 3kبرابر  n=2k+1که با قرار دادن 
ره ذخی ـ Maxو عنصر بزرگتر را در متغیـر   Minرا مقایسه کرده و عنصر کوچکتر را در متغیر  A[1..n]دو عنصر اول آرایه ) 21-1

را بدسـت آورده ایـم،    A[n-2]می کنیم و به صورت بازگشتی این اعمال را انجام می دهیم. با فرض اینکه مینیم و مـاکزیمم آرایـه   
  مقایسه می توان می نیمم و ماکزیمم کل عناصر را بدست آورد. رابطه بازگشتی به صورت زیر می باشد: 3حال با 

2
2

3)(
1)2(
0)1(

3)2()(
−=⇒









=
=

+−=
nnT

T
T

nTnT
 

  به رابطه گزینه یک می رسیم. n=2Kن که با قرار داد
قـرار   maxو عنصـر بزرگتـر را در    minابتدا عنصر اول و دوم را با هم مقایسه کرده (اولین مقایسه) و عنصر کـوچکتر را در   )22-4
نصر این پیدا کرده و با مقایسه کوچکترین ع A[3..n]دهیم. سپس به صورت بازگشتی کوچکترین و بزرگترین عنصر را در آرایه  می

، maxشود (مقایسه دوم) و همچنین بـا مقایسـه بزرگتـرین عنصـر آرایـه بـا        ، عنصر کوچکتر در کل آرایه مشخص میminآرایه با 
  توان به صورت زیر نوشت:   شود (مقایسه سوم)، این رابطه بازگشتی را می بزرگترین عنصر در کل آرایه مشخص می

3)2()( +−= nTnT  
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 NPریه نظ :هفتمفصل   

الگوریتم زمانی چند جمله اي، الگوریتمی است که پیچیدگی زمانی آن در بدترین حالت در حد بالایی، تابع چند جمله اي از اندازه 
)())((قسمی که:  وجود دارد به p(n)اندازه ورودي باشد، یک چندجمله اي  nورودي باشد. یعنی، اگر  npOnW ∈ .  
nlgn,nn5,n4n3,n2دگی زمـانی  الگوریتم هایی بـا پیچی ـ  103 الگـوریتم هـایی بـا     و ، همگـی زمـانی چندجملـه اي انـد    ++

n,2,2,2!پیچیدگی زمانی  nn01,0n− .هیچکدام زمانی چندجمله اي نیستند ، 

2nnlgnچند جمله اي نیست. ولی چون  nنسبت به  n lg nتذکر:   ود مـی شـود و مـی    محـد   nبه یک چند جملـه اي از   ، >
  توان آن را جزء پیچیدگی زمانی چند جمله اي در نظر گرفت.  

به مسائلی که نوشتن یک الگوریتم کارآمد براي آن ها غیر ممکن است، کنترل ناپذیر مـی گوینـد. در علـم کـامپیوتر، مسـئله اي را      
  مکن باشد. کنترل ناپذیر می گویند که حل آن توسط یک الگوریتم زمانی چند جمله اي غیر م

  سه گروه کلی مسائل
اکنون زمان آن رسیده تا سه گروه کلی از مسائل را مورد بحث قرار دهیم که در آن ها مسائل را بر حسـب میـزان کنتـرل ناپـذیري     

  گروه بندي می کنیم.  
  مسائلی که الگوریتم هاي زمانی چند جمله اي براي آن ها یافت شده است.  -1

یتم زمانی چند جمله اي براي آن یافته ایم در این گروه قرار داده می شود. براي مرتب سـازي الگـوریتم   هر مسئله اي که یک الگور
)lg(هاي  nnθ براي جست و جو در یک آرایه مرتب یک الگوریتم ،)n(lgθ  براي ضرب ماتریس ها یک الگـوریتم ،)n( 38.2θ  و

)n(زنجیره  اي ماتریس ها یک الگوریتم براي ضرب 3θ  یافته ایم. چـونn       میزانـی از مقـدار داده در ورودي ایـن الگـوریتم هاسـت
  همگی زمان چند جمله اي دارند. 

  مسائلی که کنترل ناپذیري آن ها ثابت نشده است. -2

نیازمند یک مقدار خروجی غیر چند جمله اي هستند. دومین نـوع از کنتـرل    دو نوع مسئله در این گروه وجود دارد. نوع اول مسائلی اند که
ناپذیري هنگامی رخ می دهد که درخواست هاي ما منطقی باشند و بتوانیم ثابت کنیم که مسئله را نمی توان در زمان چند جملـه اي حـل   

ترل ناپذیري آن ها اثبات شـده اسـت نبـودن آنهـا در مجموعـه      کرد. تعداد اینگونه مسائل چندان زیاد نبود. همه مسائلی که تا این تاریخ کن
NP  نیز اثبات شده است. ولی اکثر مسائلی که به نظر می رسد کنترل ناپذیر باشند در مجموعهNP   .قرار دارند  

مسائلی که کنترل ناپذیري آن ها ثابت نشده است ولی تاکنون هیچ الگوریتم زمانی چند جمله اي هم براي آن هـا   -3
  پیدا نشده است.  

این گروه شامل تمام مسائلی می شود که هیچ الگوریتم زمانی چند جمله اي براي آن ها اثبات نشده اسـت ولـی هنـوز کسـی غیـر      
ممکن بودن این چنین الگوریتمی را اثبات نکرده است. براي مثال اگر مسائل را طوري بیان کنیم که تنها یک حل مورد نیاز باشـد،  

بـه ازاي   mتی صفر و یک، مسئله فروشنده دوره گرد، مسئله حاصل جمع زیر مجموعـه هـا، مسـئله رنـگ آمیـزي      مسئله کوله پش
3≥m   .و مسئله مدارهاي هامیلتونی ، همگی در این گروه قرار می گیرند  

گري یافته ایم کـه بـراي بسـیاري از نمونـه     براي این مسائل، الگوریتم هاي شاخه و حد، الگوریتم هاي عقبگردي و الگوریتم هاي دی
وجود دارد که براي تعداد دفعات انجام عمل اصلی در صورت انتخاب نمونـه   nهاي بزرگ کارآیی دارند. یعنی یک چند جمله اي از 
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 ـ ه هـا را بیـابم   هایی از یک زیر مجموعه محدود، مرز تعیین می کند. براي نشان دادن این نکته فقط باید یک دنباله متناهی از نمون
  وجود نداشته باشد که براي تعداد دفعات انجام عمل اصلی حدي تعیین کند.  nها هیچ حد چند جمله اي از  که به ازاي آن

 NPنظریه 

اگر از ابتدا خودمان را به مسائل تصمیم گیري محدود کنیم، بسط این نظریه راحت تر می شـود. خروجـی مسـائل تصـمیم گیـري      
است. با این وجود هنگامی که برخی مسائل ذکر شده در بالا را معرفی می کردیم، آنها را به صورت مسـائل بهینـه   پاسخ آري یا خیر 

سازي عنوان کردیم و این بدان معناست که خروجی یک حل بهینه است. ولی هر مسئله بهینه سازي متناظر با یک مسئله تصـمیم  
عبارت از تعیین حداکثر ارزش کلی بـود کـه از قـرار دادن قطعـات در یـک       گیري است. مسئله بهینه سازي کوله پشتی صفر و یک

 Wکوله پشتی به دست می آید با این فرض که هر قطعه داراي وزن و ارزش مشخص باشد و کوله پشتی تحمل حمل حداکثر وزن 
یین کنیم که آیـا مـی تـوان    تع Pرا داشته باشد. مسئله تصمیم گیري کوله پشتی صفر و یک این است که براي یک ارزش مفروض 

باشـد. ایـن مسـئله داراي     Pتجاوز نکند و در عین حال ارزش کل حداقل برابـر   Wکوله پشتی را طوري بار کرد که وزن کل آن از 
  . Pهمان پارامترهاي مسئله بهینه سازي کوله پشتی صفر و یک است به علاوه پارامتر اضافی 

سازي مثال فوق هیچ الگوریتم زمانی چند جمله اي یافت نشده است. ولـی اگـر بتـوانیم    تاکنون براي حالت تصمیم گیري و  بهینه 
یک الگوریتم زمانی چند جمله اي براي حالت بهینه سازي آن بیابیم، براي مسئله تصمیم گیري متنـاظر بـا آن نیـز یـک الگـوریتم      

زي حلی براي مسئله تصمیم گیري متناظر تولید زمانی چند جمله اي خواهیم داشت. علتش این است که حل یک مسئله بهنیه سا
اسـت پاسـخ    230می کند. به طور مشابه اگر می دانستیم که ارزش کل براي یک نمونه خاص از مسئله کوله پشتی صـفر و یـک   

  آري و در غیر آن صورت خیر است.  P≥$230مسئله تصمیم گیري متناظر با آن به ازاي 
وریتم زمانی چند جمله اي براي یک مسئله بهینه سازي خود به خود به الگوریتم زمانی چند جمله اي براي مسـئله  از آن جا که الگ

تصمیم گیري مربوط منجر می شود می توانیم از ابتدا نظر خود را فقط درباره مسائل تصـمیم گیـري بنـا کنـیم. بـراي بسـیاري از       
الگوریتم زمانی چند جمله اي براي مسئله تصمیم گیـري مـی تـوان بـه یـک       مسائل تصمیم گیري نشان داده شده است که از یک

  الگوریتم زمانی چند جمله اي براي مسئله بهینه سازي مربوطه دست پیدا کرد.  

  Pمجموعه 

P   .عبارت است از مجموعه مسائل تصمیم گیري که توسط الگوریتم هاي زمانی چند جمله اي قابل حل هستند  
تعلق دارند. آیا ممکن است مسئله فروشـنده   Pري که براي آن ها الگوریتم زمانی چند جمله اي یافته ایم به همه مسائل تصمیم گی

باشد؟ اگر چه کسی تاکنون موفق به یافتن الگوریتم زمانی چند جمله اي براي این مسئله نشـده اسـت، کسـی هـم      Pدوره گرد در 
 Pزمانی چند جمله اي غیر ممکن است. بنابراین این امکان وجود دارد کـه در  تاکنون اثبات نکرده است که حل آن با یک الگوریتم 

نیست باید ثابت کنیم که طراحی یک الگوریتم زمانی چند جمله اي بـراي   Pباشد. براي آن که بدانیم یک مسئله تصمیم گیري در 
مسائل تصمیم گیري نسبتاً کمـی هسـتند کـه     آن غیر ممکن است. این کار براي مسئله فروشنده دوره گرد انجام نشده است. تعداد

  عدم وجود الگوریتم زمانی چند جمله اي براي آن ها به اثبات رسیده است. 
  تعریف : الگوریتم غیر قطعی زمان چند جمله اي، یک الگوریتم غیر قطعی است که مرحله تصدیق آن، زمان چند جمله اي باشد. 

http://www.SANJESH.IR


 طراحی الگوریتم
 

WWW.SANJESH.IR     
 

«154» 
 NPمجموعه 

NP گیري است که توسط الگوریتم هاي غیر قطعی زمانی چند جمله اي قابـل حـل هسـتند.      مجموعه تمامی مسائل تصمیمNP 
  است. (Non deterministic polynomial)نشان دهنده چند جمله اي غیر قطعی 
جـام  باشد باید الگوریتمی وجود داشته باشد که عمل تصـدیق را در زمـان چنـد جملـه اي ان     NPبراي آن که یک مسئله تصمیم گیري در 

است. این بدان معنـا نیسـت کـه الزامـاً      NPدهد. چون این مورد براي مسئله تصمیم گیري فروشنده دوره گرد صادق است، این مسئله در 
  الگوریتمی با زمان چند جمله اي براي حل مسئله داریم. در واقع در حال حاضر چنین الگوریتمی براي مسئله فروشنده دوره گرد نداریم.  

، طبقه بندي الگوریتم ها است. معمولاً الگـوریتم هـاي بهتـري بـراي حـل       NPی مفاهیم الگوریتم هاي غیر قطعی و هدف از معرف
 "هسـتند؟ مسـائل تصـمیم گیـري دیگـر در مثـال هـاي         NPواقعی یک مسئله وجود دارد. کدام مسائل تصمیم گیري دیگري در 

هستند. به علاوه هزاران مسـئله دیگـر وجـود     NPهمگی  "زي گرافرنگ آمی "و  "کوله پشتی صفر و یک "،  "فروشنده دوره گرد
 NPدارد که هیچ کسی تاکنون نتوانسته با الگوریتم هاي زمانی چند جمله اي آن ها را حـل کنـد ولـی ثابـت شـده اسـت کـه در        

تعـداد زیـادي از مسـائل     هستند، زیرا الگوریتم هاي غیر قطعی زمانی چند جمله اي براي آن ها ارائه شده است. سـرانجام ایـن کـه   
  هم هست.   NPباشد در  Pبدیهی است، یعنی هر مسئله اي که در  NPوجود دارد که وجود آن ها در 

به اثبات رسیده است، همان هایی هسـتند کـه کنتـرل ناپـذیري آن هـا بـه        NPتنها مسائل تصمیم گیري که عدم وجود آن ها در 
نیسـتند. تعـداد ایـن     NPرزبرگر و دیگر مسائل بحث شده که ثابت شـده اسـت در   اثبات رسیده است. یعنی،مسئله توقف، حساب پ

  گونه مسائل نسبتاً کم است.  
بـه عنـوان یـک زیـر مجموعـه       Pحـاوي   NPدر شکل زیر مجموعه تمام مسائل تصمیم گیري نشان داده شده است. در این شـکل  

باشـد   NPابت نکرده است که مسئله اي وجـود دارد کـه در   متعارف است. ولی ممکن است چنین نباشد یعنی هنوز تاکنون کسی ث
برابر است یکـی از مهتـرین و بحـث     NPبا  Pتهی باشد. در واقع این پرسش که آیا  NP - Pنباشد. بنابراین ممکن است  Pولی در

تعلـق دارنـد.    NPبـه   برانگیزترین پرسش ها در علم کامپیوتر است. این پرسش از آن رو اهمیت دارد که اکثر مسائل تصمیم گیري
  باشد براي اکثر مسائل تصمیم گیري شناخته شده الگوریتم هاي زمانی چند جمله اي داریم. P=NPپس اگر 

  
NPPبراي آن که نشان دهیم بایـد   P=NPنباشد. حـال آنکـه بـراي نشـان دادن      Pباشد و در  NPاست باید مسئله اي بیابیم که در ≠

برابـر   NPبـا   Pیک الگوریتم زمانی چند جمله اي بیابیم. بسـیاري از پژوهشـگران شـک دارنـد کـه       NPز مسائل موجود در براي هر یک ا
  باشد.  
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  کامل NPمسائل 
  "رنـگ آمیـزي گـراف   "و "کولـه پشـتی صـفر و یـک    "، "فروشنده دوره گرد"ممکن است چنین به نظر برسد که مسائل مثال هاي 

د. بــراي مثــال الگــوریتم برنامــه نــویس پویــا بــراي مســئله فروشــنده دوره گــرد در بــدترین همگــی بــه یــک میــزان دشــوار نباشــ

)2(حالت 2 nnθ     2(است. از طرف دیگر الگوریتم برنامه نویسی پویا براي مسئله کوله پشتی صـفر و یـک در بـدترین حالـت( nθ 
است و این بدان معناست که تا هنگامی کـه ظرفیـت   nw(θ(ئله کوله پشتی صفر و یک است. الگوریتم برنامه نویسی پویا براي مس

w   خیلی خیلی بزرگ نباشد، کارآیی آن زیاد است. نظر به تمام این نکات، شاید مسئله کوله پشتی صفر و یک ذاتاً آسانتر از مسـئله
قرار داشته  Pله، مسائل دیگر همگی از آن لحاظ هم ارزند که اگر هر یک در فروشنده دوره گرد است. به رغم این تصور این دو مسئ

  کامل می گویند.    NPباشند. چنین مسائلی را  Pباشد، همگی باید در 

  کامل می گویند اگر:   NP: مسئله اي را  تعریف

BAداشته باشیم:   NPدر  Aبه ازاي هر مسئله دیگر   -2باشد.          NPدر  -1    α  

 P=NPقرار دارد می توانستیم نتیجـه بگیـریم کـه     Pکامل در  NPتذکر: بنا به قضیه قبل اگر می توانستیم نشان دهیم هر مسئله 
  کامل باشد.   NPاست. کوك توانست مسئله اي بیابد که 

  کامل است اگر :   NP، مسئله C: یک مسئله  قضیه

CBداشته باشیم:  Bکامل دیگر مثل  NPاي یک مسئله به از -2باشد.            NPدر  -1 α  
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  مجموعه تست
 

  است؟  نادرستکدام گزینه  -1

  به وسیله یک الگوریتم غیر قطعی در زمان چند جمله اي حل می شوند. P) تمام مسائل 1
  می شوند.به وسیله یک الگوریتم غیر قطعی در زمان چند جمله اي حل  NP) تمام مسائل 2
  به وسیله یک الگوریتم غیر قطعی در زمان چند جمله اي حل می شوند. NP-hard) تمام مسائل 3
  به وسیله یک الگوریتم غیر قطعی در زمان چند جمله اي حل می شوند. NP-Complete) تمام مسائل 4

PLوجود داشته باشد که Lمانند  NP-Completeاگر یک مسئله  -2   باشد، در آن صورت: ∋

      1 (NPP =                                           2 (NPP ≠       
     3 (hardNPL −∈                                 4 (hardNPL −∉  

  )82دولتی  -امپیوتر(علوم کگزینه صحیح را انتخاب کنید.  -3

  می باشند. NP-hardزیر مجموعه  مسائل  NP-Complete) مسائل 1
  می باشند. NP-Completeزیر مجموعه مسائل  NP-hard) مسائل 2
  می باشند. Pزیر مجموعه مسائل  NP) مسائل 3
4 (P=NP 
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  پاسخ تشریحی
زیـر   Pقطعی در زمان چند جمله اي حل می شـوند. (  به وسیله یک الگوریتم غیر NP-Completeو  P  ،NPتمام مسائل  ) 1-3

  است) NPزیر مجموعه  NP-Completeاست)(  NPمجموعه 

PLوجــود داشـته باشــد کـه   Lماننـد   NP-Completeتوسـط کــوك ثابـت شــد کـه اگــر یـک مســئله     ) 2-1 باشــد، در آن  ∋
  .   P=NPصورت:

  می باشند.  NP-hard زیر مجموعه مسائل NP-Completeمسائل ) 3-1
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    پیوست
  حل روابط بازگشتی همگن 

براي حل روابط بازگشتی همگن مرتبه اول از روش جایگذاري استفاده می کنیم.  براي حل روابط بازگشتی همگن مرتبه دوم با ضرایب ثابـت،  

، جواب رابطه بازگشـتی برابـر اسـت بـا:      2rو1rجزاي ابتدا معادله مشخصه آن را پیدا کرده و بعد از حل این معادله با فرض داشتن دو جواب م
n
22

n
11 rcrc nو اگر یک ریشه حقیقی مضاعف داشته باشد، جواب رابطه بازگشتی برابر است با:   +

12
n

11 nrcrc + 

  مثال: بازگشتی زیر را حل کنید.
)2n(T2)1n(T)n(T −+−=  

2)0(T =   

7)1(T =  

02rr حل: معادله مشخصه رابطه بازگشتی داده شده برابر است با: 2    . 1-و  2.  ریشه هاي این معادله برابر است با : −−=

n  بنابراین جواب کلی برابر است با:
2

n
1 )1(c2c)n(T −+=  

  از مقادیر اولیه استفاده می کنیم: 2cو 1cبراي پیدا کردن 
0

2
0

1 )1(c2c22)0(T −+=⇒=  
1

2
1

1 )1(c2c77)1(T −+=⇒=  

  بنابراین داریم:

7cc2
2cc

21

21

=−
=+

 

1c,3cو با حل این دستگاه داریم:    21   . در نتیجه جواب برابر است با: ==−

   nn )1(23)n(T −−×= . 
  مثال: بازگشتی زیر را حل کنید.

)n(T4)1n(T4)2n(T −+=+  

3)1(T,1)0(T ==  

04r4rحل: معادله مشخصه رابطه بازگشتی داده شده برابر است با:  2   می باشد.  2.  این معادله داراي ریشه مضاعف −+=

nبنابراین جواب کلی برابر است با :  
2

n
1 2nc2c)n(T   از مقادیر اولیه استفاده می کنیم: 2cو 1c. براي پیدا کردن  =+

120c2c1)0(T 0
2

0
1 =××+×⇒=  

321c2c3)1(T 1
2

1
1 =××+×⇒=  

  بنابراین داریم:

3c2c2
1c

22

1

=+
=

 

و با حل این دستگاه داریم:  
2
1c,1c 21   . در نتیجه جواب برابر است با: ==

0n2n2)n(T 1nn ≥+= −  
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  الگوریتم ضرب اعداد صحیح بزرگ(الگوریتم دوم)

 uاز رابطه زیر براي ضـرب   در الگوریتم بررسی شده، که بهتر باشد.ارائه دهیم الگوریتمی بود و می خواهیم  2ی که ارائه شده از مرتبه الگوریتم
   استفاده شد: vو 

yz10)wyxz(10xwuv mm2 +×++×=  

  . xw, xz , wy , yzعمل ضرب انجام می گیرد. این ضرب ها عبارتند از :   4در این رابطه 
را بـه   rکه مـی تـوان   . تعریف می کنیم   r = (x+y)(w+z)به صورت  rبراي کاهش تعداد ضرب ها دست به یک ابتکار می زنیم. یک متغیر 

 xz + yw = r – xw –yz   توجه به این رابطه مشخص است که: با نیز نوشت. r= xw + (xz + yw) + yzصورت 

  بنابراین داریم:

yz10)yzxwr(10xwuv mm2 +×−−+×=  

 xw , yz, (x+y)(w+z)                      عمل ضرب نیاز داریم. این ضرب ها عبارتند از: 3به انجام  uvبراي محاسبه در این حالت 

  رگبراي ضرب اعداد صحیح بز 2الگوریتم شماره 

large-integer  prod(large-integer  u , large-integer  v){ 
   large-integer   x,y,z,w,r,p,q; 
   int  n,m; 
   n = maximum(number of digits in u , number of gigits in v) 
   if(u==0 || v==0) 

        return  0; 

   else  if  (n<= threshold) 
               return  u×v  obtained in the usual way; 
   else{ 
           m=  2/n ; 

           x  = u  divide m10 ;     y = u  rem  m10 ; 

           w = v  divide m10 ;     z = v   rem  m10 ; 
           r = prod(x+y , w+z); 
           p = prod(x,w); 
           q = prod(y,z); 

           return    p m210× +(r-p-q) m10×  +q ; 
      } 
} 

  (دومین الگوریتم)صحیح بزرگ تحلیل پیچیدگی زمانی در بدترین حالت ضرب اعداد 

زیرا بازگشتی فقط هنگامی پایان مـی   ،از این دو عدد صحیح، رقمی مساوي صفر نداشته باشند کبدترین حالت هنگامی رخ می دهد که هیچ ی
و یـا   x+yد ارقـام در  تعـدا رقم دارند. بنـابراین،   n/2همگی  zو   w,y,xباشد، در آن صورت 2توانی از n اگر. یابد که به حد آستانه اي برسیم

w+z  در محدوده
2
n  1تا

2
n

در محـدوده   prod(x+y,w+z)یعنی اندازه ورودي ها براي فراخوانی هاي تابع  می باشد.  +
2
n   1تـا

2
n

+ 

اسـت، عملیـات زمـانی خطـی جمـع،       m=n/2نیـز هـر کـدام برابـر  اسـت. چـون         prod(y,z)و  prod(x,w)می باشـد. و انـدازه ورودي   

در شرط زیر صدق  W(n)هستند. بنابراین  nهمگی داراي پیچیدگی زمانی خطی بر حسب  m10divideو m10×،m10remتفریق،
  می کند:
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0)s(W

sncn)1
2
n(W3)n(Wcn)

2
n(W3

=

>++≤≤+
 

که به  n براي مقادیري از.هستند 2است، زیرا در این حالت همه ورودي ها توانی از  2) و توانی از thresholdکوچکتر یا مساوي آستانه ( sکه 
  محدود نمی شوند، می توان یک دستور بازگشتی نظیر قبلی را ایجاد کرد ولی به صورت پلکانی.  2توانی از 

در نهایت روندي غیر نزولی دارد. بنابراین، با توجه به نامساوي طرف چپ این  W(n)یی می توانیم نشان دهیم که با استفاده از بحث استقرا

n()n(W(  ، داریم:اصلیدستور بازگشتی و قضیه 
3
2lgΩ∈ 

n(O)n(W(  :تذکر: می توان نشان داد که
3
2lg∈ 

  که: با توجه به دو رابطه بالا می توان نتیجه گرفت

)n()n()n(W 58.1lg3
2 θ≈θ∈  

 
  الگوریتم فلوید (الگوریتم دوم)

 P[i][j]نیز یک خروجی اسـت. در   P[1..n][1..n]همانند الگوریتم قبلی است، با این تفاوت که کوتاه ترین مسیرها نیز ایجاد می شود. آرایه 
داقل یک رأس واسطه موجود باشد، ذخیره می شـود. اگـر هـیچ    ، اگر حvjبه  viبزرگترین اندیس از یک رأس واسطه روي کوتاه ترین مسیر از 

  راس واسطی وجود نداشته باشد، صفر ذخیره می شود.

  ایجاد می کند. Pرا با استفاده از آرایه rvبهqvالگوریتم زیر کوتاه ترین مسیر از رأس 

void   floyd2 (int  n,const  number  W[ ] [ ] , number  D[ ] [ ] , index  P[ ] [ ] ){ 

    index   i,j,k; 
    for(i=1; i<=n ; i++) 

        for(j=1; j<=n ; j++) 

             P[i][j]=0; 

    D=W; 
    for(k=1;k<=n;k++) 

        for(i=1;i<=n;i++) 

             for(j=1;j<=n;j++) 

                if(D[i][k]+D[k][j] < D[i][j]) 
                   { 
                      P[i][j]=k; 
                      D[i][j]=D[i][k]+D[k][j]; 
                  } 
} 
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  به دست آمده است. س آورده شده در دررا نشان می دهد که با اعمال الگوریتم روي گراف مثال  Pشکل زیر آرایه 

 1 2 3 4 5 

1 0 0 4 0 4 

2 5 0 0 0 4 

3 5 5 0 0 4 

4 5 5 0 0 0 

5 0 1 4 1 0 

  

  الگوریتم چاپ کوتاه ترین مسیر

براي چاپ رئوس واسطه روي کوتاه ترین مسیر از رأسی به رأس دیگر در یک گراف موزون از الگوریتم زیر استفاده می شود. ورودي هـاي ایـن   
از رئوس گراف که ورودي الگوریتم قبلی هسـتند، مـی باشـد. خروجـی،      r,qکه توسط الگوریتم قبلی تولید شده و دو اندیس  Pآرایه   تمالگوری

  است. rvبهqvرئوس واسطه روي کوتاه ترین مسیر از 

void   path(index  q,r){ 
   if (P[q][r] !=0){ 

      path(q , P[q][r]); 
      cout<<"v"<<P[q][r] ; 
      path(P[q][r] , r); 
    } 
} 

بـه   Pها قابل تغییر باشد. اگـر   نیست. چون فقط متغیرهایی می توانند وارد روال هاي بازگشتی شوند که مقادیر آن pathورودي  Pتذکر: آرایه 

در بـالاترین سـطح بـه صـورت      pathفراخـوانی   ، rvبـه  qvردن کوتاه ترین مسـیر از  طور عمومی در الگوریتم تعریف شود، براي به دست آو

path(q,r) .با توجه به مقدار  خواهد بودP  اگر مقادیر ،q وr  41بود، خروجـی عبـارت بـود از:     3و5به ترتیب برابر vv   اینهـا رئـوس ،

  هستند.3vبه5vروي کوتاه ترین مسیر از واسطه

n()n(W(نکته: در الگوریتم چاپ کوتاهترین مسیر داریم:   θ∈   

  

  الگوریتم پریم

void   prim (int  n, Const number   W[ ][ ] , set_of_edges&  F ){ 
      index   i,vnear;  number   min; edge  e; 
      index   nearest [2..n];  number  distance[2..n]; 

      F = φ ; 

      for (i = 2; i <= n; i++) { 

             nearest[i] = 1; 

             distance[i] = w[1][i]; 

       } 
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       repeat (n–1  times) { 

              min = ∞; 
              for (i = 2; i <= n; i++) 

                     if (0 <= distance[i] < min) { 

                             min = distance[i]; 
                             vnear =i ; 
                      } 
        e = edge connecting vertices indexed by vnear and nearest [vnear]; 
        add  e  to  F; 
        distance [vnear] = -1; 

        for (i = 2; i <= n; i++) { 

                 if (w[i][vnear] < distance[i] { 
                      distance[i] = w[i][vnear]; 
                       nearest[i] = vnear; 
                } 
        } 
} 

  الگوریتم کروسکال

void   kruskal (int   n , int  m ,set_of_edges   E , set_of_edges&  F){ 
      index   i, j; 
      set_pointer  p, q; 
      edge   e; 
      sort  the  m edges in E by weight in nondecreasing order; 
      F = φ ; 

      initial (n); 
      while (number of edges in F is less than  n -1)  

          { 
              e = edge with least weight not yet considered; 
              i, j = indices of vertices connected by e; 
              p = find (i); 
              q = find (j); 
              if (! equal (p, q))  
              { 
                   merge (p, q); 
                   add e to  F; 
             } 
      } 
}    

ü initial (n)  :n  َتا  1یکی از اندیس ها ي زیرمجموعه متمایز را مقدار دهی اولیه می کند که هریک حاوي دقیقاn .است  
ü p=find (i)   موجب می شود تا :p  به مجموعه حاوي اندیسi .اشاره کند  
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ü merge (p,q)  دومجموعه اي را در هم ادغام می کند که :p  وq   .به آن اشاره دارند  
  اند.را باز می گرد true ، ارزش equal(p,q)هر دو به یک مجموعه اشاره داشته باشند   qو pاگر 

  الگوریتم دیکسترا

، ماتریس همجواري گراف و Wبه همه رئوس دیگر در یک گراف موزون و جهت دار را تعیین کرد. ورودي 1vمی خواهیم کوتاهترین مسیر از 
n 2(تعداد رئوس گراف استn(   ود در کوتاه ترین مسیر است.حاوي یال هاي موج F. خروجی الگوریتم، مجموعه یالهاي ≤

void  dijkstra(int  n,const number W[][],set_of_edges&   F){ 
    index   i , vnear; edge  e;  index   touch[2..n];  number  length[2..n]; 

    F=  ;φ    

    for( i=2 ; i<=n ;i++){  touch[i]=1;  length[i]=W[1][i]; } 

    repeat( n-1  times){ 

        min= ∞ ; 
        for(i=2 ; i<=n; i++) 

            if ( 0 ≤  length[i] < min ) 

              {  
                 min=length[i]; 
                 vnear = i; 
              } 
        e= edge  from  vertex  indexed by touch[vnear] to vertex indexed by vnear; 
        add  e  to  F; 
        for(i=2 ; i<=n ; i++) 

            if ( length[vnear] + W[vnear][i] < length[i]) 
               { 
                  length[i]=length[vnear]+W[vnear][i]; 
                  touch[i]=vnear; 
               } 
        length[vnear]=-1; 

   } 
} 

  تذکر: این الگوریتم فقط یال هاي موجود در کوتاه ترین مسیرها را  تعیین می کند.

  الگوریتم هافمن

  قبل از توضیح الگوریتم، ابتدا نوع زیر را اعلان می کنیم:
struct   nodetype{ char    symbol;  int    frequency; nodetype   * left; nodetype   * right;}; 

ت باید از صف اولویت استفاده کرد. در صف اولویت، عنصري با بالاترین اولویت، زودتر از همه خارج می شود. در این مسئله، عنصري با اولوی -ب
  . صف اولویت را می توان به صورت لیست پیوندي پیاده سازي کرد. بیشتر، کاراکتري است که کمترین فراوانی را در فایل دارد

  داریم : PQدر  Pبه صورت زیر تنظیم کنید. براي هر اشاره گر  PQرا در صف اولویت  nodetypeاشاره گر به رکوردهاي  nابتدا 
=>− frequencyP فراوانی آن کاراکتر در فایل           =>− symbolP کاراکتري در فایل   
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NULLrightPleftP =>−=>−  

  صف فراوانی بر اساس مقدار فراوانی ایجاد می شود، به طوري که فراوانی هاي کمتر، اولویت بالاتري دارند:
for (i = 1;  i<= n–1;  i++){   

      remove (PQ, p);    
      remove(PQ, q);    
      r = new  nodetype;   
      r -> left  = p; 
      r -> right =  q; 
      r -> frequency = p -> frequency + q-> frequency; 
      insert(PQ,  r); 
      remove(PQ,  r); 
      return  r; 
} 

  مقداردهی می شود.  nθ)(پیاده سازي شود، در زمان  heapاگر صف اولویت به صورت  

  اجرا می شود.   nlgn(θ(وجود دارد، الگوریتم در زمان  i  forگذر از حلقه  n−1است. چون lgθ)n(مستلزم زمان  heapل هر عم 

  وزیر nالگوریتم 

nnوزیر روي یک صفحه شطرنج  nمسئله: قرار دادن  به طوري که هیچ دو وزیري در یک سطر، یـک سـتون یـا یـک قطـر نباشـند. هـر         ×
ستونی است که در آن وزیـر در ردیـف    col[i]اند و در آن گذاري شدهاندیس nاست که از یک تا  colاي از اعداد صحیح خروجی شامل آرایه

iشود.اُم قرار داده می  
   void   queens ( index  i  ){ 
        index  j; 
        if (promising(i)) 
             if (i = = n)  cout << col[1] through col[n]; 

                else for (j = 1; j <=n;j++) {        

                        col[i + 1] = j;                        

                      queens(i + 1);                        

                  } 
   } 
   bool  promising (index i){ 
        index   k=1;bool   switch= tru;       

        while (k < i  &&  switch){     
               if (col[i] == col[k]  ||  abs(col[i] – col[k] == i – k) 
                        switch = false; 
              k++; 
        } 
   return switch; 
   } 
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توان ، تعیین کنیم. میnهاي چک شده را به عنوان تابعی از تحلیل این الگوریتم به لحاظ نظري دشوار است. براي انجام این کار، باید تعداد گره
ها در کل درخت فضاي حالـت بـه دسـت آورد. ایـن درخـت      ش تعداد گرهها در درخت فضاي حالت هرس شده را با شمارمرز بالایی تعداد گره

  ها عبارت است از:است. تعداد کل گره nگره در سطح nnو ... و  2گره در سطح  2n، 1گره در سطح  nگره در سطح صفر،  1آخري حاوي 

1
1...1

1
32

−
−

=+++++
+

n
nnnnn

n
n  

  است، درخت فضاي حالت حاوي این تعداد گره است: n=8که در آن اي براي نمونه

961,173;19
18
18 18

=
−

−+

 

  هاي امیدبخش تعداد گره

601,109!8...56786787881 =++×××+××+×++  
  هاي امیدبخش عبارت است از:دلخواه، حداکثر تعداد گره nبا تعمیم این نتیجه، به یک 

!...)2)(1()1(1 nnnnnnn ++−−+−++  
  هاتیم عقبگرد براي مسئله حاصل جمع زیر مجموعهالگور

  شود. Wها مساوي مقدار معین عدد صحیح، به طوري که حاصل جمع آن nمسئله: تعیین همۀ ترکیبات اعداد صحیح موجود در یک مجموعۀ 
  .Wشوند و عدد صحیح مثبت می گذارياندیس nکه از یک تا  w، آرایۀ مرتب غیر نزولی از اعداد صحیح مثبت nها: عدد صحیح مثبت ورودي

void  sos (index  i , int  weight, int  total ){ 
            if (promising ( i ) ) 
                  if (wight == W)  cout << include[1]  through  include[i]; 

                else { 
                          include[i+1] = "yes";    

                          sos (i+1, weight + w[i+1], total – w[i+1]); 

                          include[i+1] = "no"; 

                          sos(i+1, weight , total – w[i+1]); 

                        } 
   } 
   bool   promsing (index  i) { 
        return (weight + total >=W) && (weight == W || weight + w[i+1] <= W); 

   } 
 mالگوریتم عقبگرد براي مسئله رنگ آمیزي 

نشان داده می شود که سطرها  Wرأس. گراف توسط یک آرایه دو بعدي  nو گراف بدون جهت حاوي  mو nورودي ها: اعداد مثبت و صحیح 
امُ یک یال وجود jو رأس   امiُاست اگر بین رأس  trueداراي مقدار  w[i][j]یس گذاري شده اند و در آن اند nو ستون هاي آن از یک تا 

  است. falseداشته باشد و در غیر این صورت داراي مقدار 
ین یک اُم (عدد صحیحی بiرنگ نسبت داده شده به رأس  vcolor[i]است که  vcolor[1..n]خروجی مربوط به هر رنگ آمیزي یک آرایه 

  است.  )mتا 
void   m_coloring  (index i){ 
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     int  color; 
     if (promising(i))  
            if (i == n)  cout < < vcolor[1]  through  vcolor[n]; 

            else   for (color = 1; color <= m; color++)  

                     {  vcolor[i+1] = color;  m_ coloring(i +1); } 

 } 
bool   promising (index  i){ 
      index   j; bool  switch; switch = ture; j = 1; 

      while (j <i   &&  switch) {   
           if (W[i][j]   &&  vcolor[i] == vcolor[j])     switch = false; 
            j++; 
        } 
      return  switch; 
 }  

  الگوریتم عقبگرد براي مسئله مدارهاي هاملیتونی

راس nمی خواهیم کلیه مدارهاي هامیلتونی در یک گراف متصل و بدون جهت را مشخص کنیم. ورودي این الگوریتم، گراف بدون جهت حاوي 
برابر  W[i][j]یالی وجود داشته باشد،  jو  iراس نشان داده می شود. در این آرایه اگر بین  W[1.n][1..n]است که توسط یک آرایه دو بعدي

true  است و در غیر اینصورت برابرfalse .است  
خروجی ها: همۀ مسیرهایی که از یک رأس مفروض آغاز شده اند، کلیۀ رئوس موجود در گراف را دقیقاً یک بار ملاقات می کنند و به رأس 

اندیس گذاري شده اند و در آن   n – 1است که از صفر تا  vindexندیس هاي شروع ختم می شوند. خروجی هر مسیر، آرایه اي از ا
vindex[1]  ،اندیس رأس شروعvindex[0] .است  

void  hamilitonian  (index  i){ 
     index  j; 
     if  ( promising(i))  
          if (i == n-1)   cout < < vindex[0] through vindex[n-1]; 

          else for (j = 2; j <= n;  j++) {                                                 

                   vindex[i+1] = j;                                                            

                   hamiltonian(i +1); 

               } 
} 
bool   promising (index i){ 
       index   j; bool   switch; 
       if (i == n–1  && ! W[vindex[n – 1] ]  [vindex[0] ]                                                                    

                   switch = false; 
      else if (i > 0 && ! W[vindex[i – 1] ]  [vindex[i] ]                           

                  switch = false;                                                                                                 
      else { 
                  switch = true; 
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                  j = 1; 

                  while (j < i && switch){                                                                                                
                       if (vindex[i] = = vindex[j])                                                                                              
                            switch = false; 
                       j++; 
                   } 
             } 
    return  switch; 
} 

  روش هاي کاهش استفاده از فضاي اضافی در مرتب سازي سریع 

آن را در پشته قرار مـی دهـیم و دیگـري را نگهـداري مـی      ، تعیین می کنیم کدام زیر آرایه کوچک تر است و همواره quicksortدر روال  -1
آرایه را هر بار دقیقاً نصف کند و در نتیجه عمـق پشـته    partitionکنیم. در این نسخه، بدترین حالت استفاده از فضا هنگامی رخ می دهد که 

  اندیس تعلق دارد. n(lgθ(برسد. پس استفاده از فضاي اضافی در بدترین حالت به lg nبه 
  وجود دارد که تعداد انتساب هاي رکوردها را به طرزي چشمگیر کاهش می دهد. این تعداد برابر است با:     partition نسخه اي از -2

A(n) ≈ 0,69(n+1) lg n 

ه می شود. مقدار زیـادي از  در پشت pivotpoint و high ,lowباعث قرار گرفتن  quicksortهر یک از فراخوانی هاي بازگشتی در روال  -3
پـردازش مـی شـود، فقـط کـافی اسـت مقـادیر         quicksortبی مورد است. در حالی که نخستین فراخوانی بازگشتی به  pushو  popاعمال 

pivotpoint و high   در پشته نگهداري شوند. در حالی که دومین فراخوانی بازگشتی بهquicksort     پردازش می شـود، نیـاز بـه نگهـداري 
به شیوه تکرار و دستکاري پشته در روال، از عملیات بیهوده پرهیـز کنـیم. یعنـی بـه جـاي       quicksortهیچ چیز نیست. می توانیم با نوشتن 

  استفاده از پشته و بازگشتی، پشته را خودمان می سازیم. 
که در آن الگوریتم به جاي تقسیم بیشتر نمونه، یک الگوریتم هاي بازگشتی نظیر مرتب سازي سریع را می توان با تعیین یک مقدار آستانه  -4

  الگوریتم تکراري را فراخوانی می کند، بهبود بخشید.
این الگوریتم در موردي که ورودي یک آرایه از قبل مرتب شده باشد، داراي کمترین کارایی است. هرچه آرایه ورودي به حالت مرتب شـده   -5

ترین حالت نزدیک تر است. بنابراین اگر دلیلی وجود داشته باشد که باور کنیم، آرایـه نزدیـک بـه حالـت     نزدیک تر باشد، کارایی الگوریتم به بد
مرتب است، می توانیم کارایی را به این ترتیب بهبود بخشیم که همواره نخستین عنصر را به عنوان عنصر محـوري انتخـاب نکنـیم. یـک روش     

براي نقطه محوري است. در این مورد، تضمین می شود یکی از زیر آرایه ها  S[high]و  S[low]  ،S[mid]خوب انتخاب میانه بین سه عنصر
  خالی نیست (اگر سه مقدار متمایز باشند).

  روشهاي بهبود مرتب سازي ادغامی 

  در زیر دو روش براي بهبود مرتب سازي ادغامی آورده شده است:
انجام دهید، نیازي به تقسیم آرایه نمی باشد تا این که به آرایـه هـاي تـک عضـوي      روش اول: اگر می خواستید مرتب سازي ادغامی را با دست

برسید. می توان یک نسخه تکراري نوشت که این روش را دنبال کند و در نتیجه از سـربار عملیـات پشـته اي مـورد نیـاز بـراي پیـاده سـازي         
نباشـند بـا     2کـه تـوانی از    nدر نظـر مـی گیـرد. آن مقـادیري از      2نی از بازگشتی پرهیز کند. حلقه موجود در الگوریتم، انـدازه آرایـه را تـوا   

 nlg2 بارگذر از حلقه انجام می شوند ولی بر اساسn   2ادغام نمی شوند. در این الگوریتم، تعداد انتساب هاي رکوردها را حدودا ازnlgn   به
یچیدگی زمانی تعداد انتساب ها در بدترین حالت براي این الگوریتم تقریبـاً برابـر اسـت بـا :     کاهش داده ایم. ثابت کرده ایم که پ nlgnحدودا 

T(n) ≈ n lg n   
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. روش دوم (نسخه پیوندي الگوریتم): اگر رکوردها بزرگ باشند، مقادیر فضاي اضافی را با افزودن یک فیلد پیوند به هر رکورد کاهش می دهـیم 

ندي با تنظیم پیوندها به جاي انتقال دادن رکوردها مرتب می کنیم. بنـابراین نیـازي بـه ایجـاد یـک آرایـه       سپس رکوردها را در یک لیست پیو
اضافی از رکوردها نمی باشد. چون فضاي اشغال شده توسط پیوند به طور چشمگیري کوچکتر از فضاي لازم براي نگهداري خود رکـورد بـزرگ   

است. به علاوه به خاطر آن که زمان لازم براي تنظیم پیوندها، کـوچکتر از زمـان لازم بـراي     است، مقدار فضاي صرفه جویی شده قابل ملاحظه
رکـورد   nانتقال دادن رکوردهاي بزرگ است، در زمان نیز صرفه جویی می شود. نتیجه این بهبود مرتب سازي ادغامی این اسـت کـه نیـاز بـه     

  پیوند جایگزین می کند.  nاضافی را با 

  کوچکترین و بزرگترین کلیدها با جفت کردن کلیدها  الگوریتم یافتن

  می باشد. S[1..n]هدف پیدا کردن کوچکترین و بزرگترین کلیدها در آرایه 
void   find( int  n ,const  keytype  S[ ], keytype&  small, keytype&  large){ 
        index   i;  
        if (S[1]<S[2])  { small=S[1]; large=S[2];  }  

        else   { small=S[2]; large=S[1];  } 

        for ( i=3 ; i<= n-1 ; i =i+2) {   

            if  ( S[i] > s[i+1])    exchange  S[i]  and  S[i+1]; 

            if  ( S[i] < small)     small=S[i]; 
            if  ( S[i+1] > large)  large=S[i+1]; 

         } 
} 

  لگوریتم انتخابا

)nk(کلید متمایز می باشد. nبا  Sام در آرایه kترین کلید  هدف یافتن کوچک ≤  
keytype  selection (index  low, index  high, index  k){ 
    index   pivotpoint;  
    if (low == high)  
           return  S[low];  
    else{ 
             partition(low, high, pivotpoint); 
             if (k == pivotpoint)    
                     return  S[pivotpoint]; 
             else   if (k <pivotpoint)  
                               return   selection(low, pivotpoint - 1, k);  

                      else   
                                return   selection(pivotpoint + 1, high, k);  

          } 
} 
void  partition (index low, index  high,index&  pivotpoint){ 
    index  i, j;  keytype  pivotitem; 
    pivotitem = S[low]; 
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    j = low; 
    for (i= low + 1; i≤high; i++)  

         if (S[i] <pivotitem) 
                 j++;  
                 exchange S[i] and Sj]; 
               }  
    pivotpoint = j; 
    exchange S[low] and S[pivotpoint];  
} 

تر، پس از آن قـرار   تر از یک عنصر محوري، پیش از آن و همه عناصر بزرگ هاي کوچک کلید ، یک آرایه را طوري افراز می کند که همه partitionروال 
توانیم مسئله انتخاب کار را با افراز کردن تا زمانی کـه عنصـر محـوري     نام داشت. می pivotpointگرفت  گیرند. محلی که عنصر محوري در آن قرار می

تـر از عنصـر    هـاي کوچـک   بازگشتی زیـر آرایـه چپـی (کلیـد     باشد، این کار را با افراز pivotpointر از کوچکت kام قرار گیرد، حل کرد. اگر  kدر محل 
. بـدترین   =pivotponit  kباشد، این کار را با افراز زیر آرایه راستی انجـام داد. زمـانی کـار تمـام اسـت کـه       pivotpointتر از  بزرگ kمحوري) و اگر 

دهد که آرایه بـه ترتیـب    فراخوانی بازگشتی حاوي یک عنصر کمتر باشد. براي مثال، این وضعیت هنگامی رخ می دهد که ورودي هر حالت وقتی رخ می
  هاي انجام شده در بدترین حالت عبارت است از: باشد. این بدان معناست که پیچیدگی زمانی تعداد مقایسه k=nصعودي مرتب شده باشد و 

2
)1n(n)n(w −

=  

که الگوریتم در حالت میانگین کارایی بهتـري   دهد. البته دلیل آن ها را انجام می ن، الگوریتم انتخاب فقط تعدادي خطی از مقایسهبه طور میانگی
را فراخوانی می کند، حال آن که این الگوریتم تنها یک  partitionسازي سریع، دوبار   از الگوریتم  مرتب سازي سریع دارد، این است که مرتب

باشد، به پیچیدگی زمـانی، درجـه دوم اسـت. حـال مـی       n – 1ها هنگامی که ورودي فراخوانی بازگشتی،  دارد. به هر حال، هر دو آن فراخوانی
  خواهیم از رخ دادن این رویداد جلوگیري نماییم.

ی بازگشتی نصف خواهـد شـد. بـه    آرایه را از وسط افراز کند، زیرا در آن صورت ورودي در هر فراخوان pivotpointبهترین حالت این است که 
تر باشد ( این تعریف در صورتی دقیق  تر و از نیم دیگر کوچک ها بزرگ کلید متمایز، کلیدي است که از نیمی از کلید nخاطر دارید که میانگین 

  شد.  ل میمیانگین را انتخاب کنیم، بهترین کارایی حاص pivotitemتوانستیم براي  فرد باشد). اگر همواره می nاست که 

  الگوریتم انتخاب با استفاده از میانگین

  کلید متمایز می توان از الگوریتم زیر استفاده کرد: nبا  Sام در آرایه kترین کلید  براي یافتن کوچک
keytype select (int  n, keytype  index ) 
  {  
    return  selection2 (s, 1, n, k); 

} 
 
keytype selection2 (keytype S[ ], index  low, index   high, index  k) 

{ 
   if (high == low)    
           return  S[low];  
   else { 
            partition2(S, low, high, pivotpoint); 
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            if (k == pivotpoint)  
                    return  S[pivotpoint];  
           else  
                 if (k <pivotpoint)   
                            return  selection2(S, low, pivotpoint - 1, k);  

                 else     
                            return  selection2(S, pivotpoint + 1, high, k);  

          } 
} 
 
void   partition2 (keytype  S[ ], index  low, index  high, index&  pivotpoint) 

{ 
  const  arraysize = high-low+1;  

  const  r =  [arraysize / 5] ;  

  index   i, j, mark ,first, last;  
  keytype  pivotitem , T[1..r];  

  for (i= 1; i<= r; i++)  

      { 
         first = low + 5 * i - 5; 

         last = minimum(low + 5 * i - 1, arraysize); 

         T[i] = median of  S[first] through S[last]; 
      } 

  pivotitem = select(r, T ,  2/)1r( + );  

  j = low; 
  for (i= low; i<= high; i++)  
       if (S[i] == pivotitem)  
      { 
        exchange S[i] and S[j];  
        mark= j;  
           j++ ; 
       } 
       else  if (S[i] <pivotitem)  { exchange S[i] and S[j]; } 
  pivotpoint = j-1; 

  exchange  S[mark] and S[pivotpoint];  
} 

کند. علتش این است که این تابع ساده باید در دو محل بـا   ی ما را فراخوانی میاي را نشان می دهیم که تابع بازگشت در این الگوریتم، تابع ساده
  شود و به طور عمومی داریم: به عنوان ورودي فراخوانی می Tبا  partition2هاي متفاوت فراخوانی شود. یعنی، در روال  ورودي

Kthsmallest = select (n, s, k) 
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  نحوه تعیین میانگین:

، برابـر بـا حـدود نصـف انـدازه آن ارایـه       kرا با یک ورودي متشکل از آرایـه اولیـه و    selectionتوانیم فراخوانی تابع  می ،partitionدر روال 
داراي نمونه اي به انـدازه نمونـه اولیـه خواهـد      selectionبیازماییم. همان طور که هم اکنون گفته شد، این نتیجه نخواهد داد، زیرا در نهایت 

گروه تقسـیم   n/5کلید را به  Nباشد.  5مضرب فردي از  nاي تصور کنید که  دهد. لحظه که در ادامه خواهد آمد، نتیجه می بود. ولی راهبردي
مقایسـه انجـام    6کنـیم. ( ایـن کـار بـا      کنیم که هر یک حاوي پنج کلید است. میانگین هر یک از این گروهها را به طور مستقیم تعیین می می
کلیـد   nهـا الزامـاً میـانگین     میانگین را تعیین کند. میـانگین میـانگین   n/5را فراخوانی کنیم تا میانگین  selectionبع توانیم تا گیرد.) می می

  دهد، نزدیک به هم هستند.  نیست، ولی همانطور که شکل بعدي نشان می

  
هاي واقع در طرف  ها و کلید از میانگین میانگینتر  ) باید کوچک3و2هاي  ترین میانگین (کلید هاي واقع در طرف چپ کوچک در این شکل، کلید

تـرین میـانگین    هاي واقع در طرف راست کوچک ها باشند. کلید تر از میانگین میانگین ) باید بزرگ22و18هاي  ترین میانگین (کلید راست بزرگ
هـا   ند در هر یک از طرفین میانگین میـانگین توان ) می14و6هاي  ترین میانگین (کلید هاي واقع در طرف چپ کوچک ) و کلید12و  8هاي  (کلید

  ها واقع شوند، عبارت است از:  توانند در هر یک از طرفین میانگین میانگین  هایی که می قرار داشته باشند. تعداد کلید
هـا هسـت یـا خیـر.      یانگینتر از میانگین م تر یا بزرگ هاي پررنگ، کوچک  دهد. نمی دانیم آیا کلید در این شکل، هر فلش یک کلید را نشان می

1(ها واقع شوند، برابر است با:  توانند در هریک از طرفین میانگین میانگین هایی که می باشد، تعداد کلید 5مضرب فردي از  nهرگاه 
5
n(2 − 

  ت است از: ها واقع شود عبار تواند در یک طرف از میانگین میانگین  هایی که می بنابراین، حداکثر تعداد کلید

 

  تحلیل پیچیدگی زمانی الگوریتم انتخاب با استفاده از میانگین در بدترین حالت

  است.  5مضرب فردي از  nپذیریم که  این فرض بازگشتی را می براي سهولت،  می باشد. partitionبا عنصر محوري  S[i]عمل اصلی، مقایسه 

  دستور بازگشتی به صورت زیر است:

5
n11)

5
n(W)

10
n7(Wn

5
n6)

5
n(W)

2
3

10
n7(W)n(W ++≈+++−=  
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  شرح اجراي دستور بازگشتی:

  شود.  فراخوانی می selection2هنگامی که از تابع  selection2زمان در تابع  •

قرار دارد. یعنـی کـه بـراي ایـن فراخـوانی       pivotpointکلید در یک طرف   باشد، حداکثر تعداد  5مضرب فردي از  nاگر 

selection2 هاي ورودي در بدترین حالت است. ر تعداد کلید، این مقدا  
  شود.  فراخوانی می partition2هنگامی که از روال  selection2زمان در تابع  •

  است. n/5برقرار selection2ها در ورودي این فراخوانی  تعداد کلید 
  ها.  هاي لازم براي یافتن میانگین تعداد مقایسه •

 n/5باشـد، الگـوریتم، میـانگین دقیقـاً      5مضربی از  nجام شش مقایسه به دست آورد. هنگامی که توان با ان میانگین پنج عنصر را می
  است. 6n/5ها،  هاي لازم براي یافتن میانگین یابد. بنابراین، تعداد کل مقایسه گروه پنج عضوي را می

  است.) nهاي لازم براي افراز آرایه.(این تعداد برابر  تعداد مقایسه •
  نباشند نیز برقرار است.  5هایی که مضرب فردي از nنشان داد که تساوي تقریبی، براي  توان تذکر: می

   heapsortالگوریتم هاي  استفاده شده در 

  siftdownالگوریتم   -1

void  siftdown ( heap&   H){ 
     node   parent, largerchild; 
     parent = root of  H; 
     largerchild = parent’s  child containing  larger key; 
     while  ( key at parent is smaller  than  key  at  largerchild ) { 
          exchange  key at  parent and  key  at  largerchild; 
          parent  = largerchild; 
          largerchild  =  parent’s  child  containing larger  key; 
      } 
} 

  rootالگوریتم  -2

  . heapحذف کلید در ریشه با حفظ ویژگی  
keytype  root  (heap&  H){ 
    keytype   keyout; keyout = key at  the  root; 
    move  the  key at the bottom node to the  root; 
    delete the bottom node; 
    siftdown(H); 
    return   keyout;} 
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   removekeysروال   -3

  کلید) nبا  heap.( با فرض داشتن یک  Sقرار دادن کلیدهاي موجود در یک دنباله مرتب، درون آرایه 
void   removekeys ( int  n,  heap  H, keytype  s[ ]){ 
       index   i; 
       for  ( i=n; i>=1; i--) 

              s[i] = root(H); 
} 

  makeheapروال  -4

void   makeheap (int  n , heap& H){ 
      index  i; 
      heap   Hsub; 
      for ( i= d-1; i>=0; i--) 

         for ( all subtrees Hsub whose roots have depth  i ) 
                  siftdown(Hsub); 
} 
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