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سیب ترش : بزرگ ترین مرکز آنلاین کنکوری

مرکز کنکوری سیب ترش

درس 1: استدلال ریاضی

ثابت کنید در بازۀ  عضوی که در همۀ اعضا بزرگتر باشد وجود ندارد.   1‌(۰, ۱)

 فرض کنید تابع ‌ در ‌ پیوسته باشد ولی تابع  در ‌ پیوسته نباشد ثابت کنید  در ‌ ناپیوسته است. 2fx = agx = a‌f + gx = a

ثابت کنید  عددی گنگ است.   3log۵
۲

درس 2: بخش‌پذیری در اعداد صحیح

چند مقسوم علیه  مربع کامل است؟   4n = × ۷ ×۳ ۱۴

، آنگاه داریم:  فرض کنید  اعداد صحیح مخالف صفر باشند، ثابت کنید اگر  5c , b , ab | a , | bca۲

ab | c۲

اگر  گزاره های زیر را نتیجه بگیرید:   6

الف( 

ب( 
ج( 

ab | b + c

b | c

a | −b۲ c۲

a | +b
۳

c
۳

 فرض کنید  عددی صحیح باشد. بزرگترین مقسوم علیه مشترک دو عدد  را بیابید: 7a+ a + ۱ , − a + ۱a۲ a۲

؟  فرض کنید  آیا می توان نتیجه گرفت  8
در غیر این صورت مثال نقض بزنید:

(a , c) = ۱ , (a , b) = ۱( + b , − b) = ۱ , ( + b , ab) = ۱a۲ a۲ a۲

 فرض کنید  حاصل  را بیابید: 9ax − by = ۱(a + b , x + y)
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ثابت کنید اگر  آنگاه    10a = bq + r(a , b) = (b, r)

 فرض کنید  و  اعدادی صحیح باشند دست کم یکی از آنها صفر نباشد ثابت کنید: 11

‌

ab

(ka , kb) = k(a , b) ؛ k ∈ N

.  فرض کنید  ثابت کنید :  12(a , b) = ۱(a + b , ab) = ۱

. ثابت کنید اگر  آنگاه    13(a , b) = d( , ) = ۱a

d

b

d

 فرض کنید  عددی طبیعی باشد. ثابت کنید: 14

‌

n

(n! + ۱ , (n + ۱)! + ۱) = ۱

 فرض کنید  و  دو عدد صحیح باشند ثابت کنید به ازای هر عدد صحیح  داریم: 15abk

(a , b) = (a , b + ka)

.  فرض کنید  ثابت کنید :  16(b , c) = ۱(ac , b) = (a , b)

اگر  حاصل  را بیابید:   17(a , b) = ۱(a + b , a − b)

. ثابت کنید اگر  و  عدد صحیح و مخالف صفر باشند آنگاه    18ab[a , b] , (a , b) = |ab|

در یک تقسیم مقسوم علیه برابر  باقیمانده برابر  می باشد حداکثر چند واحد می توان به مقسوم اضافه کرد بدون آنکه خارج   19
قسمت ، مقسوم علیه تغیر کند؟

۱۷۳

باقیماندۀ عدد زوج  بر  برابر  است باقیماندۀ  بر  چقدر است؟   20a۱۷a

۲
۱۷

باقیماندۀ یک عدد مکعب کامل در تقسیم بر  چه مقادیری می تواند بسازد؟   21۷

یک عدد مربع کامل در تقسیم بر  چه باقیمانده های می تواند داشته باشد؟   22۵

 عدد  مضرب  است. اگر بدانیم باقیماندۀ تقسیم  بر  برابر یک است، باقیماندۀ تقسیم  بر  را محاسبه کنید. 23a۳a۱۳a

۳
۱۳

درس 3: هم‌نهشتی در اعداد صحیح، کاربردها

ثابت کنید    24‌[۱۰ ∩ [۱۵ = ∅]۲۰ ]۳۰
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فصل دوم: گراف و مدل سازی

فصل سوم: ترکیبیات

ثابت کنید:    25‌[۳۷ ⊆ [۵]۲۴ ]۸

باقیماندۀ تقسیم  بر ‌ را بیابید:   26‌۳۱۵۱۷

باقیماندۀ تقسیم  بر ‌ را بیابید.   27‌۱۷۱۹۲۵

تمام جواب های  که به ازای آن ها معادلۀ  همواره در  جواب دارد را بیابید:   28n(۲ + ۱)x + (۲m − ۴)y = nm۲
Z

کم ترین تعداد تمبر لازم برای بسته ای که نیاز به  ریال تمبر دارد با تمبرهای  و  ریالی چقدر است؟   29۱۸۵۰۷۰۶۰

درس 1: معرفی گراف

با  رأس  چند گراف ساده می‌توان ساخت به‌طوری که همسایگی باز رأس  حداقل  عضو داشته باشد؟   30۷a, b, c, d, e, f, ga۴

آیا گرافی ساده و  - منتظم با  یال وجود دارد؟   31۱۰۳۵

درس 2: مدل‌سازی با گراف

برای هر  دلخواه توضیح دهید که:   32

رأسی با عدد احاطه‌گری  رسم کنید که یک مجموعۀ احاطه‌گر یکتا با اندازۀ  داشته باشد؟ الف( چگونه می‌توانید یک گراف 

رأسی با عدد احاطه‌گری  رسم کنید که بیش از یک مجموعۀ احاطه‌گر با اندازۀ  داشته باشد؟ ب( چگونه می‌توانید یک گراف 

(n ≥ ۴) n ∈ N

n۲

n۲

درس 1: مباحثی در ترکیبیات

در چند عدد  رقمی مجموع رقم‌ها فرد است؟   33۳

در چند عدد  رقمی حاصل‌ضرب رقم‌ها زوج است؟   34۳

3



 حاصل عبارت  چقدر است؟ 35A

A = ( ) + ( ) + ⋯ + ( )۱۷
۳

۱۷
۴

۱۷
۸

 حاصل عبارت  چقدر است؟ 36A

A = ( ) + ( ) + ⋯ + ( )۱۶
۳

۱۶
۴

۱۶
۱۳

علی و حسین و  نفر دیگر به چند حالت می‌تواند دور یک میز دایره‌ای بشیند به‌طوری که علی رو‌به‌روی حسین باشد؟   37۴

چند عدد  رقمی وجود دارد که رقم‌هایش از چپ به راست نزولی باشد؟ )ارقام تکراری نباشند.(   38۵

تاسی را به‌طور متوالی پرتاب می کنیم. چند حالت مختلف وجود دارد برای اینکه تاس در نهمین پرتاب برای سومین بار  بیاید؟   39۶

 هفت مهره با رنگ‌های متفاوت در یک ردیف قرار دارند. می‌خواهیم دو مهرۀ جدید را در این ردیف در کنار یا بین این هفت مهره 40

۷قرار دهیم. به چند طریق می‌توان این کار را انجام داد؟ )رنگ تمام  مهره متفاوت است.(

مجموعۀ اعداد طبیعی یک رقمی، چند زیرمجموعۀ  عضوی دارد که  زیرمجموعۀ آنها نباشد؟   41۴{۸, ۹}

 شخصی در یک آزمون تستی  گزینه‌ای با  سؤال، شرکت کرده است و به همۀ سؤالات پاسخ می‌دهد. در چند حالت به حداقل  42
سؤال پاسخ درست داده است؟ )همۀ سؤالات یک پاسخ درست دارند.(

۴۲۰۱۸

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی هریک از معادلات زیر با شرط‌های داده‌شده به دست آورید.   43

‌+ + ⋯ + = ۱۰ > ۰, ۲ ≤ i ≤ ۵x۱ x۲ x۵ xi

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را با شرایط داده‌شده به‌ دست آورید.

‌+ + ⋯ + = ۱۲ > ۲, ≥ ۴x۱ x۲ x۶ x۱ x۵

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را با شرایط داده‌شده به‌ دست آورید.

‌+ + ⋯ + = ۱ ≥ ۱, ۱ ≤ i ≤ ۵x۱ x۲ x۵ xi

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را با شرایط داده‌شده به‌ دست آورید.

‌+ ۳ + + = ۷ ≥ ۰, ۱ ≤ i ≤ ۴x۱ x۲ x۳ x۴ xi
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+ + + = ۳ ≥ ۰, ۱ ≤ i ≤ ۴x۱ x۲
−−√ x۳ x۴ xi

در مربع لاتین زیر، حاصل  چند است؟   44۳a − ۲b

۲

a

b۱



دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ  و دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ  بنویسید.   45۳۷

در یک مسابقۀ اتومبیل‌رانی قرار است،  رانده در هفت روزِ هفته با  ماشین مختلف در  مسیر مختلف مسابقه دهند. به‌طوری‌ که   46
شرایط زیر برقرار باشد:

الف( هر رانده هر روز، با یک ماشین در یک مسیر راندگی کند؛
ب( هر رانده با هر ماشین، دقیقاً یک روز راندگی کند؛
پ( هر رانده هر روز، دقیقاً در یک مسیر راندگی کند؛

ت( هر ماشین در هر مسیر، دقیقاً یک‌بار به‌ کار گرفته شود.
- برای این منظور یک برنامه‌ریزی انجام دهید.

۷

درس 2: روش‌های برای شمارش

به چند طریق می‌توان  فیلم سینمای مختلف را بین سه داور برای داوری تقسیم کرد، به‌طوری‌ که هر داور حداقل یک فیلم را   47
داوری کند؟

۶

‌رقمی را که شامل ‌رقمی و فاقد صفر را که سه رقم آن  و  و  هستند، باز کنیم و تمام اعداد  اگر بخواهیم یک قفل دارای رمز    48

‌رقمی،  ثانیه طول حداقل یک رقم  و یک رقم  و یک رقم  هستند در اختیار داریم و بستن و امتحان کردن هریک از این اعداد 
بکشد، برای باز کردن این قفل حداکثر چقدر زمان نیاز داریم؟

۵۷۲۳۵

۷۲۳۵۶

  نقطه در صفحه با مختصات صحیح در نظر می‌گیریم. ثابت کنید حداقل دو نقطه از این  نقطه وجود دارد، طوری‌ که مختصات نقطۀ 49
وسط این دو نقطه نیز صحیح است.

۵

یک تاس را چند بار پرتاب کنیم تا مطمئن شویم حداقل  نتیجۀ یکسان حاصل می‌شود؟   50۴
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  پس  یعنی عضوی از ‌ وجود دارد که فرض کنید  عضوی از ‌ باشد که از همۀ اعضای ‌ بزرگتر باشد آنگاه چون    1

، بزرگترین عضو ندارد. از ‌ بزرگتر است. پس ‌ بزرگترین عضو بازۀ ‌ نیست از این تناقض نتیجه می گیریم ‌

به برهان خلف فرض می کنیم ‌ در ‌ پیوسته باشد آنگاه چون ‌ در ‌ پیوسته است پس  نیز در ‌ پیوسته است یعنی ‌ در ‌ پیوسته   2

است که تناقض است. بنابراین باید ‌ در ‌ ناپیوسته باشد.

  در نتیجه  که این تساوی هیچ گاه برقرار فرض کنیم ‌ گویا باشد یعنی اعداد طبیعی  وجود دارند به طوریکه  در اینصورت    3

نیست زیرا به ازای هر  طبیعی راست تساوی زوج و سمت چپ تساوی عددی فرد است. بنابراین از این تناقض می توان درستی حکم را نتیجه گرفت.

همۀ مقسوم علیه های  به فرم  هستند. برای اینکه یک عدد مربع کامل باشد، باید توان تمامی عوامل اول آن زوج باشد. بنابراین برای  و  و  به    4

ترتیب  و  و  انتخاب وجود دارد. پس  مقسوم علیه مربع کامل هستند.

  5

  6

می توان نوشت:   7

‌

.   از طرفی چون  به ازای هر عدد صحیح و دلخواه  زوج است بنابراین  همواره فرد است و چون  بنابراین  ‌بنابراین  یا  

درستی  را اثبات می کنیم و برای  مثال نقض می آوریم:   8

فرض کنید  آنگاه:

و اگر قرار دهید  مثال نقضی برای  بدست می آید.

فرض کنید  آنگاه:   9

‌

‌بنابراین  .

تذکر :    10

‌

a‌(۰, ۱)‌(۰, ۱)‌۰ < a < ۱‌۰ < a < < ۱
a + ۱

۲
‌(۰, ۱)

aa‌(۰, ۱)‌(۰, ۱)

f + gx = afx = a‌f + g − fx = aga

f + gx = a

log
۵
۲‌n,m=log

۵
۲

m

n
‌ = ۵۲

m
n‌ =۲n ۵n

‌n,m

n× ×۳x ۷y ۱z
xyz

۲۱۳۶

(۱) }→ b | bca → a | c
| bca۲

b | a
a۲

(۲) }→ | bc → b | c
b | a → |b۲ a۲

| bca۲
b۲a۲ a۲

ab |− →−−−
(۱) , (۲)

c۲

) → → b | cالف
ab | b + c

b | ab

b | b + c

b | b

) → a | b + c → a | (b + c) (b − c) → a | ب−
ab | b + c

a | ab
b۲ c۲

) → a | ج+
a | b + c

b + c | +b۳ c۳
b۳ c۳

→ d| + ۱ − + ۱ → d|۲
d| + a + ۱ d| − ۱a۲ − →−−−−−−−−−−−−

−۱=(a−۱)( +a+۱)a۳ a۲

a۳

d| − a + ۱ d| + ۱a۲ − →−−−−−−−−−−−−
+۱=(a+۱)( −a+۱)a۳ a۲

a۳

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
a۳ a۳

۲d = ۱+ aa۲a+ a + ۱a۲d| + a + ۱a۲d = ۱

( + b , ab) = ۱a۲( + b , − b) = ۱a۲ a۲

( + b , ab) = da۲

}→ { → d|
d|ab

d| + b d| + aba۲ −→
×a

a۳

d| − ab

d| + aba۳ a۳

} → d|
d| +a۲b۲ b۳

d|a۲b۲
b۳

d|( , ) → d|۱ → d = ۱a۳ b۳

c = ۵ , b = ۵ , a = ۳( + b , − b) = ۱a۲ a۲

(a + b , x + y) = d

} →
d|a + b → d|x(a + b)

d|x + y → d|b(x + y)
d|ax + b − x − by → d|ax − by → d|۱x b

d = ۱

(a , b) = (a , ka + b) k ∈ Z

(a , b) = (bq + r , b) = (bq + r − bq , b) = (r , b)
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فرض کنید  در اینصورت  در نتیجه  بنابراین داریم:    11

در نتیجه عددی طبیعی ماند  وجود دارد که  به این ترتیب  بنابراین  یعنی  پس  در نتیجه  حال می توان
نوشت:

‌

تذکر: می دانیم:   12

 هم نسبت به  و هم نسبت به  اول است بنابراین نسبت به حاصلضرب این دو نیز اول است.

‌

فرض کنید   و می دانیم  می توان نوشت:   13

‌

. ‌حال از  نتیجه می گیریم: 

فرض کنیم  داریم:   14

‌

حال از  نتیجه می گیریم:

‌

. از طرف دیگر  بنابراین  و چون  پس  و یا  فرض کنید  چون  پس    15

. درنتیجه  به این ترتیب 

قرار دهید  در این صورت داریم:   16

‌

‌چون  پس  و چون  و با توجه به اینکه  نسبت به هر مقسوم علیه  از جمله  اول است بنابراین  حال داریم:

‌

. ‌از  نتیجه می گیریم 

داریم:   17

‌

‌از طرفی داریم:

‌

پس  بنابراین  می تواند  یا  باشد.

فرض کنید  داریم:   18

‌

طبق فرض   اگر  واحد به  اضافه کنیم به طوریکه خارج قسمت تغیر نکند، الگوریتم تقسیم به فرم زیر در می آید:   19

‌

‌به طوریکه  یا  در نتیجه حداکثر مقدار  برابر  می باشد.

  ،  تنها می تواند به صورت  )فرد( باشد زیرا اگر  )زوج( مضرب  باشد آنگاه با زوج بودن  به تناقص می رسیم؛ حالا می توان طبق فرض    20
نوشت:

‌

‌

‌بنابراین باقیماندۀ  بر  برابر  است.

هر عدد صحیح دلخواه  در تقسیم بر  به یکی از  حالت  است. باید هریک از حالت های فوق عدد  را به توان  برسانیم تا   21

(a , b) = dd|b , d|akd|kb , kd|kakd|(ka, kb)

q(ka , kb) = kdqkdq|kb , kdq|kadq|b , dq|adq|dq|۱q = ۱

(ka , kb) = kd = k(a , b)

(a , b) = (a , ka + b)k ∈ Z

(a + b , a) = (a + b − a , a) = (b , a) = ۱
(a + b , b) = (a + b − b , b) = (a, b) = ۱

‌a + bab

→ (a + b , ab) = ۱

( , ) =
a

d

b

d
d
′≥ ۱d

′

d ≤ d → ≤ ۱
| → d |ad ′ a

d
d ′

| → d |bd ′ b

d
d ′

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−−−
d |(a , b)d ′

(a , b)=d

d ′ d ′

≤ ۱ , ≥ ۱d
′

d
′= ۱d

′

(n! + ۱ , (n + ۱)! + ۱) = d

{ → d|(n + ۱)! + ۱ − (n + ۱)(n! + ۱) → d|n
d|n! + ۱
d|(n + ۱)! + ۱

d|n , d|n! + ۱

{ → d|n! + ۱ − (n − ۱)! × n → d|۱ → d = ۱d|n

d|n! + ۱
(a , b + ka) = , (a , b) = dd ′d|b + kad|d ′|ad ′|kad ′|b + kad ′|b + ka − kad ′|bd ′

|dd ′= dd ′

(ac , b) = , (a , b) = dd ′

(a , b) = d → { d ≤
d|a → d|ac

d|b
− →−−−−−
(ac , b)=d ′

d ′

(ac , b) = d ′|ac , |bd ′ d ′(c , b) = ۱cbd ′(c , ) = ۱d ′

{ |ac |a ≤ dd ′ − →−−−−
(c , )=۱d ′

d ′ − →−−−−
(a , b)=d

d ′

|bd ′

d ≤ , ≤ dd ′ d ′d = d ′

(a , b) = (a , ka + b)k ∈ Z

(a + b , a − b) = (a + b − (a − b) , a − b) = (۲b , a − b)

(b , a − b) = (b , a − b + b) = (b , a) = ۱

(۲ , a − b) = (۲b , a − b)(a + b , a − b)۱۲

(a , b) = d

(a , b) = d → → [a , b] = | |d

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a = da′

b = db′

( , ) = ( , ) = ۱a′ b′ a

d

b

d

a′b′

[a , b] ⋅ (a , b) = | | = | d ⋅ d| = |a ⋅ b|a′b′ d۲ a′ b′

a = ۱۷q + ۱۳xa

a + x = ۱۷q + (۳ + x)

۳ + x < ۱۷x < ۱۴x۱۳

a = ۱۷k + ۷k۲ + ۱k′k۲a

a = ۱۷(۲ + ۱) + ۷ = ۱۷ × ۲ + ۱۷ + ۷ = ۱۷ × ۲ + ۲۴k′ k′ k′

→ = ۱۷ + ۱۲
a

۲
k′

a

۲
۱۷۱۲

a۷k ± ۳ , ۷k ± ۲ , ۷k ± ۱ , ۷ka۳
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باقیمانده های مکن  تقسیم بر  بیابیم:

‌

‌بنابراین باقیماندۀ تقسیم مکعب هر عدد صحیح بر  فقط می تواند یکی از مقادیر  ،  ،  باشد.

عدد صحیح و دلخواه  در تقسیم بر  به یکی از  صورت  است. حال کافی است هریک از صورت های فوق را به توان  برسانیم تا باقیمانده    22

های مکن مربع هر عدد صحیح در تقسیم بر  بدست آید:

‌

‌پس مربع هر عدد صحیح درتقسیم بر  تنها می تواند باقیمانده های  و  و  را بسازد.

  به دو صورت  و یا  باشد دیگر  مضرب  نمی شود. بنابراین  ، سه حالت  وجود دارد اگر  طبق فرض  برای  تقسیم بر    23

باید به فرم  باشد؛ حال می توان نوشت:

پس باقیماندۀ تقسیم  بر  برابر  است.

فرض کنیم ‌ در این صورت عدد صحیح  وجود دارد به طوری که:   24

‌

. که  درست نیست، پس ‌

  25

. در نتیجه  بنابراین ‌

باید باقیماندۀ تقسیم توان های مختلف ‌ بر ‌ را حساب کنیم تا به یک هم نهشتی مطلوب برسیم:   26

‌

حال می توان نوشت:

پس باقیمانۀ تقسیم  بر ‌ برابر ‌ است.

می توان نوشت:   27

‌

حال با محاسبۀ توان های ‌ بر هم نهشتی  می رسیم، پس داریم:

بنابراین داریم:

‌

فرض کنید  باید  می توان نوشت:   28

a۳۷

a = ۷k → = ۷a۳ k′

a = ۷k ± ۱ → = ۷ ± ۱a۳ k′

a = ۷k ± ۲ → = ۷ ± ۱a۳ k′

a = ۷k ± ۳ → = ۷ ± ۱a۳ k′

۷۰۱۶

a۵k ± ۲ , ۵k ± ۱ , ۵k۲

۵

a = ۵k → = ۵a۲ k′

a = ۵k ± ۱ → = ۵ + ۱a۲ k′

a = ۵k ± ۲ → = ۵ + ۴a۲ k′

۵۰۱۴

a = ۱۳k + ۱k۳ ± ۱, ۳k′ k′k۳k′۳ + ۱k′a۳k

۳ − ۱k′

a = ۱۳k + ۱ = ۱۳(۳ − ۱) + ۱ = ۱۳ × ۳ − ۱۳ + ۱ = ۱۳ × ۳ − ۱۲ ⇒ = ۱۳ − ۴k′ k′ k′
a

۳
k′

= ۱۳q + ۹
a

۳
۱۳۹

‌[۱۰ ∩ [۱۵ ≠ ∅]۲۰ ]۳۰x

⇒ ۱۰ ۱۵
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x ∈ [۱۰ ⇒ x ۱۰ ⇒ x ۱۰]۲۰ ≡

۲۰
= ===

۱۰|۲۰
≡
۱۰

x ∈ [۱۵ ⇒ x ۱۵ ⇒ x ۱۵‌]۳۰ ≡
۳۰

= ===
۱۰|۳۰

≡
۱۰

≡
۱۰

‌۱۰ ۱۵≡
۱۰

‌[۱۰ ∩ [۱۵ = ∅]۲۰ ]۳۰

→ a ۵
a ∈ [۳۷ → a ۳۷ a ۳۷]۲۴ ≡

۲۴
−→−

۸|۲۴
≡
۸

۳۷ ۵‌≡
۸

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
≡
۸

‌a ∈ [۵]۸‌[۳۷ ⊆ [۵]۲۴ ]۸

۳۱۷

۳ , ۹ , ۲۷ ۲۷ − ۱۷ ۱۰۳۱
≡
۱۷

۳۲
≡
۱۷

۳
≡
۱۷

≡
۱۷

≡
۱۷

۳ × ۳ × ۱۰ ۳۰ − ۱۷ × ۲ −۴۳۴
≡
۱۷

۳
≡
۱۷

≡
۱۷

≡
۱۷

۳ × ۳ × (−۴) −۱۲ −۱۲ + ۱۷ ۵۳۵
≡
۱۷

۳۴
≡
۱۷

≡
۱۷

≡
۱۷

≡
۱۷

۳ × ۵ ۱۵ ۱۵ − ۱۷ −۲۳۶
≡
۱۷

≡
۱۷

≡
۱۷

≡
۱۷

۳ × (−۲) −۶۳۷
≡
۱۷

≡
۱۷

۳ × (−۶) −۱۸ −۱۸ + ۱۷ −۱۳۸
≡
۱۷

≡
۱۷

≡
۱۷

≡
۱۷

× (−۱) × (−۶) ۶۳۱۵
≡
۱۷

۳۸ ۳۷
≡
۱۷

≡
۱۷

‌۳۱۵۱۷۶

۱۷ ۱۷ − ۲۵ −۸ − → (− −≡
۲۵

≡
۲۵

≡
۲۵

۲۳ ۱۷۱۹
≡
۲۵

۲۳
)۱۹ ≡

۲۵
۲۵۷

۲‌ ۱۰۲۴ −۴۱ × ۲۵ + ۱۰۲۴ −۱۲۱۰
≡
۲۵

≡
۲۵

≡
۲۵

( (−۱ → −۱ → × (−۱) × ( )۲۱۰
)۵ ≡

۲۵
)۵ ۲۵۰

≡
۲۵

۲۵۰ ۲۷
≡
۲۵

۲۷

− −۱۲۸ −۱۲۸ + ۵ × ۲۵ −۳۲۵۷
≡
۲۵

۲۷
≡
۲۵

≡
۲۵

≡
۲۵

− (−۱)(−۳) ۳۱۷۱۹
≡
۲۵

۲۵۷
≡
۲۵

≡
۲۵

(۲ + ۱, ۲m − ۴) = dm۲d|n

}→ d|۴m + ۱
d|۲m − ۴ → d|۲ − ۴mm۲

d|۲ + ۱m۲
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‌بنابراین اگر  باشد  در هر صورت آن را عاد خواهد کرد.

  29

‌بنابراین جواب های معادله به صورت زیر است:

‌

‌برای بدست آوردن جواب های صحیح و نامنفی معادله به فرم زیر عمل می کنیم:

‌

‌در بین جواب های طبیعی معادله به ازای  و  ،  کم ترین مقدار لازم برای تمبرها بدست می آید.

رأس  را کنار می‌گذاریم. با بقیۀ رأس‌ها،  گراف می‌توان ساخت. درجۀ رأس  بزرگ‌تر یا مساوی  است، پس:   30

‌طبق اصل ضرب، تعداد گراف‌ها برابر است با:

  31

گرافی با  رأس نمی‌تواند  منتظم باشد.

الف( کافی است گراف را به‌صورت یک زیرگراف ستاره‌ای و یک رأس تنها در نظر بگیریم. در این صورت، رأس وسط گراف ستاره‌ای و رأس تنها مجموعۀ احاطه‌گر را   32
تشکیل می‌دهند.

ب( اگر گراف را به‌صورت مقابل در نظر بگیریم که شامل یک مثلث و یک گراف ستاره‌ای است، هر رأس گراف مثلث با رأس وسط گراف ستاره‌ای تشکیل یک مجموعۀ احاطه‌گر 
عضوی می‌دهند که این مجموعه یکتا نیست.

‌

حالت اول: هر  رقم فرد باشد. در این صورت برای هر رقم،  انتخاب وجود دارد. تعداد حالات برابر است با:   33

‌حالت دوم: دو رقم زوج باشد و یک رقم فرد باشد. خود این حالت را نیز به  بخش تقسیم می‌کنیم. یک: اگر یکان فرد باشد، تعداد حالات برابر است با:

دو: دهگان فرد است که تعداد حالات برابر است با:

سه: صدگان فرد است که تعداد حالات برابر است با:‌

‌پس تعداد کل اعداد برابر است با:

ابتدا تعداد کل اعداد سه‌رقمی را محاسبه می‌کنیم:   34

‌
‌اگر هر سه رقم فرد باشند، حاصل‌ضرب آنها فرد است. تعداد این دسته از اعداد، برابر است با:

‌
‌در اعداد باقی‌مانده، حاصل‌ضرب ارقام زوج است، بنابراین داریم:

}→ d|۹
d|۴m + ۱
d|۲m − ۴ → d|۴m − ۸

n = ۹kd

۶۰x + ۷۰y = ۱۸۵۰ → ۶x + ۷y = ۱۸۵ → ۷y ۱۸۵ ۱۸۵ − ۶ × ۳۰ ۵≡
۶

≡
۶

≡
۶

y ۵ → y = ۶k + ۵−→−
۷ ۱≡

۶

≡
۶

x + ۷(۶k + ۵) = ۱۸۵ → ۶x = ۱۵۰ − ۶ × ۷k → x = ۲۵ − ۷k

{ k ∈ Z
x = ۲۵ − ۷k
y = ۶k + ۵

{ → {x ≥ ۰
y ≥ ۰

۲۵ − ۷k ≥ ۰ → k ≤ ۳
۶k + ۵ ≥ ۰ → k ≥ ۰

x = ۴y = ۲۳۲۷ = x + y

a=۲
( )۶

۲ ۱۵
a۴

deg a = ۴ ۵ ۶ → ( ) + ( ) + ( ) = یا۲ یا
۶
۴

۶
۵

۶


۲ × = ۱ × ۲ × = ۱ ×۲۱۵ ۲۱۵ ۲۱۶

rp = ۲q ⇒ ۱۰p = ۷۰ ⇒ p = ۷

−۱۰

۲

۳۵

‌   → ۵ × ۵ × ۵ = حالت۱۲۵۵
  

صدگان

حالت۵
  

دهگان

حالت۵
  

یکان

:حالت مطلوب

۳

‌   → ۴ × ۵ × ۵ = حالت۱۰۴
  

صدگان

حالت۵
  

دهگان

حالت۵
  

یکان

:حالت مطلوب

‌   → ۴ × ۵ × ۵ = حالت۱۰۴
  

صدگان

حالت۵
  

دهگان

حالت۵
  

یکان

:حالت مطلوب

‌   → ۵ × ۵ × ۵ = حالت۱۲۵۵
  

صدگان

حالت۵
  

دهگان

حالت۵
  

یکان

:حالت مطلوب

+ = ۴۵۰۱۲۵
 

حالت اول

۱۰ + ۱۰ + ۱۲۵
  

حالت دوم

× × = ۹۰۹
––

۱۰
–––

۱۰
–––

× × = ۱۲۵
––

۵
––

۵
––
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‌
نکته: به‌ازای عبارات تعریف‌شده، همواره داریم:   35

‌پس می‌توان نتیجه گرفت:

‌نکته: می‌دانیم به‌ازای عبارات تعریف‌شده، همواره داریم:

‌پس به‌ازای  داریم:

‌

‌بنابراین:

‌
نکته: می‌دانیم به‌ازای عبارات تعریف‌شده، همواره داریم:   36

‌پس برای  داریم:

‌در عبارت بالا  همان مقدار خواسته‌شده در صورت سؤال است. از طرفی می‌دانیم:

‌پس معادله را به‌صورت زیر بازنویسی می‌کنیم:

ابتدا فرض می‌کنیم علی نشسته است. برای این کار فرقی ندارد که کجا بنشیند و همۀ حالت‌ها مشابه‌اند. حالا برای جایگاه حسین، فقط یک حالت وجود دارد )رو‌به‌روی   37

علی(. سپس  نفر دیگر به  حالت، می‌تواند در جایگاه‌های باقی‌مانده جایگشت داشته باشند. بنابراین جواب نهای  است.

اگر  رقم متفاوت داشته باشیم، برای چیدن آنها کنارهم، فقط یک حالت قابل قبول داریم. باید از بزرگ به کوچک مرتب کنیم. بنابراین تعداد کل حالات برابر با تعداد   38

انتخاب‌های  رقم از بین  رقم است که برابر با  است.

دقت کنیم که نگران صفر بودن رقم سمت چپ نیستیم، چون چنین حالتی با فرض نزولی بودن ارقام مکن نیست.

برای اینکه تاس در نهمین پرتاب برای سومین بار،  بیاید، باید در  پرتاب اول  بار  بیاید و  بار یکی از اعداد  تا  بیاید. برای اینکه انتخاب کنیم در کدام پرتاب‌ها   39

  پرتاب از  پرتاب را انتخاب کنیم که تعداد حالات برابر با  است و برای هر کدام از پرتاب‌های که  نیامده است،  حالت وجود دارد. پس تعداد کل حالات  بیاید، باید 

برابر است با:

فرض کنیم دو مهره لا‌به‌لای  مهره قرار دارد و حالا می‌خواهیم آنها را جدا کنیم )یعنی برعکس چیزی که سؤال از ما خواسته است(. تعداد حالاتی که این کار مکن است،   40

برابر است با تعداد انتخاب  مهره از  مهره که مساوی با  است.

این جواب با جواب سؤال مطرح‌شده یکی است.

تعداد کل زیرمجموعه‌های  عضوی برابر است با:   41

‌از بین آنها مجموعه‌های که شامل  و  باشند، قابل قبول نیستند. پس به‌دنبال تعداد زیرمجموعه‌های شامل  و  می‌گردیم.

کافی است  عضو از مجموعۀ  انتخاب کنیم و به‌جای علامت سؤال در مجموعۀ  قرار دهیم. برای این کار تعداد انتخاب‌ها برابر است با:

۹۰ − ۱۲۵ = ۷۵

( ) = ( )
n

r

n

n − r

A = ( ) + ( ) + ⋯ + ( ) = ( ) + ( ) + ⋯ + ( )۱۷
۳

۱۷
۴

۱۷
۸

۱۷
۱۴

۱۷
۱۳

۱۷
۹

( ) + ( ) + ( ) + ⋯ + ( ) =
n

۰
n

۱
n

۲
n

n
۲n

n = ۱۷

( ) + ( ) + ( ) + + + ( ) + ( ) + ( ) =
۱۷
۰

۱۷
۱

۷
۲

( ) + ⋯ + ( )
۱۷
۳

۱۷
۸

  
A

( ) + ⋯ + ( )
۱۷
۹

۱۷
۱۴

  
A

۱۷
۱۵

۱۷
۱۶

۱۷
۱۷

۲۱۷

( ) = ( ) = ۱ , ( ) = ( ) = ۱۷ , ( ) = ( ) = ۱۳۶
۱۷
۰

۱۷
۱۷

۱۷
۱

۷
۱۶

۱۷
۲

۱۷
۱۵

۲A + ۲(۱ + ۱۷ + ۱۳۶) = ⇒ ۲A = − ۲ × ۱۵۴ ⇒ A = − ۱۵۴۲۱۷ ۲۱۷ ۲۱۶

( ) + ( ) + ( ) + ⋯ + ( ) =
n

۰
n

۱
n

۲
n

n
۲n

n = ۱۶

( ) + ( ) + ( ) + + ( ) + ( ) + ( ) =
۱۶
۰

۱۶
۱

۶
۲

( ) + ( ) + ⋯ + ( )
۱۶
۳

۱۶
۴

۱۶
۱۳

  
A

۱۶
۱۴

۱۶
۱۵

۱۶
۱۶

۲۱۶

A

( ) = ( ) = ۱ , ‌( ) = ( ) = ۱۶ , ‌( ) = ( ) = = ۱۲۰۱۶
۱۶

۱۶
۰

۱۶
۱۵

۱۶
۱

۶
۱۴

۱۶
۲

۱۶ × ۱۵
۲

۱ + ۱۶ + ۱۲۰ + A + ۱۲۰ + ۱۶ + ۱ = ⇒ A = − ۲۷۴۲۱۶ ۲۱۶

۴!۴!

۵

۱۰( )
۱۰
۵

۶۸۲۶۱۵

۶۲۸( )
۸
۲

۶۵

× = ۲۸ ×( )
۸
۲
↓

آمده۶ تعداد حالات برای اینکه کدام پرتاب

۵ × × ⋯ × ۵
↑

 تعداد حالات هر کدام از پرتاب‌های

نیامده۶ که

  
بار۶

۵۶

۷

۲۹( )
۹
۲

۴

( ) = = ۱۲۶
۹
۴

۹!
۵!۴!

۸۹۸۹

۳{۱, ۲, ۳, ۴, ۵, ۶, ۷}{۸, ۹, ?, ?}

( ) = = ۲۱
۷
۲

۷ × ۶
۲
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‌پس جواب نهای برابر است با:

حالت اول: اگر به  سؤال پاسخ درست داده باشد، ابتدا باید آن  سؤال را مشخص کنیم. این کار به  حالت مکن است. برای جواب دادن به دو سؤال غلط   42

هم،  حالت وجود دارد. پس تعداد حالات در این بخش برابر است با:

‌حالت دوم: اگر به  سؤال پاسخ درست داده باشد، ابتدا باید آن  سؤال را مشخص کنیم. این کار به  حالت، مکن است. برای جواب دادن به یک سؤال غلط هم 

حالت وجود دارد. پس تعداد حالات در این بخش برابر است با:

‌حالت سوم: اگر به  سؤال پاسخ درست داده باشد، فقط یک حالت وجود دارد. پس تعداد کل حالات برابر است با:

  43

 داریم: با تغیر متغیر 

‌
پس جواب برابر است با:

 داریم: با تغیر متغیر 

‌
پس جواب برابر است با:

 داریم: با تغیر متغیر 

‌
‌پس جواب برابر است با:

 است و جواب برابر است با:  باشد،  اگر 

‌

 است و جواب برابر است با:  باشد،  اگر 

‌

 است و جواب برابر است با:  باشد،  اگر 

‌

پس جواب نهای برابر است با:

 است و جواب برابر است با: ‌  باشد،  اگر 

‌

 است و جواب برابر است با:  باشد،  اگر 

 است و جواب برابر است با:  باشد،  ‌اگر 

 است و یک جواب دارد.  باشد،   اگر 
پس جواب نهای برابر است با:

۱۲۶ − ۲۱ = ۱۰۵

۱۸۱۸( )
۲۰
۱۸

۳ × ۳

( ) × ۳ × ۳ = ۱۷۱۰۲۰
۱۸

۱۹۱۹( )
۲۰
۱۹

۳

( ) × ۳ = ۶۰
۲۰
۱۹

۲۰

۱۷۱۰ + ۶۰ + ۱ = ۱۷۱

= + ۱ , ۲ ≤ i ≤ ۵xi yi

+ + + + = ۱۰ − ۴ = ۶x۱ y۲ y۳ y۴ y۵

( ) = ( )۵ + ۶ − ۱
۵ − ۱

۰
۴

= + ۴ , = + ۳x۵ y۵ x۱ y۱

+ + + + = ۱۲ − ۴ − ۳ = ۵y۱ x۲ x۳ x۴ y۵

( ) = ( )۵ + ۵ − ۱
۵ − ۱

۹
۴

= + ۱ , ۱ ≤ i ≤ ۵xi yi

+ + + + = ۱ − ۵ = ۶y۱ y۲ y۳ y۴ y۵

( ) = ( )۵ + ۶ − ۱
۵ − ۱

۰
۴

= ۰x۲+ + = ۷x۱ x۳ x۴

( ) = ( )۳ + ۷ − ۱
۳ − ۱

۹
۲

= ۱x۲+ + = ۴x۱ x۳ x۴

( ) = ( )۳ + ۴ − ۱
۳ − ۱

۶
۲

= ۲x۲+ + = ۱x۱ x۳ x۴

( ) = ( )۳ + ۱ − ۱
۳ − ۱

۳
۲

( )+‌( )+‌( ) = ۳۶ + ۱۵ + ۳ = ۵۴۹
۲

۶
۲

۳
۲

= ۰x۲+ + = ۳x۱ x۳ x۴

( ) = ( )۳ + ۳ − ۱
۳ − ۱

۵
۲

= ۱x۲+ + = ۲x۱ x۳ x۴

( ) = ( )۳ + ۲ − ۱
۳ − ۱

۴
۲

= ۴x۲+ + = ۱x۱ x۳ x۴

( ) = ( )۳ + ۱ − ۱
۳ − ۱

۳
۲

= ۹x۲+ + = ۰x۱ x۳ x۴
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‌

اً برابر  است. در ستون سوم امکان قرار گرفتن عدد  در سطرهای اول و دوم در سطر دوم امکان قرار گرفتن عدد  در ستون‌های اول یا سوم وجود ندارد، پس  قطع   44

اً برابر  است و در نتیجه داریم:    وجود ندارد، پس  قطع

، به‌ترتیب مراحل زیر را انجام می‌دهیم: برای ساخت دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ    45
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3
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1

3
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1
خانه3

خانه3
خانه3

B =

مربع لاتین  و  متعامد هستند.

برای ساخت مربع لاتین مرتبۀ  نیز به همین روش عمل می‌کنیم:
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6

6
6

6
6

6
7

7
7

7
7

7
7

1
1

1
1

1
1

1 2
2

2
2

2

2
2 3

3
3

3
3

3

34
4

4
4

4
4

45

5
5

5
5

5
5 6

6
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7

1
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4
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7

1
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4

5
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7

1
2

3
4

5
6

7

1
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4
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7
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1
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5
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1
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5
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7

1
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3
4

5
6

7

1
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3
4

5
6

7

1
2

3
4

5
6

7
7

6
5

4
3

2
1

1
2

3
4

5
6

7 1
2

3
4

5

6
7 1

2
3

4
5

6

71
2

3
4

5
6

71

2
3

4
5

6
7 1

2

3
4

5
6

7
7

6
5

4

3
2

1

‌
‌به این ترتیب دو ماتریس حاصل متعامد خواهند بود.

برنامه‌ریزی مطابق شکل زیر، شامل دو مربع لاتین متعامد یکی برای ماشین‌ها و دیگری برای مسیرهاست.    46

( ) + ( ) + ( ) + ۱ = ۲۰۵
۲

۴
۲

۳
۲

۱a۱۲

b۲۳a − ۲b = ۳(۱) − ۲(۲) = ۱

۳

AB

۷
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‌ ماشین شمارۀ  و  مسیر شمارۀ  است.
 

تعداد جواب‌های این سؤال، معادل تعداد توابع پوشا از یک مجموعۀ  عضوی به یک مجموعۀ  عضوی است. تعداد این توابع برابر است با:   47

‌

،  و  ارقام  تا  می‌باشند.  ،  ، رقمی را به‌صورت   در نظر می‌گیریم که در آن   یک رمز    48

 

 

 

 

  ‌

 

 

 :تعداد کل اعداد  رقمی  

  

 

‌ :حداکثر زمان لازم

اً باید به‌صورت زیر باشد: فرض کنیم می‌خواهیم  نقطۀ صحیح را در نظر بگیریم طوری‌ که مختصات وسط هیچ دو نقطه‌ای صحیح نباشد. مختصات این  نقطه حتم   49

)فرد , فرد( )زوج , زوج(

)زوج , فرد( )فرد , زوج(

‌حالا هر نقطه‌ای به این  نقطه اضافه شود، به کمک یکی از آنها نقطۀ وسط با مختصات صحیح می‌سازد. بنابراین در بین  نقطه حداقل یک جفت نقطه وجود دارد که وسط آنها صحیح
است.

در پرتاب یک تاس،  نتیجۀ مختلف مکن است حاصل شود. پس تعداد لانه‌ها  است. چون می‌خواهیم حداقل  نتیجۀ یکسان داشته باشیم، پس  و   50

در نتیجه  است. طبق تعمیم اصلا لانۀ کبوتری داریم:

‌
بنابراین طبق تعمیم اصل لانۀ کبوتری، حداقل تعداد تماشاگران برابر است با:

‌

AiiBii

جمعه

A۱B۱

A۷B۲

A۶B۳

A۵B۴

A۴B۵

A۳B۶

A۲B۷

‌ پنج‌شنبه

‌A۲B۲

‌A۱B۳

‌A۷B۴

‌A۶B۵

‌A۵B۶

‌A۴B۷

‌A۳B۱

‌ چهارشنبه

‌A۳B۳

‌A۲B۴

‌A۱B۵

‌A۷B۶

‌A۶B۷

‌A۵B۱

‌A۴B۲

‌ سه‌شنبه

‌A۴B۴

‌A۳B۵

‌A۲B۶

‌A۱B۷

‌A۷B۱

‌A۶B۲

‌A۵B۳

‌ دوشنبه

‌A۵B۵

‌A۴B۶

‌A۳B۷

‌A۲B۱

‌A۱B۲

‌A۷B۳

‌A۶B۴

‌ یکشنبه

‌A۶B۶

‌A۵B۷

‌A۴B۱

‌A۳B۲

‌A۲B۳

‌A۱B۴

‌A۷B۵

‌ شنبه

‌A۷B۷

‌A۶B۱

‌A۵B۲

‌A۴B۳

‌A۳B۴

‌A۲B۵

‌A۱B۶

۱‌ راندۀ

۲ راندۀ

۳ راندۀ

۴ راندۀ

۵ راندۀ

۶ راندۀ

۷ راندۀ

۶۳

− ۳ × + ۳ = ۷۲۹ − ۱۹۲ + ۳ = ۵۴۰۳۶ ۲۶

۵abcde
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

abcde۱۹

A = { | a, b, c, d, e ≠ ۷}abcde
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

→ |A| = ۸۵

B = { | a, b, c, d, e ≠ ۲}abcde
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ → |B| = ۸۵

C = { | a, b, c, d, e ≠ ۳}abcde
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

→ |C | = ۸۵

A ∩ B = { | a, b, c, d, e ≠ ۷, ۲}abcde
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

→ |A ∩ B| = ۷۵

A ∩ C = { | a, b, c, d, e ≠ ۷, ۳}abcde
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

→ |A ∩ C | = ۷۵

B ∩ C = { | a, b, c, d, e ≠ ۲, ۳}abcde
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

→ |B ∩ C | = ۷۵

A ∩ B ∩ C = { | a, b, c, d, e ≠ ۲, ۳, ۷}abcde
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

→ |A ∩ B ∩ C | = ۶۵

 |S| = ۹ × ۹ × ۹ × ۹ × ۹ = ۹۵

| ∩ ∩ |A
¯ ¯¯̄

B
¯ ¯¯̄

C
¯ ¯¯̄

= |S| − |A ∪ B ∪ C | = |S| − (|A| + |B| + |C | − |A ∩ B| − |A ∩ C | − |B ∩ C | + |A ∩ B ∩ C |)

= |S| − |A| − |B| − |C | + |A ∩ B| + |A ∩ C | + |B ∩ C | − |A ∩ B ∩ C | = − − − + + + − = ۳۹۰۹۵ ۸۵ ۸۵ ۸۵ ۷۵ ۷۵ ۷۵ ۶۵

۳۹۰ × ۶ = ۳۹ × ۶۰ s = ۳۹ min

۴

=A۲=A۱

=A۴=A۳

۴۵

۶n = ۴k + ۱ = ۴

k = ۳

kn + ۱ = ۳ × ۶ + ۱ = ۱۹

k + ۱ = ۲۰ ⇒ k = ۱۹
kn + ۱ = ۳۶۵ × ۱۹ + ۱ = ۶۹۳۶
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