
سیب ترش
بزرگترین مرکز مشاوره ای و آموزشی کشور

سیب ترش در صفحـــــات مجــــــــازی

دانلود اپ سیب ترش SIBTORSH.OFFICIALSIIIBTORSH

هندسه ٣

دستگرمی

نسخه ٢٠



فصل اول : ماتریس‌ها و کاربرد‌ها

نسخه 20 : سوالات دست گرمی

هندسه 3 : مثل آب خوردن 20 بگیر

مدیر دپارتمان هندسه : امیرحسین نادری

مدیر آموزشی : دکتر احمدرضا ورمزیار

سیب ترش : بزرگ ترین مرکز آنلاین کنکوری

مرکز کنکوری سیب ترش

ماتریس‌ها و اعمال روی آن

اگر  به‌صورت زیر معرفی شده باشد ماتریس  را بیابید.   1A = [ ]aij ۳×۲A

=aij

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− ۱i۲

i − j

j − i

, i = j

, i > j

, i < j

 ماتریسی  باشد به‌طوری‌که برای  داشته باشیم  و برای  داشته باشیم  و اگر    2

برای  داشته باشیم  در این‌ صورت ماتریس  را با درایه‌هایش مشخص کنید.

A = [ ]aij ۳×۴۳ × ۴i = j= ۷aiji > j= i + jaij

i < j=aij i
۲

A

. در این‌ صورت حاصل  را بیابید. اگر  و  و    3A = [ ]۲x − y

z

۵
۱

B = [ ]۳
−۲

x + y

۱
A = Bx + y + z

جاهای خالی را با عبارت مناسب کامل کنید.   4

ماتریس قطری ماتریسی است که .................. .

ماتریس اسکالر، ماتریسی است که .................. .

 مفروض‌اند. یک ماتریس  ماند  را طوری پیدا کنید که   ماتریس‌های   5B = ,A =
⎡

⎣
⎢
−۳
۱
۴

−۲
−۵
۳

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۱
۳
۵

۲
۴
۶

⎤

⎦
⎥۳ × ۲C

A + B − C = O۳×۲

اگر  و مجموعه درایه‌های روی قطر اصلی ماتریس  برابر با  باشد، مقدار  را بیابید.   6۲A − I + [ ] = [ ]۱
۲

−۱
m

۰



۳

A۵m

اگر  و  مقادیر  و  را طوری بیابید که حاصل‌ضرب  ماتریسی قطری باشد.   7A = [ ]۴
b

a

−۱
B = [ ]۱

۳
−۲


abA × B
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کارخانه‌ای سه محصول  را به دو بازار  می‌فروشد. تعداد واحدهای فروخته‌شده هر محصول در هر بازار در یک سال   8
معین با ماتریس

 

نمایش داده شده است. ماتریس‌های  به‌ترتیب، قیمت فروش و قیمت تمام‌شده هر واحد از  را نشان

می دهند. درایه‌های هر یک از ماتریس‌های  را تعبیر کنید.

c, b, an,m

a b c

A = [ ]m

n

۵۰
۲۰

۲۰
۲۰

۱۵۰
۱۰

C = ,B =
⎡

⎣
⎢

۱٫۸
۳٫۵
۲٫۵

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۲
۴
۳

⎤

⎦
⎥c, b, a

AB − AC,AC,AB

. اگر  باشد، مطلوبست    9A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۳√

۳

۲
۳√

۳

۰

−
۳√

۳

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
A۱۰

. دو ماتریس  ماند  و  مثال بزنید که  و  ولی    10۳ × ۳ABA ≠ O
¯ ¯¯̄B ≠ O

¯ ¯¯̄AB = O
¯ ¯¯̄

با یک مثال نقص نشان دهید که قانون حذف در ضرب ماتریس‌ها برقرار نمی‌باشد. به عبارت دیگر نشان دهید در حالت کلی از   11

. ABتساوی  نمی‌توان نتیجه گرفت  = ACB = C

اگر  نشان دهید   12C = ,B = ,A =
⎡

⎣
⎢

۲
−۱


−۲
۳
−۲

−۴

−۳

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢
−۱

−۱

۳
−۳


۵
−۵


⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۲
−۱


−۳
۴
−۳

−۵

−۴

⎤

⎦
⎥

CA = C,AC = A,AB = BA = O

 درستی و نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید. 13

، یک عدد است.  در ماتریس  ۱حاصل‌ضرب ماتریس  × ۳ × ۱

. Aاگر  باشد، آنگاه  یا  × B = O
¯ ¯¯̄A = O

¯ ¯¯̄B = O
¯ ¯¯̄

. اگر  اعداد  و  و  را طوری پیدا کنید به‌ طوری‌ که داشته باشیم    14A = [ ]۵
۲

۳
۱

mnrm + nA + rI =A۲ O
¯ ¯¯̄

نشان دهید ماتریس  در رابطۀ  صدق می‌کند.   15A = [ ]۲
−۱




− ۳A + ۳I =A۲ O
¯ ¯¯̄

. اگر  مقادیر  و  را طوری بیابید که داشته باشیم   16A = [ ]۱
۳

۲
۴

αβ= αA + βIA
۲
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اگر  ماتریس  را به‌ دست آورید.   17A = [ ]۱
۰

۲
۱

A
۲۰

در ماتریس  مجموع درایه‌های  را به‌دست آورید.   18A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥A
۱۰

، آنگاه ثابت کنید: اگر  و  ماتریس‌های  و تعویض‌پذیر باشند    19

 )الف

 )ب

AB۳ × ۳(A × B = B × A)

= + ۲AB +(A + B)۲
A۲ B۲

(A − B)(A + B) = −A
۲

B۲

 را به دست آورید؟ اگر  باشد، ماتریس    20A = [ ]۱


−۱


A
۱۰

اگر  حاصل  و  و  را بیابید.   21A = [ ]۱
۰


−۱

A۲A۳A۷

اگر  مفروض باشد، حاصل  را به‌ دست آورید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟   22A =
⎡

⎣
⎢
−۲
۰



۳
۰



۴

⎤

⎦
⎥A۳

. ، نشان دهید عدد طبیعی  موجود است که  ، به کمک محاسبۀ توان‌های مختلف  اگر    23A =
⎡

⎣
⎢

۰



۱
۰


۳
۴
۰

⎤

⎦
⎥An= OAn

اگر  مطلوب است محاسبۀ  .   24A = [ ]۰
۱


۰

A۱۰

اگر  نشان دهید    25A =
⎡

⎣
⎢

۱
۲



۱
۲



۱

⎤

⎦
⎥⋅ − ۴A − ۵ = OA۲ I۳

 را به دست آورید؟‌ اگر  باشد، ماتریس    26A = [ ]۲
۳

−۱
−۲

−A۷ A۴

دترمینان و کاربردها

اگر  مقدار  را به‌ دست آورید.   27A = [ ]|A|

۱
۳

۴ |A|
|A|
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ماتریس‌های  و  مفروض‌اند. ماتریس  را به‌دست آورید و برقراری تساوی   28

 را بررسی کنید.

A = [ ]۲
۳

−۱
۴

B = [ ]۳
۴

۱
۲

A × B

|AB| = |A| |B|

اگر  و  در این‌صورت  و  را به‌ دست آورید.   29A = [۱ ۲ − ۳]B =
⎡

⎣
⎢
−۲
−۱
۳

⎤

⎦
⎥|AB||BA|

اگر  باشد مقدار  را به دست آورید.   30= ۸
∣

∣

∣
∣

۰
۱
x

۱
۰



x

۱

∣

∣

∣
∣x

، در این‌ صورت حاصل  را بیابید. اگر  ماتریسی  باشد و    31A۳ × ۳|A| = ۵||A|A|

اگر  در این‌ صورت  را به ‌دست آورید.   32A =
⎡

⎣
⎢
−۲
۰
۱

۰
−۳
۰



−۵

⎤

⎦
⎥∣∣A

۲∣∣

اگر  ماتریسی  و اسکالر باشد و  در این‌ صورت  را بیابید.   33A۳ × ۳= ۴a۱|A|

اگر  در این‌ صورت حاصل  را بیابید.   34A = [ ]
۵ |A|

۵
|A|

۴|A|۲
( − ۲)|A|۳

دترمینان ماتریس زیر را برحسب سطر اول و برحسب ستون سوم محاسبه کنید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟   35

A =
⎡

⎣
⎢

۱
۲
−۲

−۱

۴

۲
۳
۰

⎤

⎦
⎥

دترمینان ماتریس زیر را بیابید.   36

A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢

∣

∣
∣

۲
۱

۳
۲
∣

∣
∣

−
∣

∣
∣

۱
۲

۵
۱

∣

∣
∣

∣

∣
∣

۴
−۱

۲
۱
∣

∣
∣

∣

∣
∣

۲
۱

−۳
۵

∣

∣
∣

⎤

⎦

⎥⎥⎥

نشان دهید  معادلۀ خطی است که از نقاط  در  می‌گذرد.   37= ۰
∣

∣

∣
∣

x

a

c

y

b

d

۱



∣

∣

∣
∣(c, d), (a, b)R

۲
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اگر  رئوس یک مثلث از صفحۀ  باشند، ثابت کنید مساحت مثلث  برابر   38
است با قدر مطلق مقدار زیر:

C = ( , ),B = ( , ),A = ( , )c۱ c۲ b۱ b۲ a۱ a۲R
۲ABC

۱
۲

∣

∣

∣
∣
∣

a۱

a۲

۱

b۱

b۲

۱

c۱

c۲

۱

∣

∣

∣
∣
∣

، مقدار  را با بسط دادن نسبت به سطر دوم و همچنین ستون سوم پیدا کنید. همچنین   فرض کنید  39

را به کمک روش ساروس محاسبه کنید.

A =
⎡

⎣
⎢

۱
۲
۴

۵
−۱
۵

۷
۳
−۲

⎤

⎦
⎥|A||A|

اگر دترمینان ماتریس مربعی  از مرتبۀ  برابر با  باشد، حاصل  را حساب کنید.   40A۳|A| = ۳| |A||A۲

دترمینان ماتریس  را به دست آورید؟   41M = [ − ]i۲ j۲
۳×۳

دترمینان ماتریس  را بر حسب سطر سوم بیابید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟   42A =
⎡

⎣
⎢
a

a

d

b

b

e

c

c

f

⎤

⎦
⎥

دترمینان ماتریس زیر را با استفاده از دستور ساروس محاسبه کنید.   43

A =
⎡

⎣
⎢

۲
۱
−۱

۳
۲
−۲

۴
۳
۱

⎤

⎦
⎥

  را طوری بیابید که در معادلۀ  صدق کند. ماتریس    44A۳×۳۲|A + ۳|A| − ۲ = ۰|۲

. اگر ماتریس  به‌صورت  باشد، مطلوبست محاسبه دترمینان ماتریس    45A۳×۳A = [i − j]۲A + I

وارون یک ماتریس

اگر  وارون ماتریس  را بیابید.   46A = [ − j]i۲
×۲

A

، حاصل  را به‌ دست آورید. اگر  ماتریس مربعی از مرتبۀ  باشد و    47A۲|A| = ۳|۲ | + |۳A|A−۱

اگر  و  باشد، مقدار  چقدر است؟   48B = [ ]۰
۱

−۱
x

=B−۱ B۲x

اگر  و  ماتریس‌های وارون‌پذیر و  و  باشد؛ آنگاه حاصل  را به‌ دست آورید.   49AB= AA۲= BB۲(A + B)−۱
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اگر  و  وارون‌پذیر باشد و  ثابت کنید:   50ABAB = A + B

+ = IA−۱ B−۱

 باشد، وارون  را بیابید. اگر  وارون‌پذیر و    51A= AA۲(I − ۳A)

اگر  حاصل دترمینان  را به‌ دست آورید.   52= [ ]A۳ ۲
−۳


۹

(۲A)−۱

  وارون‌پذیر باشد، معکوس  را بیابید. اگر ماتریس    53A = [ ]|A|

−۳
۲ |A|

۵ |A|
A

اگر  وارون‌پذیر باشد، ثابت کنید.   54A

=∣∣A
−۱∣∣

۱
|A|

اگر  و  ماتریس‌های وارون‌پذیر باشند و  ثابت کنید.   55AB= B( )A
۲ −۱

= ABA−۱

به‌ازای چه مقدار  ماتریس  وارون‌پذیر نیست؟   56mA = [ ]m

۱
۳

m − ۲

اگر  و  مربعی و وارون‌پذیر باشند، ثابت کنید:   57AB

=(AB)
−۱

B
−۱
A

−۱

، آنگاه ثابت کنید. اگر برای دو ماتریس مربعی  و  داشته باشیم    58
الف(  وارون‌پذیر است.

ب( 

ABAB = I

A

B = A−۱

برای دو ماتریس  و وارون‌پذیر  و  داریم:   59
‌

۲ × ۲AB

= ……………( )A−۱ −۱= ……………(kA)−۱= ……………(A × B)−۱

نشان دهید ماتریس  وارون ماتریس  است.   60B = [ ]−۱
۲

۴
−۷

A = [ ]۷
۲

۴
۱

وارون ماتریس  را به‌ دست آورید.   61A = [ ]۱۰
۴

۲
۱
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اگر  ابتدا ماتریس  را به‌ دست آورده و  را با  مقایسه کنید.   62A = [ ]۵
۳

۲


A
−۱|A|∣∣A

−۱∣∣

اگر  و  حاصل عبارت  را بیابید.   63A = [ ]۴
۲

۳
۵

B = [ ]−۲
۵

−۳
−۱

(۲ − ۳ )A
−۱

B−۱

. اگر  و  باشد، مطلوبست محاسبه:    64A = [ ]۲
۳

−۱
۴

B = [ ]۰
۴

۱


(A + ۲ + A )BAA−۱ B−۱ B−۱

اگر  ماتریسی  که  باشد، حاصل  را بیابید.   65A۳ × ۳|A| = ۲| + ۳ |A
۳
A

−۱
A

۲

، کدام‌یک از گزاره‌های زیر نادرست است؟ برای ماتریس‌های مربعی و هم‌مرتبۀ  و    66
الف( اگر  و  وارون‌پذیر باشند،  نیز وارون‌پذیر است.

ب( اگر  وارون‌پذیر باشد،  و  وارون‌پذیرند.

پ( اگر  و  وارون‌پذیر نباشند،  نیز وارون‌پذیر نیست.

ت( اگر  وارون‌پذیر نباشد،  و  هم وارون‌پذیر نیستند.

AB

ABAB

ABAB

ABAB

ABAB

حل و بحث دستگاه دو معادله و دو مجهول

در دستگاه  معکوس ماتریس ضرایب مجهولات به‌صورت  است.  را به‌دست آورید.   67{ ax + by = ۲
cx + dy = −۱

[ ]۰
۲

−۱


x + y

 دستگاه معادلات  را در نظر بگیرید. آیا می‌توان از ماتریس وارون برای حل این دستگاه استفاده کرد؟ توضیح 68

دهید.

{ ۲x − y = ۴
− ۴x + ۲y = ۲

به‌ازای چه مقادیری از  دستگاه  یک دسته جواب منحصر‌به‌فرد دارد؟   69k{ kx + ۳y = ۴
x − ۲y = ۳

 دستگاه معادلات خطی تشکیل دهید که  ماتریس ضرایب دستگاه بوده و  ماتریس معلومات آن باشد 70

و سپس جواب دستگاه را با استفاده از  بیابید.

A = [ ]۳
۴

−۵
۲

B = [ ]۱
۰

A−۱

 دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید. 71{ ۳x − ۴y = ۱
−x + ۲y = ۱

به‌ازای چه مقادیری از  و  دستگاه مقابل بی‌شمار جواب دارد؟   72

‌

km

{ − ۲x + ky = ۲
۴x − ۶y = m
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فصل دوم : مقاطع مخروطی

مکان هندسی و کاربرد

مکان هندسی وسط پاره‌خط‌های به طول ثابت  که دو سر آنها روی دو خط عمود برهم باشد را بیابید.   73L

نقاط  و  و  در صفحه مفروض‌اند. نقطه‌ای بیابید که از  و  به یک فاصله و از  به فاصله  سانتی‌متر باشد )بحث کنید(.    74ABCABC۳

مکان هندسی نقاطی را بیابید که از آنها بر دایرۀ  دو ماس عمود بر هم رسم شود.   75C(O,R)

، مکان هندسی مرکز همرسی ، ضلع  ثابت و فاصلۀ رأس  از  برابر با  است. با جابه‌جا شدن رأس  در مثلث    76

میانه‌های مثلث  را بیابید.
ABCBCABChA

ABC

مکان هندسی مرکز دایره‌های را بیابید که از  و  می‌گذرند؟   77AB

، نقاط  و  به‌ترتیب روی  و  قرار دارد. چند نقطه روی محیط مثلث  می‌توان یافت که از  و در مثلث    78
 به یک فاصله باشد؟ ) و  روی رأس‌های مثلث قرار ندارند(.

ABCMNABACMNBAB

ACMN

دو خط  و  متقاطع هستند. چند نقطه وجود دارد که از  و  به فاصلۀ  است؟   79dd′dd′۲cm

ثابت کنید مکان هندسی نقاطی که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله‌اند، نیمساز آن زاویه است.   80

ثابت کنید هر نقطه که از دو ضلع زاویه به یک فاصله است روی نیمساز آن زاویه قرار دارد.   81

ثابت کنید هر نقطه روی نیمساز زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است.   82

ثابت کنید هر نقطه که از دو سر یک پاره‌خط، یک فاصله باشد، حتما روی عمود‌منصف آن است.   83

ثابت کنید هر نقطه روی عمود‌منصف پاره‌خط از دو سر پاره خط به یک فاصله است.   84

، ارتفاع  رسم می‌شود. چند نقطه روی  می‌توان یافت از  و  به یک فاصله باشد؟ در مثلث    85ABCAHAHACBC

 ضلع  و مساحت مثلث  معلومند. مکان هندسی رأس  را بیابید. 86BCABCA

مکان هندسی وسط پاره‌خط‌های را بیابید که دو سر آنها بر دو خط موازی واقع باشند؟   87
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نقطۀ  درون زاویۀ  قرار دارد. چند نقطه درون زاویه وجود دارد که از  به فاصلۀ  و از اضلاع زاویه به یک فاصله باشد.   88
)بحث کنید(

AxOyAr

 هرگاه دو خط  و  موازی باشند، از دوران  حول  سطحی ایجاد می‌شود که آن را یک سطح استوانه‌ای می‌نامیم. حال فرض کنید 89

، یک سطح استوانه‌ای را قطع کند. در حالت‌های مختلف دربارۀ سطح مقطع حاصل بحث کنید )چهار حالت(. صفحۀ 

dℓdℓ

p

 هرگاه صفحه‌ای شامل محور یک سطح مخروطی، آن را برش دهد، فصل مشترک )مقطع( حاصل چیست؟ 90

مکان هندسی مرکز همۀ دایره‌های با شعاع ثابت  را مشخص کنید که بر دایره  در صفحۀ این دایره ماس خارجی‌اند.   91rC(O,R)

مکان هندسی مرکز همۀ دایره‌های با شعاع ثابت  را مشخص کنید که بر خط  در صفحه ماس‌اند.   92rd

مکان هندسی مرکز همۀ دایره‌های در صفحه را مشخص کنید که بر خط  در نقطه ثابت  ماس‌اند.   93dA

مکان هندسی نقاطی از صفحه را مشخص کنید که از دو خط متقاطع  و  به یک فاصله‌اند.   94dd′

 در صفحه مفروض‌اند. نقطه‌ای بیابید که از  و  به یک فاصله بوده و از  به فاصلۀ  سانتی‌متر باشد. دو نقطۀ  و  و خط    95ABdABd۳

 درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید. 96

 به یک فاصله است. ABCتنها یک نقطه وجود دارد که از سه رأس مثلث 

هرگاه صفحه‌ای یک سطح مخروطی را قطع کند، فصل مشترک می‌تواند هذلولی باشد.

همواره یک نقطه وجود دارد که از چهار نقطۀ متمایز در یک صفحه به یک فاصله است.

نقطۀ  و خط  در صفحه مفروض‌اند. نقطه‌ای را بیابید که از  به فاصلۀ  سانتی‌متر و از خط  به فاصلۀ  سانتی‌متر باشد. )بحث   97
کنید.(

AdA۲d۳

دایرۀ  درون زاویۀ  قرار دارد. چند نقطه روی دایره وجود دارد که از اضلاع زاویه به یک فاصله باشد؟ بحث کنید.   98CxOy

 خط  و نقطۀ  در صفحه مفروض هستند. نقاطی را بیابید که از خط  به فاصلۀ  و از نقطۀ  به فاصلۀ  باشند. همۀ حالات را 99
بررسی کنید.
dAdLAr

ارتفاع ذوزنقه‌ای  می‌باشد. چند نقطه روی ساق‌های ذوزنقه وجود دارد که نسبت فاصلۀ آن نقاط از قاعده‌ها  به  باشد؟   100۱۲cm۲۱
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مربع  به طول ضلع  مفروض است. چند نقطه روی محیط مربع وجود دارد که فاصله‌اش از قطر  برابر با  باشد؟   101ABCD۳cmAC
π

۲

زاویۀ  مفروض است. چند نقطه داخل زاویه وجود دارد که از دو ضلع زاویه به فاصلۀ  باشد؟   102xOy۲cm

فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر با  است. مکان هندسی نقاطی که وسط پاره‌خط  ) روی  جابه‌جا می‌شود( قرار دارند   103
چیست؟

Ad۱۲cmABBd

انواع مقاطع

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که مرکزش روی خط  باشد و بر محورهای مختصات در ناحیۀ چهارم ماس باشد.   104d: y = ۳x − ۸

 مساحت دایره‌ای که از نقطۀ  گذشته و بر محورهای مختصات ماس شود را بیابید. 105A(۱, ۲)

اگر معادلۀ  نمایش یک نقطه باشد،  را بیابید.   106+ + ax − ۲y + ۴ = ۰x۲ y۲a

 حدود  را طوری مشخص کنید که خط  دایرۀ  را قطع کند. 107cL: ۳x + ۴y + c = ۰(x − ۳ + = ۱)۲ y۲

معادلۀ دایره‌ای که در ربع اوّل بر محورهای مختصات ماس باشد را بنویسید. همچنین ‌معادلۀ دایره‌ای که در ربع دوم، سوم و   108
چهارم بر محورهای مختصات ماس باشد را بنویسید.

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن مبدأ مختصات بوده و بر خط  ماس باشد.   109۳y + ۴x = ۵

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن  و بر خط  ماس باشد.   110O(۲, ۱)۳x + ۴y = ۰

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که  مرکز آن و  نقطه‌ای از آن باشد.   111O(۱, ۱)A(۳, ۲)

، از چند ناحیۀ مختصات می‌گذرد؟ دایرۀ  به مرکز  و شعاع    112CO(−۱, ۱)۲

معادلۀ دایره‌ای به شعاع  که مرکز آن روی تقاطع دو خط  و  باشد را بنویسید.   113۳y = ۲x + ۱y = x − ۲

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که مرکزش  باشد و از خط  وتری به طول  جدا کند.   114O(۱, ۲)d: ۲x − y = ۱AB = ۸

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که نقاط  و  دو سر قطر آن باشد.   115A = (۱, −۱)B = (۲, ۳)

ها ماس باشد. معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن روی خط  بوده و در نقطه‌ای به طول  بر محور    116x = y + ۲۵x
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بگذرد. معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن نقطۀ  باشد و از نقطۀ    117(۳, −۱)(۰, ۳)

مکان هندسی تمام نقاطی را در صفحه پیدا کنید که فاصلۀ آنها از نقطۀ  دو برابر فاصلۀ آنها از نقطۀ    118
باشد.

A = (۷, ۱)B = (۱, ۴)

چند نقطه با مختصات صحیح درون دایره  قرار دارد؟   119+ = ۴(x − ۱)۲
y۲

 حدود  را طوری به‌ دست آورید که  بتواند معادلۀ یک دایره باشد. 120a+ − ۳x + ۵y + a = ۰x۲
y

۲

معادلۀ  به‌ازای چه حدودی از  و  معادلۀ دایره است؟   121m + ۵ + ۲۰x − ۱۰y + n + ۱ = ۰x۲
y

۲
mn

با چه شرطی معادلۀ ضمنی  مربوط به دایره است؟ با چه شرطی نمایش یک نقطه و با چه شرطی   122
نقطه‌ای وجود ندارد که نمایش آن باشد؟

+ + ax + by + c = ۰x۲ y۲

مختصات مرکز و اندازۀ شعاع دایره  را تعین کنید.   123+ − x + ۲y = ۱x۲
y

۲

نوع مقطع مخروطی زیر را تعین کنید:   124

‌+ − ۶x + ۴y − ۳ = ۰x۲
y

۲

کدام‌یک از روابط زیر می‌تواند معادلۀ یک دایره باشد؟ مختصات مرکز و اندازۀ شعاع دایره‌ها را به‌ دست آورید و دایره را رسم   125
کنید.

 )الف

 )ب

 )ج

+ − ۲x − ۶y − ۱ = ۰x۲ y۲

+ + ۲x + ۳y + ۴ = ۰x۲ y۲

 + ۲ − ۳x + ۴y − ۲ = ۰x۲ y۲

مختصات مرکز و اندازۀ شعاع دایره به معادلۀ  را به‌ دست آورید.   126+ + ۲x − ۴y + ۱ = ۰x۲ y۲

فاصلۀ نزدیک‌ترین و دورترین نقطۀ  از دایرۀ  را بیابید.   127M(۱, ۲)C : + + ۲x − ۱ = ۰x۲ y۲

 وضعیت هر‌یک از نقاط  و  و  و  را نسبت به دایرۀ  128
تعین کنید.

A(−۱, −۱)B(۱, −۲)C(۲, ۳)D(۴, −۱)+ − ۲x + ۴y − ۵ = ۰x
۲

y
۲

 طول ماس رسم‌شده از نقطۀ  بر دایرۀ  را به دست آورید. 129M(۱, −۲)C : + + x − ۲y − ۱ = ۰x۲
y

۲
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معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که خطوط  و  شامل قطرهای از آن بوده و خط  بر آن ماس   130
باشد.

x + y = ۱x − y = ۳۴x + ۳y = ۶

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که  مرکز آن بوده و روی خط  وتری به طول  جدا کند.   131O(−۱, −۱)x + y = ۱۲

معادلۀ خطی را بنویسید که در نقطۀ  بر دایرۀ  ماس باشد.   132A(۴, ۳)+ = ۲۵x۲ y۲

 حدود  را طوری تعین کنید که خط  دایرۀ  را قطع نکند؟ 133md: ۳x − ۴y + m = ۰+ − ۲x − ۴y + ۱ = ۰x۲ y۲

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که  مرکز آن بوده و بر خط  ماس باشد.   134O(۲, ۱)۳x + ۴y = ۰

 وضعیت هر‌یک از خطوط و دایره‌های زیر را نسبت به‌هم مشخص کنید: 135
 )الف

 )ب

x + y = ۲ , + = ۲x
۲

y
۲

x + y = ۴ , + − ۲y − ۳ = ۰x۲ y۲

 را که مرکزش  و بر دایرۀ  ماس می‌باشد را بنویسید. معادلۀ دایرۀ    136C ′(۵, ۷)O′C : + − ۴x − ۶y + ۴ = ۰x۲
y

۲

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن نقطۀ  بوده و بر دایره به معادلۀ  ماس خارج باشد.   137O(−۱, ۱)+ − ۲x + ۲y = ۰x
۲

y
۲

 وضعیت هر‌یک از جفت دایره‌های زیر را نسبت به‌هم مشخص کنید: 138
 )الف

 )ب

+ − ۲x = ۱ , + = ۱x
۲

y
۲

x
۲

y
۲

+ = ۴ , + − ۸x − ۴y + ۱۹ = ۰x۲ y۲ x۲ y۲

 وضعیت هر‌یک از جفت دایره‌های زیر را نسبت به‌هم مشخص کنید: 139

 )الف

 )ب

+ − ۴x − ۶y = ۳ , + − ۱۰x − ۱۴y + ۷۳ = ۰x۲ y۲ x۲ y۲

+ = ۹ , + − ۲x + ۲y + ۱ = ۰x۲ y۲ x۲ y۲

. ثابت کنید در بیضی، بیشترین و کمترین فاصلۀ نقاط روی بیضی از کانون‌ها برابر است با:  و    140a + ca − c

در بیضی طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. اگر  سر قطر کوچک و  و  رأس‌های کانونی باشد، زاویۀ    141
برابر است با .................. .

BFF ′FBF ′

طول قطرهای کوچک و بزرگ یک بیضی  و  می‌باشد. طول  چقدر است؟ ) مرکز و  کانون بیضی می‌باشد.(   142۶۱۲OFOF
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نقطۀ  روی بیضی با مقدار ثابت  می‌باشد. اگر حاصل‌ضرب فواصل  دو کانون بیضی  باشد، فاصلۀ  از کانون‌ها را   143
بیابید.

M۱۰M۲۱M

نقطۀ  روی بیضی واقع است، به‌طوری که  باشد ثابت کنید:    144MMF − M = ۲bF ′MF × M = − =F ′
a۲ b۲ c۲

ثابت کنید اگر  نقطه‌ای بیرون بیضی باشد آنگاه مجموع فواصل  از دو کانون بیشتر از  است.   145MM۲a

نقاط  و  دو سر قطر کوچک یک بیضی هستند. ثابت کنید اندازۀ قطر کوچک برابر است با:    146BB′B = ۲B′ −a۲ c۲
− −−−−−

√

، محور کانونی، بیضی را در دو نقطۀ  و  قطع می‌کند. ثابت کنید:   در یک بیضی با کانون‌های  و    147FF ′AA′AF = A′F ′

ثابت کنید عمود‌منصف  محور تقارن بیضی است.   148FF ′

ثابت کنید نقطۀ برخورد دو محور تقارن بیضی مرکز تقارن آن می‌باشد.   149

طول قطرها و فاصلۀ کانونی یک بیضی افقی را بیابید که  یک سر قطر بزرگ و  یک سر قطر کوچک آن باشد.   150A(۴, ۱)B(−۱, ۴)

طول قطرها و فاصلۀ کانونی بیضی را بیابید که درآن  و  دو سر قطر بزرگ آن و  یک کانون آن باشد.   151A(۷, ۲)(−۳, ۲)A′F (۵, ۲)

،  و  ماس است. اگر قطرهای کوچک و بزرگ این بیضی، موازی محورهای  ،  یک بیضی بر خط‌های  152
مختصات باشد، مساحت چهارضلعی محاطی حاصل از به‌ هم وصل کردن رأس‌های آن را به‌ دست آورید.

x = ۲x = −۴y = ۳y = −۱

 درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید. 153

dMMFMFاگر خط  در نقطۀ  بر بیضی ماس شود، زاویۀ  و  با خط  برابرند. ) و  کانون‌ها هستند.( ′dFF ′

، مرکز هر دایره که از  بگذرد و بر خط  ماس باشد، روی سهمی است. FdFdدر سهمی با کانون  و خط هادی 

، طول وتر کانونی را به‌ دست آورید. در بیضی به طول قطرهای بزرگ و کوچک به‌ترتیب  و    154۲a۲b

نقاط  و  دو کانون یک بیضی و  نقطه‌ای از آن است. خروج از مرکز بیضی را محاسبه   155

کنید.
(۲ − , ۰)F ′ ۵√F (۲ + , ۰)۵√A(۵, ۰)

، طول کوتاه‌ترین وتر کانونی برابر است با:   ثابت کنید در یک بیضی با خروج از مرکز    156e۲a(۱ − )e
۲
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در یک بیضی با خروج از مرکز  ثابت کنید اندازۀ قطر کوچک برابر است با:     157eB = ۲aB′ ۱ − e۲
− −−−−

√

 مختصات مرکز و طول قطرها و فاصلۀ کانونی بیضی را بنویسید که  و  دو سر قطر بزرگ و  خروج از 158

مرکز آن باشد.

A(۱, ۷)(۱, −۵)A′e =
۵√

۳

اگر  و  دو کانون یک بیضی و طول قطر بزرگ آن  باشد. طول قطر کوچک و خروج از مرکز بیضی   159

را بیابید.

F = ( , ۱)۶√= (− , ۱)F ′ ۶√۶

در یک بیضی مساحت مثلث متساوی‌الساقینی که رأس آن کانون  و قاعدۀ آن کوتاه‌ترین وتر کانونی  است را برحسب خروج از   160
مرکز به‌ دست آوردید.

FF ′

در یک بیضی فاصلۀ یک کانون از دورترین نقطۀ بیضی دو برابر فاصلۀ کانون دیگر از نزدیک‌ترین نقطۀ آن است.   161
الف( خروج از مرکز بیضی را به‌ دست آورید.

ب( نسبت قطر کوچک به قطر بزرگ بیضی را محاسبه کنید.

معادلۀ مکان هندسی نقاطی از صفحه که از نقطۀ  و خط  به یک فاصله‌اند را به دست آورید.   162(۱, −۲)x = ۳

معادلۀ  مربوط به چه شکلی است؟ آن را مشخص نماید.   163= ۶xy
۲

 سهمی  با کانون  و خط هادی  مفروض است. ثابت کنید مرکز هر دایره که از  بگذرد و بر خط  ماس باشد روی سهمی 164

است و برعکس هر نقطۀ روی سهمی، مرکز یک دایره است که از  گذشته و بر  ماس است. با توجه به این موضوع تعریف دیگری از
سهمی ارائه دهید.

PFdFd

Fd

معادلۀ یک سهمی را بنویسید که کانون آن نقطۀ  و خط هادی آن  باشد.   165F (−۱, ۲)y = ۴

معادلۀ سهمی را بنویسید که کانون آن  و خط  هادی آن باشد.   166F (۲, ۳)x = ۴

با استفاده از تعریف سهمی، معادلۀ سهمی را بنویسید که کانون آن نقطۀ  بوده و خط‌ هادی آن  باشد.   167F (۲, ۱)x = ۴

ثابت کنید اندازۀ وتر کانونی یک سهمی با فاصلۀ کانونی  برابر  است.   168a۴a

ثابت کنید خطی که از کانون بر خط هادی سهمی عمود می‌شود محور تقارن آن است؟   169

، سهمی را در وترهای  و  قطع کند، خط گذرنده بر وسط  و  با .................. موازی اگر دو خط موازی  و    170
است.

dd′ABA′B′ABA′B′
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معادلۀ سهمی را بنویسید که  کانون و  رأس آن باشد.   171F (۵, ۳)S(۱, ۳)

نمودار معادلۀ  را رسم کنید.   172− ۲y + ۸x + ۹ = ۰y۲

 

1

1

1-

y

xS

در شکل زیر معادلۀ سهمی و خط هادی آن را به دست آورید.   173

  را در چه نقطه‌ای قطع می‌کند؟  خط هادی سهمی  خط به معادلۀ  174۱۶y + ۱۶ = −(x − ۲)۲y = ۳x

مختصات کانون و رأس و معادلۀ خط هادی سهمی  را بیابید.   175− ۶y + ۱۶x + ۲۵ = ۰y۲

در سهمی  مقادیر و  را طوری بیابید که  کانون آن باشد.   176+ ay + x + b = ۰y
۲

abF (۱, ۱)

  و  را چنان تعین کنید که نقطۀ  رأس سهمی  باشد. 177abS(−۱, ۲)x = + ay + by
۲

، مختصات کانون و معادلۀ خط هادی و معادلۀ محور تقارن را بیابید. در سهمی    178(x + ۳y + ۸(x − ۱ = (۳x + y)۲ )۲ )۲

 ‌باشد. معادلۀ سهمی را بنویسید که دارای خط هادی  بوده و رأس آن نقطۀ    179x = ۲A(۳, ۴)

مختصات رأس، کانون و معادلۀ خط هادی سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.   180− ۴x − ۸y − ۴ = ۰x۲

  و  را چنان تعین کنید که نقطۀ  رأس سهمی  باشد. 181nmS = (−۱, ۲)x = + my + ny۲

اگر فاصلۀ کانون تا خط هادی سهمی به معادلۀ  برابر  باشد. آنگاه مختصات رأس سهمی را به دست   182
آورید.

− ۲y + mx + m = ۰y۲

اگر در سهمی به معادلۀ  طول کانون برابر  باشد آنگاه مقدار  را بیابید.   183۲ + ۴y − x + m = ۰y۲۱۷
۸

m

اگر در سهمی به معادلۀ  خط  محور تقارن باشد آنگاه مقدار  را به دست آورید.   184y = ۲ + mx − ۳x۲x = ۱m

معادلۀ خطی که از کانون سهمی  و مبدأ می‌گذرد را به دست آورید.   185+ ۲y + ۱۰ = ۴xx
۲
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معادلۀ وتر مشترک سهمی‌های  و  را به دست آورید.   186x + = ۰y۲= x + ۲yy۲

طول وتری که از کانون سهمی  گذشته و بر محور کانونی عمود است را به دست آورید.   187+ ۴x = ۳ + ۲yy۲

ها و مختصات کانون آن  است. اگر دهانۀ سهمی رو به پاین و فاصلۀ کانونی آن برابر محور یک سهمی موازی محور    188

یک باشد. معادلۀ سهمی را به دست آورید.

yF (۲, − )
۷
۲

 سهمی  مفروض است. مختصات رأس و کانون سهمی را یافته و آن را رسم کنید. همچنین مختصات نقاط برخورد 189
سهمی و محورهای مختصات را بیابید.

= ۲x − ۴yy۲

معادلۀ یک سهمی به‌صورت  داده شده است. آن را به یکی از حالت‌های متعارف تبدیل کنید و کانون و خط   190
هادی و محور سهمی را مشخص نماید.

y = + ۳x + ۵x۲

معادلۀ محور تقارن سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.   191y = −۲ + ۴x − ۳x۲

مختصات کانون سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.   192= ۴(x + ۲y + ۳)x۲

مختصات رأس سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.   193y = − ۴x + ۵x۲

3

y

x

S

Fکانون

 

ها را در چه نقاطی قطع می‌کند؟ در شکل مقابل، سهمی محور    194x

اگر مختصات کانون یک سهمی  و معادلۀ خط هادی آن  باشد مختصات رأس سهمی را به دست آورید و آن را رسم   195
کنید.

(−۲, ۳)x = ۶

معادلۀ سهمی با کانون  و خط هادی  را به دست آورید.   196F (۲, − )
۷
۲

y = −
۵
۲

مختصات کانون و همچنین معادلۀ سهمی را به رأس  و خط هادی  بنویسید.   197A(۴, ۶)x = ۹

معادلۀ سهمی به رأس  و کانون  را بیابید و معادلۀ خط هادی آن را بنویسید.   198A(۲, ۱)F (۲, ۵)
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معادلۀ سهمی را بنویسید که  رأس و  کانون آن باشد.   199S(۱, ۲)F (۱, −۲)

y

x

y0

(x0 ,y0 (
x02

 

 یک دانش‌آموز با دیدن دو دیش مخابراتی با ابعاد متفاوت و مشاهدۀ فاصلۀ کانونی متفاوت آن به این فکر افتاد که چگونه می‌توان 200
با داشتن یک دیش فاصلۀ کانونی آن را به دست آورد. او از معلمش خواست که فرمولی برای محاسبۀ فاصلۀ کانونی یک دیش به او بگوید.
معلم به او گفت: باید قطر دهانۀ دیش را در خودش ضرب کرد و حاصل‌ضرب را بر اندازۀ گودی )عمق( دیش تقسیم کرد و عدد حاصل را بر

 تقسیم کرد. حاصل فاصلۀ کانونی دیش است. دلیل درستی این دستور را با توجه به سهمی رسم‌شده در شکل مقابل و فرمول سهمی
توضیح دهید.

۱۶

تمام پرتوهای نوری که موازی محور تقارن سهمی  بر آن می‌تابند. از چه نقطه‌ای عبور می‌کند؟ مختصات   201
آن را بیابید.

− y − ۲x − ۱ = ۰y۲

 سهمی  مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع  دایره‌ای رسم می‌کنیم، مختصات نقاط برخورد دایره و 202
سهمی را بیابید. 

= ۴x − ۴y۲۳

A F O F

M

A

قطر دایرۀ  ماند شکل، قطر بزرگ بیضی است و از کانون  عمودی بر  رسم کرده‌ایم تا دایره را در نقطه‌ای ماند  قطع   203

کند. ثابت کنید  با نصف قطر کوچک بیضی برابر است.

CFAA′M

MF

، مختصات کانون و رأس و معادلۀ خط هادی را بیابید. در سهمی    204۴ + ۴y − ۲x − ۱ = ۰y۲

نقطۀ  رأس سهمی افقی با کانون  می‌باشد. اگر  روی خط  قرار گیرد، مختصات  را مشخص کنید و   205
سپس معادلۀ سهمی را بنویسید.

S = (۲, ۱)FFy = −x + ۱F
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فصل سوم : بردارها

معرفی R3 و بردارها

بر روی صفحۀ  نقاطی را که مؤلفۀ دوم آنها  است، مشخص نماید و شکل حاصل از این نقاط را توصیف نماید و معادلات   206
مربوط به آن را بنویسید. 

x = ۱۲

z

C

D

B

A
x

y000

 طول و عرض و ارتفاع مکعب مستطیل مقابل به‌ترتیب  و  و  است. حدود تغیرات  و  را طوری به‌ دست آورید که نقطۀ 207

 در وجه  قرار گیرد.

۲۳۴mn

(۲n − p − ۱, p − ۱,m + p)ABCD

A
B

z

x yO 000
 

،  و  است. حدود تغیرات  را طوری به‌ دست آورید که نقطۀ  طول و عرض و ارتفاع مکعب مستطیل مقابل به‌ترتیب  208
 روی یال  قرار گیرد.

۲۳۴m

(m + n + p , n + ۲ , p − ۱)AB

A

D

H

C

G

F

B

E

،  و  باشد،الف( مختصات  ،  ،  ، اگر معادلات وجه‌های یک مکعب مستطیل به‌صورت    209
رأس‌های این مکعب مستطیل را بنویسید.

ب( در هر‌یک از ش وجه، مختصات نقطه‌ای را مشخص کنید که بر هیچ وجه دیگری قرار نداشته باشد.
پ( مختصات سه نقطه را مشخص کنید که دقیقاً بر دو تا از وجه‌ها قرار گرفته باشند.

ت( معادلات مربوط به یال‌های  و  را بنویسید. )دقت کنید یال‌ها پاره‌خط‌اند.(

ث( روابط مشخص‌کندۀ دو وجه  و  را بنویسید.
ج( مختصات نقطه‌ای را مشخص کنید که درون مکعب باشد.

چ( مختصات نقطه‌ای را مشخص کنید که روی یکی از وجه‌های آن و غیرواقع بر یال‌ها باشد.

x = ۱x = ۳y = ۱y = ۴z = ۲z = −۲

ABBF

ADHEEFGH
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 درستی یا نادرستی هر‌یک از عبارات زیر را مشخص کنید. 210

الف( نقطۀ  در ناحیۀ چهارم قرار دارد.

ب( نقطۀ  در ناحیۀ پنجم قرار دارد.
پ( معادلۀ  در فضا معادلۀ یک خط است.

‌هاست. ت( معادلۀ  معادلۀ خطی موازی محور 

ث( بردار  عمود بر صفحۀ  است.

‌هاست. ج( بردار  موازی محور 

A = (−۱, ۵, ۷)

B = (۳, ۲, −۱)
z = ۳

{ y = ۵
z = ۲

x

= (۰, ۰, ۵)V
→

xoy

= (−۲, ۰, ۳)V
→

y

چهار نقطۀ  و  و  و  مفروض هستند.   211

الف( معادلات مشخص‌کندۀ سطح محدودشده به چهارضلعی  را بنویسید.

ب( معادلات یکی از سطوحی که با سطح  هم‌مساحت و موازی هستند را بنویسید.

A(۲, ۱, ۳)B(−۱, ۱, ۳)C(۲, −۱, ۳)D(−۱, −۱, ۳)
ABCD

ABCD

الف( مختصات چند نقطه را مشخص کنید که در رابطۀ  صدق کند و مکان آنها را در دستگاه مختصات تعین نماید.   212

ب( نمودار مربوط به معادلات  چه شکلی است و چه ارتباطی با نمودار معادلۀ  دارد؟

{ x = ۰
z = ۰

{ x = ۰
z = ۰

x = ۰

ها باشد، ‌ها و  قرینۀ نقطۀ  نسبت به محور  اگر  تصویر قائم نقطۀ  بر محور    213

کمترین فاصلۀ  تا  چقدر است؟

BA = (۱,m − ۱, −۲)yDC(m + ۲, −۱, ۱)x

BD

اگر اندازۀ تصاویرقائم بردار  بر صفحات مختصات  و  و  به‌ترتیب برابر  و  و  باشد، طول بردار    214

را به‌ دست آورید.

V ⃗ xoyxozyoz۴ ۲√۳ ۲√۴ ۳√V ⃗ 

اگر تصویرقائم نقطۀ  بر صفحۀ  برابر  و قرینۀ نقطۀ  نسبت به صفحۀ  برابر  باشد، مقدار  را طوری   215

به‌ دست آورید که طول میانۀ وارد بر ضلع  برابر  باشد.

A(m, ۱, ۲)yozBBxoyCm

BC۲ √

نقاط  و  و  سه رأس مثلث  هستند. طول میانۀ  و محیط مثلث را محاسبه کنید.   216A(۱, ۲, ۱)B(۳, ۱, ۳)C(۱, ۵, ۴)ABCAM

 

در مکعب مستطیل شکل مقابل،  و  و  می‌باشد. فاصلۀ رأس  از وسط  را بیابید؟   217
‌
OC = ۴OD = ۲OA = ۵FOC

19



 را ، بر آن ضلع عمود می‌باشد. مقدار  ، میانۀ ضلع  ،  و  و  در مثلث    218
به دست آورید.

ABCA = (۲, −۱, ۱)B = (۳, ۱, ۰)C = (m, ۰, ۲)BCm

 را بیابید؟ ، نقطۀ  می‌باشد. اگر  باشد، طول  تصویر قائم نقطۀ  بر صفحۀ    219A(−۲, ۳, ۵)xoyA
′B(۳, −۱, ۴)BA

′

اگر  هر‌یک از زوایای زیر چقدر است؟   220

                    پ( زاویۀ بین  و  الف( زاویۀ بین  و                    ب( زاویۀ بین  و 

ت( زاویۀ بین  و      ث( زاویۀ بین  و 

|a| = |b| = |a + b|

abaa − bba − b

b−a − ba + ba − b

A

B

CE

D

 

اگر شکل مقابل یک مکعب باشد، درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.   221

الف( مثلث  متساوی‌الاضلاع است.

،  است. ب( زاویۀ بین  و 

،  است. پ( زاویۀ بین  و 

،  است. ت( زاویۀ بین  و 

،  است. ث( زاویۀ بین  و 

ABC

AB
−→−

BC
−→−

۶۰∘

BC
−→−

AC
−→−

۶۰∘

AB
−→−

AD
−→−

۴۵∘

AB
−→−

AE
−→−

۱۳۵∘

 درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید. 222

 کمتر نیست. aمجموع طول‌های دو بردار  و  از طول بردار  ⃗ b ⃗ +a ⃗  b ⃗ 

ها موازی است. }خط  با محور  x = ۵
y = ۲

z

 خط  با محور .................. موازی است. 223{ x = ۲
z = ۳

همۀ نقاطی که مختصات آنها در رابطۀ  صدق کند، .................. را مشخص می‌کند.   224{ x = ۰
y = ۰

ضرب داخلی

.‌  سه بردار  مثال بزنید که برای آنها  ولی  225c, b, a⋅ = ⋅a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗ b ≠ c

، مقدار  ،  و  باشد با این خاصیت که   فرض کنید  به‌ترتیب بردارهای به طول  226
را محاسبه کنید.‌

, ,c ⃗ a ⃗  b ⃗ ۱۲۳+ + =a ⃗  b ⃗  c ⃗  ۰⃗ ⋅ + ⋅ + ⋅a ⃗  b ⃗  b ⃗  c ⃗  c ⃗  a ⃗ 

اگر دو بردار  و  هم طول بوده و  باشد، زاویۀ بین  و  چقدر است؟   227ab|a + b| = |a − b| = ۱۳,
−−

√ab

20



اگر طول دو بردار  و  برابر بوده و زاویۀ بین آنها  باشد، ثابت کنید:‌   228

‌

abθ

|a + b| = ۲ |a| cos
θ

۲

اگر طول دو بردار  و  برابرهم بوده و زاویۀ بین آنها  باشد، ثابت کنید:   229

‌

abθ

|a − b| = ۲ |a| sin
θ

۲

اگر  سه بردار باشد به‌طوری‌ که  ثابت کنید:   230

‌

c, b, aa + b + c = ۰⃗ 

a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −
+ +|a|۲ |b|۲ |c|۲



اگر  و  دو بردار در فضای سه‌بعدی باشند، هر‌یک از موارد زیر را ثابت کنید.   231

الف( 

ب( 

a
→

b
→

a ⋅ a = |a|
۲

a ⋅ b = b ⋅ a

اگر  سه بردار در فضای سه‌بعدی باشند، ثابت کنید:‌   232

‌

, ,c
→

b
→

a
→

a ⋅ (b + c) = a ⋅ b + a ⋅ c

دو بردار  و  مفروض‌اند. اگر  حدود  را به‌ دست آورید.   233a = (۲m − ۱,m + ۲, ۲)b = (−۱, ۳,m − ۱)|a − b| > |a + b|m

B

A

C

D E

  234

در مکعب مقابل طول یال‌ها برابر  است. حاصل عبارت‌های زیر را به‌ دست آورید:   

  ‌ب(  ‌الف( 

۳ ۲√

⋅AB
−→−

CD
−→−

⋅AB
−→−

DE
−→−

، حاصل عبارت  را به‌ دست آورید.‌ اندازۀ بردارهای  و  به‌ترتیب برابر  و  است. اگر    235bc۳۲a + b + c = ۰⃗ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.   236

. الف( زاویۀ بین  و  منفرجه است، اگر و فقط اگر 

ب(  و  عمود بر‌هم‌اند، اگر و فقط اگر زاویۀ بین  و  برابر  باشد.

پ( 

، آنگاه زاویۀ بین  و  حاده است. ت( اگر 

aba ⋅ b < ۰

a + ba − bab
π

۴
a ⋅ b = a ⋅ c ⇒ b = c

a ⋅ b = ۲ + a ⋅ cab − c

21



اگر بردار  در صفحۀ  بوده و  و این بردار بر بردار  عمود باشد، حاصل هر‌یک از موارد زیر را به‌   237
دست آورید.

الف(                      ب(                    پ( 

axoz|a| = ۲b = i − j + k

a ⋅ ia ⋅ ja ⋅ k

؛ مقدار  را طوری به‌ دست آورید که  باشد.‌ ،  و   فرض کنید  238a = (m, −۱, ۱)b = (۱, n, ۲)a ⋅ b = ۳n,m|a + b| = ۳ ۲√

، اندازۀ بردار  را به‌ دست  فرض کنید زاویۀ بین دو بردار  و  برابر  بوده و  باشد. اگر  239

آورید.‌

ab
π

۳
|b| = ۲= ۲۸a ⋅ b|۲a − ۳b|۲a

A

B C13

12

 

در مثلث قائم‌الزاویۀ مقابل حاصل  را به‌ دست آورید.   240⋅AB
−→−

BC
−→−

B

A

C

D

در مکعب شکل مقابل به ضلع  واحد، حاصل عبارت  را به ‌دست آورید.‌   241۲⋅ + ⋅AB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

BC
−→−

 سه بردار متمایز و غیر‌ صفر  در یک صفحه مفروض‌اند. اگر  بر بردار  و  بر بردار  عمود باشد، ثابت کنید  242

بر بردار  عمود است.

c, b, aca − bba − ca

b − c

 درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید. 243

، اگر  آنگاه داریم:  abcaبرای بردارهای غیر صفر  و  و  × b = a × cb = c

، اگر  آنگاه داریم:  abcaبرای بردارهای غیر صفر  و  و  ⋅ b = a ⋅ cb = c

اگر سه نقطۀ  و  و  سه رأس یک مثلث باشند، مقدار زاویۀ  را به   244

‌دست آورید.
A = j + kB = i + ۲j − k۳√C = i + ۲j + k۳√A

ثابت کنید  زاویۀ بین دو بردار  و  از رابطۀ زیر به‌ دست می‌آید.   245

‌

θab

cos θ =
a ⋅ b

|a| |b|
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بردار غیر‌صفر  مفروض است. درستی و نادرستی هر‌یک از عبارات زیر را تعین کنید:   246

‌ها عمود باشد، زاویۀ آن با محور  حاده است. الف( اگر  بر محور 

‌ها زاویۀ منفرجه بسازد، زاویۀ آن با محور  حاده است.. ب( اگر  با محور 
‌هاست. ‌ها زاویۀ حاده بسازد، زاویۀ آن با  حاده و عمود بر محور  پ( اگر  با محور 

V = (|a| , a, a − |a|)

Vzoy

Vzoy

Vyoxz

اگر بردار  تصویر قائم بردار  در امتداد بردار  باشد، ثابت کنید:   247

‌

a′ab

= ba′ a ⋅ b

|b|
۲

برای هریک از بردارهای  و  که در زیر آمده است تصویر قائم  را در امتداد بردار  به‌ دست آورید.   248

الف( 

ب( 

ج( 

abab

b = i , a = (۲, −۱, ۲)

b = (۳, ۲, ۱) , a = (۲, ۳, ۱)

b = (−۱, ۲, ۴) , a = (۱, ۱, ۰)

 هر‌یک از حالات زیر را با شکل‌های داده‌شده نظیر کنید. 249

  ت(        ث(  الف(      ب(            پ( 

a b

θ = π

a

b

θ π

θ

<<π
2

a

b
θ

θ = π
2

a

b

θ

θ

<< π
20

a b
θ =0

a ⋅ b > ۰a ⋅ b = ۰a ⋅ b < ۰a ⋅ b = |a| |b|a ⋅ b = − |a| |b|

،  و  سه نقطه در فضا باشند، تصویر قائم بردار  بر امتداد اگر    250

بردار  را به‌ دست آورید.‌

A = (۱, ۰, −۱)B = (۱, ۱, ۱)C = (−۱, ۱, ۰)۲OA + OB

۲OC − OB

اگر  زاویۀ بین دو بردار  حاده بوده و تصویر قائم و قرینۀ بردار  نسبت به بردار  به‌ترتیب  و  باشند. ثابت کنید:   251

 ‌

θb, aaba′a′′

⋅ = ⋅ θa′ a′′ |a|۲ cos۲

اگر  و  به‌ترتیب تصویر قائم و قرینۀ بردار  نسبت به بردار  باشند، درستی و نادرستی هر‌یک از موارد زیر را تعین کنید:   252

الف(  

ب(  

پ(  

a′a′′ab

(a − b)⊥b
a ⋅ b

|b|۲

= ۱⋅a′ a′′

a ⋅ a′

(a − ) ⋅ (a + ) = ۰a′ a′′

، ثابت کنید: در مثلث قائم‌الزاویۀ    253

‌

( = )ABCÂ ۹۰∘

⋅ = −AB
−→−

BC
−→−

|AB|۲
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تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  را بیابید.   254i = (۱, ۰, ۰)j = (۰, ۱, ۰)

،  و  باشند، آنگاه تصویر قائم بردار  بر امتداد  را به‌ دست آورید. اگر    255= (۱, −۳, ۴)a ⃗ = (۳, −۴, ۲)b ⃗ = (−۱, ۱, ۴)c ⃗ a ⃗ +b ⃗  c ⃗ 

به‌ازای هر دو بردار دلخواه  و  نامساوی کوشی - شوارتز را اثبات کنید.‌   256uv

، کمترین مقدار عبارت  را به‌ دست آورید.‌ اگر    257x + ۳y − z = −۲√+ +x۲ y۲ z۲

ضرب خارجی

‌، ثابت کنید:   اگر    258a + b + c = ۰⃗ a × b = b × c = c × a

اگر  و  باشد، بردار عمود بر دو بردار  و  را به‌ دست آورید.‌   259a = −۲i + j − ۳kb = i − ۲j + ka − ۷b۵√۴a + b۳√

، مقدار  را محاسبه کنید.‌ ،  و  بردارهای  و  مفروض‌اند. به‌طوری‌که    260ab| | = ۳a ⃗ = ۲۶∣
∣b
⃗ ∣
∣× = ۷۲∣

∣a ⃗  b ⃗ ∣∣a ⋅ b

. آیا امکان حذف در ضرب خارجی بردارها برقرار است؟‌ ،  و  مثال بزنید که برای آنها  ولی   سه بردار  261abc× = ×a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗ ≠b ⃗  c ⃗ 

برداری عمود بر دو بردار  و  پیدا کنید.‌   262b = (−۲, ۱, −۵)a = (۱, −۳, ۲)

مقدار  و  را طوری به‌ دست آورید که بردار  بر دو بردار  و  عمود   263
باشد.‌

mna = (m − ۲, −۳, n + ۱)b = (۲, ۳, ۴)c = (−۱, ۲, ۱)

اگر  و  حاصل اندازۀ  را به‌ دست آورید.‌   264a ⋅ j = ۴a ⋅ k = ۵a × i

اگر  و  و  سه برابر غیر‌ صفر باشند، کدام‌یک درست است؟   265

 )الف

 )ب

abc

a × b + c × a = ⇒ b = c۰⃗ 

a × b = ⇒ a ∥ b۰⃗ 

، کدام نادرست است؟ اگر  و  و    266
‌

(  با  موازی است.(  بر  عمود است.

(  و  و  در یک صفحه‌اند.( 

× = ×a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗ ≠a ⃗  ۰⃗ ≠b ⃗  c ⃗ 

۱a ⃗ −b ⃗  c ⃗ ۲a ⃗ −b ⃗  c ⃗ 

۳⋅ ( × ) = ۰a ⃗  b ⃗  c ⃗ ۴a ⃗ b ⃗ c ⃗ 
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 سه نقطۀ  و  و  مفروضند. مساحت متوازی‌الاضلاعی که دو ضلع مجاور آن  و  267
باشند، چقدر است؟‌

A(۱, ۲, −۱)B(۳, ۱, ۲)C(−۱, ۴, ۱)AB
−→−

AC
−→−

،  و  داده شده است را بیابید.‌ مساحت مثلثی که رئوس آن با نقاط    268A = (۳, ۵, ۷)B = (۵, ۵, ۰)C = (−۴, ۰, ۴)

اگر  و  باشند، مساحت متوازی‌الاضلاع ساخته‌شده روی دو بردار  و  را به‌ دست   269
آورید.‌

۳a + b = (−۳, ۱, ۲)a − ۴b = (۰, ۲, ۱)ab

کدام‌یک از موارد زیر درست و کدام‌یک نادرست است؟   270
الف( اگر بردار  یک ضلع متوازی‌الاضلاع و بردار  یک قطر آن باشد، مساحت متوازی‌الاضلاع برابر است با:  

ب( اگر  و  قطرهای یک متوازی‌الاضلاع باشند، مساحت متوازی‌الاضلاع برابر است با:‌  
adS = |a × d|

dd′S = d ×∣∣ d′∣∣

اگر  و  دو بردار در فضای سه‌بعدی باشند، ثابت کنید:   271

‌

ab

a ⋅ (a × b) = ۰

اگر  بردارهای یکه باشند حاصل عبارت زیر را به‌ دست آورید.‌   272

‌

k, j, i

(۳j − k) ⋅ [(۲k − i) × (۲i − j)]

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.   273

( 

( 

( 

( 

( 

k × j = i۱

j × j = ۰⃗ ۲

k × (i × j) = ۰⃗ ۳

k ⋅ (j × i) = −۱۴

i × (k − j) = (۰, −۱, −۱)۵

 فرض کنید  سه بردار بوده که در یک صفحه قرار ندارند. ثابت کنید حجم متوازی‌السطوح ساخته‌شده روی این سه بردار از 274

رابطۀ  به‌ دست می‌آید.

c, b, a

V = |a ⋅ (b × c)|

،  و  هم‌صفحه باشند.‌ مقدار  را طوری بیابید که سه بردار    275ma = ۲i + (m + ۱)j − ۳kb = ۲j + kc = −i + j + k
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    1

    2

    3

  4

به‌جز درایه‌های روی قطر اصلی، بقیه درایه‌ها صفر هستند.

 قطری بوده و همه درایه‌های روی قطر اصلی با هم برابرند.

    5

‌     6

 ‌  ‌

 ‌

 ‌

 

 ‌ ‌
    7

می‌دانیم در ماتریس قطری درایه‌های خارج قطر اصلی همگی صفر هستند. بنابراین داریم:

    8

عدد  ميزان فروش کل محصولات در بازار  را نشان مي‌دهد و عدد  ميزان فروش کل محصولات در بازار  را نشان مي‌دهد.

عدد  ميزان قيمت تمام‌شده محصولات در بازار  و عدد  ميزان قيمت تمام‌شده محصولات در بازار  مي‌باشد.
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مي‌دانيم سود يعني از قيمت فروش، قیمت تمام‌شده را کم کنيم، پس  ميزان سود فروش محصولات در بازار  و عدد  ميزان سود فروش محصولات در بازار  را
نشان مي‌دهد.

‌     9

 ‌

 ‌

 ‌  ‌

 ‌ ‌

    10

    11

همان‌طور که مشاهده می‌کنید  اما 

    12

  13

درست‌

عدد

‌نادرست

‌

    14

؛ پس با فرض مقادیر  و  به دست می‌آیند.  با جایگذاری  در درایه‌های دیگر نتیجه می‌گیریم 
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۲

۳
۱

۵
۲

۳
۱

۳۱
۲

۱۸
۷

m + nA + rI = → [ ] + [ ] + [ ] =A۲ O
¯ ¯¯̄ ۳۱m

۱۲m
۱۸m
۷m

۵n
۲n

۳n
n

r

۰

r

O
¯ ¯¯̄

→ [ ] = [ ]۳۱m + ۵n + r

۱۲m + ۲n
۱۸m + ۳n

۷m + n + r

۰





}→ ۶m + n = ۰ ⇒ n = −۶m۱۸m + ۳n = ۰
۱۲m + ۲n = ۰

n = −۶mr = −mm = ۱n = −۶r = −۱
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دقت کنید فقط درایۀ سطر اول و ستون دوم متغیر است.

    18
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 )الف

 )ب
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‌

‌
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= [ ] [ ] = [ ]A۲
−۱




۲
−۱




۳
−۳


۰

۳A = [ ] , ۳I = [ ]۶
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۰


۳

− ۳A + ۳I = [ ] − [ ] + [ ] = [ ] =A۲ ۳
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۰

۶
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۰


۳

۰





O
¯ ¯¯̄

= [ ] [ ] = [ ]A۲ ۱
۳

۲
۴

۱
۳

۲
۴

۷
۱۵

۱۰
۲

αA = [ ] , βI = [ ]α

۳α
۲α
۴α

β

۰

β

= αA + βI → [ ] = [ ]→ {A۲ ۷
۱۵

۱۰
۲

α + β

۳α
۲α

۴α + β

α = ۵
β = ۲

A = [ ]۱
۰

۲
۱

= [ ] [ ] = [ ]A۲ ۱
۰

۲
۱


۰

۲
۱


۰

۴
۱

= [ ] [ ] = [ ]→ = [ ]A۳ ۱
۰

۴
۱


۰

۲
۱


۰

۶
۱

A۲۰ ۱
۰

۴۰
۱

A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

۲۰

↑

= =A۲

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

۲۱

↑

= =A۳

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۴
۰
۴
۰

۴
۰
۴
۰

۴
۰
۴
۰

۴
۰
۴
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

۲

↑

→ = → = ۸ × = × =A۱۰

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۲۹

۰
۲۹

۰

۲۹

۰
۲۹

۰

۲۹

۰
۲۹

۰

۲۹

۰
۲۹

۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
مجموع درایه‌ها ۲۹ ۲۳ ۲۹ ۲۱۲

= (A + B)(A + B) = + AB + BA + + ۲AB +(A + B)۲ A۲ B۲ − →−−−−
AB=BA

A۲ B۲

(A − B)(A + B) = + AB − BA − −A۲ B۲ − →−−−−
AB=BA

A۲ B۲

A = [ ]⇒ = [ ] [ ] = [ ]۱


−۱


A۲ ۱


−۱





−۱


۰
۲

−۲
۰

= [ ] [ ] = [ ] = −۴IA۴ ۰
۲

−۲
۰


۲

−۲
۰

−۴
۰


−۴

= = = −( ) × = −( )IA۱۰ ( )A۴ ۲۵
(−۴I)۲۵ ۴۲۵

I ۲۵ ۲۵۰

= AA = [ ] [ ] = [ ] = IA۲ ۱
۰


−۱


۰


−۱


۰


۱
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    22

نتیجه می‌گیریم اگر  آنگاه داریم: 

    23

در اينجاست که ماتريس  را پوچ توان از مرتبه  مي گوئيم.

    24

    25

 ‌  26

 ‌   ‌  ‌  ‌  ‌  ‌

 ‌  ‌ ‌

          27

    28

    29

= I = AA۲
−→−
×A

A۳

= I = I = AA۲ − →−−−−−−
۳ طرفین به توان

A۶ −→−
×A

A۷

= =A۲
⎡

⎣
⎢
−۲
۰



۳
۰



۴

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢
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۰



۳
۰



۴

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۴
۰



۹
۰




۱۶

⎤

⎦
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= A = = =A۳ A۲
⎡

⎣
⎢

۴
۰



۹
۰




۱۶

⎤
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⎥
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⎣
⎢
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۳
۰
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⎦
⎥

⎡

⎣
⎢
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۳

۰




۴۳

⎤

⎦

⎥⎥⎥

A =
⎡

⎣
⎢
a

۰



b

۰



c

⎤

⎦
⎥=An

⎡

⎣
⎢
an

۰



bn

۰



cn

⎤

⎦
⎥

A = ⇒ = =
⎡

⎣
⎢

۰



۱
۰


۳
۴
۰

⎤

⎦
⎥ A۲

⎡

⎣
⎢

۰



۱
۰


۳
۴
۰

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

۰



۱
۰


۳
۴
۰

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۰







۴
۰


⎤

⎦
⎥

= = ⇒ = ۰ ⇒ n = ۳A۳
⎡

⎣
⎢

۰







۴
۰


⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

۰



۱
۰


۳
۴
۰

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۰











⎤

⎦
⎥ A۳

A۳

A = [ ]⇒ = [ ] [ ] = [ ] = I
۰
۱


۰

A۲ ۰
۱


۰


۱


۰

۱
۰


۱

= I ⇒ ( = ⇒ = IA۲ A۲)۵ I ۵ A۱۰

= × =A۲
⎡

⎣
⎢

۱
۲



۱
۲



۱

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۱
۲



۱
۲



۱

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۹
۸



۹
۸



۹

⎤

⎦
⎥

۴A = ۵ =
⎡

⎣
⎢

۴
۸



۴
۸



۴

⎤

⎦
⎥ I۳

⎡

⎣
⎢

۵
۰



۵
۰



۵

⎤

⎦
⎥

− ۴A − ۵ = − − = =A۲ I۳

⎡

⎣
⎢

۹
۸



۹
۸



۹

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۴
۸



۴
۸



۴

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۵
۰



۵
۰



۵

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۰











⎤

⎦
⎥ Ō

A = [ ]۲
۳

−۱
−۲

⇒ = A × AA۲ = [ ] = I
۱
۰


۱

⇒ = IA۲ ⇒ = A × = AI = AA۳ A۲ ⇒ = AA۴ A۳ = A × A = = IA۲ ⇒ −A۷ A۴

= ( − I) = I(A − I)A۴ A۳ = A − I = [ ] − [ ]۲
۳

−۱
−۲

۱
۰


۱

= [ ]۱
۳

−۱
−۳

|A| = → |A| = ۴ − ۳
∣

∣
∣
|A|

۱
۳

۴ |A|

∣

∣
∣ |A|۲

→ ۴ − |A| − ۳ = ۰ →|A|۲
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

|A| = ۱

|A| = −
۳
۴

A = [ ] , B = [ ]۲
۳

−۱
۴

۳
۴

۱
۲

AB = [ ] [ ] = [ ]→ |AB| = ۲ (۱)۲
۳

−۱
۴

۳
۴

۱
۲


۵

۰
۱

→ |AB| = ۱ × ۲ = ۲ (۲)|A| = ۸ + ۳ = ۱
|B| = ۶ − ۴ = ۲

(۱) , (۲) → |AB| = |A| |B|
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دترمینان را برحسب سطر اول بسط می‌دهیم:   30

    31

می‌دانیم  بنابراین داریم:   32

می‌دانیم ماتریس اسکالر ماتریسی قطری است که درایه‌ها یکسان هستند. چون  بنابراین داریم:   33

    34

بسط برحسب سطر اول:   35

بسط برحسب ستون سوم:

نتیجه:
اً بهتر است دترمینان را برحسب سطر یا ستونی بسط دهیم که صفر بیشتری اولاً دترمینان برحسب هر سطر یا ستونی بسط داده شود، فرقی نمی‌کند و حاصل یکسان است. ثانی

دارد.

    36

AB = [۱ ۲ ۳] = [−۲ − ۲ − ۹] = [−۱۳] → |AB| = −۱۳
⎡

⎣
⎢
−۲
−۱
−۳

⎤

⎦
⎥

BA = [۱ ۲ − ۳] =
⎡

⎣
⎢
−۲
−۱
−۳

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢
−۲
−۱
۳

−۴
−۲
۶


۳
−۹

⎤

⎦
⎥

→ |BA| = −۲ − (−۴) − ۶ = ۰
∣

∣
∣
−۲
۶

۳
−۹

∣

∣
∣

  
۰

∣

∣
∣
−۱
۳


−۹

∣

∣
∣

  
۰

∣

∣
∣
−۱
۳

−۲
۶

∣

∣
∣

  
۰

 − ۱ + ۰ = ۸ → −(۱ − ) = ۸ → − ۱ = ۸
∣

∣
∣

۱
x

x

۱
∣

∣
∣ x۲ x۲

→ = ۹ → x = ±۳x۲

||A|A| |۵A| = ۱۲۵ = ۶۲۵= ===
|A|=۵

|A|
 

۵

| | =An |A|n

|A| = = −۲ = −۳۰
∣

∣

∣
∣

−۲
۰
۱

۰
−۳
۰



−۵

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣
−۳
۰


−۵

∣

∣
∣

→ = = = ۹۰∣
∣A

۲∣
∣ |A|۲ (−۳۰)۲

= ۴a۱
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∣

∣

∣
∣

۴
۰



۴
۰



۴

∣

∣

∣
∣
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۵ |A|

۵
|A|

۴|A|۲

|A| = ۲۰ − ۵ |A| → ۲۰ − ۶ |A| = ۰ → ۲ |A| (۱۰ − ۳) = ۰|A|۳ |A|۳ |A|۲

→
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√

− ۲ = − − ۲−→
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۳
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۶

∣

∣
∣

۲
−۲

۱
۴
∣

∣
∣
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۱۰

= −۱۲ + ۶ + ۲۰ = ۱۴

|A| = = ۲ − ۳ = ۲۰ − ۶ = ۱۴
∣

∣

∣
∣

۱
۲
−۲

−۱

۴

۲
۳
۰

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣

۲
−۲

۱
۴
∣

∣
∣
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۱۰

∣

∣
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۱
−۲

−۱
۴

∣

∣
∣

  
۲

A = = [ ]→ |A| = ۱۳ + ۶ = ۱۹
⎡

⎣

⎢⎢⎢

∣

∣
∣

۲
۱

۳
۲
∣

∣
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−
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∣
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۵
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∣

∣
∣

∣
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۲
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∣
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۱
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۶
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پس معادلۀ داده‌شده معادله يک خط راست است.
حال وضعيت دو نقطه را در معادله چک مي‌کنيم

برقرار  است 

برقرار  است 

پس معادلۀ داده‌شده معادله يک خط راست است که از دو نقطه  عبور می‌کند.

براي پيدا کردن مساحت مثلث  بايد اندازه قاعده و ارتفاع مثلث را داشته باشيم:   38

.  اندازه ارتفاع  يعني فاصله  از خط 

ابتدا معادله خط  را مي نويسيم.
A

B C
H  

 

، پس: از طرفي 

از طرفي حاصل دترمينان داده‌شده به‌صورت زير محاسبه مي‌شود:

بنابراين نصف قدرمطلق اين دترمينان با مساحت مثلث برابر است.

سطر دوم:   39

ستون سوم:

دترمینان: به کمک روش ساروس:

    40

 ‌  ‌  ‌  ‌

‌     41

   ‌

 ‌ ‌

    42

= ۱ , = ۶ , − = −۱ , = ۱۳
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣
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= ۰ ⇒ +x(b − d) − y(a − c) + ۱(ad − bc) = ۰
∣

∣

∣
∣

x
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c
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d
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∣

∣
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∣
∣

c

a

c

d

b

d

۱



∣

∣

∣
∣

B(c, d),A(a, b)

ABC

AHABC

BC

{ ⇒
B( , )b۱ b۲

C( , )c۱ c۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

m =
−c۲ b۲

−c۱ b۱
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|A| −۲(−۱۰ − ۳۵) + (−۱)(−۲ − ۲۸) − ۳(۵ − ۲۰) = ۹۰ + ۳۰ + ۴۵ = ۱۶۵= =======
بسط حول سطر۲

|A| +۷(۱۰ + ۴) − ۳(۵ − ۲۰) − ۲(−۱ − ۱۰) = ۱۶۵= =======
بسط حول ستون۳

|A| = = (۲ + ۶۰ + ۷۰) − (−۲۸ + ۱۵ − ۲۰) = ۱۳۲ + ۳ = ۱۶۵
∣

∣

∣
∣

۱
۲
۴

۵
−۱
۵

۷
۳
−۲

∣

∣

∣
∣

∣

∣

∣
∣

۱
۲
۴

۵
−۱
۵

۷
۳
−۲

∣

∣

∣
∣

| |A||A۲ = | | × |AA۲ |۳ = |A × |A|۲ |۳ = |A|۵ = = ۲۴۳۵

M =

⎡

⎣
⎢⎢

−۱۲ ۱۲

−۲ ۱۲

−۳۲ ۱۲

−۱۲

−۲

−۳۲

−۱۲ ۳۲

−۲ ۳۲

−۳۲ ۳۲

⎤

⎦
⎥⎥ =

⎡

⎣
⎢

۰
۳
۸

−۳
۰
۵

−۸
−۵
۰

⎤

⎦
⎥

|M | = ۰ × − (−۳) + (−۸)
∣

∣
∣

۰
۵

−۵
۰

∣

∣
∣

∣

∣
∣

۳
۸

−۵
۰

∣

∣
∣

∣

∣
∣

۳
۸

۰
۵
∣

∣
∣ ⇒ |M | = ۳ × ۴۰ − ۸ × ۱۵ = ۰
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=A

2 3 4 2 3

1 2 3 1 2

-1 -2 1 -1 -2
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‌

‌

می‌توان دو ماتریس زیر را معرفی کرد که برای آنها  باشد.

‌

‌

    45

‌

دترمینان ماتریس  را با بسط نسبت به سطر اول می‌بابیم: 

‌
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    48

    49

|A| = = d − e + f = ۰
∣

∣

∣
∣

a

a

d

b

b

e

c

c

f

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣
b

b

c

c

∣

∣
∣

  
۰

∣

∣
∣
a

a

c

c

∣

∣
∣

  
۰

∣

∣
∣
a

a

b

b

∣

∣
∣

  
۰

⇒ |A| = ( ) − ( ) = ۴ − ۹ − ۸
  

−۱۳

 − ۱۲ − ۸
  

−۱۷

۲|A + ۳|A| − ۲ = ۰|۲

|A| = = ⇒ |A| = −۲ ,
−۳ ± ۹ − ۴ × ۲(−۲)

− −−−−−−−−−−−
√

۴
−۳ ± ۵

۴
۱
۲

|A| = −۲ ,
۱
۲

A = ⇒ |A| = −۲ × ۱ × ۱ = −۲
⎡

⎣
⎢
−۲
۰



۱
۰



۱

⎤

⎦
⎥

A = ⇒ |A| = × ۱ × ۱ =

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۲
۰




۱
۰




۱

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
۱
۲

۱
۲

A = =
⎡

⎣
⎢

۱ − ۱
۲ − ۱
۳ − ۱

 − ۲
 − ۲
۳ − ۲

۱ − ۳
۲ − ۳
 − ۳

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۰
۱
۲

−۱
۰
۱

−۲
−۱
۰

⎤

⎦
⎥

۲A + I =
⎡

⎣
⎢

۱
۲
۴

−۲
۱
۲

−۴
−۲
۱

⎤

⎦
⎥

۲A + I

|۲A + I | = =

∣

∣

∣
∣

۱
۲
۴

−۲
۱
۲

−۴
−۲
۱

∣

∣

∣
∣

(۱ + ۴) − (−۲)(۲ + ۸) + (−۴)(۴ − ۴)
= ۵ + ۲۰ = ۲۵

A = = [ ] = [ ][ − j]i۲
×۲

− ۱۲

− ۱۲
− ۲۱۲

− ۲
۰
۳

−۱
۲

= [ ] =A−۱
۳

۲
−۳

۱
۰

⎡

⎣
⎢

۲
۳
−۱


۳
۰

⎤

⎦
⎥

۲ + |۳A| = + |A| = ۴( ) + ۹|A| = + ۲۷ =∣
∣ A−۱∣

∣ ۲ ∣
∣A

−۱∣
∣ ۳۲ ۱

|A|

۴
۳

۸۵
۳

B = [ ] → = [ ]۰
۱

−۱
x

B−۱


x

−۱

۰

= [ ] [ ] = [ ]B۲ ۰
۱

−۱
x

۰
۱

−۱
x

−۱
x

−x

− ۱x۲

= → [ ] = [ ]→ x = −۱B−۱ B۲ x

−۱

۰

−۱
x

−x

− ۱x۲
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    55

    56

 ماتریس  وارون‌پذیر نیست.

طبق تعریف وارون باید ضرب  و  برابر  باشد.   57

الف(   58

‌

= A A = → A = IA۲ − →−−−−−−−−−
A−۱ ضرب طرفین در

AA−۱
  

I

AA−۱
  

I

= B B = → B = IB۲
− →−−−−−−−−−
B−۱ ضرب طرفین در

BB−۱
  

I

BB−۱
  

I

→ = = = = I(A + B)−۱ (I + I)−۱ (۲I)−۱
۲
I −۱

۲

AB = A + B (AB) = (A + B)− →−−−−−−
از سمت چپ

A−۱ ضرب در
A−۱ A−۱

( A)B = A + B → IB = I + BA−۱ A−۱ A−۱ A−۱

→ B = I + B B = (I + B)A−۱ − →−−−−−−
از سمت راست

B−۱ ضرب در
B−۱ A−۱ B−۱

I = I + B → I = + → + = IB−۱ A−۱ B−۱ B−۱ A−۱ A−۱ B−۱

= A A = → A = IA۲ − →−−−−−−−−−
A−۱ ضرب طرفین در

AA
−۱
  

I

AA
−۱
  

I

→ = = = − = − I(I − ۳A)
−۱

(I − ۳I)−۱
(−۲I)−۱

۲
I −۱

۲

= [ ]→ = ۲۷ → |A| = ۳A۳ ۲
−۳


۹

|A|۳

= = = × =∣
∣(۲A)

−۱∣
∣

∣

∣
∣

۱
۲
A−۱∣

∣
∣

۱
۴
∣
∣A

−۱∣
∣

۱
۴

۱
|A|

۱
۲

A = [ ] |A| = ۵ + ۶ |A| → ۵ + ۵ |A| = ۰|A|

−۳
۲ |A|

۵ |A|
− →−−−−−−−−−−−

از دو طرف دترمینان می‌گیریم.
|A|۲ |A|۲

→ ۵ |A| (|A| + ۱) = ۰ → { |A| = ۰
|A| = −۱

غ ق ق

→ A = [ ]→ = [ ] = [ ]−۱
−۳

−۲
−۵

A−۱
−۱

−۵
۳

۲
−۱

۵
−۳

−۲
۱

A = I A = |I |A−۱ − →−−−−−−−−−−
ازطرفین دترمینان می‌گیریم.

∣∣A
−۱ ∣∣

→ |A| = ۱ → =∣
∣A

−۱∣
∣

∣
∣A

−۱∣
∣

۱
|A|

= B( )A۲ −۱

= B → × = B( )A−۱ ۲
A−۱ A−۱

× = AB → = AB−→−
×A

AA 
I

−۱ A−۱ A−۱

→ |A| = ۰ → = ۰
∣

∣
∣
m

۱
۳

m − ۲
∣

∣
∣A

→ m(m − ۲) − ۳ = ۰ → − ۲m − ۳ = ۰ → (m + ۱)(m − ۳) = ۰ → {m۲ m = −۱
m = ۳

ABB−۱A−۱I

(AB)( ) = A( ) = AI = A = IB−۱A−۱ BB−۱
  

I

A−۱ A−۱ A−۱

( )(AB) = ( )B = IB = B = IB−۱A−۱ B−۱ AA−۱
  

I

B−۱ B−۱

AB = I → |AB| = |I | → |A| |B| = ۱ → |A| ≠ ۰ ⇒
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‌پس  وارون‌پذیر است. ‌
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 ‌  ‌

. کافیست نشان دهیم:    60

وارون ماتریس  به‌صورت  است. بنابراین:   61

    62

    63

‌     64

 ‌  ‌  ‌

 ‌

 ‌  ‌  ‌ ‌

‌     65

 ‌  ‌  ‌  ‌  ‌

الف( درست   66

 ‌  ‌  ‌
‌ب( درست

 ‌  ‌  ‌
‌پ( درست

A

AB = I (AB) = I− →−−−−−−
A−۱ ضرب در

A−۱ A−۱

→ ( A)B = → IB = → B =A−۱ A−۱ A−۱ A−۱

= × ,(A × B)−۱ B−۱ A−۱ = × ,(kA)−۱
k

A−۱ = A( )A−۱ −۱

AB = BA = I

AB = [ ] [ ] = [ ] = I
۷
۲

۴
۱

−۱
۲

۴
−۷

۱
۰


۱

BA = [ ] [ ] = [ ] = I
−۱
۲

۴
−۷


۲

۴
۱


۰


۱

A = [ ]a

c

b

d
= [ ]A−۱

|A|

d

−c

−b

a

A = [ ]→ = [ ] =
۱۰
۴

۲
۱

A−۱
۲

۱
−۴

−۲
۱۰

⎡

⎣
⎢

۱
۲
−۲

−۱

۵

⎤

⎦
⎥

= [ ] =A−۱
۴

۲
−۳

−۲
۵

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۲

−
۳
۴

−
۱
۲

۵
۴

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

→ = ( × ) − ( × ) → = − = (۱)∣
∣A

−۱∣
∣

۱
۲

۵
۴

۱
۲

۳
۴

∣
∣A

−۱∣
∣

۵
۸

۳
۸

۱
۴

|A| = (۵ × ۲) − (۳ × ۲) = ۱۰ − ۶ = ۴ (۲)

(۱), (۲) → =∣
∣A

−۱∣
∣

۱
|A|

A = [ ]→ = [ ]→ ۲ =
۴
۲

۳
۵

A−۱
۴

۵
−۲

−۳
۴

A−۱

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۵
۷

−
۲
۷

−
۳
۷

۴
۷

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

B = [ ]→ = [ ]→ ۳ =
−۲
۵

−۳
−۱

B−۱
۷

−۱
−۵

۳
−۲

B−۱

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

−
۳

۱۷

−
۱۵
۱۷

۹
۱۷

−
۶

۱۷

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

→ ۲ − ۳ = =A−۱ B−۱

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

+
۵
۷

۳
۱۷

− +
۲
۷

۱۵
۱۷

− −
۳
۷

۹
۱۷

+
۴
۷

۶
۱۷

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱۰۶
۱۹
۷۱

۹

−
۱۴
۱۹

۱۰
۱۹

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

(A + ۲ + A )BAA−۱ B−۱ B−۱ = ( × A + ۲ + A )BAA−۱ A−۱B−۱ A−۱ B−۱ = (I + ۲ + I )BAA−۱B−۱ B−۱ = I × BA + ۲ A + AA−۱ BB−۱
  

I

BB 
I

−۱

= BA + ۲ + AAA−۱
  

I

= BA + ۲I + A

BA = [ ] [ ]۰
۴

۱


۲
۳

−۱
۴

= [ ]⇒ BA + ۲I + A
۳

۱
۴
۰

= [ ] + [ ] + [ ]۳
۱

۴
۰

۲
۰


۲


۳

−۱
۴

= [ ]۷
۱۴

۳
۶

= ×A۳A−۱ A۲ A × A−۱
  

I

= I =A۲ A۲ ⇒ | + ۳ |A۳A−۱ A۲ = | + ۳ | = |۴ |A۲ A۲ A۲ = × |A۴۳
|۲ = × =۴۳ ۲ ۴

A Bو وارون‌پذیر ⇒ |A| ≠ ۰ , |B| ≠ ۰ ⇒ |AB| ≠ ۰ ⇒ AB وارون‌پذیر

AB وارون‌پذیر ⇒ |AB| ≠ ۰ ⇒ |A| × |B| ≠ ۰ ⇒ |A| ≠ ۰ , |B| ≠ ۰ ⇒ B Aو وارون‌پذیر
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 ‌  ‌
‌ت( نادرست

 ‌  ‌

‌.)  یا  وارون‌پذیر نیست، )نه هر دو  و 

‌     67

خیر، زیرا دترمینان ماتریس ضرایب صفر است؛ بنابراین محاسبۀ وارون امکان ندارد.   68

 

درواقع معادلات این دستگاه، معادلۀ  خط موازی را نشان می‌دهد که می‌دانیم دو خط موازی نقطۀ برخوردی )جوابی( ندارند.

شرط اینکه دستگاه یک جواب داشته باشد این است که  خط متقاطع باشند.   69

بنابراین داریم:

‌     70

‌     71

‌     72

شرط بی‌شمار جواب  ‌

مطابق شکل دو خط  و  برهم عمودند. مثلث  همواره قائم‌الزاویه می‌باشد. اگر  وسط وتر  باشد، چون میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است، پس:   73

A

M

O B

d

d

A Bو وارون‌پذیر نیستند ⇒ |A| = ۰ , |B| = ۰ ⇒ |AB| = ۰ ⇒ AB وارون‌پذیر نیست

AB وارون‌پذیر نیست ⇒ |AB| = ۰ ⇒ |A| × |B| = ۰ ⇒ |A| = ۰ |B| = یا۰

ABAB

{ ax + by = ۲
cx + dy = −۱

[ ] = [ ] [ ] = [ ]→ x + y = ۱ + ۳ = ۴x

y

۰
۲

−۱


۲
−۱


۳

|A| = = ۴ − ۴ = ۰
∣

∣
∣

۲
−۴

−۱
۲

∣

∣
∣

۲

{ = ≠
۲x − y = ۴
− ۴x + ۲y = ۲


−۴

−۱
۲

۴
۲

۲

{ kx + ۳y = ۴
x − ۲y = ۳

≠ →
k

۱
۳
−۲

k ≠ −
۳
۲

A = [ ] , B = [ ]→ {۳
۴

−۵
۲

۱
۰

۳x − ۵y = ۱
۴x + ۲y = ۱۰

= [ ] =A−۱
۲۶

۲
−۴

۵
۳

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۳

−
۲

۱۳

۵
۲۶
۳

۲۶

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

X = B → X = [ ] = = = [ ]→A−۱

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۳

−
۲

۱۳

۵
۲۶
۳

۲۶

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
۱

۰

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

+
۱

۳
۵۰
۲۶

− +
۲

۱۳
۳۰
۲۶

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۵۲
۶
۲۶
۲۶

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
۲
۱

x = ۲
y = ۱

{ → =
۳x − ۴y = ۱
− x + ۲y = ۱

[ ]۳
−۱

−۴
۲

  
A

[ ]x
y
  
X

[ ]۱

  
B

X = B, = [ ] =A−۱ A−۱
۶ − ۴

۲
۱

۴
۳

⎡

⎣
⎢

۱

۲

۲
۳
۲

⎤

⎦
⎥

⇒ X = [ ] = [ ]
⎡

⎣
⎢

۱

۲

۲
۳
۲

⎤

⎦
⎥ ۱


۳
۲

→ x = ۳
→ y = ۲

: = =
−۲
۴

k

−۶
۲
m

⇒ {m = −۴
k = ۳

dd ′AOBMAB

OM = =
AB

۲
L

۲
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، طول  همواره مقدار ثابت  می‌باشد. پس مکان هندسی  دایره‌ای به مرکز  و شعاع  می‌باشد. توجه کنید که  و  در هر چهار ناحیه ‌بنابراین با جابه‌جای  و 

می‌تواند جابه‌جا شوند. )به‌جز چهار نقطه‌ای که روی دو خط  و  می‌افتد.(

مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله‌اند، عمودمنصف پاره‌خط  است.   74

  و شعاع  است.  مکان هندسی نقاطی که از نقطه  به فاصلۀ 3 واحد باشد، دایره‌ای به مرکز 
بنابراین نقطه برخورد خط عمودمنصف و دایره جواب مسئله است. 

( مسئله دو جواب دارد .  )هماند شکل رو‌به‌رو(  و  ( و دایره یکدیگر را در دو نقطه قطع کند )نقاط   اگر خط عمودمنصف )
اگر ماس شوند مسئله یک جواب دارد و در صورتی که یکدیگر را قطع نکند مسئله جواب ندارد.

 

مطابق شکل ماس‌های رسم‌شده از  برهم عمودند  و شعاع در نقطۀ تماس بر ماس عمود است.    75

ماس‌های رسم‌شده از  برابرند. یعنی: 
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‌پس می‌توان نتیجه گرفت که  مربع می‌باشد. داریم:

 ‌  ‌ ‌

‌پس مکان هندسی  دایره‌ای به مرکز  و شعاع  می‌باشد.

ارتفاع  را رسم می‌کنیم. می‌دانیم که اگر  محل همرسی میانه‌های مثلث  باشد، آنگاه داریم:   76
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در ادامه داریم:

 ‌  ‌

، دو خط موازی با  و به فاصلۀ  از آن در دو طرف  می‌باشد. ، همواره ‌ است. بنابراین مکان هندسی  پس فاصلۀ  از ضلع ثابت 

،  و  مراکز دایره‌های باشند که بر  می‌گذرند: اگر    77
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 می‌باشد.  ‌پس طبق ویژگی مکان هندسی، مکان هندسی مراکز این دایره‌ها، عمودمنصف  خط 
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  78

 ‌مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله‌اند، نیمساز زاویۀ  می‌باشد.

) 1محل برخورد نیمساز  با  و  پاسخ مسئله می‌باشد. )نقاط  و  2
P

Q

N

M

B CD

A

  79

 ‌مکان هندسی نقاطی که از یک خط به فاصلۀ  باشد، دو خط موازی با آن خط و به فاصلۀ  از آن می‌باشد.

مطابق شکل، مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشند، دو خط موازی با  و به فاصلۀ  از آن می‌باشد

و به همین ترتیب برای  .

. ،  و   ، محل برخورد این مکان‌ها، چهار نقطه جواب مسئله می‌باشد یعنی نقاط 
d
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طبق تعریف، مکان هندسی مجموعۀ نقاطی از صفحه است که همۀ آنها یک ویژگی مشترک داشته باشند و همچنین هر نقطه‌ که آن ویژگی را داشته باشد عضو این مجموعه   80
باشد. بنابراین اثبات در دو مرحله و به‌صورت قضیه دو شرطی انجام می‌شود یعنی ابتدا ثابت می‌کنیم هر نقطه‌ای روی نیمساز زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است و هر

نقطه که از دو ضلع زاویه به یک فاصله باشد روی نیمساز آن زاویه قرار دارد.
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MH = MH ′

} ≅
MO = MO
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از  به وسط  وصل می‌کنیم. داریم:
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 ‌می‌دانیم که مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله‌اند، نیمساز زاویۀ  می‌باشد.

( پاسخ مسئله می‌باشد.‌ محل برخورد نیمساز زاویه  با ارتفاع  )نقطۀ 
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‌پس مکان هندسی  دو خط  موازی با  و به فاصلۀ  ) معلوم( از آن می‌باشد.

  87

 ‌مطابق شکل دو خط  و  موازیند.

همۀ نقاطی ماند  که وسط پاره‌خط‌های متکی بر  و  هستند، این ویژگی را دارند که از  و  به یک فاصله‌اند.

  موازی  و  و به فاصلۀ یکسان از آنها می‌باشد. پس مکان هندسی وسط این پاره‌خط‌ها، خط 
{ }

}
h
h

ΔM
Á A

BB´d´
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  88

 ‌مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشند، دایره‌ای به مرکز  و شعاع  می‌باشد.
مکان هندسی نقاطی که از اضلاع زاویه به یک فاصله‌اند، نیمساز زاویه می‌باشد.

محل برخورد این دو مکان پاسخ مسئله هستند.

  مسئله مکن است  نقطه  و  به‌عنوان جواب داشته باشد یا یک نقطه در حالت ماس بودن خط  و دایره و هیچ نقطه در حالتی که 
و دایره همدیگر را قطع نکند.
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Δ
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( آن را قطع کند سطح مقطع حاصل دایره است.  اگر صفحۀ  عمود بر محور سطح استوانۀ )

P

دایره

 اگر صفحۀ  بر محور سطح استوانه‌ای عمود نباشد و آن را قطع کند سطح مقطع حاصل بیضی است.

P

بیضی

 اگر صفحۀ  شامل محور سطح استوانه‌ای یا موازی آن باشد، در دو خط موازی، سطح استوانه‌ای را قطع می‌کند.
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P اگر صفحۀ  ماس بر سطح استوانه‌ای باشد آن را در یک خط قطع می‌کند.

یک خط

  90

فصل مشترک صفحه‌ای شامل محور یک سطح مخروطی، برابر با، دو خط متقاطع در نقطۀ  است )شکل را بینید(.

AA

M

N

  91

. بنابراین مکان هندسی ‌ و شعاع  بر دایرۀ  به مرکز  و شعاع  ماس خارج است و  دایرۀ  به مرکز 

موردنظر دایره‌ای به مرکز  و شعاع  می‌باشد.
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C ))

Ó

C )) ´
r
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مرکز همۀ دایره‌های با شعاع ثابت  که بر خط  ماس‌اند به فاصلۀ  از خط  و در دو طرف آن قرار دارند. بنابراین مکان

هندسی مورد‌نظر دو خط موازی  در دو طرف آن و به فاصلۀ  از آن می‌باشد.
r r r

rr
d

´

 

  93

تعدادی دایرۀ دلخواه که در نقطۀ  بر خط  ماس‌اند رسم می‌کنیم. شعاع گذرنده از  در هر دایره بر خط  عمود است زیرا خط

ماس در نقطۀ تماس بر شعاع دایره عمود می‌باشد. شعاع‌های عمود بر خط  با‌هم موازیند و در نقطۀ  مشترک هستند بنابراین بر‌هم

.)  است) منطبق می‌باشند و خط  شامل آن است. پس مکان هندسی مطلوب خطی عمود بر  در نقطۀ 

d
A

 

توجه: خود نقطۀ  نمی‌تواند مرکز دایره‌ای باشد که در نقطۀ  برخط  عمود است و باید آن را از مکان هندسی موردنظر حذف کرد یعنی پاسخ دقیق خط  به‌جز تک نقطۀ 
می‌باشد ولی در بیشتر سؤال‌ها و تست‌ها این تک نقاط را که باید از مکان هندسی حذف شود در نظر نمی‌گیرند.

نقطۀ تقاطع دو خط  و  را  می‌نامیم. از تقاطع دو خط  و  چهار زاویه با رأس  ایجاد می‌شود که دوبه‌دو متقابل به رأس هستند. مکان هندسی تقاطعی که از   94

ضلع‌های این زاویه‌ها به یک فاصله هستند، نیمساز آنها یعنی خط‌های  و  می‌باشند. دقت کنید که  و  بر‌هم عمودند.
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مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله‌اند، عمود‌منصف  و مکان هندسی نقاطی که از خط  به فاصلۀ  سانتی‌متر باشند، دو خط موازی  به فاصلۀ    95

( و دو خط  و  جواب مسئله است. سانتی‌متر از آن هستند. بنابراین نقطۀ برخورد خط  )عمود‌منصف 
بحث در وجود جواب:

( شکل را بینید.  اگر  یکی از دو خط  و  را قطع کند دیگری را هم می‌کند و مسئله  جواب دارد. )نقاط  و 
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 اگر  با دو خط  موازی باشد مسئله جواب ندارد. ) بر  عمود است.(
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 اگر  بر یکی از دو خط  یا  منطبق باشد، مسئله بی‌شمار جواب دارد.
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    96

درست - محل برخورد عمودمنصف‌های  و 

درست

نادرست - در صورتی درست است که چهار نقطه روی یک دایره باشند.

مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  سانتی‌متر باشد یک دایره به مرکز  و شعاع  سانتی‌متر است. این دایره را رسم می‌کنیم. نقاطی که از خط  به فاصلۀ    97

سانتی‌متر باشد. دو خط  و  در طرفین خط  و به‌موازات  است، این دو خط را رسم می‌کنیم. محل برخورد دو خط  و  با دایره، مطابق شکل، جواب مسئله است.

اگر یکی از دو خط  یا  دایره را قطع کند، مسئله  جواب دارد.

اگر یکی از دو خط  و  بر دایره ماس باشد، مسئله  جواب دارد.

اگر هیچ‌یک از دو خط  و  دایره را قطع نکند، مسئله جواب ندارد.

A

d

d

d

مکان هندسی نقاطی که از اضلاع زاویه به یک فاصله می‌باشد، نیمساز آن زاویه است. محل برخورد نیمساز با دایره جواب مسئله است. مسئله می‌تواند دو جواب  و    98
یا یک جواب و یا بدون جواب باشد.
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مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشند، دو خط  و  موازی با آن و به فاصلۀ  می‌باشد.   99
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‌همچنین مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشد، دایره‌ای به مرکز  و شعاع  می‌باشد. محل برخورد دایره و  و  پاسخ مسئله است.

در شکل رسم‌شده، چهار نقطۀ  و  و  و  پاسخ مسئله هستند. برای یافتن بقیۀ حالت‌ها باید در نظر بگیریم که دو خط  و  در چه حالت‌های دایره را قطع می‌کند.
این دو خط می‌تواند دایره را در هیچ، یک، دو، سه یا حداکثر چهار نقطه قطع کند.

، ارتفاع ذوزنقه  می‌باشد. مطابق شکل در ذوزنقه    100
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،  و  باشد داریم: اگر  نقطه‌ای باشد که نسبت فاصلۀ آن از  و 

 ‌

( برابر با  و از  برابر با  می‌باشد. می‌دانیم که مکان هندسی نقاطی که از خطی به فاصلۀ  باشند، دو خط موازی با آن خط و به ‌پس فاصلۀ  از  )خط  روی 

فاصلۀ  از آن است. پس مکان هندسی نقاطی مثل  و  دو خط  و  موازی با  )یا امتداد آن( و  )یا امتداد آن( می‌باشد. محل برخورد این خطوط و ساق‌های

، چهار نقطۀ  و  و  و  پاسخ مسئله است.  و 

مطابق شکل مربع  به طول ضلع  را داریم. طول قطر این مربع  و به همین ترتیب:   101
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می‌دانیم که مکان هندسی نقاطی که از یک خط به فاصۀ  باشند، دو خط موازی با آن خط و به فاصلۀ  از آن است. بنابراین نقاطی که از  به فاصلۀ ‌ باشند، دو خط  و 

، پس دو خط  و  درون مربع رسم شده و اضلاع مربع را در چهار نقطۀ   قطع می‌کند. موازی با  و به فاصلۀ  از آن است. از آنجا که 

مکان هندسی نقاطی که از خط  به فاصۀ  باشند، دو خط موازی با آن و به فاصلۀ  از آن است.   102
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H

O

M

K

‌بنابراین مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشند، دو خط  و  موازی با آن و به فاصلۀ  از آن می‌باشد. به همین شکل، مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ 

باشند، دو خط  و  موازی با آن و به فاصلۀ  از آن می‌باشد. محل برخورد دوبه‌دوی این خطوط پاسخ مسئله است.

از آنجا که تنها برخورد درون زاویه پاسخ است پس تنها جواب مسئله نقطۀ  می‌باشد.

مطابق شکل فاصلۀ نقطۀ  از  برابر با  می‌باشد. وسط  را نقطۀ  در نظر می‌گیریم. داریم:   103

Δ

Δ

d

A

L

H K B 6

6

M

‌برای پاره‌خط دلخواهی مثل  هم داریم:

‌ و  وسط   ‌  ‌  ‌

، دو خط  و  موازی با  و به فاصلۀ  از آن ، فاصله‌ای به اندازۀ ثابت  از  دارند. بنابراین مکان هندسی وسط پاره‌خط‌های مثل  ‌پس همۀ نقاطی مثل 

می‌باشد. )برای خط  یادمان باشد که نقطۀ  را پاین خط  در نظر می‌گیریم.(

اگر دایره‌ای در ناحیۀ چهارم بر محورها ماس باشد، مرکز آن به‌صورت  می‌باشد که  شعاع دایره است. داریم:   104

‌

چون دایره از نقطۀ  می‌گذرد پس بر محورهای مختصات ناحیۀ اول ماس است.   105

R

R

O

‌معادلۀ چنین دایره‌ای برابر است با:

 ‌  ‌  ‌  ‌

 ‌

نکته: معادلۀ  هنگامی نمایش یک نقطه است که:      106
پس:

‌

، دایرۀ  را قطع کند، آنگاه فاصلۀ  تا این خط کمتر از شعاع دایره می‌باشد:  اگر خط    107

O

H A

R

‌

Ox۲d۱d
′

۱۲Oy۲

d۲d
′

۲

M

Ad۱۲cmAHL

AL = LH = = ۶cm
۱۲


AB

AB M MK||AH ⇒ = =
MK

AH

BM

AB

۱
۲
⇒ MK =

AH

۲
= = ۶cm

۱۲


M۶cmdABΔΔ′d۶cm

Δ′Ad

O(R, −R)R

O ∈ d ⇒ −R = ۳R − ۸ ⇒ R = ۲ O(۲, و(۲−

(x − ۲ + (y + ۲ = :معادلۀ دایره۴ )۲ )۲

A(۱, ۲)

+ =(x − R)۲ (y − R)۲ R۲ + =− →−−
(۱,۲)

(۱ − R)
۲

(۲ − R)
۲

R۲ ⇒ − ۲R + ۱ + − ۴R + ۴ =R۲ R۲ R۲ ⇒ − ۶R + ۵ = ۰R۲ ⇒ R = ۱ R = یا۵

S = πR۲ ⇒ = π = ۲۵πS۱ S۲یا

+ + ax + by + c = ۰x۲ y ۲+ = ۴ca۲ b۲

+ (−۲ = ۴ × ۴ ⇒ + ۴ = ۱۶ ⇒ = ۱۲ ⇒ a = ±۲a۲ )۲ a۲ a۲ ۳
−−

√

LCOOH < R
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 :‌»  معادلۀ »

 :‌» معادلۀ »

‌ :‌»  معادلۀ »

 :‌» معادلۀ »

Oˊ

1

43
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Ŕ_ ,Ŕ

y

x

O R_ ,R

O R _, R1 1 1O Ŕˊ_ , Ŕˊ

  109

از آنجای که دایره بر خط  ماس است مطابق شکل داریم:
 

R
O

H 3
x+4y - 5 =0

d :

‌

‌در نتیجه معادله دایرۀ برابر است با:

110  

H

R

O

x y+ =3 4 0

  111

  112

OH = = < ۱ ⇒ |۹ + c| < ۵
|۳ × ۳ + ۴ × ۰ + c|

+۳۲ ۴۲
− −−−−−

√

|۹ + c|

۵

⇒ −۵ < ۹ + c < ۵ ⇒ −۱۴ ≤ c ≤ −۴

۱(x − R + (y − R =)۲ )۲ R۲

(x + + (y − =R′)۲ R′)۲ R′۲

۳(x + + (y + =R′′)۲ R′′)۲ R′′۲

۴(x − + (y + =R۱)
۲ R۱)

۲ R۱
۲

۳y + ۴x = ۵

d : ۳y + ۴x − ۵ = ۰ O(۰, و(۰

OH = R = = = ۱
|۳ × ۰ + ۴ × ۰ − ۵|

+۳۲ ۴۲
− −−−−−

√

۵


: + = معادلۀ دایره۱ x۲ y ۲

۳x + ۴y = ۰

OH = R = = = ۲ ⇒ (x − ۲ + (y − ۱ = ۴
|۳ × ۲ + ۴ × ۱

+۳۲ ۴۲
− −−−−−

√

۱۰
۵

)۲ )۲

R = OA = = ⇒ (x − ۱ + (y − ۱ = ۵(۳ − ۱ + (۲ − ۱)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ ۵
−−

√ )۲ )۲

(x + ۱ + (y − ۱ = :معادلۀ دایره۴ )۲ )۲
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نمودار این دایره به‌صورت زیر است؛ مطابق شکل از  ناحیه مختصات دایره می‌گذرد.

x

y

O
B

A

Á

B´

برای یافتن تقاطع دو خط داریم:   113

‌

‌در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

  114

‌

‌در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

، مرکز دایره می‌باشد. داریم: می‌دانیم که وسط    115

)قطر( می‌باشد. داریم: ‌همچنین شعاع دایره برابر نصف طول پاره‌خط 

‌

‌در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

( نشان داد. چون طول نقطۀ  برابر با  می‌باشد. از آنجا که مرکز دایره روی خط  می‌باشد. پس می‌توان مختصات  را به‌صورت )   116
 شکل زیر را در نظر می‌گیریم، پس داریم:

 

‌

‌در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

۴

{ ⇒ ۲x + ۱ = x − ۲ ⇒ x = −۳ y = −۵ ⇒ O(−۳, −۵)y = x − ۲
y = ۲x + ۱ و :مرکز دایره

(x + ۳ + (y + ۵ = :معادلۀ دایره۹ )۲ )۲

AB = ۸ ⇒ AH = BH = = ۴,OB = R
۸
۲

OH = = = A + O ۱۶ + =
|۲ × ۱ − ۲ − ۱|

+ (−۱۲
)۲

− −−−−−−−−
√

۱

۵
−−

√
و R۲ H ۲ H ۲ = ============

AH=۴ OH=و
۱

۵
−−

√ ۱
۵

۸۱
۵

(x − ۱ + (y − ۲ :معادلۀ دایره= )۲ )۲ ۸۱
۵

AB

O : ⇒ O : ⇒ O :

∣

∣

∣
∣
∣
∣

=xO
+xA xB

۲

=yO
+yA yB

۲

∣

∣

∣
∣
∣
∣

= =xO
۲ + ۱

۲
۳
۲

= = ۱yO
۳ − ۱

۲

∣

∣

∣
∣
∣

۳
۲
۱

AB

۲R = AB = = = ⇒ R =(۲ − ۱ + (۳ − (−۱))۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۱ + ۱۶
− −−−−−

√ ۱۷
−−

√
۱۷
−−

√

۲

(x − + (y − ۱ :معادلۀ دایره=
۳
۲
)۲ )۲ ۱۷

۴
x = y + ۲Oα + ۲,αO۵

α + ۲ = ۵ ⇒ α = ۳ ⇒ O(۵, ۳) ⇒ R = ۳

(x − ۵ + (y − ۳ = :معادلۀ دایره۹ )۲ )۲
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 مطابق شکل داریم:

R

O (3 1 (ʼ
A (0 3 (

ʼ

‌

‌در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

  118

نقطۀ  در این مکان هندسی را در نظر می‌گیریم. داریم:

‌

‌پس مکان هندسی دایره‌ای به مرکز  و شعاع  می‌باشد.

  119

نقاط داخل دایره با مختصات صحیح

  120

    :شرط معادلۀ دایره بودن

اوّل اینکه باید ضرایب  و  یکسان باشد. پس:    121
داریم:

‌

‌شرط اینکه دایره باشد این است که:

‌

  122

( اگر و به بیان دیگر  باشد، معادلۀ دایره‌ای به مرکز  و شعاع  می‌باشد.

( اگر  باشد، نمایش نقطۀ  می‌باشد.

  باشد، نمایش هیچ نقطه‌ای از صفحه نمی‌باشد.‌ ( اگر 

  123

OA = R = = ۵(۳ − ۰ + (−۱ − ۳)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√

(x − ۳ + (y + ۱ = :معادلۀ دایره۲۵ )۲ )۲

M(x, y)

MA = ۲MB ⇒ = ۲(x − ۷ + (y − ۱)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ (x − ۱ + (y − ۴)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

− ۱۴x + ۴۹ + − ۲y + ۱ = ۴ − ۸x + ۴ + ۴ − ۳۲y + ۶۴x۲ y ۲ x۲ y ۲

⇒ ۳ + ۶x + ۳ − ۳۰y + ۱۸ = ۰x۲ y ۲

⇒ + ۲x + − ۱۰y + ۶ = ۰ ⇒ (x + ۱ + (y − ۵ = ۲۰x۲ y ۲ )۲ )۲

(−۱, ۵)۲ ۵
−−

√

O(۱, ۰) , r = :مرکز دایره۲ :شعاع دایره

: (۰, ۱), (۱, ۱), (۲, ۱), (۰, ۰), (۱, ۰), (۲, ۰), (۰, −۱), (۱, −۱), (۲, −۱)

+ − ۴c > ۰ →a۲ b۲ ۹ + ۲۵ − ۴a > ۰ → ۴a < ۳۴ → a <
۱۷
۲

x۲y ۲m = ۵

 + ۵ + ۲۰x − ۱۰y + n + ۱ = ۰ ⇒ + + ۴x − ۲y + = ۰x۲ y ۲ x۲ y ۲ n + ۱
۵

+ > ۴c ⇒ + (−۲ > ۴ × ⇒ ۲۰ > ۴ × ⇒ n + ۱ < ۲۵ ⇒ n < ۲۴a۲ b۲ ۴۲
)۲ n + ۱

۵
n + ۱

۵

+ + ax + by + c = ۰x۲ y ۲

(x + − + (y + − + c = ۰
a

۲
)۲ a۲

۴
b

۲
)۲ b۲

۴

⇒ (x + + (y + =
a

۲
)۲ b

۲
)۲ + − ۴ca۲ b۲

۴

۱> ۰
+ − ۴ca۲ b۲

۴
+ > ۴ca۲ b۲O( , )

a

۲
b

۲
R =

+ − ۴ca۲ b۲

۴

− −−−−−−−−−−

√

۲+ = ۴ca۲ b۲M( , )
a

۲
b

۲
۳+ < ۴ca۲ b۲

+ − x + ۲y = ۱ ⇒ ( − x) + ( + ۲y) = ۱ ⇒ (x − − + (y + ۱ − ۱ = ۱x۲ y ۲ x۲ y ۲ ۱
۲
)۲ ۱

۴
)۲
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‌پس این مقطع مخروطی، دایره‌ای به شعاع  و مرکز  می‌باشد.

  125

 )الف

معادلۀ دایره است زیرا ضرایب  و  برابرند و عدد زیر رادیکال برای محاسبۀ شعاع، مقداری مثبت است.

 )ب

زیرا رادیکال عدد منفی است بنابراین معادله، مربوط به دایره نمی‌باشد.

 )ج

ضرایب  و  با یکدیگر برابرند و عدد زیر رادیکال برای محاسبه شعاع مثبت است. بنابراین معادلۀ فوق،
مربوط به دایره است.

y

x

)x_ 3
4

2 41
161) + )y + ) =

2

در معادلۀ ضمنی دایره به‌صورت  مختصات مرکز و اندازۀ شعاع دایره از روابط زیر به‌ دست می‌آید.   126

⇒ (x − + (y + ۱ =
۱
۲
)۲ )۲ ۹

۴
⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

O : ( , مرکز دایره (۱−
۱
۲

R :شعاع دایره=
۳
۲

( − ۶x) + ( + ۴y) − ۳ = ۰x۲ y ۲

(x − ۳ − ۹ + (y + ۲ − ۴ − ۳ = ۰)۲ )۲

⇒ (x − ۳ + (y + ۲ = ۱۶)۲ )۲

۴O(۳, −۲)

+ − ۲x − ۶y − ۱ = ۰x۲ y ۲

R = = =
۱
۲

+ − ۴(−۱)(−۲)۲
(−۶)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√
۴
−−

√

۲
۱
−−

√

O(− , − ) = (۱, ۳)
−۲


−۶
۲

x۲y ۲

+ = ۱(x − ۱)۲
(y − ۳)۲

+ + ۲x + ۳y + ۴ = ۰x۲ y ۲

R = =
۱
۲

+ − ۴ × ۴۲ ۳۲
− −−−−−−−−−−−−

√ ۱
۲

−۳
−−−

√

۲ + ۲ − ۳x + ۴y − ۲ = ۰ + − x + ۲y − ۱ = ۰x۲ y ۲ −→
÷۲

x۲ y ۲ ۳
۲

R = = =
۱
۲

( + − ۴(−۱)
−۳
۲

)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√
۱
۲

۴۱
۴

−−−

√
۴۱
−−

√

۴

O = (− , − ) = ( , −۱)

−۳
۲
۲

۲


۳
۴

x۲y ۲

+ + ax + by + c = ۰y ۲ x۲

O(− , − ) = (− , − )
x ضریب

۲

y ضریب

۲
a

۲
b

۲

R =
۱
۲

+ − ۴ca۲ b۲
− −−−−−−−−−

√
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 ‌مطابق شکل داریم:

R R
O A MB

 

‌

نقطۀ  درون دایره قرار دارد.   128

نقطۀ  درون دایره قرار دارد.

نقطۀ  بیرون دایره قرار دارد.

نقطۀ  روی دایره قرار دارد.

  129
 مطابق شکل داریم:

R
O

T

M

‌

‌در نتیجه مطابق شکل طول ماس  برابر است با:

مرکز دایره محل برخورد دو خط می‌باشد:   130

H

R

O

x y+ =34 0_6

 

‌

‌

+ + ۲x − ۴y + ۱ = ۰ → O(− , − ) = (−۱, ۲)x۲ y ۲


−۴
۲

R = = = ۲
۱
۲

+ − ۴(۱)۲
(−۴)۲− −−−−−−−−−−−−−−

√ ۴
۲

R : OM = d ⇒ و شعاع دایره}
AM = d − Rنزدیک‌ترین فاصله:

BM = d + Rدورترین فاصله:
+ + ۲x − ۱ = ۰ ⇒ (x + ۱ − ۱ + − ۱ = ۰x۲ y ۲ )۲ y ۲

⇒ (x + ۱ + = ۲ ⇒ O(−۱, ۰) R =)۲ y ۲ و ۲
−−

√

d = OM = = ۲(۱ − (−۱) + (۲ − ۰)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۲
−−

√

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

AM = d − R = ۲ − =۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

BM = d + R = ۲ + = ۳۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

A

A(−۱, −۱) → + − ۲(−۱) + ۴(−۱) − ۵ = −۵ < ۰(−۱)۲
(−۱)۲

B

B(۱, −۲) → + − ۲ × ۱ + ۴ × (−۲) − ۵ = −۱۰ < ۰۱۲
(−۲)۲

C

C(۲, ۳) → + − ۲ × ۲ + ۴ × ۳ − ۵ = ۱۶ > ۰۲ ۳۲

D

D(۴, −۱) → + − ۲ × ۴ + ۴ × (−۱) − ۵ = ۰۴۲
(−۱)۲

+ + x − ۲y − ۱ = ۰ ⇒ (x + − + (y − ۱ − ۱ − ۱ = ۰x۲ y ۲ ۱
۲
)۲ ۱

۴
)۲

(x + + (y − ۱ = ⇒ O(− , ۱) R = (۱)
۱
۲
)۲ )۲ ۹

۴
۱
۲

و
۳
۲

MO = = = (۲)(۱ − (− ) + (−۲ − ۱

۲

)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ + ۹

۴

− −−−−

√
۴۵
−−

√

۲

MT

M = O − − = = ۹ ⇒ MT = ۳T ۲ M ۲ R۲ − →−−−−
(۱) و(۲) ۴۵

۴
۹
۴

۳۶
۴

O : { ⇒ O : {x − y = ۳
x + y = ۱

۲
−۱

OH = =
|۴ × ۲ + ۳ × (−۱) − ۶|

+۴۲ ۳۲
− −−−−−

√

۱
۵
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H AB

R
O

1 x y =+ _ 01 1

  132
 مطابق شکل داریم:

O

A

(0 0 (ʼ

d
(4 3 (ʼ

‌

  133

H شرط اینکه خط  دایره را قطع نکند این است که  باشد. داریم:

R

O

3 x y m=0
4

+

 

فاصلۀ  تا خط  برابر شعاع دایره است.   134

H

O ) )2 1و

x3 + 4 y
= 0

: (x − ۲ + (y + ۱ معادلۀ دایره= )۲ )۲ ۱
۲۵

x + y − ۱ = ۰

OH = = AH = BH = ۱
| − ۱ − ۱ − ۱|

+۱۲ ۱۲
− −−−−−

√

۳

۲
−−

√
و

= A + O ⇒ = ۱ + =R۲ H ۲ H ۲ R۲ ۹
۲

۱
۲

: (x + ۱ + (y + ۱ معادلۀ دایره= )۲ )۲ ۱
۲

OA ⊥ d ⇒ × = −۱mOA md

= = ⇒ = − A(۴ ۳)mOA

۳ − ۰
۴ − ۰

۳
۴

md

۴
۳

و و

⇒ d : (y − ۳) = − (x − ۴)
۴
۳

dOH > R

+ − ۲x − ۴y + ۱ = ۰ ⇒ ( − ۲x + ۱) + ( − ۴y) = ۰x۲ y ۲ x۲ y ۲

(x − ۱ + (y − ۲ = ۴ ⇒ O(۱, ۲) R = ۲)۲ )۲ و

OH = = > ۲ ⇒ |m − ۵| > ۱۰
|۳ × ۱ − ۴ × ۲ + m|

+ (−۴۳۲ )۲
− −−−−−−−−

√

|m − ۵|
۵

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

m − ۵ > ۱۰ ⇒ m > ۱۵
یا
m − ۵ < −۱۰ ⇒ m < −۵

O۳x + ۴y = ۰

R = OH = = = ۲
|(۳ × ۲) + (۴ × ۱)|

+۳۲ ۴۲
− −−−−−

√

۱۰
۵
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معادلۀ دایره را می‌نویسیم:

  135

 )الف

خط بر دایره ماس است.  

 )ب

 

خط، دایره را قطع نمی‌کند.  

  136

‌حالت اوّل(  و  ماس خارج باشند:

‌

‌حالت دوم(  و  ماس داخل باشند:

‌

مختصات مرکز و اندازۀ شعاع را برای دایرۀ  به‌ دست می‌آوریم:   137

طول خط‌المرکزین دو دایره  برابر است با:

برای اینکه دو دایره ماس خارج باشند باید داشته باشیم:

معادلۀ دایره را با استفاده از مختصات مرکز  و اندازۀ شعاع  می‌نویسیم:

  138

 )الف

+ = = ۴(x − ۲)۲
(y − ۱)۲

+ = ۲ → O(۰, ۰) , R =x۲ y ۲
−−

√

x + y − ۲ = ۰ (O) = = از خط= فاصلۀ مرکز دایرۀ
|۰ + ۰ − ۲|

+۱۲ ۱۲
− −−−−−

√

۲


−−

√
۲
−−

√

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

→

+ − ۲y − ۳ = ۰ → O(− , − ) = (۰, ۱)x۲ y ۲ ۰
۲

−۲


R = = = ۲
۱
۲

+ − ۴(−۳)۰۲
(−۲)۲− −−−−−−−−−−−−−−−

√ ۴
۲

x + y − ۴ = ۰ (O) = = × از خط= فاصلۀ مرکز دایرۀ
|۰ + ۱ − ۴|

+۱۲ ۱۲
− −−−−−

√

۳

۲
−−

√

۲
−−

√

۲
−−

√

۳ ۲
−−

√

۲

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

− →−−−−−

>۲
۳ ۲

−−
√

۲

+ − ۴x − ۶y + ۴ = ۰ ⇒ ( − ۴x + ۴) + ( − ۶y) = ۰x۲ y ۲ x۲ y ۲

⇒ (x − ۲ + (y − ۳ − ۹ = ۰ ⇒ (x − ۲ + (y − ۳ = ۹ ⇒ O(۲, ۳) R = ۳)۲ )۲ )۲ )۲ و

C
′C

O = d = R + ⇒ = ۳ + ⇒ ۵ = ۳ + ⇒ = ۲O′ R′ (۵ − ۲ + (۷ − ۳)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ R′ R′ R′

: (x − ۵ + (y − ۷ = ۴C ′ )۲ )۲

C ′C

O = d = |R − | ⇒ ۵ = |۳ − | ⇒ ۳ − = ۵ ۳ − = −۵O′ R′ R′ R′ یا R′

⇒ = −۲( ) = ۸ ⇒ (x − ۵ + (y − ۷ = ۶۴R′ غ ق ق ′Rیا )۲ )۲

+ − ۲x + ۲y = ۰x۲ y ۲

(− ,− ) = (− ,− ) = (۱, −۱)O′
x ضریب

۲

y ضریب

۲
−۲


۲


= = =R′
۱
۲

+ − ۴ × ۰(−۲)۲ − −−−−−−−−−−−−−−−
√

۲
−−

√

۲
۲
−−

√

(O )O′

O = = = ۲O′ +(−۱ − ۱)۲
(۱ − (−۱))۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۴ + ۴
− −−−−

√ ۲
−−

√

O = R + → ۲ = R + → R =O′ R′ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

O(−۱, ۱)R = ۲
−−

√

+ = → + = ۲(x − (−۱))۲
(y − ۱)۲

( )۲
−−

√
۲

(x + ۱)۲
(y − ۱)۲

+ − ۲x = ۱ → O(− , ) = (۱, ۰)x۲ y ۲ −۲


۰
۲

R = = = =
۱
۲

+ − ۴ca۲ b۲
− −−−−−−−−−

√
۱
۲

+ − ۴(−۱)(−۲)۲
(۰)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√
۲

−−
√

۲
۲
−−

√

+ = ۱ → (۰, ۰) , = ۱x۲ y ۲ O′ R′

→ |R − | < O < R + →

O = = ۱O′ +(۱ − ۰)۲
(۰ − ۰)۲− −−−−−−−−−−−−−−−

√

R + = + ۱R′ ۲
−−

√

|R − | = − ۱R′ ۲
−−

√

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

R′ O′ R′ دو دایره متقاطع هستند .
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 )ب

  139

 )الف

دو دایره ماس خارج هستند.  

 )ب

مطابق شکل،  بیشترین و  کمترین فاصلۀ نقاط بیضی از کانون‌ها هستند. داریم:   140

‌

  141
B

c c
F FO

 ‌  ‌

 ‌  ‌ ‌

  142

+ = ۴ O(۰, ۰) , R = ۲x۲ y ۲

+ − ۸x − ۴y + ۱۹ = ۰ (− ,− ) = (۴, ۲)x۲ y ۲ O′
−۸
۲

−۴
۲

R = = = = ۱

۲

+ − ۴ × ۱۹(−۸)۲
(−۴)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۱
۲

۶۴ + ۱۶ − ۷۶
− −−−−−−−−−−

√
۴
−−

√

۲

}→ O > R + →
O = = = = ۲O′ +(۴ − ۰)۲

(۲ − ۰)۲− −−−−−−−−−−−−−−−
√ ۱۶ + ۴

− −−−−−
√ ۲۰

−−
√ ۵

−−
√

R + = ۲ + ۱ = ۳R′
O′ R′ دو دایره متخارج هستند.

+ − ۴x − ۶y − ۳ = ۰ → O(− ,− ) = (۲, ۳)x۲ y ۲ −۴
۲

−۶
۲

R = = = = = ۴
۱
۲

+ − ۴(−۳)(−۴)۲
(−۶)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۱
۲

۱۶ + ۳۶ + ۱۲
− −−−−−−−−−−

√
۶۴
−−

√

۲
۸
۲

+ − ۱۰x − ۱۴y + ۷۳ = ۰ → (− ,− ) = (۵, ۷)x۲ y ۲ O′
−۱۰

۲
−۱۴

۲

= = = = ۱R′
۱
۲

+ − ۴ × ۷۳(−۱۰)۲
(−۱۴)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√
۴
−−

√

۲
۲


O = = = ۵O′ +(۵ − ۲)۲
(۷ − ۳)۲− −−−−−−−−−−−−−−−

√ +۳۲ ۴۲
− −−−−−

√

{ → O = R + →
O = ۵O′

R + = ۴ + ۱ = ۵R′
O′ R′

+ = ۹ → O(۰, ۰),R = ۳x۲ y ۲

+ − ۲x + ۲y + ۱ = ۰ → (− ,− ) = (۱, −۱)x۲ y ۲ O′
−۲
۳

۲


= = ۱R′
۱
۲

+ − ۴ × ۱(−۲)۲
(۲)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−

√

}→ O < |R − | →
O = =O

′
+(۱ − ۰)۲

(−۱ − ۰)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−
√ ۲

−−
√

|R − | = |۳ − ۱| = ۲R
′

O′ R′ دو دایره متداخل هستند.

AFFA′

A = ۲a ⇒ OA = O = a ⇒ AF = = a − cA′ A′ A′F ′

⇒ A = AF + F (a − c) + ۲c = a + cF ′ F ′ = ===========
A =a−c F =۲cF ′ و F ′

۱۲۰∘

۲a = ۲ × ۲b ⇒ a = ۲bفرض:

= +a۲ b۲ c۲ ⇒ ۴ = +b۲ b۲ c۲ ⇒ = ۳ ⇒ c = bc۲ b۲ ۳
−−

√

: tanO = =BOF ′
Δ

B̂F ′ c

b
۳
−−

√ ⇒ O =B̂F ′ ۶۰∘
⇒ F = ۲ × =B̂F ′ ۶۰∘ ۱۲۰∘
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FF´ O
c

b

b
ca

‌

طبق روابط بیضی داریم:   143

FFˊ O cc

M

‌

‌

  روی بیضی قرار دارد. داریم: 144

‌

  145

بنابر قضیه حمار در مثلث  داریم:

 
F´ F

E

M

  146

 عمود‌منصف  است و هر نقطۀ روی عمود‌منصف از دو سر پاره‌خط به یک فاصله است. بنابراین:

 

FF´

B

AA´
O

B´

  147

FF´A´ A

 

  148

{
: ۲a = ۱۲ ⇒ a = :قطر بزرگ۶
۲b = ۶ ⇒ b = :قطر کوچک۳

⇒ = − = ۳۶ − ۹ = ۲۷ ⇒ c = ۳ ⇒ OF = :می‌دانیم۳ c۲ a۲ b۲ ۳
−−

√ ۳
−−

√

{ ⇒ MF = ۷ ۳ M = ۳ ۷MF + M = ۱۰F ′

MF × M = ۲۱F ′ یا و F ′ یا

M

{ ⇒ { ⇒ MF × M = (a − b)(a + b) = − =
MF + M = ۲aF ′

MF − M = ۲bF ′

MF = a + b

M = a − bF ′
F ′ a۲ b۲ c۲

EMF

ME + MF > EF (ME + E ) + MF > EF + E− →−−
+EF ′

F ′ F ′

M + ME > ۲a− →−−−−−−
EF+E =۲aF ′

F ′

BB′FF ′

}→ BF = B = a
BF = BF ′

BF + B = ۲aF ′ F ′

}→ OF = O = c
F = OF + O = ۲cF ′ F ′

OF = OF ′
F ′

B F : O + O = B → O + = → OB =O
△

B۲ F ۲ F ۲ B۲ c۲ a۲ −a۲ c۲
− −−−−−

√

}→ B = ۲OB = ۲B = OB + OB′ B′

OB = OB′ B′ −a۲ c۲
− −−−−−

√

AF =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

A → AF + A = ۲a ⇒ AF + (AF + F ) = ۲a ⇒ AF = (۲a − F ) روی بیضی(۱) F ′ F ′ ۱
۲

F ′

→ + F = ۲a ⇒ + ( + F ) = ۲a ⇒ = (۲a − F ) ′Aروی بیضی(۲) A′F ′ A′ A′F ′ A′F ′ F ′ A′F ′ ۱
۲

F ′
− →−−−
(۲) ,(۱)

A′F ′
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،  می‌نامیم. در ذوزنقۀ  پاره‌خطی نقطۀ دلخواه  را روی بیضی در نظر می‌گیریم و بازتاب آن را نسبت به عمود‌منصف 
که وسط‌های دو قاعده را به‌ هم وصل می‌کند بر آنها عمود است. بنابراین ذوزنقه متساوی‌الساقین است و دو ساق و دو قطر آن برابرند

یعنی:
F

M

F´ O

M´H

چون بازتاب نقطۀ دلخواه  نسبت به عمود‌منصف  روی بیضی قرار می‌گیرد بنابراین عمود‌منصف  محور تقارن بیضی است.

  149

 ،) نقطۀ دلخواه  را روی بیضی در نظر می‌گیریم و بازتاب آن را نسبت به محل برخورد محورهای تقارن بیضی )نقطۀ 
می‌نامیم.

F

M

F´ O

M´

چهارضلعی  متوازی‌الاضلاع است زیرا قطرهایش یکدیگر را نصف کرده‌اند. 

 روی بیضی قرار دارد 

چون بازتاب نقطۀ دلخواه  نسبت به  روی بیضی قرار می‌گیرد بنابراین نقطۀ  )محل برخورد دو محور تقارن بیضی( مرکز تقارن است.

مطابق شکل نقطۀ  مرکز بیضی می‌باشد.    150

1

1 4

4

A(4ʼ1 (

x

y

O

B

O( 1ʼ1 (-

‌

‌

  151
 شکل روبه‌رو را در نظر می‌گیریم. داریم:

A A´ F´ Fc c
O

 

‌

  152

MFF ′M ′M FM ′ F ′

} = + F →
M = FF ′ M ′

MF = M ′F ′ − →−−−−−−−−
جمع می‌کنیم

طرفین دو معادله را با‌هم
MF + MF ′

  
۲a

M ′F ′ M ′ روی بیضی قرار دارد M ′

MFF ′FF ′

MOM ′

MFM ′F ′}→
O = OMM

′

OF = OF
′

M ′→ { = F + →
M = FF ′ M ′

MF = F ′M ′ − →−−−−−−−
جمع می‌کنیم

طرفین دو معادله را
M + MFF ′

  
۲a

M ′ F ′M ′

MOO

OO(−۱, ۱)

OA = a = = ۵ ⇒ = ۲a = ۱۰(۴ − (−۱) + (۱ − ۱)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ قطر بزرگ

OB = b = = ۳ ⇒ = ۲b = ۶(−۱ − (−۱) + (۴ − ۱)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ قطر کوچک

= − = ۲۵ − ۹ = ۱۶ ⇒ c = ۴c۲ a۲ b۲

⇒ = ۲c = ۲ × ۴ = فاصلۀ کانونی۸

AF = a − c F = a + cوA′

A = ۲a = = ۱۰A′ (۷ − (−۳) + (۲ − ۲)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ (طول قطر بزرگ)

۲a = ۱۰ ⇒ a = ۵

⇒ { ⇒ c = ۳ ⇒ ۲c = ۶
AF = = ۲(۷ − ۵ + (۲ − ۲)۲ )۲

− −−−−−−−−−−−−−−−
√

F = = ۸A′ (۵ − (−۳) + (۲ − ۲)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

a − c = ۲
a + c = ۸ :فاصلۀ کانونی

= − ⇒ = ۲۵ − ۹ = ۱۶ ⇒ b = ۴ ⇒ ۲b = ۸b۲ a۲ c۲ b۲ (طول قطر کوچک)
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B

B´

A´ A
O

x = 4- x =2

y =2

y =1

 

 مساحت لوزی 

    153

درست

درست - زیرا هر نقطه روی سهمی از  و  به یک فاصله است.

در شکل مقابل  وتر کانونی است. داریم:   154

A

B

OF F x

xcc
y

 ‌    ‌  ‌ ‌

  155

  156

M

A´ F

N

A

 

                                     

، طول قطر کوچک  و فاصلۀ کانونی  باشد. داریم: اگر طول قطر بزرگ    157

  158

از آنجا که عرضهای کانون‌های بیضی برابرند، پس بیضی افقی می‌باشد. داریم:   159

‌

{
A = ۲ − (−۴) = ۶A

′

B = ۳ − (−۱) = ۴B
′

= A × B = × ۶ × ۴ = ۱۲
۱
۲

A′ B′
۱
۲

ABB′A′

Fd

AB

A =F̂ F ′ ۹۰∘
⇒ { = ۴ +y ۲ c۲ x۲

x + y = ۲a ⇒ y = (۲a − x)
⇒ = ۴ +(۲a − x)

۲
c۲ x۲ ⇒ ۴ + − ۴ax = ۴ +a۲ x۲ c۲ x۲ ⇒ x =

b۲

a
⇒ AB = ۲x =

۲b۲

a

F = ۲c = = ۲ → c =F ′ +(۲ + − (۲ − ))۵
−−

√ ۵
−−

√
۲

(۰, ۰)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۵
−−

√ ۵
−−

√

AF + A = ۲a → + = ۲aF ′ +(۵ − ۲ − )۵
−−

√
۲

۰۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ +(۵ − ۲ + )۵
−−

√
۲

۰۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

→ ۳ − + ۳ + = ۲a → ۳ − + ۳ + = ۲a → ۶ = ۲a → a = ۳∣
∣ ۵

−−
√ ∣

∣
∣
∣ ۵

−−
√ ∣

∣ ۵
−−

√ ۵
−−

√

e = :خروج از مرکز=
c

a

۵
−−

√

۳

MN طول کوتاه‌ترین وتر کانونی=
۲b۲

a

= + → = −a۲ b۲ c۲ b۲ a۲ c۲

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

→ MN = × = ۲a
۲( − )a۲ c۲

a

a

a

−a۲ c۲

a۲

→ MN = ۲a(۱ − ) → MN = ۲a(۱ − )( )
c

a

۲
e۲

a۲b۲c

= + ۱ = + → ۱ = +a۲ b۲ c۲ −→−
÷a۲

( )
b

a

۲
( )
c

a

۲
( )
b

a

۲
e۲

→ = ۱ − → = → b = a( )
b

a

۲
e۲ b

a
۱ − e۲
− −−−−

√ ۱ − e۲
− −−−−

√

B = ۲b = ۲aقطر کوچک: B′ ۱ − e۲
− −−−−

√

A = ۲a = = ۱۲ ⇒ a = ۶ ⇒ = ۲ × ۶ = ۱۲A′ (۱ − ۱ + (۷ − (−۵))۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ قطر بزرگ

e = = = ⇒ c = ۲ ⇒ = ۲ × ۲ = ۴
۵
−−

√

۳
c

a

c

۶
۵
−−

√ فاصلۀ کانونی ۵
−−

√ ۵
−−

√

= − = ۳۶ − ۲۰ = ۱۶ ⇒ b = ۴ ⇒ = ۲ × ۴ = ۸b۲ a۲ c۲ قطر کوچک

F = ۲c ⇒ ۲c = = = ۲ ⇒ ۲c = ۲ ⇒ c =F ′ ( − (− ) + (۱ − ۱۶
−−

√ ۶
−−

√ )۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۲۴
−−

√ ۶
−−

√ ۶
−−

√ ۶
−−

√
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نقطه‌های موردنظر را به‌صورت   در نظر می‌گیریم و فاصلۀ آنها را از نقطۀ  و خط  برابر قرار می‌دهیم.   162

‌

  163

. لذا کانون هاست. با قرار دادن  داریم   این معادله یک سهمی است که دهانۀ آن رو به راست بوده و محور تقارن آن محور 

ها و به معادلۀ  بوده و رأس آن مبدا مختصات است. آن ‌ و خط هادی آن موازی محور 

d

F

y

x

می‌دانیم که سهمی مکان هندسی نقاطی است که از کانون  و خط هادی  به یک فاصله باشد. پس مرکز دایره حتما روی سهمی قرار می‌گیرد و با این ترتیب عکس این   164
مطلب هم درست است.

سهمی مکان هندسی مرکز دوایری است که از نقطه ثابت  می‌گذرد و بر خط ثابت  ماس است.

d

H O

F

‌

. داریم: می‌دانیم که فاصلۀ کانون تا خط‌ هادی برابر است با    165

‌

‌از آنجا که خط هادی  )افقی( است پس سهمی هم قائم بوده و دهانۀ آن به‌سمت پائین می‌باشد. داریم:

‌

‌در نتیجه معادلۀ سهمی برابر است با:

  166

‌می‌دانیم که فاصلۀ کانون تا خط هادی برابر با  می‌باشد. داریم:

‌

‌سهمی افقی است چون هادی آن  می‌باشد و دهانۀ آن به‌سمت چپ باز می‌شود.

۲a = ۶ ⇒ a = ۳ → = + ⇒ ۹ = + ۶ ⇒ b =a۲ b۲ c۲ b۲ ۳
−−

√

= ۲b = قطر کوچک۲ ۳
−−

√

e = :خروج از مرکز=
c

a

۶
−−

√

۳

= × F × MN = × c ×S
FMN

△

۱
۲

F ′
۱

۲
۲

۲b۲

a

= ۲ × × = ۲e
c

a
b۲ b۲

a + c = ۲(a − c) → a + c = ۲a − ۲c → ۳c = a → = → e :طبق فرض )الف=
c

a

۱
۳

۱
۳

= + ۱ = ( + ( → ۱ = ( + (ب) a۲ b۲ c۲ −→−
÷a۲ b

a
)۲ c

a
)۲ b

a
)۲ ۱

۳
)۲

→ = ۱ − = → = → = → =( )
b

a

۲ ۱
۹

۸
۹

b

a

۲
−−

√

۳
۲b
۲a

۲
−−

√

۳
BB′

AA′

۲
−−

√

۳
M(x, y)(۱, −۲)x = ۳

= |x − ۳| → + =+(x − ۱)۲
(y + ۲)۲− −−−−−−−−−−−−−−−

√ (x − ۱)۲
(y + ۲)۲

(x − ۳)۲

→ − ۲x + ۱ + + ۴y + ۴ = − ۶x + ۹ → + ۴y + ۴x − ۴ = ۰x۲ y ۲ x۲ y ۲

x۶ = ۴aa =
۳
۲

F( , ۰)
۳
۲

yx = −
۳
۲

Fd

Fd

۲a

(y − ۴ = ۰) F(−۱, ۲) ۴ − ۲ = ۲ ⇒ ۲a = ۲ ⇒ a = تا خط هادی۱ :فاصلۀ کانون

y = ۴

S(−۱, ۲ + ۱) = (−۱, :رأس سهمی(۳

(x + ۱ = −۴ × (y − ۳) ⇒ (x + ۱ = −۴(y − :معادلۀ سهمی(۳ )۲ )۲

{
x = :خط هادی۴

F(۲, :کانون(۳
۲a

(x − ۴ = ۰) F(۲, ۳) = ۲ ⇒ ۲a = ۲ ⇒ a = تا۱  فاصلۀ

x = ۴
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‌

اگر نقطۀ  روی سهمی باشد، فاصلۀ آن تا خط هادی  و  یکسان می‌باشد. داریم:   167

‌

  168

H

Mˊ

N

Nˊ

F

d

a a
S

M

 

 مربع است

 مربع است

 می‌نامیم.  ،) نقطۀ دلخواه  را روی سهمی در نظر می‌گیریم و بازتاب آن را نسبت به خطی که از کانون بر خط هادی سهمی عمود می‌شود )خط     169

L

M

Mˊ

N

Nˊ
F

d  

 

 روی سهمی قرار دارد 

، محور تقارن است. چون بازتاب  نسبت به خط  روی سهمی قرار می‌گیرد، بنابراین خط 

محور تقارن سهمی   170

از آنجا که  و  دارای عرض‌های برابر هستند، نتیجه می‌گیریم که سهمی افقی می‌باشد. می‌دانیم که فاصلۀ  برابر  می‌باشد. از طرفی با توجه به مختصات  و    171
نتیجه می‌گیریم که دهانۀ سهمی به‌سمت راست می‌باشد. داریم:

‌

‌معادلۀ سهمی برابر است با:

  172

x=1

x

y

S

 

سهمی افقی و دهانۀ آن رو به چپ است بنابراین معادلۀ آن به‌صورت زیر است:   173

  نقطۀ  روی سهمی قرار دارد بنابراین در معادلۀ آن صدق می‌کند.

  :معادلۀ سهمی

S(۲ + ۱, ۳) = (۳, :رأس سهمی(۳

− ۴ × ۱(x − ۳) = (y − ۳ ⇒ (y − ۳ = −۴(x − :معادلۀ سهمی(۳ )۲ )۲

M(x, y)x − ۴ = ۰F(۲, ۱)
(x − ۴ = ۰) M |x − تا|۴ :فاصلۀ

F Mتا :فاصلۀ (x − ۲ + (y − ۱)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

= |x − ۴| ⇒ − ۴x + ۴ + − ۲y + ۱ = − ۸x + ۱۶(x − ۲ + (y − ۱)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ x۲ y ۲ x۲

− ۲y = −۴x + ۱ ⇒ (y − ۱ = −۴x + ۱۲ ⇒ (y − ۱ = −۴(x − ۳)y ۲ )۲ )۲

MNHF → MF = HF = ۲a

FH → F = = ۲aM ′ N ′ M ′ M ′N ′

M = MF + F = ۲a + ۲a = ۴aM ′ M ′

MLM ′

→ = F

MNN ′M ′ →مستطیل است MN = M ′N ′

است L نسبت به خط Mبازتاب → MF = FM ′ M ′

روی سهمی قرار دارد M → MF = MN

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
M ′N ′ M ′

M ′→

MLL

FSFSaFS

FS = = ۴ ⇒ a = ۴(۵ − ۱ + (۳ − ۳)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

(y − ۳ = ۴ × ۴(x − ۱) ⇒ (y − ۳ = ۱۶(x − :معادلۀ سهمی(۱ )۲ )۲

− ۲y = −۸x − ۹ − ۲y + ۱ = −۸x − ۹ + ۱ → = −۸(x + ۱)y ۲ −→
+۱

y ۲ (y − ۱)۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

A(−۱, :مختصات رأس(۱
۴a = ۸ → a = ۲
دهانۀ سهمی رو به چپ است

⇒ x = −۱ + ۲ = :معادلۀ خط هادی۱

}→ = −۴a(x − ۱) → = −۴a(x − ۱)= −۴a(x − α)(y − β)۲

مختصات راس S(۱, ۰)
(y − ۰)۲

y ۲

→ ۱ = −۴a(۰ − ۱) → a =
۱
۴

(۰, ۱)

= −۴ × (x − ۱) → = −(x − ۱)y ۲ ۱
۴

y ۲
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  :معادلۀ خط هادی

  174

‌در نتیجه نقطۀ برخورد برابر است با:

  175

  176

  177

  178

x = ۱ + =
۱
۴

۵
۴

−(x − ۲ = ۱۶y + ۱۶ ⇒ (x − ۲ = −۱۶(y + ۱))۲ )۲

{
S(۲, −۱) ۴a = ۱۶ ⇒ a = :رأس سهمی۴+ و

سهمی قائم و دهانۀ رو به پاین
y = −۱ + ۴ = :خط هادی۳

{ ⇒ x = ۱ ⇒ (۱, ۳)y = ۳
y = ۳x نقطۀ برخورد

− ۶y + ۱۶x + ۲۵ = ۰y ۲

(y − ۳ − ۹ = −۱۶x − ۲۵ ⇒ (y − ۳ = −۱۶x − ۱۶ ⇒)۲ )۲ سهمی افقی است

(y − ۳ = −۱۶(x + ۱) ⇒)۲
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

S = (h, k) = (−۱, ۳)
۴a = ۱۶ ⇒ a = ۴
دهانۀ سهمی رو به چپ

F(h − a, k) ⇒ F(−۱ − ۴, ۳) = (−۵, ۳)

x = h + a = −۱ + ۴ = خط هادی۳

+ ay + x + b = ۰y ۲

(y + − = −x − b ⇒ (y + = −x + − b
a

۲
)۲ a۲

۴
a

۲
)۲ a۲

۴

(y + = −(x − + b)
a

۲
)۲ a۲

۴

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

سهمی افقی و دهانۀ رو به چپ

S( − b, − :رأس سهمی(
a۲

۴
a

۲

۴a = ۱ ⇒ a =
۱
۴

F( − b − ,− ) = (۱, :کانون سهمی(۱
a۲

۴
۱
۴

a

۲

= ۱ ⇒ a = −۲ − b − = ۱ ⇒ b = −
−a

۲
و
(−۲)۲

۴
۱
۴

۱
۴

+ ay + b = x ⇒ (y + − = x − by ۲ a

۲
)۲ a۲

۴

(y + = x + − b ⇒ ( )S : (b − ,− ) = (−۱, ۲)
a

۲
)۲ a۲

۴
رأس سهمی

a۲

۴
a

۲

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= ۲ ⇒ a = −۴−a

۲

b − = −۱ ⇒ b = ۳
(−۴)۲

۴

+ ۹ + ۶xy + ۸ + ۸ − ۱۶x = ۹ + + ۶xyx۲ y ۲ x۲ x۲ y ۲

۸ = ۱۶x − ۸ ⇒ = ۲x − ۱ ⇒ = ۲(x − )y ۲ y ۲ y ۲ ۱
۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

 سهمی افقی و دهانۀ رو به راست

۴a = ۲ ⇒ a =
۱
۲

S = (h, k) = ( , ۰)۱
۲

F = (h + a, k) = (۱, :کانون سهمی(۰

x = h − a = − = ۰ y = k = ۰ xخط هادی:
۱
۲

۱
۲

و :محور تقارن ها  محور
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چون خط هادی  می‌باشد پس سهمی افقی است. فاصلۀ رأس سهمی تا خط هادی برابر با  می‌باشد. داریم:   179

‌
‌با توجه به رأس سهمی و خط هادی، دهانۀ سهمی به‌سمت راست می‌باشد. داریم:

‌

  180

  181

  182

سهمی افقی است 

  :فاصلۀ کانون تا خط هادی

اگر  باشد آنگاه  است و معادلۀ سهمی به‌صورت زیر است:

اگر  باشد آنگاه  است و معادلۀ سهمی به‌صورت زیر است:

  183

سهمی افقی و دهانۀ آن رو به راست است. 

  184

سهمی قائم و دهانۀ آن روبه‌بالا است. 

x = ۲a

(x − ۲ = ۰) A(۳, ۴) = ۳ − ۲ = ۱ ⇒ a = تا خط۱ فاصلۀ

(y − ۴ = ۴ × ۱(x − ۳) ⇒ (y − ۴ = ۴(x − ۳))۲ )۲

− ۴x − ۸y − ۴ = ۰ → ( − ۴x) = ۸y + ۴ ⇒ (x − ۲ − ۴ = ۸y + ۴x۲ x۲ )۲

⇒ (x − ۲ = ۸y + ۸ ⇒ (x − ۲ = ۸(y + ۱))۲ )۲

S = (h, k) = (۲, −۱) ۴a = ۸ ⇒ a = :رأس سهمی۲ و

F(h, a + k) = (۲, −۱ + ۲) = (۲, :کانون سهمی قائم(۱

y = k − a = −۱ − ۲ = :خط هادی۳−

x = + my + n ⇒ + my − x + n = ۰y ۲ y ۲

(y + − − x + n = ۰ ⇒ (y + = x + − n
m

۲
)۲ m۲

۴
m

۲
)۲ m۲

۴

(n − ,− ) = (−۱, :مختصات رأس سهمی(۲
m۲

۴
m

۲

= ۲ ⇒ m = −۴ n − n − = −۱ ⇒ n = ۳
−m

۲
و

m۲

۴
= ====
m=−۴ (−۴)۲

۴

− ۲y + mx + m = ۰ → − ۲y = −mx − my ۲ y ۲

− ۲y + ۱ = −mx − m + ۱ → = −m(x + )−→
+۱

y ۲ (y − ۱)۲ m − ۱
m

۲a = ۲ → a = ۱

|m| = ۴a = ۴

m > ۰m = ۴

= −۴(x + ) → = −۴(x + ) → = −(y − ۱)۲ ۴ − ۱
۴

(y − ۱)۲ ۳
۴

xS
۳
۴

m < ۰m = −۴

= ۴(x + ) → = ۴(x + ) → =(y − ۱)۲ −۴ − ۱
−۴

(y − ۱)۲ ۵
۴

xS
−۵
۴

۲ + ۴y = x − m + ۲y = − + ۲y + ۱ = − + ۱y ۲ −→
÷۲

y ۲ x

۲
m

۲
−→
+۱

y ۲ x

۲
m

۲

→ = (x − m + ۲) →(y + ۱)۲ ۱
۲

→ = + a → = m − ۲ +

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

S(m − ۲, −۱)

۴a = → a =
۱
۲

۱
۸

xF xS
۱۷
۸

۱
۸

→ − = m − ۲ → = m − ۲ → m = ۴
۱۷
۸

۱
۸

۱۶
۸

y = ۲ + mx − ۳ → ۲ + mx = y + ۳ + x = y +x۲ x۲ −→
÷۲

x۲ m

۲
۱
۲

۳
۲

+ x + = y + +− →−−−

+( )m

۴
۲

x۲ m

۲
m۲

۱۶
۱
۲

۳
۲

m۲

۱۶

→ = (y + + ) →(x + )
m

۴

۲ ۱
۲

m۲

۳۲
۳
۴

→ − = ۱ → m = −۴
محور تقارن x = ۱ → = ۱xS

x = −
m

۴

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
m

۴
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  185

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پاین است.  

معادلۀ خطی که از کانون و مبدأ می‌گذرد را می‌نویسیم.

‌

برای تعین معادلۀ وتر مشترک دو سهمی متقاطع، از دستگاه معادلات آنها جملۀ درجۀ  را حذف می‌کنیم.   186

‌

  187

  188

x

y

F

S

 
سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پاین است بنابراین معادلۀ آن به‌صورت زیر است:

‌

  189

سهمی افقی و دهانۀ آن رو به راست است. 

ها در معادلۀ سهمی  قرار می‌دهیم: برای یافتن محل تقاطع سهمی با محور 

A(0 ,0 (

B (0, 4 (-

x

y

 

ها را قطع می‌کند. سهمی در نقاط  و  محور 

  190

+ ۲y + ۱۰ = ۴x → − ۴x = −۲y − ۱۰ − ۴x + ۴ = −۲y − ۶x۲ x۲ −→
+۴

x۲

→ = −۲(y + ۳) →(x − ۲)۲

→ F(۲, −۳ − ) = (۲, − )
۴a = ۲ → a =

۱
۲

مختصات رأس S(۲, −۳)

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
۱
۲

۷
۲

→ = = −
F(۲, − )

۷
۲

O(۰, ۰)

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
mOF

− − ۰۷
۲

۲ − ۰
۷
۴

→ y − ۰ = − (x − ۰) → ۷x + ۴y = ۰
۷
۴

۲

}→ { → −x = x + ۲y → ۲x + ۲y = ۰ → x + y = ۰x + = ۰y ۲

= x + ۲yy ۲
= −xy ۲

= x + ۲yy ۲

+ ۴x = ۳ + ۲y → − ۲y = −۴x + ۳ − ۲y + ۱ = −۴x + ۳ + ۱y ۲ y ۲ −→
+۱

y ۲

→ = −۴(x − ۱) → ۴a = ۴ →(y − ۱)۲ اندازۀ وتر کانونی = ۴

→ S(۲, − + ۱) = (۲, − )
F(۲, − )

۷
۲

a = ۱

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
۷
۲

۵
۲

رأس سهمی:

= −۴(y − (− ))(x − ۲)۲ ۵
۲

→ = −۴(y + )(x − ۲)۲ ۵
۲

→ − ۴x + ۴ = −۴y − ۱۰x۲

→ − ۴x + ۴y + ۱۴ = ۰x۲

+ ۴y = ۲x + ۴y + ۴ = ۲x + ۴y ۲ −→
+۴

y ۲

→ = ۲(x + ۲) →(y + ۲)۲

→
مختصات راس S(−۲, −۲)

۴a = ۲ → a =
۱
۲

⎫
⎭⎬ مختصات کانون F(−۲ + ,−۲) = (− ,−۲)

۱
۲

۳
۲

yx = ۰

= ۲(۰ + ۲) → = ۴(y + ۲)۲
(y + ۲)۲

→ { y + ۲ = ۲ → y = ۰
y + ۲ = −۲ → y = −۴

A(۰, ۰)B(۰, −۴)y
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معادلۀ یک سهمی است که دهانۀ آن روبه‌بالا، رأس آن  و  و در نتیجه  است.  و معادلۀ خط هادی

 و معادلۀ محور سهمی به‌صورت  است.

  191

  192

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به بالا است.

y

x

 

جمله‌های با متغیر  را در یک طرف و سایر عبارت‌ها را در طرف دیگر می‌نویسیم:   193

مختصات رأس 

  194

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پاین است. بنابراین معادلۀ آن به‌صورت زیر است:

  195
سهمی افقی و دهانۀ آن رو به چپ است.

x=6

x

y

SF

 

‌

  196

+ ۳x = y − ۵ + ۳x + = y − ۵ + → = y −x۲ −→−

+
۹
۴
x۲ ۹

۴
۹
۴

(x + )
۳
۲

۲ ۱
۴

(− , )
۳
۲

۱
۴

۴a = ۱a =
۱
۴

F(− , + ) = (− , ۳)
۳
۲

۱
۴

۱
۴

۳
۲

y = − = =
۱
۴

۱
۴

۱۰
۴

۵
۲

x = −
۳
۲

−۲ + ۴x = y + ۳ − ۲x = − −x۲ − →−−
÷(−۲)

x۲ y

۲
۳
۲

− ۲x + ۱ = − − + ۱ → = − (y + ۱)−→
+۱

x۲ y

۲
۳
۲

(x − ۱)۲ ۱
۲

→ { →
سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پاین است
S(۱, −۱)

:محور تقارن سهمی x = ۱

= ۴x + ۸y + ۱۲ → − ۴x = ۸y + ۱۲ − ۴x + ۴ = ۸y + ۱۶x۲ x۲ −→
+۴

x۲

→ = ۸(y + ۲)(x − ۲)۲

}→ F(۲, −۲ + ۲) = (۲, ۰)۴a = ۸ → a = ۲
S(۲, −۲)

x

− ۴x = y − ۵ − ۴x + ۴ = y − ۵ + ۴ → = y − ۱x۲ −→
+۴

x۲ (x − ۲)۲

→ S(۲, ۱)

}→ a = SF = مختصات راس۳
مختصات کانون

S(۰, ۳)
F(۰, ۰)

= −۴(۳)(y − ۳) → = −۱۲(y − ۳) = −۱۲(۰ − ۳)(x − ۰)۲
x۲ −→−

y=۰
x۲

→ = ۳۶ → x = ±۶x۲

}→ ۲a = ۶ − (−۲) = ۸ → a = ۴F(−۲, ۳)
خط هادی x = ۶

⇒ S(−۲ + ۴, ۳) = (۲, :رأس سهمی(۳

= −۴ × ۴(x − ۲) = −۱۶(x − :معادلۀ سهمی(۲ (y − ۳)۲
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y =
5

- 2

x

y

S
F

 

‌  :مختصات رأس

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پاین است.

با توجه به جایگاه رأس و خط هادی در دستگاه مختصات داریم:    197
مختصات کانون به‌صورت زیر است:

x=9

A(4,6 (

x

y

F -1,6 ((

 

دهانۀ سهمی رو به چپ است و معادلۀ آن  می‌باشد و داریم:

‌

با توجه به جایگاه رأس و کانون این سهمی در دستگاه مختصات داریم:   198

A(2,1 (

F(2,5 (

y= 3-

x

y

 

معادلۀ خط هادی  می‌باشد و دهانۀ سهمی روبه‌بالاست.

معادلۀ سهمی به‌صورت  است و داریم:

‌

  199

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پاین است 

F ( (,1 2-

S ( (,1 2

y

x

 

→ ۲a = − − (− ) = = ۱ → a =

F(۲, − )
۷
۲

خط هادی y = −
۵
۲

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۵
۲

۷
۲

۲


۱
۲

S(۲, − + ) = (۲, −۳)
۷
۲

۱
۲

= −۴( )(y − (−۳))(x − ۲)۲ ۱
۲

→ = −۲(y + ۳)(x − ۲)۲

a = ۹ − ۴ = ۵

= − a = ۴ − ۵ = −۱ , = = ۶xF xA yF yA

⇒ F(−۱, ۶)

= −۴a(x − h)(y − k)۲

= −۲۰(x − ۴)(y − ۶)۲

a = − = ۵ − ۱ = ۴yF yA

y = − a = ۱ − ۴ = −۳yA

= ۴a(y − k)(x − h)۲

= ۱۶(y − ۱)(x − ۲)۲

→
}→ = = ۱

S(۱, ۲)
F(۱, −۲)

xS xF

<yF yS

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

SF = a = = ۴+(۱ − ۱)۲
(۲ − (−۲))۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

= −۴ × ۴(y − :معادلۀ سهمی(۲ (x − ۱)۲

⇒ = −۱۶(y − ۲)(x − ۱)۲

61



 در معادلۀ رأس سهمی را منطبق بر مبدأ مختصات در نظر می‌گیریم. اگر قطر دهانۀ دیش برابر  و گودی )عمق( دیش برابر  باشد مختصات نقطۀ    200

 صدق می‌کند.
y

x

B A

S  

‌

بازتاب پرتوهای که موازی محور تقارن سهمی بر آن تابیده می‌شوند از کانون آن عبور می‌کند.   201

سهمی افقی و دهانۀ آن رو به راست است.  

  202

 ‌

 ‌  ‌

  203

  204

سهمی افقی می‌باشد پس عرض رأس سهمی با عرض کانون برابر است . پس کانون آن  می‌باشد، داریم:   205

‌

. داریم: ‌می‌دانیم که 

‌

  و  می‌یابیم که دهانۀ سهمی به‌سمت چپ باز می‌شود. داریم: ‌همچنین از مختصات 

‌

،  و  که مؤلفۀ دوم آنها  است، در نظر گرفتیم. بدیهی است این نقاط روی خطی به‌موازات ، سه نقطه ماند  بر روی صفحۀ    206

ها قرار می‌گیرد و معادلات این خط به‌صورت زیر است: محور 

۲x۰y۰A( , )x۰ y۰

= ۴ayx۲

→ a =
= ۴a → a =x

۲
۰ y۰

x
۲
۰

۴y۰

=x۰
AB

۲

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

( )AB

۲

۲

۴y۰

→ a =
AB۲

۱۶y۰

− y = ۲x + ۱ − y + = ۲x + ۱ + → − y + = ۲x +y ۲ −→−

+
۱
۴
y ۲ ۱

۴
۱
۴

y ۲ ۱
۴

۵
۴

→ = ۲(x + ) →(y − )
۱
۲

۲ ۵
۸

→ F(− + , ) = (− , )

مختصات رأس S(− , )
۵
۸

۱
۲

۴a = ۲ → a =
۱
۲

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۵
۸

۱
۲

۱
۲

۱
۸

۱
۲

کانون سهمی:

= ۴(x − ۱)y ۲ → S(۱, ۰) , F(۲, ۰)

+ = ۹(x − ۲)۲
y ۲ ,{ = ۴x − ۴y ۲

= − + ۴x + ۵y ۲ x۲ → {
x = ۳ ق‌ق
x = −۳ غ‌ق‌ق

M(۳, ۲ ) , (۳, −۲ )۲
−−

√ M ′ ۲
−−

√

OM = OA = a

: O + M = O → + M = → M = − = → MF = bOMF
Δ

F ۲ F ۲ M ۲ c۲ F ۲ a۲ F ۲ a۲ c۲ b۲

۴ + ۴y = ۲x + ۱ ⇒ + y = x +y ۲ y ۲ ۱
۲

۱
۴

(y + − = x + ⇒ (y + = x + = (x + ۱)
۱
۲
)۲ ۱

۴
۱
۲

۱
۴

۱
۲
)۲ ۱

۲
۱
۲

۱
۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

S(−۱, − ) ۴a = ⇒ a :رأس سهمی=
۱
۲ و

۱
۲

۱
۸

سهمی افقی و دهانۀ رو به راست

F(−۱ + ,− ) = (− ,− :کانون سهمی(
۱
۸

۱
۲

۷
۸

۱
۲

x = −۱ − = :معادلۀ خط هادی−
۱
۸

۹
۸

F(α, ۱)

F ∈ (y = −x + ۱) ⇒ ۱ = −α + ۱ ⇒ α = ۰ ⇒ F(۰, ۱)

SF = a

SF = = ۲ ⇒ a = ۲(۲ − ۰ + (۱ − ۱)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

SF

(y − ۱ = −۴(۲)(x − ۲) ⇒ (y − ۱ = −۸(x − :معادلۀ سهمی(۲ )۲ )۲

x = ۱A(۱, ۲, ۰)B(۱, ۲, ۱)C(۱, ۲, ۲)۲

z
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0

x =0
z

y

x

x=1

21 1
A
B
C

‌

( است، رسم شود، فصل مشترک آن‌ با صفحۀ  همان خط موردنظر می‌باشد. ‌در واقع اگر صفحۀ  که موازی صفحۀ  )یا 

نقطۀ  در وجه  قرار دارد؛ در نتیجه داریم:   207

z

C

D

B

A
x

y000

4
2
0

4
00

y= 0

00
2

 

  معادلۀ چهارضلعی 

برای اینکه نقطۀ  روی یال  قرار گیرد؛ داریم:   208

A
B

z

x yO 000

3
4
2

0
3
4

)0 30, , )) 30, , )2  

 :معادلۀ یال 

 

الف(   209

A

D

H

C

G

F

B

E
1
1
2

1
4
2

3
4
2

1
4
2-

3
4
2-

3
1
2-

1
1
2-

3
1
2

 

نقطۀ  بر سه وجه  و  و  قرار دارد پس مختصات  برابر است با:  

به همین ترتیب مختصات بقیه رأس‌ها به‌ دست آمده است.
ب(

  

پ( نقطۀ  فقط بر دو وجه  و  قرار دارد یعنی روی فصل مشترک آنها یعنی روی یال  قرار دارد.

و نقطۀ  فقط بر دو وجه  و  قرار دارد و نقطۀ  بر دو وجه  و  قرار دارد.
ت(

(  :معادلۀ خط     :یال  )پاره‌خط     :خط   :یال 

ث(   

{ x = ۱
y = ۲

y = ۲xozy = ۰x = ۱

(۲n − p − ۱, p − ۱,m + p)ABCD

⎧
⎩⎨

y = ۰ ⇒ p − ۱ = ۰ ⇒ p = ۱
۰ ≤ x ≤ ۲
۰ ≤ z ≤ ۴

ABCD

⇒ { {۰ ≤ ۲n − p − ۱ ≤ ۲
۰ ≤ m + p ≤ ۴ −→−

p=۱ ۲ ≤ ۲n ≤ ۴ ⇒ ۱ ≤ n ≤ ۲
−۱ ≤ m ≤ ۳

(m + n + p, n + ۲, p − ۱)AB

⎧
⎩⎨

y = ۳ → n + ۲ = ۳ → n = ۱
z = ۴ → p − ۱ = ۴ → p = ۵
۰ ≤ x ≤ ۲

AB

⇒ ۰ ≤ m + n + p ≤ ۲ ⇒ ۰ ≤ m + ۶ ≤ ۲ ⇒ −۶ ≤ m ≤ −۴

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

ABCD

ADHE

CDHG

x = ۳ , EFGHوجه:
y = ۱ , BCGFوجه:
z = −۲ , ABFEوجه:

x = :وجه۱
y = :وجه۴
z = :وجه۲

AABCDADHEABEFAA

∣

∣

∣
∣

۳
۱
۲

{
x = → ( , ۲, ۱) , x = → ( , ۲, ۰) , y = → (۲, , −۱)۱

––––
۱
––––

۳
––––

۳
––––

۱
––––

۱
––––

y = → (۲, , ۱) , z = → (۲, ۳, ) , z = → (۲, ۲, )۴
––––

۴
––––

۲
––––

۲
––––

−۲
– ––– ––

−۲
– ––– ––

( , , ۱)۱
––––

۴
––––

x = ۱
––––

y = ۴
––––

FG

( , ۲, )۳
––––

۲
––––

x = ۳z = ۲(۲, , )۴
––––

−۲
– ––– ––

y = ۴
––––

z = −۲
– ––– ––

⎧
⎩⎨

y = ۴
z = ۲
۱ ≤ x ≤ ۳

BF{ ⇒
y = ۴
z = ۲BF

⎧
⎩⎨

x = ۳
z = ۲
۱ ≤ y ≤ ۴

ABAB{ ⇒
x = ۳
z = ۲AB
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            وجه  :    : وجه 

ج(  درون مکعب قرار دارد.

چ(  روی وجه  قرار دارد که روی هیچ یالی قرار نگرفته است.

الف( نادرست است زیرا  در ناحیۀ دوم است.   210

ب( درست است. زیرا:  

.) پ( نادرست. زیرا معادلۀ  معادلۀ یک صفحه است موازی صفحۀ  )یا همان صفحۀ 

ت( درست. در  یعنی  و  مقادیر ثابتی هستند و  هر مقداری می‌تواند اختیار کند. ) نامشخص است.(

‌ها بر صفحۀ شامل دو محور دیگر یعنی بر صفحۀ  عمود است. ‌ها قرار دارد و محور  ث( درست . زیرا این بردار در راستای محور 

‌ها است. ج( نادرست است. زیرا مؤلفۀ  بردار  برابر صفر است، یعنی این بردار در صفحۀ  قرار دارد پس موازی صفحۀ  و در نتیجه عمود بر محور 
  211

الف(

حدود تغیرات طول نقاط، بین  و  و حدود تغیرات عرض نقاط، بین  و  بوده و چهارضلعی  به ارتفاع  قرار دارد. بنابراین:

  

 قرار دارد. ب(  این صفحه،  واحد پاین‌تر از چهارضلعی 

  212

الف( مختصات چند نقطه که در رابطۀ  صدق کند عبارتند از:  و مکان آن نقاط

‌هاست. طبق شکل مقابل روی محور 

x y

z

x =0

O A B

 

‌ها( است. ب( نمودار معادلۀ  یک خط )همان محور 

‌ها است. )صفحۀ  همان صفحۀ  است(.  معادلۀ صفحه‌ای شامل محور 
  213

؛ داریم: فرض کنید:    214

  215

A

B CM

2 2

 

 

 نقطۀ وسط  و 

  

  216

ADHE
⎧
⎩⎨

۱ ≤ x ≤ ۳
−۲ ≤ z ≤ ۲
y = ۱

EFGH
⎧
⎩⎨

۱ ≤ y ≤ ۴
−۲ ≤ z ≤ ۲
x = ۱

(۲, ۳, ۱)

(۲, ۲, ۲)z = ۲

A = (−۱, ۵, ۷)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x > ۰
y > ۰
z < ۰
z = ۳z = ۰xoy

{ y = ۵
z = ۲

yzxx

zzxoy

y= (−۲, ۰, ۳)V
→

xozxozy

A(۲, ۱, ۳) ,B(−۱, ۱, ۳) ,C(۲, −۱, ۳) , D(−۱, −۱, ۳)

−۱۲−۱ABCD۳
⎧
⎩⎨

−۱ ≤ x ≤ ۲
−۱ ≤ y ≤ ۱
z = ۳

⎧
⎩⎨

−۱ ≤ x ≤ ۲
−۱ ≤ y ≤ ۱
z = ۱

۲ABCD

{ x = ۰
z = ۰

O(۰, ۰, ۰),A(۰, ۱, ۰),B(۰, ۲, ۰)

y

{ x = ۰
z = ۰

y

x = ۰yx = ۰yoz

⇒ |BD| =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
A(۱,m − ۱, −۲) B(۰,m − ۱, ۰)− →−−−−−

y تصویرقائم بر

C(m + ۲, −۱, ۱) D(m + ۲, ۱, −۱)− →−−−−−−
x قرینه نسبت به

+ + ۱(m + ۲)۲
(m − ۲)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ |BD| = min |BD| = ۳۲ + ۹m۲
− −−−−−−

√ − →−−
m=۰

= (x, y, z)V
→

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

xoy

xoz

yoz

بر صفحۀ

بر صفحۀ
بر صفحۀ

V ⃗ 

V ⃗ 

V ⃗ 

تصویرقائم

تصویرقائم
تصویرقائم

= (x, y, ۰)
= (x, ۰, z)
= (۰, y, z)

− →−−
اندازه

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= ۴+x۲ y ۲
− −−−−−

√ ۲
−−

√

= ۳+x۲ z۲− −−−−−
√ ۲

−−
√

= ۴+y ۲ z۲
− −−−−−

√ ۳
−−

√

۲( + + ) = ۹۸ ⇒ + + = ۴۹ ⇒ = = ۷− →−−
+

۲ توان
x۲ y ۲ z۲ x۲ y ۲ z۲ ∣

∣
∣V
→∣

∣
∣ + +x۲ y ۲ z۲

− −−−−−−−−−
√

A(m, ۱, ۲) B(۰, ۱, ۲) C(۰, ۱, −۲)− →−−−−−−−
yoz تصویرقائم‌ بر

− →−−−−−−−
xoy قرینه نسبت به

M = = (۰, ۱, ۰)
B + C

۲
BC

|AM | = ۲ ⇒ = ۲
−−

√ + ۴m۲
− −−−−−

√ ۲
−−

√

⇒ + ۴ = ۸ ⇒ m = ±۲m۲
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 ‌  ‌

 ‌

 ‌ ‌

  217

 وسط  و 

‌  فاصلۀ  از وسط   

، ارتفاع هم می‌باشد، که مثلث متساوی‌الساقین باشد، یعنی:  داریم: زمانی، میانۀ وارد بر    218

 ‌

 ‌

 ‌  ‌  ‌

  219

 

  220

60 ˚

a b

60 ˚

60 ˚ 30 ˚

120 ˚ 30 ˚

-a b+
b

a a  
برای تعین زاویۀ بین دو بردار، باید دو بردار هم‌مبدأ باشند و یا نقطۀ پایانی یکسانی داشته باشند. در غیر این صورت، مکمل آن را در نظر می‌گیریم.

                  ب(  زاویۀ بین  و  الف(  زاویۀ بین  و 

پ(  زاویۀ بین  و              ت(  زاویۀ بین  و 

ث(  زاویۀ بین  و 

  221

الف( درست، مثلث  متساوی‌الاضلاع است چون اضلاع این مثلث، قطرهای مربع می‌باشند.

،  است. ب( غلط، زاویۀ بین  و 

پ( درست، زیرا نقاط پایانی دو بردار  و  یکسان است.
ت( درست، چون زاویۀ بین یک ضلع و یک قطر مربع است.

 ث( غلط است زیرا  بر صفحۀ سقف عمود است پس بر هر بردار واقع در آن نیز عمود است.

A

B

CE

D

    222

درست - بنابر قانون وجود مثلث:

‌

درست

BC M وسط:

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

=xM
+xB xC

۲

=yM
+yB yC

۲
=zM

+zB zC

۲

⇒ M

∣

∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= ۲
۳ + ۱

۲

= ۳
۵ + ۱

۲

=
۳ + ۴

۲
۷
۲

AM = + +(۲ − ۱)۲
(۳ − ۲)۲

( − ۱)
۷
۲

۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷
 = =۱ + ۱ +

۲۵
۴

− −−−−−−−−

√
۳
−−

√

۲
⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

AB = = = ۳+ +(۳ − ۱)۲
(۲ − ۱)۲

(۳ − ۱)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ ۴ + ۱ + ۴

− −−−−−−−
√

AC = = = ۳+ +(۱ − ۱)۲
(۵ − ۲)۲

(۴ − ۱)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ ۰ + ۹ + ۹

− −−−−−−−
√ ۲

−−
√

BC = = =+ +(۳ − ۱)۲
(۵ − ۱)۲

(۴ − ۳)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ ۴ + ۱۶ + ۱

− −−−−−−−−
√ ۲۱

−−
√

ABC
Δ

محیط = ۳ + ۳ +۲
−−

√ ۲۱
−−

√

= (۲, ۰, ۰)OCF = (۴, ۵, ۲)

OC F = + +(۴ − ۲)۲
(۵ − ۰)۲

(۲ − ۰)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = =۴ + ۲۵ + ۴

− −−−−−−−−
√ ۳

−−
√

BC| | = | |AB
→

AC
→

| | =AB
→

+ +(۳ − ۲)۲
(۱ − (−۱))۲

(۰ − ۱)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = =۱ + ۴ + ۱

− −−−−−−−
√ ۶

−−
√

| | =AC
→

+ +(m − ۲)۲
(۰ − (−۱))۲

(۲ − ۱)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = + ۲(m − ۲)۲− −−−−−−−−−−

√

| | = | |AB
→

AC
→

⇒ + ۲ = ۶(m − ۲)۲
⇒ = ۴(m − ۲)۲

⇒ m − ۲ = ±۲ ⇒ {m = ۰
m = ۴

= (−۲, ۳, ۰) , B = (۳, −۱, ۴)A′

B =A′ + +(۳ − (−۲))۲
(−۱ − ۳)۲

(۴ − ۰)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = =۲۵ + ۱۶ + ۱۶

− −−−−−−−−−−
√ ۵۷

−−
√

|a| = |b| = |a + b| ⇒ { مثلث سمت چپ متساوی‌الاضلاع
مثلث سمت راست متساوی‌الساقین

= ۱۲۰∘
ab= ۳۰∘

aa − b

= ۱۵۰∘
ba − b= ۱۲۰∘

b−a − b

= ۹۰∘
a + ba − b

ABC

AB
−→−

BC
−→−

۱۲۰∘

AC
−→−

BC
−→−

AE
−→−

| | + | | ≥ | + |a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 
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ها   223

ها محور    224

  225

:) ( اتفاق بیفتد. مثالی در مورد حالت ) ( یا ) ‌از آنجا که می‌خواهیم  باشد، بنابراین مثال‌های می‌توان ارائه داد که یکی از دو حالت )

  

:) مثالی در مورد حالت )

‌

حال کافی است بردار  را طوری در نظر بگیریم که ضرب داخلی آن در  برابر صفر شود.

‌

  226

 

 :فرض

  227

، پس: طبق فرض 

‌

  228

طبق قضیۀ کسینوس‌ها:   229

y

z

a ⋅ b = a ⋅ c ⇒ a ⋅ b − a ⋅ c = ۰ ⇒ a ⋅ (b − c) = ۰

|a||b − c| cos θ = ۰ ⇒ :یا
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|a| = ۰ ⇒ a = = (۰, ۰, ۰) (۱)۰⃗ 

|b − c| = ۰ ⇒ b − c = ۰ ⇒ b = c

cos θ = ۰ ⇒ θ = ⇒ a⊥(b − c) (۲)۹۰∘

b ≠ c۱۲۱

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= (۰, ۰, ۰) , b = (۱, ۲, ۳) , c = (−۱, ۷, ۵) , b ≠ ca⃗ 

⇒ { ⇒ a ⋅ b = a ⋅ c
a ⋅ b = ۰ + ۰ + ۰ = ۰
a ⋅ c = ۰ + ۰ + ۰ = ۰

۲

b = (۱, ۲, −۱) , c = (۳, ۲, ۴) b − c = (−۲, ۰, −۵)−→−
b≠c

ab − c

a = (۵, ۰, −۲) ⇒ { ⇒ a ⋅ b = a ⋅ c
a ⋅ b = ۵ + ۰ + ۲ = ۷
a ⋅ c = ۱۵ + ۰ − ۸ = ۷

|a| = ۲ , |b| = ۱ , |c| = ۳ a ⋅ b + b ⋅ c + c ⋅ a =?

a + b + c = = |a + |b + |c + ۲a ⋅ b + ۲a ⋅ c + ۲b ⋅ c۰⃗ − →−−
توان دوم

|a + b + c|
  

۰

۲ |۲ |۲ |۲

⇒ ۰ = ۴ + ۱ + ۹ + ۲(a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c) ⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −۷

۲(a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c) = −۱۴ ⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −۷−→
+

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|a + b| = |a + |b + ۲a ⋅ b = ۳
−−

√ − →−−
۲ توان

|۲ |۲

|a − b| = ۱ |a + |b − ۲a ⋅ b = ۱− →−−
۲ توان

|۲ |۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|a + |b = ۲|۲ |۲

a ⋅ b = ۱ ⇒ a ⋅ b =
۱
۲

|a| = |b|

⇒ cos θ = ⇒ θ =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

۲|a = ۲ → |a = ۱|۲ |۲

|a cos θ =|۲
۱
۲

۱
۲

π

۳

{
|a| = |b|فرض مسئله:

+ + ۲a ⋅ b = + + ۲ |a| |b| cos θ|a + b|۲ = ===
اتحاد

|a|۲ |b|۲ |a|۲ |b|۲

⇒ = ۲ + ۲ cos θ = ۲ ( ) = ۴|a + b|۲ |a|۲ |a|۲ |a|۲ ۱ + cosθ
  

۲cos۲ θ

۲

|a|۲cos۲ θ

۲

|a + b| = ۲ |a| cos−→−
جذر θ

۲
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a a b-

b
θ

 

 :فرض مسئله

  230

‌

  231

 :فرض

  )الف

 )ب

  232

 :فرض

یعنی خاصیت توزیع‌پذیری ضرب نسبت به جمع برای ضرب داخلی سه بردار برقرار است.

  233

  234

B

A

C

D E

F

G

 

 )الف

 )ب

  235

= + − ۲ |a| |b| cos θ|a − b|۲ |a|۲ |b|۲

|a| = |b| ⇒ = ۲ − ۲ cos θ = ۲ ( )|a − b|۲ |a|۲ |a|۲ |a|۲ ۱ − cos θ
  

۲sin۲ θ

۲

⇒ = ۴ |a − b| = ۲ |a| sin|a − b|۲ |a|۲sin۲ θ

۲
−→−

جذر θ

۲

a + b + c = |a + b + c| = ۰⃗ − →−−
اندازه

+ + + = ۰− →−−
۲ توان

|a|۲ |b|۲ |c|۲ a ⋅ b + ۲a ⋅ c + ۲b ⋅ c
  

۲(a⋅b+a⋅c+b⋅c)

⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −
+ +|a|۲ |b|۲ |c|۲



⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= ( , , )a
→

a۱ a۲ a۳

= ( , , )b
→

b۱ b۲ b۳

⋅ = ( , , ) ⋅ ( , , ), |a| = (۱)a
→

a
→

a۱ a۲ a۳ a۱ a۲ a۳ + +a
۲
۱ a

۲
 a

۲
۳

− −−−−−−−−−
√

= + +a
۲
۱ a

۲
 a

۲
۳ = ====

(۱) طبق
|a|۲

⋅ = ( , , ) ⋅ ( , , ) = + + = + + = ⋅a
→

b
→

a۱ a۲ a۳ b۱ b۲ b۳ a۱b۱ a۲b۲ a۳b۳ b۱a۱ b۲a۲ b۳a۳ b
→

a
→

⇒ b + c = ( + , + , + )

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= ( , , )a
→

a۱ a۲ a۳

= ( , , )b
→

b۱ b۲ b۳

= ( , , )c
→

c۱ c۲ c۳

b۱ c۱ b۲ c۲ b۳ c۳

a ⋅ (b + c) = ( , , ) ⋅ ( + , + , + )a۱ a۲ a۳ b۱ c۱ b۲ c۲ b۳ c۳

= ( + ) + ( + ) + ( + )a۱ b۱ c۱ a۲ b۲ c۲ a۳ b۳ c۳

= + + + + +a۱b۱ a۱c۱ a۲b۲ a۲c۲ a۳b۳ a۳c۳

= ( + + ) + ( + + ) = a ⋅ b + a ⋅ ca۱b۱ a۲b۲ a۳b۳ a۱c۱ a۲c۲ a۳c۳

{ ⇒ a ⋅ b < ۰a = (۲m − ۱,m + ۲, ۲) , b = (−۱, ۳,m − ۱)
|a − b| > |a + b|

⇒ a ⋅ b = −۲m + ۱ + ۳m + ۶ + ۲m − ۲ < ۰ ⇒ ۳m < −۵ ⇒ m < −
۵
۳

a = ۳ ⇒ ( ) = a = ۳ × = یال مکعب۶ ۲
−−

√ وجه‌ها قطر مربع ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

⋅ = ⋅ = cosAB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

FA
−→−

|AB|
  

a

|FA|
  
a ۲√

۱۳۵
∘

‌= ۳ × ۶(− ) = −۱۸۲
−−

√
۲
−−

√

۲

⋅ = cos = ۳ × ۳ × ۰ = ۰AB
−→−

DE
−→−

|AB|
  

a

|AG|
  

a

۹۰∘ ۲
−−

√ ۲
−−

√
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الف( درست   236

‌

ب( نادرست

زاویۀ بین دو بردار مشخص نیست.
پ( نادرست

‌

هریک از سه حالت می‌تواند اتفاق بیفتد.
ت( درست

‌

چون ضرب داخلی دو بردار  و  مثبت شده، پس زاویۀ بین آنها حاده است.

  237

 )الف

 )ب

 )پ

  238

  239

با‌توجه به اعداد فیثاغورسی    240

|b| = ۳ , |c| = ۲

a + b + c = ⇒ a + b + c = −a |a + b + c| = |a|۰⃗  −→−
اندازه

+ + + =− →−−
۲ توان

|a|۲ |b|۲
 

۹

|c|۲
 

۴

۲a ⋅ b + ۲a ⋅ c + ۲b ⋅ c
  

۲(a⋅b+a⋅c+b⋅c)

|a|۲

⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −
۱۳
۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a ⋅ b = |a| |b| ⇒ a ⋅ b < ۰cos θ  
منفی

θمنفرجه

(a + b)⊥(a − b) ⇒ (a + b) ⋅ (a − b) = ۰ ⇒ − = ۰ ⇒ |a| = |b||a|۲ |b|۲

a ⋅ b = a ⋅ c ⇒ a ⋅ b − a ⋅ c = ۰ ⇒ a ⋅ (b − c) = ۰ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = ۰⃗ 

b = c

a⊥(b − c)

یا

a ⋅ b = ۲ + a ⋅ c ⇒ a ⋅ b − a ⋅ c = ۲ ⇒ a ⋅ (b − c) = ۲ > ۰

ab − c

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a ∈ xoz ⇒ a = (x, ۰, z) , b = (۱, −۱, ۱)

|a| = ۲ ⇒ = ۲ ⇒ + = ۴ (۱)+x۲ z۲
− −−−−−

√ x۲ z۲

a ⋅ b = ۰ ⇒ x + z = ۰ ⇒ z = −x ۲ = ۴ ⇒ = ۲− →−−−−−−
(۱) جاگذاری در

x۲ x۲

⇒ x =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

⇒ z = − ⇒ a = ( , ۰, − )۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

− ⇒ z = ⇒ a = (− , ۰, )۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

a ⋅ i = ( , , ) ⋅ (۱, ۰, ۰) = ⇒ a ⋅ i = a = ±a۱ a۲ a۳ a۱ مؤلفۀ اول ۲
−−

√

a ⋅ j = a = مؤلفۀ دوم۰

a ⋅ k = a = مؤلفۀ سوم± ۲
−−

√

⇒ a ⋅ b = m − n + ۲ = ۳ ⇒ m = n + ۱ (۱)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = (m, −۱, ۱)
b = (۱, n, ۲)
a ⋅ b = ۳

|a + b| = ۳ + + ۲a ⋅ b = ۱۸۲
−−

√ − →−−
۲ توان

|a|۲ |b|۲

⇒ + ۱ + ۱ + ۱ + + ۴ + ۶ = ۱۸ ⇒ + = ۵ (۲)m۲ n۲ m۲ n۲

(۱), (۲) ⇒ + = ۵ ⇒ ۲ + ۲n − ۴ = ۰(n + ۱)۲
n۲ n۲

⇒ + n − ۲ = ۰ ⇒ n = { ⇒ m = {n۲ ۱
−۲


−۱

= ۲۸a ⋅ b ⇒ ۴ − ۱۲a ⋅ b + ۹|b = ۲۸a ⋅ b|۲a − ۳b|۲ |a|۲ |۲

⇒ ۴ + ۳۶ − ۴۰ = ۰ ⇒ ۴ − ۴۰ |a| + ۳۶ = ۰ |a| =|a|۲ a ⋅ b 
|a||b| cos =|a|

π

۳

|a|۲ − →−−−−−−−
مجموع ضرایب۰= ⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۱

= ۹
۳۶
۴

|AB| = ۵ ⇐ ۱۳, ۱۲, ۵
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A

B C13

125

 
روش اول:   241

B

A

C

D

E
 

‌

روش دوم:

‌

  242

    243

نادرست

نادرست

  244

a bθ

CB

A

 

فرض می‌کنیم دو بردار  و  در فضای دو‌بعدی باشند. مطابق شکل ضلع سوم مثلث برابر است با:     245

a a b-

b
θ

 

‌بعدی نیز قابل تعمیم است. رابطۀ فوق در فضای 

⋅ = ⋅ ( + ) = − + = −۲۵AB
−→−

BC
−→−

AB
−→−

BA
−→−

 
−AB
−→−

AC
−→−

|AB|۲ ⋅AB
−→−

AC
−→−

  
۰

⊥AB
−→−

AC
−→−

+ ⋅ = ۰ + |AB| |BC | cos⋅AB
−→−

CD
−→−

  
⊥AB

−→−
CD
−→−

ADBE CD.عمود است  بر صفحۀ

AB
−→−

BC
−→−

۱۲۰∘

– ––––– ––––
↓

ABC زیرا مثلث

متساوی‌الاضلاع بوده و

BC
−→−

و AB
−→−

هم‌مبدأ نیستند.

= a × a (− ) −۲ × ۲ × = −۴۲
−−

√ ۲
−−

√
۱
۲

= ===
a=۲


−−

√ ۲
−−

√
۱
۲

⋅ + ⋅ = ⋅ ( )AB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

BC
−→−

AB
−→−

+BC
−→−

CD
−→−

  
BD
−→−

= a × a × cos = ۲ × ۲(− ) = −۴۲
−−

√ ۱۳۵∘

– ––––– ––––
↓

هم‌مبدأ نیستند. BD
−→−

و AB
−→−

دو بردار

۲
−−

√
۲
−−

√

۲

{ ⇒ c ⋅ a = b ⋅ a
c⊥(a − b) ⇒ c ⋅ (a − b) = ۰ ⇒ c ⋅ a − c ⋅ b = ۰ ⇒ c ⋅ a = c ⋅ b

b⊥(a − c) ⇒ b ⋅ (a − c) = ۰ ⇒ b ⋅ a − b ⋅ c = ۰ ⇒ b ⋅ a = b ⋅ c

⇒ c ⋅ a − b ⋅ a = ۰ ⇒ (c − b) ⋅ a = ۰ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

}a = ۰⃗ 

b = c

( غ ق ق(
( غ ق ق(

طبق فرض

a⊥(c − b) ⇒ a⊥(b − c)

A = (۰, ۱, ۱) , B = ( , ۲, −۱) , C = ( , ۲, ۱) , θ =?۳
−−

√ ۳
−−

√
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a = = B − A = ( , ۱, −۲)AB
−→−

۳
−−

√

b = = C − A = ( , ۱, ۰)AC
−→−

۳
−−

√

⇒ cos θ = = = = = θ =
a ⋅ b

|a| |b|

۳ + ۱ + ۰

×۳ + ۱ + ۴
− −−−−−−−

√ ۳ + ۱
− −−−−

√

۴

۲ × ۲
−−

√

۲
−−

√

۲
π

۴

a = ( , )a۱ a۲b = ( , )b۱ b۲

a − b = ( − , − )a۱ b۱ a۲ b۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

|a| = |b| = |a − b| =+a
۲
۱ a

۲


− −−−−−
√ +b

۲
۱ b

۲


− −−−−−
√ +( − )a۱ b۱

۲
( − )a۲ b۲

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−
√

= + − ۲ |a| |b| cos θ ⇒ ۲ |a| |b| cos θ = + −|a − b|
۲

|a|
۲

|b|
۲

|a|
۲

|b|
۲

|a − b|
۲ طبق قضیۀ کسینوس‌ها:

⇒ ۲ |a| |b| cos θ = + + + − [ + ]a
۲
۱ a

۲
 b

۲
۱ b

۲
 ( − )a۱ b۱

۲ ( − )a۲ b۲


= + + + − ( + − ۲ + + − ۲ ) = ۲ + ۲a
۲
۱ a

۲
 b

۲
۱ b

۲
 a

۲
۱ b

۲
۱ a۱b۱ a

۲
 b

۲
 a۲b۲ a۱b۱ a۲b۲

⇒ |a| |b| cos θ = ⇒ cos θ =+ ba۱b۱ a۲  
a⋅b( تعریف ضرب داخلی(

a ⋅ b

|a| |b|

۳
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 ‌الف( درست 246

‌

ب( نادرست

پ( درست

‌

  247

، بردار  باشد، بدیهی است: مطابق شکل با فرض  اگر تصویر قائم بردار  در امتداد بردار 

  a´
θ

a
a -a´

b

‌

  248

 :تصویر قائم بردار  در امتداد 

 )الف

 )ب

 )ج

a

b

θ

θ

<< π
20

الف(    249

 

a

b
θ

θ = π
2

ب( 

a

b
θ π

θ

<<π
2

پ( 

a b
θ =0

ت( 

a b
θ = π

ث( 

  250

V⊥oz ⇒ z = ۰ ⇒ a − |a| = ۰ ⇒ |a| = a ⇒ a > ۰ ⇒ V = (+, , ۰)+
↓

oy V.حاده است با محور زاویۀ

a − |a| < ۰ ⇒ a < |a| ⇒ a < ۰ ⇒ V = (+, , −)−
↓

oy V.منفرجه است با محور زاویۀ

a > ۰ ⇒ V = ( , +, )+
↓

oxحاده زاویه با

۰
↓
zها عمود بر محور

۰ < θ <
π

۲
aba′

⇒ (a − rb) ⋅ b = ۰ ⇒ a ⋅ b − r = ۰
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
∥ b ⇒ {a′

= rb (۱)a′

r > ۰
(a − )⊥b ⇒ (a − ) ⋅ b = ۰a′ a′

|b|۲

⇒ r = = b
a ⋅ b

|b|۲
− →−−−
(۱) طبق

a′
a ⋅ b

|b|۲

= ba′
a ⋅ b

|b|۲
ab

{ ⇒ a ⋅ b = ۲ + ۰ + ۰ = ۲ ⇒ = b = ۲b = (۲, ۰, ۰)a = (۲, −۱, ۲)
b = i = (۱, ۰, ۰) ⇒ |b| = ۱

a′
۲
۱

{ ⇒ = b = (۳, ۲, ۱)
a = (۲, ۳, ۱) ⇒ a ⋅ b = ۶ + ۶ + ۱ = ۱۳

b = (۳, ۲, ۱) ⇒ |b| = =۹ + ۴ + ۱
− −−−−−−−

√ ۱۴
−−

√
a′

۱۳
۱۴

۱۳
۱۴

{ ⇒ = b = (−۱, ۲, ۴)
a = (۱, ۱, ۰) ⇒ a ⋅ b = −۱ + ۲ + ۰ = ۱

b = (−۱, ۲, ۴) ⇒ |b| = =۱ + ۴ + ۱۶
− −−−−−−−−

√ ۲۱
−−

√
a′

۱
۲۱

۱
۲۱

a ⋅ b > ۰

a ⋅ b = ۰

a ⋅ b < ۰

a ⋅ b = |a| |b|

a ⋅ b = − |a| |b|
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θ
θ

a

a´

a´
b

´
 

‌

فرض می‌کنیم تصویر قائم و قرینۀ بردار  نسبت به بردار  به‌ترتیب  و  باشند. بدیهی است چهارضلعی حاصل یک لوزی بوده، پس قطرها، نیمساز زوایا بوده و   252
برهم عمودند و طول دو ضلع مجاور برابرند.

a

b
a - a´

a + a´a´
θ
θ ´

a´́
 

الف( درست زیرا:

ب( درست زیرا:

‌

پ( درست زیرا:

‌

  253

B

A C
 ‌

  254

  255

 

نامساوی کوشی- شوارتز:   256

 
طبق تعریف ضرب داخلی داریم:

‌

A = (۱, ۰, −۱),B = (۱, ۱, ۱),C = (−۱, ۱, ۰)

= b = (−۳, ۱, −۱)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
۲OA + OB = (۳, ۱, −۱) = ==

فرض
a
→

۲OC − OB = (−۳, ۱, −۱) = ==
فرض

b
→

a′
a ⋅ b

|b|۲

−۹ + ۱ + ۱


⇒ = − (−۳, ۱, −۱)a′
۷

۱

{ | | = |a| cos θ , | | = |a|a′ a′′

⋅ = | | ⋅ | | ⋅ cos θ = |a| cos θ ⋅ |a| ⋅ cos θa′ a′′ a′ a′′

⇒ ⋅ = ⋅ θa′ a′′ |a|۲ cos۲

aba′a′′

| | = |a|a
′′

(a − b) = a − ⇒ (a − )⊥b
a ⋅ b

|b|۲
a′ a′

= ۱
⋅a′ a′′

a ⋅ a′
| | | | cos θa′ a′′

|a| | | cos θa′
= ====

=|a|∣∣a
′′∣∣

(a − )⊥(a + ) ⇒ (a − ) ⋅ (a + ) = ۰a′ a′′ a′ a′′

⋅ = ⋅ ( + )AB
−→−

BC
−→−

AB
−→−

BA
−→−

AC
−→−

= ⋅ (− + )AB
−→−

AB
−→−

AC
−→−

= − ⋅ + = −AB
−→−

AB
−→−

⋅AB
−→−

AC
−→−

  
⊥AB

−→−
AC
−→−

|AB|۲

⇒ a ⋅ b = ۰ + ۰ + ۰ = ۰
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
i = (۱, ۰, ۰) a= ==

فرض

j = (۰, ۱, ۰) b= ==
فرض

= b = b ⇒ = (۰, ۰, ۰) :a′
a ⋅ b

|b|۲

۰

|b|۲
a′ بردار صفر

+ = (۲, −۳, ۶) ,b ⃗  c ⃗  = ( + ) = (۲, −۳, ۶)a′
→ ⋅ ( + )a⃗  b ⃗  c ⃗ 

|( + )b ⃗  c ⃗  |۲
b ⃗  c ⃗ 

۳۵
۴۹

|u ⋅ v| ≤ |u| |v|

u ⋅ v = |u| |v| cos θ
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 ‌نامساوی کوشی - شوارتز

  258

 :فرض

طرفین فرض را یک‌بار در  و بار دیگر در  ضرب خارجی می‌کنیم:

کافی است بردار  را به‌ دست آوریم. زیرا  برداری است که بر  و هر مضربی از  و هر ترکیبی از  ماند  نیز عمود است.   259

  260

  261

  ) ( یا حالت ) ‌صورت مسئله حالتی را می‌خواهد که  یعنی حالت )

:) مثال حالت )

‌

:) مثال حالت )

‌

، برداری است که از ضرب خارجی آن دو به‌ دست می‌آید.   بردار عمود بر دو بردار  و  262

 

}⇒ |u ⋅ v| ≤ |u| |v||u ⋅ v| = ||u| |v| cos θ| = |u| |v| |cos θ|−→−
اندازه

−۱ ≤ cos θ ≤ ۱ ⇒ |cos θ| ≤ ۱

⇒ v = ( , ۳, −۱)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= −۲x + ۳y − z۲
−−

√
  

u⋅v

min( )?+ +x۲ y ۲ z۲
  

:u=(x,y,z)جذر تک تک

۲
−−

√

: |u ⋅ v| ≤ |u| |v| ⇒ ۲ ≤ ×+ +x۲ y ۲ z۲
− −−−−−−−−−

√ ۲ + ۹ + ۱
− −−−−−−−

√

⇒ ≤ ≤ + + ⇒ min( + + ) =
۳
−−

√

۳
+ +x۲ y ۲ z۲

− −−−−−−−−−
√ − →−−

۲ توان ۱
۳

x۲ y ۲ z۲ x۲ y ۲ z۲ ۱
۳

a + b + c = ۰⃗ 

ab

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

+ a × b + a × c = ⇒ a × b = −a × c ⇒ a × b = c × a (۱)−→
a×

a × a  
۰̄̄

a × ۰⃗ 
  

۰̄̄

b × a + + b × c = ⇒ b × c = −b × a ⇒ b × c = a × b (۲)−→
b×

b × b  
۰̄̄

b × ۰⃗ 
  

۰̄̄

a × b = b × c = c × a− →−−
(۲),(۱)

a × ba × bb, ab, ab, a(α, β ∈ R)αa + βb

{ ×
a = (−۲, ۱, −۳)
b = (۱, −۲, ۱)

– ––––––––––––––––––––
a × b = (−۵, −۱, ۳)

|a| = ۳ , |b| = ۲۶

|a × b| = ۷۲ ⇒ |a| |b| sin θ = ۷۲ ⇒ ۳ × ۲۶ sin θ = ۷۲ ⇒ sin θ =
۱۲
۱۳

⇒ cos θ = ± = ± = ± = ±۱ − θsin۲
− −−−−−−−

√ ۱ −
۱۴
۱۶۹

− −−−−−−

√
۲۵

۱۶۹

− −−−

√
۵

۱۳

⇒ a ⋅ b = |a| |b| cos θ = ۳ × ۲۶ × (± ) = ±۳۰
۵

۱۳

a × b = a × c ⇒ a × b − a × c = ⇒ a × (b − c) =۰⃗  ۰⃗ 

b ≠ c۱۲⇒ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a = (۱)۰⃗ 

b − c = ⇒ b = c۰⃗ 

a ∥ (b − c) (۲)
۱

⇒ ⇒ a × b = a × c

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = = (۰, ۰, ۰)۰⃗ 

b = (۱, ۲, ۵)
c = (۳, ۱, ۴)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a × b = (۰, ۰, ۰) × (۱, ۲, ۵) = (۰, ۰, ۰) = ۰⃗ 

a × c = (۰, ۰, ۰) × (۳, ۱, ۴) = (۰, ۰, ۰) = ۰⃗ 

b ≠ c

۲

{ b − c = (−۲, ۱, ۱) a = (−۴, ۲, ۲)b = (۱, ۲, ۵)
c = (۳, ۱, ۴)

−→−
b≠c

− →−−−−−−
a=۲(b−c) مثلاً

a∥(b−c): باید

⇒ ⇒ a × b = a × c

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a × b = ⇒ a × b = (۶, ۲, −۱۰)
(−۴, ۲, ۲)×
(۱, ۲, ۵)

a × c = ⇒ a × c = (۶, ۲, −۱۰)
(−۴, ۲, ۲)×
(۳, ۱, ۴)

ab

{
a = (۱, −۳, ۲)×
b = (−۲, ۱, −۵)

– –––––––––––––––––
a × b = (۱۵ − ۲, −۴ + ۵, ۱ − ۶) = (۱۳, ۱, −۵)
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و نیز هر مضربی از این بردار بر  و  عمود است.

  263

. ‌شرط آنکه بردار  بر دو بردار غیرموازی  و  عمود باشد، آن است که 

‌

  264

 :فرض

 ‌

  265

 )الف

 )ب

  266

 ‌  ‌  ‌

«‌ اشتباه و بقیۀ گزینه‌ها درست هستند. پس گزینۀ »

  267

 ‌مساحت متوازی‌الاضلاع

  268

A

B
C

a b
 ‌:فرض

ab

a = (m − ۲, −۳, n + ۱)

abca ∥ (b × c)

{ ×
b = (۲, ۳, ۴)
c = (−۱, ۲, ۱)

– ––––––––––––––––––
b × c = (−۵, −۶, ۷)

a ∥ (b × c) ⇒ = =
m − ۲
−۵

−۳
−۶

n + ۱
۷

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= ⇒ ۲m − ۴ = −۵ ⇒ m = −− →−−−−−
اولی و دومی m − ۲

−۵
۱
۲

۱
۲

= ⇒ ۲n + ۲ = ۷ ⇒ n =− →−−−−−
دومی و سومی n + ۱

۷
۱
۲

۵
۲

= ( , , ) , a ⋅ j = ۴ , a ⋅ k = ۵a
→

a۱ a۲ a۳

⇒ { ⇒ a = ( , ۴, ۵)
a ⋅ j = ( , , ) ⋅ (۰, ۱, ۰) = ⇒ = ۴a۱ a۲ a۳ a۲ a۲

a ⋅ k = ( , , ) ⋅ (۰, ۰, ۱) = ⇒ = ۵a۱ a۲ a۳ a۳ a۳
a۱

⇒ a × i = × ⇒ a × i = (۰, ۵, −۴) |a × i| = =
( , ۴, ۵)a۱

(۱, ۰, ۰)
− →−−

اندازه
۲۵ + ۱۶
− −−−−−−

√ ۴۱
−−

√

a × b + c × a = ⇒ a × b − a × c = ⇒ a × (b − c) =۰⃗  ۰⃗  ۰⃗ 

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

a = →۰⃗  خلاف فرض

} ⇒b − c = ⇒ b = c۰⃗ 

a ∥ (b − c)
یا نادرست

a × b = ۰⃗ 

⇒ |a × b| = ۰ ⇒ |a||b| sin θ = ۰ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

|a| = ۰ ⇒ a = ۰⃗ 

|b| = ۰ ⇒ b = ۰⃗ 

⎫
⎭⎬ خلاف فرض

sin θ = ۰ ⇒ θ = ۰ π ⇒ a ∥ b یا⇒ درست

× = ×a⃗  b ⃗  a⃗  c ⃗ ⇒ × − × = ۰a⃗  b ⃗  a⃗  c ⃗  ⇒ × ( − ) = ۰a⃗  b ⃗  c ⃗  ||( − )− →−−−−−−
≠ , ≠a⃗  ۰ ⃗  b ⃗  c ⃗ 

a⃗  b ⃗  c ⃗ 

۱

= B − A = (۲, −۱, ۳), = (−۲, ۲, ۲)AB
−→−

AC
−→−

= ×
∣

∣
∣AB
−→−

AC
−→− ∣

∣
∣

× = = i(−۲ − ۶) − j(۴ + ۶) + k(۴ − ۲) = −۸i − ۱۰j + ۲kAB
−→−

AC
−→− ∣

∣

∣
∣

i

۲
−۲

j

−۱
۲

k

۳
۲

∣

∣

∣
∣

= = = ۲−→−
اندازه

مساحت متوازی‌الاضلاع ۶۴ + ۱۰ + ۴
− −−−−−−−−−−

√ ۱۶۸
−−−

√ ۴۲
−−

√

A(۳, ۵, ۷) , B(۵, ۵, ۰) , C(−۴, ۰, ۴)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= = B − A = (۲, ۰, −۷)a

→
AB
−→−

= = C − A = (−۷, −۵, −۳)b
→

AC
−→−

⇒ a × b =
(۲, ۰, −۷)×

(−۷, −۵, −۳)
– ––––––––––––––––––––––

a × b = (−۳۵, ۵, −۱۰) = ۵(−۷, ۱, −۲)
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 و 

الف( درست. زیرا:    270

A

B C

D

d
a

 
ب( نادرست. زیرا:

b

da dˊ

 

  271

  272

i

jk

+

-

273  

 

i

jk

+

-

   :یا 

  زیرا دو برابر موازیند 

   :یا 

⇒ = |a × b| = =SABC

۱
۲

۵
۲

۴۹ + ۱۲۱ + ۴
− −−−−−−−−−−

√
۵
۲

۱۷۴
−−−

√

a − ۴b = (۰, ۲, ۱)۳a + b = (−۳, ۱, ۲)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

|(۳a + b) × (a − ۴b)| = ۳ − ۱۲a × b + − ۴ = |−۱۳a × b| = ۱۳ |a × b|

∣

∣

∣
∣
∣
a × a  

۰¯

b × a  
−a×b

b × b  
۰¯

∣

∣

∣
∣
∣

= = ۳
×

(−۳, ۱, ۲)
(۰, ۲, ۱)

(−۳, ۳, −۶)¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

− →−−
اندازه

۹ + ۹ + ۳۶
− −−−−−−−−

√ ۵۴
−−

√ ۶
−−

√

⇒ ۱۳ |a × b| = ۳ ⇒ S = |a × b| =۶
−−

√ متوازی‌الاضلاع
۳ ۶

−−
√

۱۳

= ۲ = ۲ × |a × d| = |a × d|Sمتوازی‌الاضلاع SABC

۱
۲

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

d × = |(a + b) × (a − b)| = − a × b + − = |−۲a × b| = ۲ |a × b| = ۲S∣∣ d ′∣∣

∣

∣

∣
∣
∣
a × a  

۰̄̄

b × a  
−a×b

b × b  
۰̄̄

∣

∣

∣
∣
∣

d = a + b

= a − bd ′

⇒ d × = ۲S → S = d ×∣∣ d ′∣∣
۱
۲
∣∣ d ′∣∣

}:فرض
a = ( , , )a۱ a۲ a۳

b = ( , , )b۱ b۲ b۳
– ––––––––––––––––

a × b = ( − , − , − )a۲b۳ a۳b۲ a۳b۱ a۱b۳ a۱b۲ a۲b۱

⇒ a ⋅ (a × b) = ( , , ) ⋅ ( − , − , − )a۱ a۲ a۳ a۲b۳ a۳b۲ a۳b۱ a۱b۳ a۱b۲ a۲b۱

= − + − + − = ۰ ⇒ a ⋅ (a × b) = ۰a۱a۲b۳  
a۱a۳b۲– ––––––

a۲a۳b۱
– ––––––– ––––––

a۲a۱b۳  
a۳a۱b۲– ––––––

a۳a۲b۱
– ––––––– ––––––

(۳j − k) ⋅ [ ](۲k − i) × (۲i − j)
  

۴k×i−۲k×j− +i×j۲i×i
  

۰̄̄

= (۳j − k) ⋅ [۴j + ۲i + k] = ۱۲ + ۶ + ۳ − ۴ − ۲ − = ۲j ⋅ j
 

=۱|j|۲

j ⋅ i
 

۰

j ⋅ k
 

۰

k ⋅ j
 

۰

k ⋅ i 
۰

k ⋅ k  
=۱|k|۲

۱)‌k × j = i k × j = −i(نادرست) − →−−−
طبق شکل

زیرا

{ × ⇒ k × j = (−۱, ۰, ۰) = −i
k = (۰, ۰, ۱)
j = (۰, ۱, ۰)

۲) j × j = →۰⃗  (درست)

{ × ⇒ j × j = (۰, ۰, ۰) =j = (۰, ۱, ۰)
j = (۰, ۱, ۰)

۰⃗ 
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(درست) 

 :زیرا
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اثبات: می‌دانیم اندازۀ تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  از رابطۀ  به‌ دست می‌آید.

a

c
b

h

b c+

مطابق شکل  اندازۀ تصویر قائم بردار  در امتداد بردار  است.
بنابراین داریم:

‌

  275

حل دترمینان  به روش ساروس:

 سه بردار هم‌صفحه‌اند.

1
2 1

-

1 3

1 1
0

1
0 2

2 +m -

1-

2 1+m

۳) k × (i × j) = k × ( ) = =۰⃗  (درست) − →−−−
طبق شکل

زیرا
i × j
  

k

k × k
k∥k

۰⃗ 

۴) k ⋅ (j × i) = −۱ → k ⋅ ( ) = −k ⋅ k = − = − = (درست)۱− j × i
  
−k

|k|۲ (۱)۲

۵) i × (k − j) = (۰, −۱, −۱)

i × (k − j) = i × k − i × j = −j − k = (۰, −۱, −) − (۰, ۰, ۱) = (۰, −۱, −۱)

ab| | =a′
|a ⋅ b|

|b|

hab × c

h =
|a ⋅ (b × c)|

|b × c|

V = × h = |b × c| ⇒ V = |a ⋅ (b × c)|حجم مساحت قاعده
|a ⋅ (b × c)|

|b × c|

۳ × ۳

⇒ V = (حجم)۰

= ۰V = |a ⋅ (b × c)| = ۰ ⇒

|(۴ − m − ۱ + ۰) − (۶ + ۲ + ۰)| = ۰ ⇒ m = −۵
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