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ماتریس ها و اعمال روي آن

اگر  به صورت زیر معرفی شده باشد ماتریس  را بیابید.  1A = [ ]aij 3×2A

=aij

⎧

⎩
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⎪

− 1i2

i − j

j − i

, i = j

, i > j

, i < j

اگر  ماتریسی  باشد به طوري که براي  داشته باشیم  و براي  داشته باشیم  و  2

براي  داشته باشیم  در این  صورت ماتریس  را با درایه هایش مشخص کنید.

A = [ ]aij 3×43 × 4i = j= 7aiji > j= i + jaij

i < j=aij i
2

A

. در این  صورت حاصل  را بیابید. اگر  و  و   3A = [ ]2x − y

z

5
1

B = [ ]3
−2

2x + y

1
A = Bx + y + z

جاهاي خالی را با عبارت مناسب کامل کنید.  4

ماتریس قطري ماتریسی است که .................. .

ماتریس اسکالر، ماتریسی است که .................. .

ماتریس هاي  مفروض اند. یک ماتریس  مانند  را طوري پیدا کنید که  5B = ,A =
⎡

⎣
⎢
−3
1
4

−2
−5
3

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

1
3
5

2
4
6

⎤

⎦
⎥3 × 2C

A + B − C = O3×2

اگر  و مجموعه درایه هاي روي قطر اصلی ماتریس  برابر با  باشد، مقدار  را بیابید.  62A − I + [ ] = [ ]1
2

−1
m

0
0

0
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A5m

اگر  و  مقادیر  و  را طوري بیابید که حاصل ضرب  ماتریسی قطري باشد.  7A = [ ]4
b

a
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B = [ ]1

3
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abA × B

1



کارخانه اي سه محصول  را به دو بازار  می فروشد. تعداد واحدهاي فروخته شده هر محصول در هر بازار در یک سال  8
معین با ماتریس

 

نمایش داده شده است. ماتریس هاي  به ترتیب، قیمت فروش و قیمت تمام شده هر واحد از  را نشان

می دهند. درایه هاي هر یک از ماتریس هاي  را تعبیر کنید.

c, b, an,m

a b c

A = [ ]m

n
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⎢
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. اگر  باشد، مطلوبست   9A =
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. دو ماتریس  مانند  و  مثال بزنید که  و  ولی   103 × 3ABA ≠ O
¯ ¯¯̄B ≠ O

¯ ¯¯̄AB = O
¯ ¯¯̄

با یک مثال نقص نشان دهید که قانون حذف در ضرب ماتریس ها برقرار نمی باشد. به عبارت دیگر نشان دهید در حالت کلی از  11

. ABتساوي  نمی توان نتیجه گرفت  = ACB = C

اگر  نشان دهید  12C = ,B = ,A =
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CA = C,AC = A,AB = BA = O

13 درستی و نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.

، یک عدد است. 1حاصل ضرب ماتریس  در ماتریس  × 33 × 1

. Aاگر  باشد، آنگاه  یا  × B = O
¯ ¯¯̄A = O

¯ ¯¯̄B = O
¯ ¯¯̄

. اگر  اعداد  و  و  را طوري پیدا کنید به  طوري  که داشته باشیم   14A = [ ]5
2

3
1

mnrm + nA + rI =A2 O
¯ ¯¯̄

نشان دهید ماتریس  در رابطۀ  صدق می کند.  15A = [ ]2
−1

1
1

− 3A + 3I =A2 O
¯ ¯¯̄

. اگر  مقادیر  و  را طوري بیابید که داشته باشیم  16A = [ ]1
3

2
4

αβ= αA + βIA
2
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اگر  ماتریس  را به  دست آورید.  17A = [ ]1
0

2
1

A
20

در ماتریس  مجموع درایه هاي  را به دست آورید.  18A =
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، آنگاه ثابت کنید: اگر  و  ماتریس هاي  و تعویض پذیر باشند   19

 (الف

 (ب

AB3 × 3(A × B = B × A)

= + 2AB +(A + B)2
A2 B2

(A − B)(A + B) = −A
2

B2

اگر  باشد، ماتریس  را به دست آورید؟  20A = [ ]1
1

−1
1

A
100

اگر  حاصل  و  و  را بیابید.  21A = [ ]1
0

0
−1

A2A3A7

اگر  مفروض باشد، حاصل  را به  دست آورید. چه نتیجه اي می گیرید؟  22A =
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⎢
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. ، نشان دهید عدد طبیعی  موجود است که  ، به کمک محاسبۀ توان هاي مختلف  اگر   23A =
⎡
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اگر  مطلوب است محاسبۀ  .  24A = [ ]0
1

1
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A10

اگر  نشان دهید   25A =
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⎢
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⎦
⎥⋅ − 4A − 5 = OA2 I3

اگر  باشد، ماتریس  را به دست آورید؟   26A = [ ]2
3

−1
−2

−A7 A4

دترمینان و کاربردها

اگر  مقدار  را به  دست آورید.  27A = [ ]|A|

1
3

4 |A|
|A|
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ماتریس هاي  و  مفروض اند. ماتریس  را به دست آورید و برقراري تساوي  28

 را بررسی کنید.

A = [ ]2
3

−1
4

B = [ ]3
4

1
2

A × B

|AB| = |A| |B|

اگر  و  در این صورت  و  را به  دست آورید.  29A = [1 2 − 3]B =
⎡

⎣
⎢
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اگر  باشد مقدار  را به دست آورید.  30= 8
∣
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∣
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∣
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، در این  صورت حاصل  را بیابید. اگر  ماتریسی  باشد و   31A3 × 3|A| = 5||A|A|

اگر  در این  صورت  را به  دست آورید.  32A =
⎡

⎣
⎢
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2∣∣

اگر  ماتریسی  و اسکالر باشد و  در این  صورت  را بیابید.  33A3 × 3= 4a11|A|

اگر  در این  صورت حاصل  را بیابید.  34A = [ ]
5 |A|

5
|A|

4|A|2
( − 2)|A|3

دترمینان ماتریس زیر را برحسب سطر اول و برحسب ستون سوم محاسبه کنید. چه نتیجه اي می گیرید؟  35
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دترمینان ماتریس زیر را بیابید.  36
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نشان دهید  معادلۀ خطی است که از نقاط  در  می گذرد.  37= 0
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∣
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∣
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اگر  رئوس یک مثلث از صفحۀ  باشند، ثابت کنید مساحت مثلث  برابر  38
است با قدر مطلق مقدار زیر:

C = ( , ),B = ( , ),A = ( , )c1 c2 b1 b2 a1 a2R
2ABC

1
2

∣

∣

∣
∣
∣

a1

a2

1

b1

b2

1

c1

c2

1

∣

∣

∣
∣
∣

، مقدار  را با بسط دادن نسبت به سطر دوم و همچنین ستون سوم پیدا کنید. همچنین  39 فرض کنید 

را به کمک روش ساروس محاسبه کنید.

A =
⎡

⎣
⎢

1
2
4

5
−1
5

7
3
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⎤

⎦
⎥|A||A|

اگر دترمینان ماتریس مربعی  از مرتبۀ  برابر با  باشد، حاصل  را حساب کنید.  40A3|A| = 3| |A||A2

دترمینان ماتریس  را به دست آورید؟  41M = [ − ]i2 j2
3×3

دترمینان ماتریس  را بر حسب سطر سوم بیابید. چه نتیجه اي می گیرید؟  42A =
⎡

⎣
⎢
a

a

d

b

b

e

c

c

f

⎤

⎦
⎥

دترمینان ماتریس زیر را با استفاده از دستور ساروس محاسبه کنید.  43

A =
⎡

⎣
⎢

2
1
−1

3
2
−2

4
3
1

⎤

⎦
⎥

ماتریس   را طوري بیابید که در معادلۀ  صدق کند.  44A3×32|A + 3|A| − 2 = 0|2

. اگر ماتریس  به صورت  باشد، مطلوبست محاسبه دترمینان ماتریس   45A3×3A = [i − j]2A + I

وارون یک ماتریس

اگر  وارون ماتریس  را بیابید.  46A = [ − j]i2
2×2

A

، حاصل  را به  دست آورید. اگر  ماتریس مربعی از مرتبۀ  باشد و   47A2|A| = 3|2 | + |3A|A−1

اگر  و  باشد، مقدار  چقدر است؟  48B = [ ]0
1

−1
x

=B−1 B2x

اگر  و  ماتریس هاي وارون پذیر و  و  باشد؛ آنگاه حاصل  را به  دست آورید.  49AB= AA2= BB2(A + B)−1
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اگر  و  وارون پذیر باشد و  ثابت کنید:  50ABAB = A + B

+ = IA−1 B−1

اگر  وارون پذیر و  باشد، وارون  را بیابید.  51A= AA2(I − 3A)

اگر  حاصل دترمینان  را به  دست آورید.  52= [ ]A3 2
−3

3
9

(2A)−1

اگر ماتریس   وارون پذیر باشد، معکوس  را بیابید.  53A = [ ]|A|

−3
2 |A|

5 |A|
A

اگر  وارون پذیر باشد، ثابت کنید.  54A

=∣∣A
−1∣∣

1
|A|

اگر  و  ماتریس هاي وارون پذیر باشند و  ثابت کنید.  55AB= B( )A
2 −1

= ABA−1

به ازاي چه مقدار  ماتریس  وارون پذیر نیست؟  56mA = [ ]m

1
3

m − 2

اگر  و  مربعی و وارون پذیر باشند، ثابت کنید:  57AB

=(AB)
−1

B
−1
A

−1

، آنگاه ثابت کنید. اگر براي دو ماتریس مربعی  و  داشته باشیم   58
الف)  وارون پذیر است.

ب) 

ABAB = I

A

B = A−1

براي دو ماتریس  و وارون پذیر  و  داریم:  59
 

2 × 2AB

= ……………( )A−1 −1= ……………(kA)−1= ……………(A × B)−1

نشان دهید ماتریس  وارون ماتریس  است.  60B = [ ]−1
2

4
−7

A = [ ]7
2

4
1

وارون ماتریس  را به  دست آورید.  61A = [ ]10
4

2
1
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اگر  ابتدا ماتریس  را به  دست آورده و  را با  مقایسه کنید.  62A = [ ]5
3

2
2

A
−1|A|∣∣A

−1∣∣

اگر  و  حاصل عبارت  را بیابید.  63A = [ ]4
2

3
5

B = [ ]−2
5

−3
−1

(2 − 3 )A
−1

B−1

. اگر  و  باشد، مطلوبست محاسبه:   64A = [ ]2
3

−1
4

B = [ ]0
4

1
1

(A + 2 + A )BAA−1 B−1 B−1

اگر  ماتریسی  که  باشد، حاصل  را بیابید.  65A3 × 3|A| = 2| + 3 |A
3
A

−1
A

2

، کدام یک از گزاره هاي زیر نادرست است؟ براي ماتریس هاي مربعی و هم مرتبۀ  و   66
الف) اگر  و  وارون پذیر باشند،  نیز وارون پذیر است.

ب) اگر  وارون پذیر باشد،  و  وارون پذیرند.

پ) اگر  و  وارون پذیر نباشند،  نیز وارون پذیر نیست.

ت) اگر  وارون پذیر نباشد،  و  هم وارون پذیر نیستند.

AB

ABAB

ABAB

ABAB

ABAB

حل و بحث دستگاه دو معادله و دو مجهول

در دستگاه  معکوس ماتریس ضرایب مجهولات به صورت  است.  را به دست آورید.  67{ ax + by = 2
cx + dy = −1

[ ]0
2

−1
1

x + y

68 دستگاه معادلات  را در نظر بگیرید. آیا می توان از ماتریس وارون براي حل این دستگاه استفاده کرد؟ توضیح

دهید.

{ 2x − y = 4
− 4x + 2y = 2

به ازاي چه مقادیري از  دستگاه  یک دسته جواب منحصر به فرد دارد؟  69k{ kx + 3y = 4
x − 2y = 3

70 دستگاه معادلات خطی تشکیل دهید که  ماتریس ضرایب دستگاه بوده و  ماتریس معلومات آن باشد

و سپس جواب دستگاه را با استفاده از  بیابید.

A = [ ]3
4

−5
2

B = [ ]1
10

A−1

}71 دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید. 3x − 4y = 1
−x + 2y = 1

به ازاي چه مقادیري از  و  دستگاه مقابل بی شمار جواب دارد؟  72

 

km

{ − 2x + ky = 2
4x − 6y = m
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فصل دوم : مقاطع مخروطی

مکان هندسی و کاربرد

مکان هندسی وسط پاره خط هایی به طول ثابت  که دو سر آنها روي دو خط عمود برهم باشد را بیابید.  73L

نقاط  و  و  در صفحه مفروض اند. نقطه اي بیابید که از  و  به یک فاصله و از  به فاصله  سانتی متر باشد (بحث کنید).   74ABCABC3

مکان هندسی نقاطی را بیابید که از آنها بر دایرة  دو مماس عمود بر هم رسم شود.  75C(O,R)

، مکان هندسی مرکز همرسی ، ضلع  ثابت و فاصلۀ رأس  از  برابر با  است. با جابه جا شدن رأس  در مثلث   76

میانه هاي مثلث  را بیابید.
ABCBCABChA

ABC

مکان هندسی مرکز دایره هایی را بیابید که از  و  می گذرند؟  77AB

، نقاط  و  به ترتیب روي  و  قرار دارد. چند نقطه روي محیط مثلث  می توان یافت که از  و در مثلث   78
 به یک فاصله باشد؟ ( و  روي رأس هاي مثلث قرار ندارند).

ABCMNABACMNBAB

ACMN

دو خط  و  متقاطع هستند. چند نقطه وجود دارد که از  و  به فاصلۀ  است؟  79dd′dd′2cm

ثابت کنید مکان هندسی نقاطی که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله اند، نیمساز آن زاویه است.  80

ثابت کنید هر نقطه که از دو ضلع زاویه به یک فاصله است روي نیمساز آن زاویه قرار دارد.  81

ثابت کنید هر نقطه روي نیمساز زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است.  82

ثابت کنید هر نقطه که از دو سر یک پاره خط، یک فاصله باشد، حتما روي عمود منصف آن است.  83

ثابت کنید هر نقطه روي عمود منصف پاره خط از دو سر پاره خط به یک فاصله است.  84

، ارتفاع  رسم می شود. چند نقطه روي  می توان یافت از  و  به یک فاصله باشد؟ در مثلث   85ABCAHAHACBC

86BCABCA ضلع  و مساحت مثلث  معلومند. مکان هندسی رأس  را بیابید.

مکان هندسی وسط پاره خط هایی را بیابید که دو سر آنها بر دو خط موازي واقع باشند؟  87
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نقطۀ  درون زاویۀ  قرار دارد. چند نقطه درون زاویه وجود دارد که از  به فاصلۀ  و از اضلاع زاویه به یک فاصله باشد.  88
(بحث کنید)

AxOyAr

89 هرگاه دو خط  و  موازي باشند، از دوران  حول  سطحی ایجاد می شود که آن را یک سطح استوانه اي می نامیم. حال فرض کنید

، یک سطح استوانه اي را قطع کند. در حالت هاي مختلف دربارة سطح مقطع حاصل بحث کنید (چهار حالت). صفحۀ 

dℓdℓ

p

90 هرگاه صفحه اي شامل محور یک سطح مخروطی، آن را برش دهد، فصل مشترك (مقطع) حاصل چیست؟

مکان هندسی مرکز همۀ دایره هایی با شعاع ثابت  را مشخص کنید که بر دایره  در صفحۀ این دایره مماس خارجی اند.  91rC(O,R)

مکان هندسی مرکز همۀ دایره هایی با شعاع ثابت  را مشخص کنید که بر خط  در صفحه مماس اند.  92rd

مکان هندسی مرکز همۀ دایره هایی در صفحه را مشخص کنید که بر خط  در نقطه ثابت  مماس اند.  93dA

مکان هندسی نقاطی از صفحه را مشخص کنید که از دو خط متقاطع  و  به یک فاصله اند.  94dd′

دو نقطۀ  و  و خط  در صفحه مفروض اند. نقطه اي بیابید که از  و  به یک فاصله بوده و از  به فاصلۀ  سانتی متر باشد.  95ABdABd3

96 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.

ABCتنها یک نقطه وجود دارد که از سه رأس مثلث  به یک فاصله است.

هرگاه صفحه اي یک سطح مخروطی را قطع کند، فصل مشترك می تواند هذلولی باشد.

همواره یک نقطه وجود دارد که از چهار نقطۀ متمایز در یک صفحه به یک فاصله است.

نقطۀ  و خط  در صفحه مفروض اند. نقطه اي را بیابید که از  به فاصلۀ  سانتی متر و از خط  به فاصلۀ  سانتی متر باشد. (بحث  97
کنید.)

AdA2d3

دایرة  درون زاویۀ  قرار دارد. چند نقطه روي دایره وجود دارد که از اضلاع زاویه به یک فاصله باشد؟ بحث کنید.  98CxOy

99 خط  و نقطۀ  در صفحه مفروض هستند. نقاطی را بیابید که از خط  به فاصلۀ  و از نقطۀ  به فاصلۀ  باشند. همۀ حالات را
بررسی کنید.
dAdLAr

ارتفاع ذوزنقه اي  می باشد. چند نقطه روي ساق هاي ذوزنقه وجود دارد که نسبت فاصلۀ آن نقاط از قاعده ها  به  باشد؟  10012cm21
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مربع  به طول ضلع  مفروض است. چند نقطه روي محیط مربع وجود دارد که فاصله اش از قطر  برابر با  باشد؟  101ABCD3cmAC
π

2

زاویۀ  مفروض است. چند نقطه داخل زاویه وجود دارد که از دو ضلع زاویه به فاصلۀ  باشد؟  102xOy2cm

فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر با  است. مکان هندسی نقاطی که وسط پاره خط  ( روي  جابه جا می شود) قرار دارند  103
چیست؟

Ad12cmABBd

انواع مقاطع

معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکزش روي خط  باشد و بر محورهاي مختصات در ناحیۀ چهارم مماس باشد.  104d: y = 3x − 8

,105A(1 مساحت دایره اي که از نقطۀ  گذشته و بر محورهاي مختصات مماس شود را بیابید. 2)

اگر معادلۀ  نمایش یک نقطه باشد،  را بیابید.  106+ + ax − 2y + 4 = 0x2 y2a

:107cL حدود  را طوري مشخص کنید که خط  دایرة  را قطع کند. 3x + 4y + c = 0(x − 3 + = 1)2 y2

معادلۀ دایره اي که در ربع اوّل بر محورهاي مختصات مماس باشد را بنویسید. همچنین  معادلۀ دایره اي که در ربع دوم، سوم و  108
چهارم بر محورهاي مختصات مماس باشد را بنویسید.

معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن مبدأ مختصات بوده و بر خط  مماس باشد.  1093y + 4x = 5

معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن  و بر خط  مماس باشد.  110O(2, 1)3x + 4y = 0

معادلۀ دایره اي را بنویسید که  مرکز آن و  نقطه اي از آن باشد.  111O(1, 1)A(3, 2)

، از چند ناحیۀ مختصات می گذرد؟ دایرة  به مرکز  و شعاع   112CO(−1, 1)2

معادلۀ دایره اي به شعاع  که مرکز آن روي تقاطع دو خط  و  باشد را بنویسید.  1133y = 2x + 1y = x − 2

معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکزش  باشد و از خط  وتري به طول  جدا کند.  114O(1, 2)d: 2x − y = 1AB = 8

معادلۀ دایره اي را بنویسید که نقاط  و  دو سر قطر آن باشد.  115A = (1, −1)B = (2, 3)

ها مماس باشد. معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن روي خط  بوده و در نقطه اي به طول  بر محور   116x = y + 25x
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بگذرد. معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن نقطۀ  باشد و از نقطۀ   117(3, −1)(0, 3)

مکان هندسی تمام نقاطی را در صفحه پیدا کنید که فاصلۀ آنها از نقطۀ  دو برابر فاصلۀ آنها از نقطۀ   118
باشد.

A = (7, 1)B = (1, 4)

چند نقطه با مختصات صحیح درون دایره  قرار دارد؟  119+ = 4(x − 1)2
y2

+120a حدود  را طوري به  دست آورید که  بتواند معادلۀ یک دایره باشد. − 3x + 5y + a = 0x2
y

2

معادلۀ  به ازاي چه حدودي از  و  معادلۀ دایره است؟  121m + 5 + 20x − 10y + n + 1 = 0x2
y

2
mn

با چه شرطی معادلۀ ضمنی  مربوط به دایره است؟ با چه شرطی نمایش یک نقطه و با چه شرطی  122
نقطه اي وجود ندارد که نمایش آن باشد؟

+ + ax + by + c = 0x2 y2

مختصات مرکز و اندازة شعاع دایره  را تعیین کنید.  123+ − x + 2y = 1x2
y

2

نوع مقطع مخروطی زیر را تعیین کنید:  124

 + − 6x + 4y − 3 = 0x2
y

2

کدام یک از روابط زیر می تواند معادلۀ یک دایره باشد؟ مختصات مرکز و اندازة شعاع دایره ها را به  دست آورید و دایره را رسم  125
کنید.

 (الف

 (ب

 (ج

+ − 2x − 6y − 1 = 0x2 y2

+ + 2x + 3y + 4 = 0x2 y2

2 + 2 − 3x + 4y − 2 = 0x2 y2

مختصات مرکز و اندازة شعاع دایره به معادلۀ  را به  دست آورید.  126+ + 2x − 4y + 1 = 0x2 y2

فاصلۀ نزدیک ترین و دورترین نقطۀ  از دایرة  را بیابید.  127M(1, 2)C : + + 2x − 1 = 0x2 y2

128 وضعیت هر یک از نقاط  و  و  و  را نسبت به دایرة 
تعیین کنید.

A(−1, −1)B(1, −2)C(2, 3)D(4, −1)+ − 2x + 4y − 5 = 0x
2

y
2

,129M(1 طول مماس رسم شده از نقطۀ  بر دایرة  را به دست آورید. −2)C : + + x − 2y − 1 = 0x2
y

2
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معادلۀ دایره اي را بنویسید که خطوط  و  شامل قطرهایی از آن بوده و خط  بر آن مماس  130
باشد.

x + y = 1x − y = 34x + 3y = 6

معادلۀ دایره اي را بنویسید که  مرکز آن بوده و روي خط  وتري به طول  جدا کند.  131O(−1, −1)x + y = 12

معادلۀ خطی را بنویسید که در نقطۀ  بر دایرة  مماس باشد.  132A(4, 3)+ = 25x2 y2

:133md حدود  را طوري تعیین کنید که خط  دایرة  را قطع نکند؟ 3x − 4y + m = 0+ − 2x − 4y + 1 = 0x2 y2

معادلۀ دایره اي را بنویسید که  مرکز آن بوده و بر خط  مماس باشد.  134O(2, 1)3x + 4y = 0

135 وضعیت هر یک از خطوط و دایره هاي زیر را نسبت به هم مشخص کنید:
 (الف

 (ب

x + y = 2 , + = 2x
2

y
2

x + y = 4 , + − 2y − 3 = 0x2 y2

معادلۀ دایرة  را که مرکزش  و بر دایرة  مماس می باشد را بنویسید.  136C ′(5, 7)O′C : + − 4x − 6y + 4 = 0x2
y

2

معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن نقطۀ  بوده و بر دایره به معادلۀ  مماس خارج باشد.  137O(−1, 1)+ − 2x + 2y = 0x
2

y
2

138 وضعیت هر یک از جفت دایره هاي زیر را نسبت به  هم مشخص کنید:
 (الف

 (ب

+ − 2x = 1 , + = 1x
2

y
2

x
2

y
2

+ = 4 , + − 8x − 4y + 19 = 0x2 y2 x2 y2

139 وضعیت هر یک از جفت دایره هاي زیر را نسبت به  هم مشخص کنید:

 (الف

 (ب

+ − 4x − 6y = 3 , + − 10x − 14y + 73 = 0x2 y2 x2 y2

+ = 9 , + − 2x + 2y + 1 = 0x2 y2 x2 y2

. ثابت کنید در بیضی، بیشترین و کمترین فاصلۀ نقاط روي بیضی از کانون ها برابر است با:  و   140a + ca − c

در بیضی طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. اگر  سر قطر کوچک و  و  رأس هاي کانونی باشد، زاویۀ   141
برابر است با .................. .

BFF ′FBF ′

طول قطرهاي کوچک و بزرگ یک بیضی  و  می باشد. طول  چقدر است؟ ( مرکز و  کانون بیضی می باشد.)  142612OFOF
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نقطۀ  روي بیضی با مقدار ثابت  می باشد. اگر حاصل ضرب فواصل  دو کانون بیضی  باشد، فاصلۀ  از کانون ها را  143
بیابید.

M10M21M

نقطۀ  روي بیضی واقع است، به طوري که  باشد ثابت کنید:   144MMF − M = 2bF ′MF × M = − =F ′
a2 b2 c2

ثابت کنید اگر  نقطه اي بیرون بیضی باشد آنگاه مجموع فواصل  از دو کانون بیشتر از  است.  145MM2a

نقاط  و  دو سر قطر کوچک یک بیضی هستند. ثابت کنید اندازة قطر کوچک برابر است با:   146BB′B = 2B′ −a2 c2
− −−−−−

√

، محور کانونی، بیضی را در دو نقطۀ  و  قطع می کند. ثابت کنید:   در یک بیضی با کانون هاي  و   147FF ′AA′AF = A′F ′

ثابت کنید عمود منصف  محور تقارن بیضی است.  148FF ′

ثابت کنید نقطۀ برخورد دو محور تقارن بیضی مرکز تقارن آن می باشد.  149

طول قطرها و فاصلۀ کانونی یک بیضی افقی را بیابید که  یک سر قطر بزرگ و  یک سر قطر کوچک آن باشد.  150A(4, 1)B(−1, 4)

طول قطرها و فاصلۀ کانونی بیضی را بیابید که درآن  و  دو سر قطر بزرگ آن و  یک کانون آن باشد.  151A(7, 2)(−3, 2)A′F (5, 2)

،  و  مماس است. اگر قطرهاي کوچک و بزرگ این بیضی، موازي محورهاي  ، 152 یک بیضی بر خط هاي 
مختصات باشد، مساحت چهارضلعی محاطی حاصل از به  هم وصل کردن رأس هاي آن را به  دست آورید.

x = 2x = −4y = 3y = −1

153 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.

dMMFMFاگر خط  در نقطۀ  بر بیضی مماس شود، زاویۀ  و  با خط  برابرند. ( و  کانون ها هستند.) ′dFF ′

، مرکز هر دایره که از  بگذرد و بر خط  مماس باشد، روي سهمی است. FdFdدر سهمی با کانون  و خط هادي 

، طول وتر کانونی را به  دست آورید. در بیضی به طول قطرهاي بزرگ و کوچک به ترتیب  و   1542a2b

نقاط  و  دو کانون یک بیضی و  نقطه اي از آن است. خروج از مرکز بیضی را محاسبه  155

کنید.
(2 − , 0)F ′ 5√F (2 + , 0)5√A(5, 0)

، طول کوتاه ترین وتر کانونی برابر است با:   ثابت کنید در یک بیضی با خروج از مرکز   156e2a(1 − )e
2
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در یک بیضی با خروج از مرکز  ثابت کنید اندازة قطر کوچک برابر است با:    157eB = 2aB′ 1 − e2
− −−−−

√

158 مختصات مرکز و طول قطرها و فاصلۀ کانونی بیضی را بنویسید که  و  دو سر قطر بزرگ و  خروج از

مرکز آن باشد.

A(1, 7)(1, −5)A′e =
5√

3

اگر  و  دو کانون یک بیضی و طول قطر بزرگ آن  باشد. طول قطر کوچک و خروج از مرکز بیضی  159

را بیابید.

F = ( , 1)6√= (− , 1)F ′ 6√6

در یک بیضی مساحت مثلث متساوي الساقینی که رأس آن کانون  و قاعدة آن کوتاه ترین وتر کانونی  است را برحسب خروج از  160
مرکز به  دست آوردید.

FF ′

در یک بیضی فاصلۀ یک کانون از دورترین نقطۀ بیضی دو برابر فاصلۀ کانون دیگر از نزدیک ترین نقطۀ آن است.  161
الف) خروج از مرکز بیضی را به  دست آورید.

ب) نسبت قطر کوچک به قطر بزرگ بیضی را محاسبه کنید.

معادلۀ مکان هندسی نقاطی از صفحه که از نقطۀ  و خط  به یک فاصله اند را به دست آورید.  162(1, −2)x = 3

معادلۀ  مربوط به چه شکلی است؟ آن را مشخص نمایید.  163= 6xy
2

164 سهمی  با کانون  و خط هادي  مفروض است. ثابت کنید مرکز هر دایره که از  بگذرد و بر خط  مماس باشد روي سهمی

است و برعکس هر نقطۀ روي سهمی، مرکز یک دایره است که از  گذشته و بر  مماس است. با توجه به این موضوع تعریف دیگري از
سهمی ارائه دهید.

PFdFd

Fd

معادلۀ یک سهمی را بنویسید که کانون آن نقطۀ  و خط هادي آن  باشد.  165F (−1, 2)y = 4

معادلۀ سهمی را بنویسید که کانون آن  و خط  هادي آن باشد.  166F (2, 3)x = 4

با استفاده از تعریف سهمی، معادلۀ سهمی را بنویسید که کانون آن نقطۀ  بوده و خط  هادي آن  باشد.  167F (2, 1)x = 4

ثابت کنید اندازة وتر کانونی یک سهمی با فاصلۀ کانونی  برابر  است.  168a4a

ثابت کنید خطی که از کانون بر خط هادي سهمی عمود می شود محور تقارن آن است؟  169

، سهمی را در وترهاي  و  قطع کنند، خط گذرنده بر وسط  و  با .................. موازي اگر دو خط موازي  و   170
است.

dd′ABA′B′ABA′B′

14



معادلۀ سهمی را بنویسید که  کانون و  رأس آن باشد.  171F (5, 3)S(1, 3)

نمودار معادلۀ  را رسم کنید.  172− 2y + 8x + 9 = 0y2

 

1

1

1-

y

xS

در شکل زیر معادلۀ سهمی و خط هادي آن را به دست آورید.  173

17416y خط هادي سهمی  خط به معادلۀ   را در چه نقطه اي قطع می کند؟ + 16 = −(x − 2)2y = 3x

مختصات کانون و رأس و معادلۀ خط هادي سهمی  را بیابید.  175− 6y + 16x + 25 = 0y2

در سهمی  مقادیر و  را طوري بیابید که  کانون آن باشد.  176+ ay + x + b = 0y
2

abF (1, 1)

,177abS(−1  و  را چنان تعیین کنید که نقطۀ  رأس سهمی  باشد. 2)x = + ay + by
2

، مختصات کانون و معادلۀ خط هادي و معادلۀ محور تقارن را بیابید. در سهمی   178(x + 3y + 8(x − 1 = (3x + y)2 )2 )2

معادلۀ سهمی را بنویسید که داراي خط هادي  بوده و رأس آن نقطۀ   باشد.  179x = 2A(3, 4)

مختصات رأس، کانون و معادلۀ خط هادي سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.  180− 4x − 8y − 4 = 0x2

181nmS  و  را چنان تعیین کنید که نقطۀ  رأس سهمی  باشد. = (−1, 2)x = + my + ny2

اگر فاصلۀ کانون تا خط هادي سهمی به معادلۀ  برابر  باشد. آنگاه مختصات رأس سهمی را به دست  182
آورید.

− 2y + mx + m = 0y22

اگر در سهمی به معادلۀ  طول کانون برابر  باشد آنگاه مقدار  را بیابید.  1832 + 4y − x + m = 0y217
8

m

اگر در سهمی به معادلۀ  خط  محور تقارن باشد آنگاه مقدار  را به دست آورید.  184y = 2 + mx − 3x2x = 1m

معادلۀ خطی که از کانون سهمی  و مبدأ می گذرد را به دست آورید.  185+ 2y + 10 = 4xx
2

15



معادلۀ وتر مشترك سهمی هاي  و  را به دست آورید.  186x + = 0y2= x + 2yy2

طول وتري که از کانون سهمی  گذشته و بر محور کانونی عمود است را به دست آورید.  187+ 4x = 3 + 2yy2

ها و مختصات کانون آن  است. اگر دهانۀ سهمی رو به پایین و فاصلۀ کانونی آن برابر محور یک سهمی موازي محور   188

یک باشد. معادلۀ سهمی را به دست آورید.

yF (2, − )
7
2

189 سهمی  مفروض است. مختصات رأس و کانون سهمی را یافته و آن را رسم کنید. همچنین مختصات نقاط برخورد
سهمی و محورهاي مختصات را بیابید.

= 2x − 4yy2

معادلۀ یک سهمی به صورت  داده شده است. آن را به یکی از حالت هاي متعارف تبدیل کنید و کانون و خط  190
هادي و محور سهمی را مشخص نمایید.

y = + 3x + 5x2

معادلۀ محور تقارن سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.  191y = −2 + 4x − 3x2

مختصات کانون سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.  192= 4(x + 2y + 3)x2

مختصات رأس سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.  193y = − 4x + 5x2

3

y

x

S

Fکانون

 

ها را در چه نقاطی قطع می کند؟ در شکل مقابل، سهمی محور   194x

اگر مختصات کانون یک سهمی  و معادلۀ خط هادي آن  باشد مختصات رأس سهمی را به دست آورید و آن را رسم  195
کنید.

(−2, 3)x = 6

معادلۀ سهمی با کانون  و خط هادي  را به دست آورید.  196F (2, − )
7
2

y = −
5
2

مختصات کانون و همچنین معادلۀ سهمی را به رأس  و خط هادي  بنویسید.  197A(4, 6)x = 9

معادلۀ سهمی به رأس  و کانون  را بیابید و معادلۀ خط هادي آن را بنویسید.  198A(2, 1)F (2, 5)

16



معادلۀ سهمی را بنویسید که  رأس و  کانون آن باشد.  199S(1, 2)F (1, −2)

y

x

y0

(x0 ,y0 (
x02

 

200 یک دانش آموز با دیدن دو دیش مخابراتی با ابعاد متفاوت و مشاهدة فاصلۀ کانونی متفاوت آن به این فکر افتاد که چگونه می توان
با داشتن یک دیش فاصلۀ کانونی آن را به دست آورد. او از معلمش خواست که فرمولی براي محاسبۀ فاصلۀ کانونی یک دیش به او بگوید.
معلم به او گفت: باید قطر دهانۀ دیش را در خودش ضرب کرد و حاصل ضرب را بر اندازة گودي (عمق) دیش تقسیم کرد و عدد حاصل را بر

 تقسیم کرد. حاصل فاصلۀ کانونی دیش است. دلیل درستی این دستور را با توجه به سهمی رسم شده در شکل مقابل و فرمول سهمی
توضیح دهید.

16

تمام پرتوهاي نوري که موازي محور تقارن سهمی  بر آن می تابند. از چه نقطه اي عبور می کنند؟ مختصات  201
آن را بیابید.

− y − 2x − 1 = 0y2

202 سهمی  مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع  دایره اي رسم می کنیم، مختصات نقاط برخورد دایره و
سهمی را بیابید. 

= 4x − 4y23

A F O F

M

A

قطر دایرة  مانند شکل، قطر بزرگ بیضی است و از کانون  عمودي بر  رسم کرده ایم تا دایره را در نقطه اي مانند  قطع  203

کند. ثابت کنید  با نصف قطر کوچک بیضی برابر است.

CFAA′M

MF

، مختصات کانون و رأس و معادلۀ خط هادي را بیابید. در سهمی   2044 + 4y − 2x − 1 = 0y2

نقطۀ  رأس سهمی افقی با کانون  می باشد. اگر  روي خط  قرار گیرد، مختصات  را مشخص کنید و  205
سپس معادلۀ سهمی را بنویسید.

S = (2, 1)FFy = −x + 1F

17



فصل سوم : بردارها

معرفی R3 و بردارها

بر روي صفحۀ  نقاطی را که مؤلفۀ دوم آنها  است، مشخص نمایید و شکل حاصل از این نقاط را توصیف نمایید و معادلات  206
مربوط به آن را بنویسید. 

x = 12

z

C

D

B

A
x

y000

207 طول و عرض و ارتفاع مکعب مستطیل مقابل به ترتیب  و  و  است. حدود تغییرات  و  را طوري به  دست آورید که نقطۀ

 در وجه  قرار گیرد.

234mn

(2n − p − 1, p − 1,m + p)ABCD

A
B

z

x yO 000
 

،  و  است. حدود تغییرات  را طوري به  دست آورید که نقطۀ 208 طول و عرض و ارتفاع مکعب مستطیل مقابل به ترتیب 
 روي یال  قرار گیرد.

234m

(m + n + p , n + 2 , p − 1)AB

A

D

H

C

G

F

B

E

،  و  باشد،الف) مختصات  ،  ،  ، اگر معادلات وجه هاي یک مکعب مستطیل به صورت   209
رأس هاي این مکعب مستطیل را بنویسید.

ب) در هر یک از شش وجه، مختصات نقطه اي را مشخص کنید که بر هیچ وجه دیگري قرار نداشته باشد.
پ) مختصات سه نقطه را مشخص کنید که دقیقاً بر دو تا از وجه ها قرار گرفته باشند.

ت) معادلات مربوط به یال هاي  و  را بنویسید. (دقت کنید یال ها پاره خط اند.)

ث) روابط مشخص کنندة دو وجه  و  را بنویسید.
ج) مختصات نقطه اي را مشخص کنید که درون مکعب باشد.

چ) مختصات نقطه اي را مشخص کنید که روي یکی از وجه هاي آن و غیرواقع بر یال ها باشد.

x = 1x = 3y = 1y = 4z = 2z = −2

ABBF

ADHEEFGH

18



210 درستی یا نادرستی هر یک از عبارات زیر را مشخص کنید.

الف) نقطۀ  در ناحیۀ چهارم قرار دارد.

ب) نقطۀ  در ناحیۀ پنجم قرار دارد.
پ) معادلۀ  در فضا معادلۀ یک خط است.

ت) معادلۀ  معادلۀ خطی موازي محور  هاست.

ث) بردار  عمود بر صفحۀ  است.

ج) بردار  موازي محور  هاست.

A = (−1, 5, 7)

B = (3, 2, −1)
z = 3

{ y = 5
z = 2

x

= (0, 0, 5)V
→

xoy

= (−2, 0, 3)V
→

y

چهار نقطۀ  و  و  و  مفروض هستند.  211

الف) معادلات مشخص کنندة سطح محدودشده به چهارضلعی  را بنویسید.

ب) معادلات یکی از سطوحی که با سطح  هم مساحت و موازي هستند را بنویسید.

A(2, 1, 3)B(−1, 1, 3)C(2, −1, 3)D(−1, −1, 3)
ABCD

ABCD

الف) مختصات چند نقطه را مشخص کنید که در رابطۀ  صدق کنند و مکان آنها را در دستگاه مختصات تعیین نمایید.  212

ب) نمودار مربوط به معادلات  چه شکلی است و چه ارتباطی با نمودار معادلۀ  دارد؟

{ x = 0
z = 0

{ x = 0
z = 0

x = 0

ها باشد، اگر  تصویر قائم نقطۀ  بر محور  ها و  قرینۀ نقطۀ  نسبت به محور   213

کمترین فاصلۀ  تا  چقدر است؟

BA = (1,m − 1, −2)yDC(m + 2, −1, 1)x

BD

اگر اندازة تصاویرقائم بردار  بر صفحات مختصات  و  و  به ترتیب برابر  و  و  باشد، طول بردار   214

را به  دست آورید.

V ⃗ xoyxozyoz4 2√3 2√4 3√V ⃗ 

اگر تصویرقائم نقطۀ  بر صفحۀ  برابر  و قرینۀ نقطۀ  نسبت به صفحۀ  برابر  باشد، مقدار  را طوري  215

به  دست آورید که طول میانۀ وارد بر ضلع  برابر  باشد.

A(m, 1, 2)yozBBxoyCm

BC2 2√

نقاط  و  و  سه رأس مثلث  هستند. طول میانۀ  و محیط مثلث را محاسبه کنید.  216A(1, 2, 1)B(3, 1, 3)C(1, 5, 4)ABCAM

 

در مکعب مستطیل شکل مقابل،  و  و  می باشد. فاصلۀ رأس  از وسط  را بیابید؟  217
 
OC = 4OD = 2OA = 5FOC

19



، بر آن ضلع عمود می باشد. مقدار  را ، میانۀ ضلع  ،  و  و  در مثلث   218
به دست آورید.

ABCA = (2, −1, 1)B = (3, 1, 0)C = (m, 0, 2)BCm

، نقطۀ  می باشد. اگر  باشد، طول  را بیابید؟ تصویر قائم نقطۀ  بر صفحۀ   219A(−2, 3, 5)xoyA
′B(3, −1, 4)BA

′

اگر  هر یک از زوایاي زیر چقدر است؟  220

الف) زاویۀ بین  و                     ب) زاویۀ بین  و                     پ) زاویۀ بین  و 

ت) زاویۀ بین  و          ث) زاویۀ بین  و 

|a| = |b| = |a + b|

abaa − bba − b

b−a − ba + ba − b

A

B

CE

D

 

اگر شکل مقابل یک مکعب باشد، درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  221

الف) مثلث  متساوي الاضلاع است.

،  است. ب) زاویۀ بین  و 

،  است. پ) زاویۀ بین  و 

،  است. ت) زاویۀ بین  و 

،  است. ث) زاویۀ بین  و 

ABC

AB
−→−

BC
−→−

60∘

BC
−→−

AC
−→−

60∘

AB
−→−

AD
−→−

45∘

AB
−→−

AE
−→−

135∘

222 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.

aمجموع طول هاي دو بردار  و  از طول بردار  کمتر نیست. ⃗ b ⃗ +a ⃗  b ⃗ 

ها موازي است. }خط  با محور  x = 5
y = 2

z

}223 خط  با محور .................. موازي است. x = 2
z = 3

همۀ نقاطی که مختصات آنها در رابطۀ  صدق کنند، .................. را مشخص می کنند.  224{ x = 0
y = 0

ضرب داخلی

,225c سه بردار  مثال بزنید که براي آنها  ولی  . b, a⋅ = ⋅a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗ b ≠ c

، مقدار  ،  و  باشد با این خاصیت که  226 فرض کنید  به ترتیب بردارهایی به طول 
را محاسبه کنید. 

, ,c ⃗ a ⃗  b ⃗ 123+ + =a ⃗  b ⃗  c ⃗  0⃗ ⋅ + ⋅ + ⋅a ⃗  b ⃗  b ⃗  c ⃗  c ⃗  a ⃗ 

اگر دو بردار  و  هم طول بوده و  باشد، زاویۀ بین  و  چقدر است؟  227ab|a + b| = |a − b| = 13,
−−

√ab

20



اگر طول دو بردار  و  برابر بوده و زاویۀ بین آنها  باشد، ثابت کنید:   228

 

abθ

|a + b| = 2 |a| cos
θ

2

اگر طول دو بردار  و  برابرهم بوده و زاویۀ بین آنها  باشد، ثابت کنید:  229

 

abθ

|a − b| = 2 |a| sin
θ

2

اگر  سه بردار باشد به طوري  که  ثابت کنید:  230

 

c, b, aa + b + c = 0⃗ 

a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −
+ +|a|2 |b|2 |c|2

2

اگر  و  دو بردار در فضاي سه بعدي باشند، هر یک از موارد زیر را ثابت کنید.  231

الف) 

ب) 

a
→

b
→

a ⋅ a = |a|
2

a ⋅ b = b ⋅ a

اگر  سه بردار در فضاي سه بعدي باشند، ثابت کنید:   232

 

, ,c
→

b
→

a
→

a ⋅ (b + c) = a ⋅ b + a ⋅ c

دو بردار  و  مفروض اند. اگر  حدود  را به  دست آورید.  233a = (2m − 1,m + 2, 2)b = (−1, 3,m − 1)|a − b| > |a + b|m

B

A

C

D E

 234

در مکعب مقابل طول یال ها برابر  است. حاصل عبارت هاي زیر را به  دست آورید:   

 الف)                          ب) 

3 2√

⋅AB
−→−

CD
−→−

⋅AB
−→−

DE
−→−

، حاصل عبارت  را به  دست آورید.  اندازة بردارهاي  و  به ترتیب برابر  و  است. اگر   235bc322a + b + c = 0⃗ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  236

. الف) زاویۀ بین  و  منفرجه است، اگر و فقط اگر 

ب)  و  عمود بر هم اند، اگر و فقط اگر زاویۀ بین  و  برابر  باشد.

پ) 

، آنگاه زاویۀ بین  و  حاده است. ت) اگر 

aba ⋅ b < 0

a + ba − bab
π

4
a ⋅ b = a ⋅ c ⇒ b = c

a ⋅ b = 2 + a ⋅ cab − c

21



اگر بردار  در صفحۀ  بوده و  و این بردار بر بردار  عمود باشد، حاصل هر یک از موارد زیر را به   237
دست آورید.

الف)                         ب)                          پ) 

axoz|a| = 2b = i − j + k

a ⋅ ia ⋅ ja ⋅ k

؛ مقدار  را طوري به  دست آورید که  باشد.  ،  و  238a فرض کنید  = (m, −1, 1)b = (1, n, 2)a ⋅ b = 3n,m|a + b| = 3 2√

، اندازة بردار  را به  دست 239 فرض کنید زاویۀ بین دو بردار  و  برابر  بوده و  باشد. اگر 

آورید. 

ab
π

3
|b| = 2= 28a ⋅ b|2a − 3b|2a

A

B C13

12

 

در مثلث قائم الزاویۀ مقابل حاصل  را به  دست آورید.  240⋅AB
−→−

BC
−→−

B

A

C

D

در مکعب شکل مقابل به ضلع  واحد، حاصل عبارت  را به  دست آورید.   2412⋅ + ⋅AB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

BC
−→−

242 سه بردار متمایز و غیر  صفر  در یک صفحه مفروض اند. اگر  بر بردار  و  بر بردار  عمود باشد، ثابت کنید 

بر بردار  عمود است.

c, b, aca − bba − ca

b − c

243 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.

، اگر  آنگاه داریم:  abcaبراي بردارهاي غیر صفر  و  و  × b = a × cb = c

، اگر  آنگاه داریم:  abcaبراي بردارهاي غیر صفر  و  و  ⋅ b = a ⋅ cb = c

اگر سه نقطۀ  و  و  سه رأس یک مثلث باشند، مقدار زاویۀ  را به  244

 دست آورید.
A = j + kB = i + 2j − k3√C = i + 2j + k3√A

ثابت کنید  زاویۀ بین دو بردار  و  از رابطۀ زیر به  دست می آید.  245

 

θab

cos θ =
a ⋅ b

|a| |b|

22



بردار غیر صفر  مفروض است. درستی و نادرستی هر یک از عبارات زیر را تعیین کنید:  246

الف) اگر  بر محور  ها عمود باشد، زاویۀ آن با محور  حاده است.

ب) اگر  با محور  ها زاویۀ منفرجه بسازد، زاویۀ آن با محور  حاده است..
پ) اگر  با محور  ها زاویۀ حاده بسازد، زاویۀ آن با  حاده و عمود بر محور  هاست.

V = (|a| , a, a − |a|)

Vzoy

Vzoy

Vyoxz

اگر بردار  تصویر قائم بردار  در امتداد بردار  باشد، ثابت کنید:  247

 

a′ab

= ba′ a ⋅ b

|b|
2

براي هریک از بردارهاي  و  که در زیر آمده است تصویر قائم  را در امتداد بردار  به  دست آورید.  248

الف) 

ب) 

ج) 

abab

b = i , a = (2, −1, 2)

b = (3, 2, 1) , a = (2, 3, 1)

b = (−1, 2, 4) , a = (1, 1, 0)

249 هر یک از حالات زیر را با شکل هاي داده شده نظیر کنید.

الف)          ب)             پ)         ت)           ث) 

a b

θ = π

a

b

θ π

θ

<<π
2

a

b
θ

θ = π
2

a

b

θ

θ

<< π
20

a b
θ =0

a ⋅ b > 0a ⋅ b = 0a ⋅ b < 0a ⋅ b = |a| |b|a ⋅ b = − |a| |b|

،  و  سه نقطه در فضا باشند، تصویر قائم بردار  بر امتداد اگر   250

بردار  را به  دست آورید. 

A = (1, 0, −1)B = (1, 1, 1)C = (−1, 1, 0)2OA + OB

2OC − OB

اگر  زاویۀ بین دو بردار  حاده بوده و تصویر قائم و قرینۀ بردار  نسبت به بردار  به ترتیب  و  باشند. ثابت کنید:  251

  

θb, aaba′a′′

⋅ = ⋅ θa′ a′′ |a|2 cos2

اگر  و  به ترتیب تصویر قائم و قرینۀ بردار  نسبت به بردار  باشند، درستی و نادرستی هر یک از موارد زیر را تعیین کنید:  252

الف)  

ب)  

پ)  

a′a′′ab

(a − b)⊥b
a ⋅ b

|b|2

= 1⋅a′ a′′

a ⋅ a′

(a − ) ⋅ (a + ) = 0a′ a′′

، ثابت کنید: در مثلث قائم الزاویۀ   253

 

( = )ABCÂ 90∘

⋅ = −AB
−→−

BC
−→−

|AB|2
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تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  را بیابید.  254i = (1, 0, 0)j = (0, 1, 0)

،  و  باشند، آنگاه تصویر قائم بردار  بر امتداد  را به  دست آورید. اگر   255= (1, −3, 4)a ⃗ = (3, −4, 2)b ⃗ = (−1, 1, 4)c ⃗ a ⃗ +b ⃗  c ⃗ 

به ازاي هر دو بردار دلخواه  و  نامساوي کوشی - شوارتز را اثبات کنید.   256uv

، کمترین مقدار عبارت  را به  دست آورید.  اگر   257x + 3y − z = −22√+ +x2 y2 z2

ضرب خارجی

اگر  ، ثابت کنید:    258a + b + c = 0⃗ a × b = b × c = c × a

اگر  و  باشد، بردار عمود بر دو بردار  و  را به  دست آورید.   259a = −2i + j − 3kb = i − 2j + ka − 7b5√4a + b3√

، مقدار  را محاسبه کنید.  ،  و  بردارهاي  و  مفروض اند. به طوري که   260ab| | = 3a ⃗ = 26∣
∣b
⃗ ∣
∣× = 72∣

∣a ⃗  b ⃗ ∣∣a ⋅ b

. آیا امکان حذف در ضرب خارجی بردارها برقرار است؟  ،  و  مثال بزنید که براي آنها  ولی  ×261abc سه بردار  = ×a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗ ≠b ⃗  c ⃗ 

برداري عمود بر دو بردار  و  پیدا کنید.   262b = (−2, 1, −5)a = (1, −3, 2)

مقدار  و  را طوري به  دست آورید که بردار  بر دو بردار  و  عمود  263
باشد. 

mna = (m − 2, −3, n + 1)b = (2, 3, 4)c = (−1, 2, 1)

اگر  و  حاصل اندازة  را به  دست آورید.   264a ⋅ j = 4a ⋅ k = 5a × i

اگر  و  و  سه برابر غیر  صفر باشند، کدام یک درست است؟  265

 (الف

 (ب

abc

a × b + c × a = ⇒ b = c0⃗ 

a × b = ⇒ a ∥ b0⃗ 

، کدام نادرست است؟ اگر  و  و   266
 

)  با  موازي است.)  بر  عمود است.

)  و  و  در یک صفحه اند.) 

× = ×a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗ ≠a ⃗  0⃗ ≠b ⃗  c ⃗ 

1a ⃗ −b ⃗  c ⃗ 2a ⃗ −b ⃗  c ⃗ 

3⋅ ( × ) = 0a ⃗  b ⃗  c ⃗ 4a ⃗ b ⃗ c ⃗ 
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267 سه نقطۀ  و  و  مفروضند. مساحت متوازي الاضلاعی که دو ضلع مجاور آن  و 
باشند، چقدر است؟ 

A(1, 2, −1)B(3, 1, 2)C(−1, 4, 1)AB
−→−

AC
−→−

،  و  داده شده است را بیابید.  مساحت مثلثی که رئوس آن با نقاط   268A = (3, 5, 7)B = (5, 5, 0)C = (−4, 0, 4)

اگر  و  باشند، مساحت متوازي الاضلاع ساخته شده روي دو بردار  و  را به  دست  269
آورید. 

3a + b = (−3, 1, 2)a − 4b = (0, 2, 1)ab

کدام یک از موارد زیر درست و کدام یک نادرست است؟  270
الف) اگر بردار  یک ضلع متوازي  الاضلاع و بردار  یک قطر آن باشد، مساحت متوازي الاضلاع برابر است با:  

ب) اگر  و  قطرهاي یک متوازي الاضلاع باشند، مساحت متوازي الاضلاع برابر است با:   
adS = |a × d|

dd′S = d ×∣∣ d′∣∣

اگر  و  دو بردار در فضاي سه بعدي باشند، ثابت کنید:  271

 

ab

a ⋅ (a × b) = 0

اگر  بردارهاي یکه باشند حاصل عبارت زیر را به  دست آورید.   272

 

k, j, i

(3j − k) ⋅ [(2k − i) × (2i − j)]

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  273

) 

) 

) 

) 

) 

k × j = i1

j × j = 0⃗ 2

k × (i × j) = 0⃗ 3

k ⋅ (j × i) = −14

i × (k − j) = (0, −1, −1)5

274 فرض کنید  سه بردار بوده که در یک صفحه قرار ندارند. ثابت کنید حجم متوازي السطوح ساخته شده روي این سه بردار از

رابطۀ  به  دست می آید.

c, b, a

V = |a ⋅ (b × c)|

،  و  هم صفحه باشند.  مقدار  را طوري بیابید که سه بردار   275ma = 2i + (m + 1)j − 3kb = 2j + kc = −i + j + k
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     2

              3

 4

به جز درایه هاي روي قطر اصلی، بقیه درایه ها صفر هستند.

 قطري بوده و همه درایه هاي روي قطر اصلی با هم برابرند.

    5

          6

    

  

  

 

      
       7

می دانیم در ماتریس قطري درایه هاي خارج قطر اصلی همگی صفر هستند. بنابراین داریم:

    8

عدد  میزان فروش کل محصولات در بازار  را نشان می دهد و عدد  میزان فروش کل محصولات در بازار  را نشان می دهد.

عدد  میزان قیمت تمام شده محصولات در بازار  و عدد  میزان قیمت تمام شده محصولات در بازار  می باشد.

A = = =[ ]aij 3×2

⎡

⎣
⎢⎢

a11

a21

a31

a12

a22

a32

⎤

⎦
⎥⎥

⎡

⎣
⎢

0
1
2

1
3
1

⎤

⎦
⎥

=aij

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

7
i + j

i2

, i = j

, i > j

, i < j

A = = =[ ]aij 3×4

⎡

⎣
⎢⎢

a11

a21

a31

a12

a22

a32

a13

a23

a33

a14

a24

a34

⎤

⎦
⎥⎥

⎡

⎣
⎢

7
3
4

1
7
5

1
4
7

1
4
9

⎤

⎦
⎥

A = B → [ ] = [ ]→ →
2x − y

z

5
1

3
−2

2x + y

1

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2x − y = 3
2x + y = 5
z = −2

x = 2
y = 1

x + y + z = 2 + 1 + (−2) = 1

A = B = C =
⎡

⎣
⎢

1
3
5

2
4
6

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢
−3
1
4

−2
−5
3

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢
a

b

c

d

e

f

⎤

⎦
⎥

A + B − C = ⇒ C = A + B =O3×2

⎡

⎣
⎢
−2
4
9

0
−1
9

⎤

⎦
⎥

A = [ ]a

c

b

d
⇒ 2A − I = [ ] − [ ]0

0
0
3

1
2

−1
m

⇒ [ ] = [ ]2a − 1
2c

2b
2d − 1

−1
−2

1
3 − m

2a − 1 = −1 ⇒ 2a = 0 ⇒ a = 0 , 2b = 1 ⇒ b =
1
2

2c = −2 ⇒ c = −1 , 2d − 1 = 3 − m (1)

: a + d = 5 ⇒ 0 + dفرض = 5 ⇒ d = 5 (2)

(1), (2) ⇒ 2 × 5 − 1 = 3 − m ⇒ m = −6

AB = [ ] [ ] = [ ]4
b

a

−1
1
3

−2
2

4 + 3a
b − 3

−8 + 2a
−2b − 2

{−8 + 2a = 0 → a = 4
b − 3 = 0 → b = 3

AB = [ ] × = [ ]5000
2000

2000
2000

1500
1000

⎡

⎣
⎢

2
4
3

⎤

⎦
⎥

22500
15000

22500m15000n

AC = [ ] × = [ ]5000
2000

2000
2000

1500
1000

⎡

⎣
⎢

1٫8
3٫5
2٫5

⎤

⎦
⎥ 19750

13100

19750m13100n
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می دانیم سود یعنی از قیمت فروش، قیمت تمام شده را کم کنیم، پس  میزان سود فروش محصولات در بازار  و عدد  میزان سود فروش محصولات در بازار  را
نشان می دهد.

             9

  

  

    

     

         10

        11

همان طور که مشاهده می کنید  اما 

    12

 13

درست 

عدد

 نادرست

 

             14

؛ پس با فرض مقادیر  و  به دست می آیند.  با جایگذاري  در درایه هاي دیگر نتیجه می گیریم 

AB − AC = [ ]2750
1900

2750m1900n

A = × [ ]
3
−−

√

3
1
2

0
−1

⇒ = ×A100 ( )
3
−−

√

3

100

B100

= [ ] [ ]B2 1
2

0
−1

1
2

0
−1

= [ ] = I ⇒ = I
1
0

0
1

B2

= × = I × I = IB4 B2 B2 ⇒ = ×B6 B2 B4 = I × I = I ⇒ = IB100

=A100 ( )
3
−−

√

3

100

× = × IB100 1

350

A = , B =
⎡

⎣
⎢

0
0
0

a

b

c

0
0
0

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢
d

0
c

0
0
f

0
0
g

⎤

⎦
⎥

AB = =
⎡

⎣
⎢

0
0
0

a

b

c

0
0
0

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢
d

0
c

0
0
f

0
0
g

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

0
0
0

0
0
0

0
0
0

⎤

⎦
⎥

= ⇒ [ ] = [ ]⇒ AB = AC[ ]1
2

0
0

  
A

[ ]1
0

2
4

  
B

[ ]1
2

0
0

  
A

[ ]1
5

2
8

  
C

1
2

2
4

1
2

2
4

AB = ACB ≠ C

AB = BA = O⟹

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

AB = = =
⎡

⎣
⎢

2
−1
1

−3
4
−3

−5
5
−4

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢
−1
1
−1

3
−3
3

5
−5
5

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

0
0
0

0
0
0

0
0
0

⎤

⎦
⎥ Ō

BA = = =
⎡

⎣
⎢
−1
1
−1

3
−3
3

5
−5
5

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

2
−1
1

−3
4
−3

−5
5
−4

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

0
0
0

0
0
0

0
0
0

⎤

⎦
⎥ Ō

AC = A ⇒ AC = = ⇒ AC = A
⎡

⎣
⎢

2
−1
1

−3
4
−3

−5
5
−4

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

2
−1
1

−2
3
−2

−4
4
−3

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

2
−1
1

−3
4
−3

−5
5
−4

⎤

⎦
⎥

CA = C ⇒ CA = = ⇒ CA = C
⎡

⎣
⎢

2
−1
1

−2
3
−2

−4
4
−3

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

2
−1
1

−3
4
−3

−5
5
−4

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

2
−1
1

−2
3
−2

−4
4
−3

⎤

⎦
⎥

× = =A1×3 B3×1 C1×1

: [ ] [ ] مثال نقض=
0
1

0
1

1
−1

1
−1

O
¯ ¯¯̄

= [ ] [ ] = [ ]A2 5
2

3
1

5
2

3
1

31
12

18
7

m + nA + rI = → [ ] + [ ] + [ ] =A2 O
¯ ¯¯̄ 31m

12m
18m
7m

5n
2n

3n
n

r

0
0
r

O
¯ ¯¯̄

→ [ ] = [ ]31m + 5n + r

12m + 2n
18m + 3n

7m + n + r

0
0

0
0

}→ 6m + n = 0 ⇒ n = −6m18m + 3n = 0
12m + 2n = 0

n = −6mr = −mm = 1n = −6r = −1
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     16

         17

 

دقت کنید فقط درایۀ سطر اول و ستون دوم متغیر است.

        18

   19

 (الف

 (ب

         20

 

 

      21

= [ ] [ ] = [ ]A2 2
−1

1
1

2
−1

1
1

3
−3

3
0

3A = [ ] , 3I = [ ]6
−3

3
3

3
0

0
3

− 3A + 3I = [ ] − [ ] + [ ] = [ ] =A2 3
−3

3
0

6
−3

3
3

3
0

0
3

0
0

0
0

O
¯ ¯¯̄

= [ ] [ ] = [ ]A2 1
3

2
4

1
3

2
4

7
15

10
22

αA = [ ] , βI = [ ]α

3α
2α
4α

β

0
0
β

= αA + βI → [ ] = [ ]→ {A2 7
15

10
22

α + β

3α
2α

4α + β

α = 5
β = 2

A = [ ]1
0

2
1

= [ ] [ ] = [ ]A2 1
0

2
1

1
0

2
1

1
0

4
1

= [ ] [ ] = [ ]→ = [ ]A3 1
0

4
1

1
0

2
1

1
0

6
1

A20 1
0

40
1

A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢

1
0
1
0

1
0
1
0

1
0
1
0

1
0
1
0

⎤

⎦

⎥⎥⎥

20

↑

= =A2

⎡

⎣

⎢⎢⎢

1
0
1
0

1
0
1
0

1
0
1
0

1
0
1
0

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

1
0
1
0

1
0
1
0

1
0
1
0

1
0
1
0

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

2
0
2
0

2
0
2
0

2
0
2
0

2
0
2
0

⎤

⎦

⎥⎥⎥

21

↑

= =A3

⎡

⎣

⎢⎢⎢

2
0
2
0

2
0
2
0

2
0
2
0

2
0
2
0

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

1
0
1
0

1
0
1
0

1
0
1
0

1
0
1
0

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

4
0
4
0

4
0
4
0

4
0
4
0

4
0
4
0

⎤

⎦

⎥⎥⎥

22

↑

→ = → = 8 × = × =A10

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

29

0
29

0

29

0
29

0

29

0
29

0

29

0
29

0

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
مجموع درایھ ھا 29 23 29 212

= (A + B)(A + B) = + AB + BA + + 2AB +(A + B)2 A2 B2 − →−−−−
AB=BA

A2 B2

(A − B)(A + B) = + AB − BA − −A2 B2 − →−−−−
AB=BA

A2 B2

A = [ ]⇒ = [ ] [ ] = [ ]1
1

−1
1

A2 1
1

−1
1

1
1

−1
1

0
2

−2
0

= [ ] [ ] = [ ] = −4IA4 0
2

−2
0

0
2

−2
0

−4
0

0
−4

= = = −( ) × = −( )IA100 ( )A4 25
(−4I)25 425

I 25 250

= AA = [ ] [ ] = [ ] = IA2 1
0

0
−1

1
0

0
−1

1
0

0
1
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نتیجه می گیریم اگر  آنگاه داریم: 

     23

در اینجاست که ماتریس  را پوچ توان از مرتبه  می گوئیم.

   24

          25

         26

             

     

          27

        28

    29

= I = AA2
−→−
×A

A3

= I = I = AA2 − →−−−−−−
3 طرفین بھ توان

A6 −→−
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⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

0
0
0

1
0
0

3
4
0

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

0
0
0

0
0
0

4
0
0

⎤

⎦
⎥

= = ⇒ = 0 ⇒ n = 3A3
⎡

⎣
⎢

0
0
0

0
0
0

4
0
0

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

0
0
0

1
0
0

3
4
0

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

0
0
0

0
0
0

0
0
0

⎤

⎦
⎥ A3

A3

A = [ ]⇒ = [ ] [ ] = [ ] = I
0
1

1
0

A2 0
1

1
0

0
1

1
0

1
0

0
1

= I ⇒ ( = ⇒ = IA2 A2)5 I 5 A10

= × =A2
⎡

⎣
⎢

1
2
2

2
1
2

2
2
1

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

1
2
2

2
1
2

2
2
1

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

9
8
8

8
9
8

8
8
9

⎤

⎦
⎥

4A = 5 =
⎡

⎣
⎢

4
8
8

8
4
8

8
8
4

⎤

⎦
⎥ I3

⎡

⎣
⎢

5
0
0

0
5
0

0
0
5

⎤

⎦
⎥

− 4A − 5 = − − = =A2 I3

⎡

⎣
⎢

9
8
8

8
9
8

8
8
9

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

4
8
8

8
4
8

8
8
4

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

5
0
0

0
5
0

0
0
5

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

0
0
0

0
0
0

0
0
0

⎤

⎦
⎥ Ō

A = [ ]2
3

−1
−2

⇒ = A × AA2 = [ ] = I
1
0

0
1

⇒ = IA2 ⇒ = A × = AI = AA3 A2 ⇒ = AA4 A3 = A × A = = IA2 ⇒ −A7 A4

= ( − I) = I(A − I)A4 A3 = A − I = [ ] − [ ]2
3

−1
−2

1
0

0
1

= [ ]1
3

−1
−3

|A| = → |A| = 4 − 3
∣

∣
∣
|A|

1
3

4 |A|

∣

∣
∣ |A|2

→ 4 − |A| − 3 = 0 →|A|2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

|A| = 1

|A| = −
3
4

A = [ ] , B = [ ]2
3

−1
4

3
4

1
2

AB = [ ] [ ] = [ ]→ |AB| = 22 (1)2
3

−1
4

3
4

1
2

2
25

0
11

→ |AB| = 11 × 2 = 22 (2)|A| = 8 + 3 = 11
|B| = 6 − 4 = 2

(1) , (2) → |AB| = |A| |B|
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دترمینان را برحسب سطر اول بسط می دهیم:  30

     31

می دانیم  بنابراین داریم:  32

می دانیم ماتریس اسکالر ماتریسی قطري است که درایه ها یکسان هستند. چون  بنابراین داریم:  33

          34

بسط برحسب سطر اول:  35

بسط برحسب ستون سوم:

نتیجه:
اولاً دترمینان برحسب هر سطر یا ستونی بسط داده شود، فرقی نمی کند و حاصل یکسان است. ثانیاً بهتر است دترمینان را برحسب سطر یا ستونی بسط دهیم که صفر بیشتري

دارد.

    36

AB = [1 2 3] = [−2 − 2 − 9] = [−13] → |AB| = −13
⎡

⎣
⎢
−2
−1
−3

⎤

⎦
⎥

BA = [1 2 − 3] =
⎡

⎣
⎢
−2
−1
−3

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢
−2
−1
3

−4
−2
6

6
3
−9

⎤

⎦
⎥

→ |BA| = −2 − (−4) − 6 = 0
∣

∣
∣
−2
6

3
−9

∣

∣
∣

  
0

∣

∣
∣
−1
3

3
−9

∣

∣
∣

  
0

∣

∣
∣
−1
3

−2
6

∣

∣
∣

  
0

0 − 1 + 0 = 8 → −(1 − ) = 8 → − 1 = 8
∣

∣
∣

1
x

x

1
∣

∣
∣ x2 x2

→ = 9 → x = ±3x2

||A|A| |5A| = 125 = 625= ===
|A|=5

|A|
 

5

| | =An |A|n

|A| = = −2 = −30
∣

∣

∣
∣

−2
0
1

0
−3
0

0
0
−5

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣
−3
0

0
−5

∣

∣
∣

→ = = = 900∣
∣A

2∣
∣ |A|2 (−30)2

= 4a11

|A| = = 64
∣

∣

∣
∣

4
0
0

0
4
0

0
0
4

∣

∣

∣
∣

A = [ ]
5 |A|

5
|A|

4|A|2

|A| = 20 − 5 |A| → 20 − 6 |A| = 0 → 2 |A| (10 − 3) = 0|A|3 |A|3 |A|2

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

|A| = 0 → − 2 = −2|A|3

|A| = ± ⇒
3
−−

√

10
−−

√

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

− 2 = − 2−→
+

|A|3
3

10
3

10

−−−

√

− 2 = − − 2−→
−

|A|3
3

10
3

10

−−−

√

|A| = = 1 − (−1) + 2
∣

∣

∣
∣

1
2
−2

−1
1
4

2
3
0

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣

1
4

3
0
∣

∣
∣

  
−12

∣

∣
∣

2
−2

3
0
∣

∣
∣

  
6

∣

∣
∣

2
−2

1
4
∣

∣
∣

  
10

= −12 + 6 + 20 = 14

|A| = = 2 − 3 = 20 − 6 = 14
∣

∣

∣
∣

1
2
−2

−1
1
4

2
3
0

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣

2
−2

1
4
∣

∣
∣

  
10

∣

∣
∣

1
−2

−1
4

∣

∣
∣

  
2

A = = [ ]→ |A| = 13 + 6 = 19
⎡

⎣

⎢⎢⎢

∣

∣
∣

2
1

3
2
∣

∣
∣

−
∣

∣
∣

1
2

5
11

∣

∣
∣

∣

∣
∣

4
−1

2
1
∣

∣
∣

∣

∣
∣

2
1

−3
5

∣

∣
∣

⎤

⎦

⎥⎥⎥
1
−1

6
13
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               37

پس معادلۀ داده شده معادله یک خط راست است.
حال وضعیت دو نقطه را در معادله چک می کنیم

برقرار  است 

برقرار  است 

پس معادلۀ داده  شده معادله یک خط راست است که از دو نقطه  عبور می کند.

براي پیدا کردن مساحت مثلث  باید اندازه قاعده و ارتفاع مثلث را داشته باشیم:  38

.  اندازه ارتفاع  یعنی فاصله  از خط 

ابتدا معادله خط  را می نویسیم.
A

B C
H  

 

، پس: از طرفی 

از طرفی حاصل دترمینان داده شده به صورت زیر محاسبه می شود:

بنابراین نصف قدرمطلق این دترمینان با مساحت مثلث برابر است.

سطر دوم:  39

ستون سوم:

دترمینان: به کمک روش ساروس:

               40

        

              41

   

   

             42

= 1 , = 6 , − = −1 , = 13
∣

∣
∣

2
1

3
2
∣

∣
∣

∣

∣
∣

4
−1

2
1
∣

∣
∣

∣

∣
∣

1
2

5
11

∣

∣
∣

∣

∣
∣

2
1

−3
5

∣

∣
∣

= 0 ⇒ +x(b − d) − y(a − c) + 1(ad − bc) = 0
∣

∣

∣
∣

x

a

c

y

b

d

1
1
1

∣

∣

∣
∣

⇒ Ax + By + C = 0

A(a, b) ⇒ = 0
∣

∣

∣
∣

a

a

c

b

b

d

1
1
1

∣

∣

∣
∣

B(c, d) ⇒ = 0
∣

∣

∣
∣

c

a

c

d

b

d

1
1
1

∣

∣

∣
∣

B(c, d),A(a, b)

ABC

AHABC

BC

{ ⇒
B( , )b1 b2

C( , )c1 c2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

m =
−c2 b2

−c1 b1

y − = (x − ) ⇒ (y − )( − ) = ( − )(x − )b2
−c2 b2

−c1 b1
b1 b2 c1 b1 c2 b2 b1

|AH | = =
|( − )( − ) − ( − )( − )|a2 b2 c1 b1 c2 b2 a1 b1

( − + ( −c1 b1)
2 c2 b2)

2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

| ( − ) − ( − ) + ( − )|a1 b2 c2 b1 a2 c2 c1 a2 b2

( − + ( −c1 b1)
2 c2 b2)

2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

|BC | = ( − + ( −c1 b1)
2 c2 b2)

2− −−−−−−−−−−−−−−−−−
√

= |AH | × |BC | = | ( − ) − ( − ) + ( − )|SABC

1
2

1
2
a1 b2 c2 b1 a2 c2 c1 a2 b2

= ( − ) − ( − ) + ( − )

∣

∣

∣
∣
∣

a1

a2

1

b1

b2

1

c1

c2

1

∣

∣

∣
∣
∣

a1 b2 c2 b1 a2 c2 c1 a2 b2

|A| −2(−10 − 35) + (−1)(−2 − 28) − 3(5 − 20) = 90 + 30 + 45 = 165= =======
بسط حول سطر2

|A| +7(10 + 4) − 3(5 − 20) − 2(−1 − 10) = 165= =======
بسط حول ستون3

|A| = = (2 + 60 + 70) − (−28 + 15 − 20) = 132 + 33 = 165
∣

∣

∣
∣

1
2
4

5
−1
5

7
3
−2

∣

∣

∣
∣

∣

∣

∣
∣

1
2
4

5
−1
5

7
3
−2

∣

∣

∣
∣

| |A||A2 = | | × |AA2 |3 = |A × |A|2 |3 = |A|5 = = 24335

M =

⎡

⎣
⎢⎢

−12 12

−22 12

−32 12

−12 22

−22 22

−32 22

−12 32

−22 32

−32 32

⎤

⎦
⎥⎥ =

⎡

⎣
⎢

0
3
8

−3
0
5

−8
−5
0

⎤

⎦
⎥

|M | = 0 × − (−3) + (−8)
∣

∣
∣

0
5

−5
0

∣

∣
∣

∣

∣
∣

3
8

−5
0

∣

∣
∣

∣

∣
∣

3
8

0
5
∣

∣
∣ ⇒ |M | = 3 × 40 − 8 × 15 = 0
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نتیجه: هرگاه دو سطر (یا دو ستون) در یک ماتریس مانند هم (یا مضربی از هم) باشند حاصل دترمینان صفر است.

                43

=A

2 3 4 2 3

1 2 3 1 2

-1 -2 1 -1 -2

      44

 

 

می توان دو ماتریس زیر را معرفی کرد که براي آنها  باشد.

  

  

        45

 

دترمینان ماتریس  را با بسط نسبت به سطر اول می بابیم: 

 

              46

            47

        48

      49

|A| = = d − e + f = 0
∣

∣

∣
∣

a

a

d

b

b

e

c

c

f

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣
b

b

c

c

∣

∣
∣

  
0

∣

∣
∣
a

a

c

c

∣

∣
∣

  
0

∣

∣
∣
a

a

b

b

∣

∣
∣

  
0

⇒ |A| = ( ) − ( ) = 44 − 9 − 8
  

−13

3 − 12 − 8
  

−17

2|A + 3|A| − 2 = 0|2

|A| = = ⇒ |A| = −2 ,
−3 ± 9 − 4 × 2(−2)

− −−−−−−−−−−−
√

4
−3 ± 5

4
1
2

|A| = −2 ,
1
2

A = ⇒ |A| = −2 × 1 × 1 = −2
⎡

⎣
⎢
−2
0
0

0
1
0

0
0
1

⎤

⎦
⎥

A = ⇒ |A| = × 1 × 1 =

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

1
2
0
0

0

1
0

0

0
1

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
1
2

1
2

A = =
⎡

⎣
⎢

1 − 1
2 − 1
3 − 1

1 − 2
2 − 2
3 − 2

1 − 3
2 − 3
3 − 3

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

0
1
2

−1
0
1

−2
−1
0

⎤

⎦
⎥

2A + I =
⎡

⎣
⎢

1
2
4

−2
1
2

−4
−2
1

⎤

⎦
⎥

2A + I

|2A + I | = =

∣

∣

∣
∣

1
2
4

−2
1
2

−4
−2
1

∣

∣

∣
∣

(1 + 4) − (−2)(2 + 8) + (−4)(4 − 4)
= 5 + 20 = 25

A = = [ ] = [ ][ − j]i2
2×2

− 112

− 122
− 212

− 222
0
3

−1
2

= [ ] =A−1 1
3

2
−3

1
0

⎡

⎣
⎢

2
3
−1

1
3
0

⎤

⎦
⎥

2 + |3A| = + |A| = 4( ) + 9|A| = + 27 =∣
∣ A−1∣

∣ 22 ∣
∣A

−1∣
∣ 32 1

|A|

4
3

85
3

B = [ ] → = [ ]0
1

−1
x

B−1 1
1

x

−1
1
0

= [ ] [ ] = [ ]B2 0
1

−1
x

0
1

−1
x

−1
x

−x

− 1x2

= → [ ] = [ ]→ x = −1B−1 B2 x

−1
1
0

−1
x

−x

− 1x2
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     51

          52

           53

             54

       55

                 56

 ماتریس  وارون پذیر نیست.

طبق تعریف وارون باید ضرب  و  برابر  باشد.  57

الف)  58

 

= A A = → A = IA2 − →−−−−−−−−−
A−1 ضرب طرفین در

AA−1
  

I

AA−1
  

I

= B B = → B = IB2
− →−−−−−−−−−
B−1 ضرب طرفین در

BB−1
  

I

BB−1
  

I

→ = = = = I(A + B)−1 (I + I)−1 (2I)−1 1
2
I −1 1

2

AB = A + B (AB) = (A + B)− →−−−−−−
از سمت چپ

A−1 ضرب در
A−1 A−1

( A)B = A + B → IB = I + BA−1 A−1 A−1 A−1

→ B = I + B B = (I + B)A−1 − →−−−−−−
از سمت راست

B−1 ضرب در
B−1 A−1 B−1

I = I + B → I = + → + = IB−1 A−1 B−1 B−1 A−1 A−1 B−1

= A A = → A = IA2 − →−−−−−−−−−
A−1 ضرب طرفین در

AA
−1
  

I

AA
−1
  

I

→ = = = − = − I(I − 3A)
−1

(I − 3I)−1
(−2I)−1 1

2
I −1 1

2

= [ ]→ = 27 → |A| = 3A3 2
−3

3
9

|A|3

= = = × =∣
∣(2A)

−1∣
∣

∣

∣
∣

1
2
A−1∣

∣
∣

1
4
∣
∣A

−1∣
∣

1
4

1
|A|

1
12

A = [ ] |A| = 5 + 6 |A| → 5 + 5 |A| = 0|A|

−3
2 |A|

5 |A|
− →−−−−−−−−−−−

از دو طرف دترمینان می گیریم.
|A|2 |A|2

→ 5 |A| (|A| + 1) = 0 → { |A| = 0
|A| = −1

غ ق ق

→ A = [ ]→ = [ ] = [ ]−1
−3

−2
−5

A−1 1
−1

−5
3

2
−1

5
−3

−2
1

A = I A = |I |A−1 − →−−−−−−−−−−
ازطرفین دترمینان می گیریم.

∣∣A
−1 ∣∣

→ |A| = 1 → =∣
∣A

−1∣
∣

∣
∣A

−1∣
∣

1
|A|

= B( )A2 −1

= B → × = B( )A−1 2
A−1 A−1

× = AB → = AB−→−
×A

AA 
I

−1 A−1 A−1

→ |A| = 0 → = 0
∣

∣
∣
m

1
3

m − 2
∣

∣
∣A

→ m(m − 2) − 3 = 0 → − 2m − 3 = 0 → (m + 1)(m − 3) = 0 → {m2 m = −1
m = 3

ABB−1A−1I

(AB)( ) = A( ) = AI = A = IB−1A−1 BB−1
  

I

A−1 A−1 A−1

( )(AB) = ( )B = IB = B = IB−1A−1 B−1 AA−1
  

I

B−1 B−1

AB = I → |AB| = |I | → |A| |B| = 1 → |A| ≠ 0 ⇒
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 پس  وارون پذیر است.  
ب)

                                59

    

. کافیست نشان دهیم:   60

وارون ماتریس  به صورت   است. بنابراین:  61

                62

           63

                64

      

  

       

                 65

          

الف) درست  66

      
 ب) درست

      
 پ) درست

A

AB = I (AB) = I− →−−−−−−
A−1 ضرب در

A−1 A−1

→ ( A)B = → IB = → B =A−1 A−1 A−1 A−1

= × ,(A × B)−1 B−1 A−1 = × ,(kA)−1 1
k

A−1 = A( )A−1 −1

AB = BA = I

AB = [ ] [ ] = [ ] = I
7
2

4
1

−1
2

4
−7

1
0

0
1

BA = [ ] [ ] = [ ] = I
−1
2

4
−7

7
2

4
1

1
0

0
1

A = [ ]a

c

b

d
= [ ]A−1 1

|A|

d

−c

−b

a

A = [ ]→ = [ ] =
10
4

2
1

A−1 1
2

1
−4

−2
10

⎡

⎣
⎢

1
2
−2

−1

5

⎤

⎦
⎥

= [ ] =A−1 1
4

2
−3

−2
5

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

1
2

−
3
4

−
1
2

5
4

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

→ = ( × ) − ( × ) → = − = (1)∣
∣A

−1∣
∣

1
2

5
4

1
2

3
4

∣
∣A

−1∣
∣

5
8

3
8

1
4
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A Bو وارون پذیر ⇒ |A| ≠ 0 , |B| ≠ 0 ⇒ |AB| ≠ 0 ⇒ AB وارون پذیر

AB وارون پذیر ⇒ |AB| ≠ 0 ⇒ |A| × |B| ≠ 0 ⇒ |A| ≠ 0 , |B| ≠ 0 ⇒ B Aو وارون پذیر
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 ت) نادرست

    

  .(  یا  وارون پذیر نیست، (نه هر دو  و 

              67

خیر، زیرا دترمینان ماتریس ضرایب صفر است؛ بنابراین محاسبۀ وارون امکان ندارد.  68

 

درواقع معادلات این دستگاه، معادلۀ  خط موازي را نشان می دهد که می دانیم دو خط موازي نقطۀ برخوردي (جوابی) ندارند.

شرط اینکه دستگاه یک جواب داشته باشد این است که  خط متقاطع باشند.  69

بنابراین داریم:

                 70

                  71

                72

شرط بی شمار جواب   

مطابق شکل دو خط  و  برهم عمودند. مثلث  همواره قائم الزاویه می باشد. اگر  وسط وتر  باشد، چون میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است، پس:  73
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AB وارون پذیر نیست ⇒ |AB| = 0 ⇒ |A| × |B| = 0 ⇒ |A| = 0 |B| = یا0
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، طول  همواره مقدار ثابت  می باشد. پس مکان هندسی  دایره اي به مرکز  و شعاع  می باشد. توجه کنید که  و  در هر چهار ناحیه  بنابراین با جابه جایی  و 

می توانند جابه جا شوند. (به جز چهار نقطه اي که روي دو خط  و  می افتد.)

مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله اند، عمودمنصف پاره خط  است.  74

مکان هندسی نقاطی که از نقطه  به فاصلۀ 3 واحد باشد، دایره اي به مرکز   و شعاع  است. 
بنابراین نقطه برخورد خط عمودمنصف و دایره جواب مسئله است. 

) مسئله دو جواب دارد .  (همانند شکل رو به رو) ) و دایره یکدیگر را در دو نقطه قطع کنند (نقاط  و   اگر خط عمودمنصف (
اگر مماس شوند مسئله یک جواب دارد و در صورتی که یکدیگر را قطع نکنند مسئله جواب ندارد.

 

مطابق شکل مماس هاي رسم شده از  برهم عمودند  و شعاع در نقطۀ تماس بر مماس عمود است.   75

مماس هاي رسم شده از  برابرند. یعنی: 

O

R

R

T

T

R

R

M

 پس می توان نتیجه گرفت که  مربع می باشد. داریم:

     

 پس مکان هندسی  دایره اي به مرکز  و شعاع  می باشد.

ارتفاع  را رسم می کنیم. می دانیم که اگر  محل همرسی میانه هاي مثلث  باشد، آنگاه داریم:  76
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G
Δ

Δ

h
3

h
3

در ادامه داریم:

    

، دو خط موازي با  و به فاصلۀ  از آن در دو طرف  می باشد. ، همواره   است. بنابراین مکان هندسی  پس فاصلۀ  از ضلع ثابت 

،  و  مراکز دایره هایی باشند که بر  می گذرند: اگر   77
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  پس طبق ویژگی مکان هندسی، مکان هندسی مراکز این دایره ها، عمودمنصف  خط  می باشد.

Δ

O

A B

O
O

1
2

 78

   مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله اند، نیمساز زاویۀ  می باشد.

( 1محل برخورد نیمساز  با  و  پاسخ مسئله می باشد. (نقاط  و  2
P

Q

N

M

B CD

A

 79

  مکان هندسی نقاطی که از یک خط به فاصلۀ  باشد، دو خط موازي با آن خط و به فاصلۀ  از آن می باشد.

مطابق شکل، مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشند، دو خط موازي با  و به فاصلۀ  از آن می باشد

و به همین ترتیب براي  .

. ،  و   ، محل برخورد این مکان ها، چهار نقطه جواب مسئله می باشد یعنی نقاط 
d

d

1

2

d

N

P Q

M

2
2

d´d2 d1́
´

2

2

طبق تعریف، مکان هندسی مجموعۀ نقاطی از صفحه است که همۀ آنها یک ویژگی مشترك داشته باشند و همچنین هر نقطه  که آن ویژگی را داشته باشد عضو این مجموعه  80
باشد. بنابراین اثبات در دو مرحله و به صورت قضیه دو شرطی انجام می شود یعنی ابتدا ثابت می کنیم هر نقطه اي روي نیمساز زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است و هر

نقطه که از دو ضلع زاویه به یک فاصله باشد روي نیمساز آن زاویه قرار دارد.
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MH = MH ′

} ≅
MO = MO
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از  به وسط  وصل می کنیم. داریم:

 84
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  می دانیم که مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله اند، نیمساز زاویۀ  می باشد.

) پاسخ مسئله می باشد.  محل برخورد نیمساز زاویه  با ارتفاع  (نقطۀ 

1
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M
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فرض
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Ô1 Ô2

فرض
حکم
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=Ô1 Ô2
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 پس مکان هندسی  دو خط  موازي با  و به فاصلۀ  ( معلوم) از آن می باشد.

 87

   مطابق شکل دو خط  و  موازیند.

همۀ نقاطی مانند  که وسط پاره خط هاي متکی بر  و  هستند، این ویژگی را دارند که از  و  به یک فاصله اند.

پس مکان هندسی وسط این پاره خط ها، خط   موازي  و  و به فاصلۀ یکسان از آنها می باشد.
{ }

}
h
h

ΔM
Á A

BB´d´

d
M´

 88

   مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشند، دایره اي به مرکز  و شعاع  می باشد.
مکان هندسی نقاطی که از اضلاع زاویه به یک فاصله اند، نیمساز زاویه می باشد.

محل برخورد این دو مکان پاسخ مسئله هستند.

مسئله ممکن است  نقطه  و  به عنوان جواب داشته باشد یا یک نقطه در حالت مماس بودن خط  و دایره و هیچ نقطه در حالتی که  
و دایره همدیگر را قطع نکنند.
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x

y

Δ
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2

rr A
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M
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) آن را قطع کند سطح مقطع حاصل دایره است.  اگر صفحۀ  عمود بر محور سطح استوانۀ (

P

دایره

 اگر صفحۀ  بر محور سطح استوانه اي عمود نباشد و آن را قطع کند سطح مقطع حاصل بیضی است.

P

بیضی

 اگر صفحۀ  شامل محور سطح استوانه اي یا موازي آن باشد، در دو خط موازي، سطح استوانه اي را قطع می کند.

P

دو خط موازي

= AH × BC ⇒ h = AH = =S
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P اگر صفحۀ  مماس بر سطح استوانه اي باشد آن را در یک خط قطع می کند.

یک خط

 90

فصل مشترك صفحه اي شامل محور یک سطح مخروطی، برابر با، دو خط متقاطع در نقطۀ  است (شکل را ببینید).

AA

M

N
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. بنابراین مکان هندسی دایرة  به مرکز   و شعاع  بر دایرة  به مرکز  و شعاع  مماس خارج است و 

موردنظر دایره اي به مرکز  و شعاع  می باشد.

R

O

C ))

Ó

C )) ´
r
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مرکز همۀ دایره هایی با شعاع ثابت  که بر خط  مماس اند به فاصلۀ  از خط  و در دو طرف آن قرار دارند. بنابراین مکان

هندسی مورد نظر دو خط موازي  در دو طرف آن و به فاصلۀ  از آن می باشد.
r r r

rr
d

´

 

 93

تعدادي دایرة دلخواه که در نقطۀ  بر خط  مماس اند رسم می کنیم. شعاع گذرنده از  در هر دایره بر خط  عمود است زیرا خط

مماس در نقطۀ تماس بر شعاع دایره عمود می باشد. شعاع هاي عمود بر خط  با هم موازیند و در نقطۀ  مشترك هستند بنابراین بر هم

.( منطبق می باشند و خط  شامل آن است. پس مکان هندسی مطلوب خطی عمود بر  در نقطۀ  است(

d
A

 

توجه: خود نقطۀ  نمی تواند مرکز دایره اي باشد که در نقطۀ  برخط  عمود است و باید آن را از مکان هندسی موردنظر حذف کرد یعنی پاسخ دقیق خط  به جز تک نقطۀ 
می باشد ولی در بیشتر سؤال ها و تست ها این تک نقاط را که باید از مکان هندسی حذف شود در نظر نمی گیرند.

نقطۀ تقاطع دو خط  و  را  می نامیم. از تقاطع دو خط  و  چهار زاویه با رأس  ایجاد می شود که دوبه دو متقابل به رأس هستند. مکان هندسی تقاطعی که از  94

ضلع هاي این زاویه ها به یک فاصله هستند، نیمساز آنها یعنی خط هاي  و  می باشند. دقت کنید که  و  بر هم عمودند.

−p
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C ′O′rCORO = R + rO′
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rdrd

dr

AdAd

dA

ℓdAℓ

AAdℓA
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مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله اند، عمود منصف  و مکان هندسی نقاطی که از خط  به فاصلۀ  سانتی متر باشند، دو خط موازي  به فاصلۀ   95

) و دو خط  و  جواب مسئله است. سانتی متر از آن هستند. بنابراین نقطۀ برخورد خط  (عمود منصف 
بحث در وجود جواب:

) شکل را ببینید.  اگر  یکی از دو خط  و  را قطع کند دیگري را هم می کند و مسئله  جواب دارد. (نقاط  و 
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 اگر  با دو خط  موازي باشد مسئله جواب ندارد. ( بر  عمود است.)
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 اگر  بر یکی از دو خط  یا  منطبق باشد، مسئله بی شمار جواب دارد.
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درست - محل برخورد عمودمنصف هاي  و 

درست

نادرست - در صورتی درست است که چهار نقطه روي یک دایره باشند.

مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  سانتی متر باشد یک دایره به مرکز  و شعاع  سانتی متر است. این دایره را رسم می کنیم. نقاطی که از خط  به فاصلۀ   97

سانتی متر باشد. دو خط  و  در طرفین خط  و به موازات  است، این دو خط را رسم می کنیم. محل برخورد دو خط  و  با دایره، مطابق شکل، جواب مسئله است.

اگر یکی از دو خط  یا  دایره را قطع کند، مسئله  جواب دارد.

اگر یکی از دو خط  و  بر دایره مماس باشد، مسئله  جواب دارد.

اگر هیچ یک از دو خط  و  دایره را قطع نکند، مسئله جواب ندارد.
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d

d

d

مکان هندسی نقاطی که از اضلاع زاویه به یک فاصله می باشد، نیمساز آن زاویه است. محل برخورد نیمساز با دایره جواب مسئله است. مسئله می تواند دو جواب  و   98
یا یک جواب و یا بدون جواب باشد.
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مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشند، دو خط  و  موازي با آن و به فاصلۀ  می باشد.  99
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 همچنین مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشد، دایره اي به مرکز  و شعاع  می باشد. محل برخورد دایره و  و  پاسخ مسئله است.

در شکل رسم شده، چهار نقطۀ  و  و  و  پاسخ مسئله هستند. براي یافتن بقیۀ حالت ها باید در نظر بگیریم که دو خط  و  در چه حالت هایی دایره را قطع می کنند.
این دو خط می توانند دایره را در هیچ، یک، دو، سه یا حداکثر چهار نقطه قطع کنند.

، ارتفاع ذوزنقه  می باشد. مطابق شکل در ذوزنقه   100
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،  و  باشد داریم: اگر  نقطه اي باشد که نسبت فاصلۀ آن از  و 

  

) برابر با  و از  برابر با  می باشد. می دانیم که مکان هندسی نقاطی که از خطی به فاصلۀ  باشند، دو خط موازي با آن خط و به   پس فاصلۀ  از  (خط  روي 

فاصلۀ  از آن است. پس مکان هندسی نقاطی مثل  و  دو خط  و  موازي با  (یا امتداد آن) و  (یا امتداد آن) می باشد. محل برخورد این خطوط و ساق هاي

، چهار نقطۀ  و  و  و  پاسخ مسئله است.  و 

مطابق شکل مربع  به طول ضلع  را داریم. طول قطر این مربع  و به همین ترتیب:  101
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π
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π
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O
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می دانیم که مکان هندسی نقاطی که از یک خط به فاصۀ  باشند، دو خط موازي با آن خط و به فاصلۀ  از آن است. بنابراین نقاطی که از  به فاصلۀ   باشند، دو خط  و 

، پس دو خط  و  درون مربع رسم شده و اضلاع مربع را در چهار نقطۀ   قطع می کنند. موازي با  و به فاصلۀ  از آن است. از آنجا که 

مکان هندسی نقاطی که از خط  به فاصۀ  باشند، دو خط موازي با آن و به فاصلۀ  از آن است.  102
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 بنابراین مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشند، دو خط  و  موازي با آن و به فاصلۀ  از آن می باشد. به همین شکل، مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ 

باشند، دو خط  و  موازي با آن و به فاصلۀ  از آن می باشد. محل برخورد دوبه دوي این خطوط پاسخ مسئله است.

از آنجا که تنها برخورد درون زاویه پاسخ است پس تنها جواب مسئله نقطۀ  می باشد.

مطابق شکل فاصلۀ نقطۀ  از  برابر با  می باشد. وسط  را نقطۀ  در نظر می گیریم. داریم:  103
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 براي پاره خط دلخواهی مثل  هم داریم:

        و  وسط 

، دو خط  و  موازي با  و به فاصلۀ  از آن ، فاصله اي به اندازة ثابت  از  دارند. بنابراین مکان هندسی وسط پاره خط هایی مثل   پس همۀ نقاطی مثل 

می باشد. (براي خط  یادمان باشد که نقطۀ  را پایین خط  در نظر می گیریم.)

اگر دایره اي در ناحیۀ چهارم بر محورها مماس باشد، مرکز آن به صورت  می باشد که  شعاع دایره است. داریم:  104

 

چون دایره از نقطۀ  می گذرد پس بر محورهاي مختصات ناحیۀ اول مماس است.  105

R

R
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 معادلۀ چنین دایره اي برابر است با:

        

  

نکته: معادلۀ  هنگامی نمایش یک نقطه است که:     106
پس:

 

، دایرة  را قطع کند، آنگاه فاصلۀ  تا این خط کمتر از شعاع دایره می باشد:  اگر خط   107
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 : «  معادلۀ «

 : « معادلۀ «

  : «  معادلۀ «

 : « معادلۀ «
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از آنجایی که دایره بر خط  مماس است مطابق شکل داریم:
 

R
O

H 3
x+4y - 5 =0

d :

 

 در نتیجه معادله دایرة برابر است با:

110  

H
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 112

OH = = < 1 ⇒ |9 + c| < 5
|3 × 3 + 4 × 0 + c|

+32 42
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√
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5
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+32 42
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5
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: + = معادلۀ دایره1 x2 y 2
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نمودار این دایره به صورت زیر است؛ مطابق شکل از  ناحیه مختصات دایره می گذرد.

x

y

O
B

A

Á

B´

براي یافتن تقاطع دو خط داریم:  113

 

 در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

 114

 

 در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

، مرکز دایره می باشد. داریم: می دانیم که وسط   115

(قطر) می باشد. داریم:  همچنین شعاع دایره برابر نصف طول پاره خط 

 

 در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

) نشان داد. چون طول نقطۀ  برابر با  می باشد. از آنجا که مرکز دایره روي خط  می باشد. پس می توان مختصات  را به صورت (  116
 شکل زیر را در نظر می گیریم، پس داریم:

 

 

 در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

4
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 117
 مطابق شکل داریم:

R

O (3 1 (ʼ
A (0 3 (

ʼ

 

 در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

 118

نقطۀ  در این مکان هندسی را در نظر می گیریم. داریم:

 

 پس مکان هندسی دایره اي به مرکز  و شعاع  می باشد.

 119

نقاط داخل دایره با مختصات صحیح

 120

    :شرط معادلۀ دایره بودن

اوّل اینکه باید ضرایب  و  یکسان باشد. پس:   121
داریم:

 

 شرط اینکه دایره باشد این است که:

 

 122

) اگر و به بیان دیگر  باشد، معادلۀ دایره اي به مرکز  و شعاع  می باشد.

) اگر  باشد، نمایش نقطۀ  می باشد.

) اگر   باشد، نمایش هیچ نقطه اي از صفحه نمی باشد. 

 123
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 124

 پس این مقطع مخروطی، دایره اي به شعاع  و مرکز  می باشد.

 125

 (الف

معادلۀ دایره است زیرا ضرایب  و  برابرند و عدد زیر رادیکال براي محاسبۀ شعاع، مقداري مثبت است.

 (ب

زیرا رادیکال عدد منفی است بنابراین معادله، مربوط به دایره نمی باشد.

 (ج

ضرایب  و  با یکدیگر برابرند و عدد زیر رادیکال براي محاسبه شعاع مثبت است. بنابراین معادلۀ فوق،
مربوط به دایره است.
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)x_ 3
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2 41
161) + )y + ) =

2

در معادلۀ ضمنی دایره به صورت  مختصات مرکز و اندازة شعاع دایره از روابط زیر به  دست می آید.  126
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  مطابق شکل داریم:

R R
O A MB

 

 

نقطۀ  درون دایره قرار دارد.  128

نقطۀ  درون دایره قرار دارد.

نقطۀ  بیرون دایره قرار دارد.

نقطۀ  روي دایره قرار دارد.

 129
 مطابق شکل داریم:
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 در نتیجه مطابق شکل طول مماس  برابر است با:

مرکز دایره محل برخورد دو خط می باشد:  130
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√ 2
−−

√ 2
−−

√

A

A(−1, −1) → + − 2(−1) + 4(−1) − 5 = −5 < 0(−1)2
(−1)2

B

B(1, −2) → + − 2 × 1 + 4 × (−2) − 5 = −10 < 012
(−2)2

C

C(2, 3) → + − 2 × 2 + 4 × 3 − 5 = 16 > 022 32

D

D(4, −1) → + − 2 × 4 + 4 × (−1) − 5 = 042
(−1)2

+ + x − 2y − 1 = 0 ⇒ (x + − + (y − 1 − 1 − 1 = 0x2 y 2 1
2
)2 1

4
)2

(x + + (y − 1 = ⇒ O(− , 1) R = (1)
1
2
)2 )2 9

4
1
2

و
3
2

MO = = = (2)(1 − (− ) + (−2 − 1
1
2

)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ + 9
9
4

− −−−−

√
45
−−

√

2

MT

M = O − − = = 9 ⇒ MT = 3T 2 M 2 R2 − →−−−−
(1) و(2) 45

4
9
4

36
4

O : { ⇒ O : {x − y = 3
x + y = 1

2
−1

OH = =
|4 × 2 + 3 × (−1) − 6|

+42 32
− −−−−−

√

1
5
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 131

H AB

R
O

1 x y =+ _ 01 1

 132
 مطابق شکل داریم:

O

A

(0 0 (ʼ

d
(4 3 (ʼ

 

 133

H شرط اینکه خط  دایره را قطع نکند این است که  باشد. داریم:

R

O

3 x y m=0
4

+

 

فاصلۀ  تا خط  برابر شعاع دایره است.  134

H

O ) )2 1و

x3 + 4 y
= 0

: (x − 2 + (y + 1 معادلۀ دایره= )2 )2 1
25

x + y − 1 = 0

OH = = AH = BH = 1
| − 1 − 1 − 1|

+12 12
− −−−−−

√

3

2
−−

√
و

= A + O ⇒ = 1 + =R2 H 2 H 2 R2 9
2

11
2

: (x + 1 + (y + 1 معادلۀ دایره= )2 )2 11
2

OA ⊥ d ⇒ × = −1mOA md

= = ⇒ = − A(4 3)mOA

3 − 0
4 − 0

3
4

md

4
3

و و

⇒ d : (y − 3) = − (x − 4)
4
3

dOH > R

+ − 2x − 4y + 1 = 0 ⇒ ( − 2x + 1) + ( − 4y) = 0x2 y 2 x2 y 2

(x − 1 + (y − 2 = 4 ⇒ O(1, 2) R = 2)2 )2 و

OH = = > 2 ⇒ |m − 5| > 10
|3 × 1 − 4 × 2 + m|

+ (−432 )2
− −−−−−−−−

√

|m − 5|
5

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

m − 5 > 10 ⇒ m > 15
یا
m − 5 < −10 ⇒ m < −5

O3x + 4y = 0

R = OH = = = 2
|(3 × 2) + (4 × 1)|

+32 42
− −−−−−

√

10
5
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معادلۀ دایره را می نویسیم:

 135

 (الف

خط بر دایره مماس است.  

 (ب

 

خط، دایره را قطع نمی کند.  

 136

 حالت اوّل)  و  مماس خارج باشند:

 

 حالت دوم)  و  مماس داخل باشند:

 

مختصات مرکز و اندازة شعاع را براي دایرة  به  دست می آوریم:  137

طول خط المرکزین دو دایره  برابر است با:

براي اینکه دو دایره مماس خارج باشند باید داشته باشیم:

معادلۀ دایره را با استفاده از مختصات مرکز  و اندازة شعاع  می نویسیم:

 138

 (الف

+ = = 4(x − 2)2
(y − 1)2 22

+ = 2 → O(0, 0) , R =x2 y 2 2
−−

√

x + y − 2 = 0 (O) = = از خط= فاصلۀ مرکز دایرۀ
|0 + 0 − 2|

+12 12
− −−−−−

√

2

2
−−

√
2
−−

√

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

→

+ − 2y − 3 = 0 → O(− , − ) = (0, 1)x2 y 2 0
2

−2
2

R = = = 2
1
2

+ − 4(−3)02
(−2)2− −−−−−−−−−−−−−−−

√ 4
2

x + y − 4 = 0 (O) = = × از خط= فاصلۀ مرکز دایرۀ
|0 + 1 − 4|

+12 12
− −−−−−

√

3

2
−−

√

2
−−

√

2
−−

√

3 2
−−

√

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

− →−−−−−

>2
3 2

−−
√

2

+ − 4x − 6y + 4 = 0 ⇒ ( − 4x + 4) + ( − 6y) = 0x2 y 2 x2 y 2

⇒ (x − 2 + (y − 3 − 9 = 0 ⇒ (x − 2 + (y − 3 = 9 ⇒ O(2, 3) R = 3)2 )2 )2 )2 و

C
′C

O = d = R + ⇒ = 3 + ⇒ 5 = 3 + ⇒ = 2O′ R′ (5 − 2 + (7 − 3)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ R′ R′ R′

: (x − 5 + (y − 7 = 4C ′ )2 )2

C ′C

O = d = |R − | ⇒ 5 = |3 − | ⇒ 3 − = 5 3 − = −5O′ R′ R′ R′ یا R′

⇒ = −2( ) = 8 ⇒ (x − 5 + (y − 7 = 64R′ غ ق ق ′Rیا )2 )2

+ − 2x + 2y = 0x2 y 2

(− ,− ) = (− ,− ) = (1, −1)O′
x ضریب

2

y ضریب

2
−2
2

2
2

= = =R′
1
2

+ − 4 × 0(−2)2 22− −−−−−−−−−−−−−−−
√

2 2
−−

√

2
2
−−

√

(O )O′

O = = = 2O′ +(−1 − 1)2
(1 − (−1))2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ 4 + 4
− −−−−

√ 2
−−

√

O = R + → 2 = R + → R =O′ R′ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

O(−1, 1)R = 2
−−

√

+ = → + = 2(x − (−1))2
(y − 1)2

( )2
−−

√
2

(x + 1)2
(y − 1)2

+ − 2x = 1 → O(− , ) = (1, 0)x2 y 2 −2
2

0
2

R = = = =
1
2

+ − 4ca2 b2
− −−−−−−−−−

√
1
2

+ − 4(−1)(−2)2
(0)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√
2 2

−−
√

2
2
−−

√

+ = 1 → (0, 0) , = 1x2 y 2 O′ R′

→ |R − | < O < R + →

O = = 1O′ +(1 − 0)2
(0 − 0)2− −−−−−−−−−−−−−−−

√

R + = + 1R′ 2
−−

√

|R − | = − 1R′ 2
−−

√

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

R′ O′ R′ دو دایره متقاطع ھستند .
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 (ب

 139

 (الف

دو دایره مماس خارج هستند.       

 (ب

مطابق شکل،  بیشترین و  کمترین فاصلۀ نقاط بیضی از کانون ها هستند. داریم:  140

 

 141
B

c c
F FO

    

      

 142

+ = 4 O(0, 0) , R = 2x2 y 2

+ − 8x − 4y + 19 = 0 (− ,− ) = (4, 2)x2 y 2 O′
−8
2

−4
2

R = = = = 1
1
2

+ − 4 × 19(−8)2
(−4)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ 1
2

64 + 16 − 76
− −−−−−−−−−−

√
4
−−

√

2

}→ O > R + →
O = = = = 2O′ +(4 − 0)2

(2 − 0)2− −−−−−−−−−−−−−−−
√ 16 + 4

− −−−−−
√ 20

−−
√ 5

−−
√

R + = 2 + 1 = 3R′
O′ R′ دو دایره متخارج ھستند.

+ − 4x − 6y − 3 = 0 → O(− ,− ) = (2, 3)x2 y 2 −4
2

−6
2

R = = = = = 4
1
2

+ − 4(−3)(−4)2
(−6)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ 1
2

16 + 36 + 12
− −−−−−−−−−−

√
64
−−

√

2
8
2

+ − 10x − 14y + 73 = 0 → (− ,− ) = (5, 7)x2 y 2 O′
−10

2
−14

2

= = = = 1R′
1
2

+ − 4 × 73(−10)2
(−14)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√
4
−−

√

2
2
2

O = = = 5O′ +(5 − 2)2
(7 − 3)2− −−−−−−−−−−−−−−−

√ +32 42
− −−−−−

√

{ → O = R + →
O = 5O′

R + = 4 + 1 = 5R′
O′ R′

+ = 9 → O(0, 0),R = 3x2 y 2

+ − 2x + 2y + 1 = 0 → (− ,− ) = (1, −1)x2 y 2 O′
−2
3

2
2

= = 1R′
1
2

+ − 4 × 1(−2)2
(2)2− −−−−−−−−−−−−−−−−

√

}→ O < |R − | →
O = =O

′
+(1 − 0)2

(−1 − 0)2− −−−−−−−−−−−−−−−−
√ 2

−−
√

|R − | = |3 − 1| = 2R
′

O′ R′ دو دایره متداخل ھستند.

AFFA′

A = 2a ⇒ OA = O = a ⇒ AF = = a − cA′ A′ A′F ′

⇒ A = AF + F (a − c) + 2c = a + cF ′ F ′ = ===========
A =a−c F =2cF ′ و F ′

120∘

2a = 2 × 2b ⇒ a = 2bفرض:

= +a2 b2 c2 ⇒ 4 = +b2 b2 c2 ⇒ = 3 ⇒ c = bc2 b2 3
−−

√

: tanO = =BOF ′
Δ

B̂F ′ c

b
3
−−

√ ⇒ O =B̂F ′ 60∘
⇒ F = 2 × =B̂F ′ 60∘ 120∘
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FF´ O
c

b

b
ca

 

طبق روابط بیضی داریم:  143

FFˊ O cc

M

 

 

144  روي بیضی قرار دارد. داریم:

 

 145

بنابر قضیه حمار در مثلث  داریم:

 
F´ F

E

M

 146

 عمود منصف  است و هر نقطۀ روي عمود منصف از دو سر پاره خط به یک فاصله است. بنابراین:

 

FF´

B

AA´
O

B´

 147

FF´A´ A

 

 148

{
: 2a = 12 ⇒ a = :قطر بزرگ6
2b = 6 ⇒ b = :قطر کوچک3

⇒ = − = 36 − 9 = 27 ⇒ c = 3 ⇒ OF = :می دانیم3 c2 a2 b2 3
−−

√ 3
−−

√

{ ⇒ MF = 7 3 M = 3 7MF + M = 10F ′

MF × M = 21F ′ یا و F ′ یا

M

{ ⇒ { ⇒ MF × M = (a − b)(a + b) = − =
MF + M = 2aF ′

MF − M = 2bF ′

MF = a + b

M = a − bF ′
F ′ a2 b2 c2

EMF

ME + MF > EF (ME + E ) + MF > EF + E− →−−
+EF ′

F ′ F ′

M + ME > 2a− →−−−−−−
EF+E =2aF ′

F ′

BB′FF ′

}→ BF = B = a
BF = BF ′

BF + B = 2aF ′ F ′

}→ OF = O = c
F = OF + O = 2cF ′ F ′

OF = OF ′
F ′

B F : O + O = B → O + = → OB =O
△

B2 F 2 F 2 B2 c2 a2 −a2 c2
− −−−−−

√

}→ B = 2OB = 2B = OB + OB′ B′

OB = OB′ B′ −a2 c2
− −−−−−

√

AF =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

A → AF + A = 2a ⇒ AF + (AF + F ) = 2a ⇒ AF = (2a − F ) روی بیضی(1) F ′ F ′ 1
2

F ′

→ + F = 2a ⇒ + ( + F ) = 2a ⇒ = (2a − F ) ′Aروی بیضی(2) A′F ′ A′ A′F ′ A′F ′ F ′ A′F ′ 1
2

F ′
− →−−−
(2) ,(1)

A′F ′
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،  می نامیم. در ذوزنقۀ  پاره خطی نقطۀ دلخواه  را روي بیضی در نظر می گیریم و بازتاب آن را نسبت به عمود منصف 
که وسط هاي دو قاعده را به  هم وصل می کند بر آنها عمود است. بنابراین ذوزنقه متساوي الساقین است و دو ساق و دو قطر آن برابرند

یعنی:
F

M

F´ O

M´H

چون بازتاب نقطۀ دلخواه  نسبت به عمود منصف  روي بیضی قرار می گیرد بنابراین عمود منصف  محور تقارن بیضی است.

 149

 ،( نقطۀ دلخواه  را روي بیضی در نظر می گیریم و بازتاب آن را نسبت به محل برخورد محورهاي تقارن بیضی (نقطۀ 
می نامیم.

F

M

F´ O

M´

چهارضلعی  متوازي الاضلاع است زیرا قطرهایش یکدیگر را نصف کرده اند. 

 روي بیضی قرار دارد 

چون بازتاب نقطۀ دلخواه  نسبت به  روي بیضی قرار می گیرد بنابراین نقطۀ  (محل برخورد دو محور تقارن بیضی) مرکز تقارن است.

مطابق شکل نقطۀ  مرکز بیضی می باشد.   150

1

1 4

4

A(4ʼ1 (

x

y

O

B

O( 1ʼ1 (-

 

 

 151
 شکل روبه رو را در نظر می گیریم. داریم:

A A´ F´ Fc c
O

 

 

 152

MFF ′M ′M FM ′ F ′

} = + F →
M = FF ′ M ′

MF = M ′F ′ − →−−−−−−−−
جمع می کنیم

طرفین دو معادلھ را با ھم
MF + MF ′

  
2a

M ′F ′ M ′ روی بیضی قرار دارد M ′

MFF ′FF ′

MOM ′

MFM ′F ′}→
O = OMM

′

OF = OF
′

M ′→ { = F + →
M = FF ′ M ′

MF = F ′M ′ − →−−−−−−−
جمع می کنیم

طرفین دو معادلھ را
M + MFF ′

  
2a

M ′ F ′M ′

MOO

OO(−1, 1)

OA = a = = 5 ⇒ = 2a = 10(4 − (−1) + (1 − 1)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ قطر بزرگ

OB = b = = 3 ⇒ = 2b = 6(−1 − (−1) + (4 − 1)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ قطر کوچک

= − = 25 − 9 = 16 ⇒ c = 4c2 a2 b2

⇒ = 2c = 2 × 4 = فاصلۀ کانونی8

AF = a − c F = a + cوA′

A = 2a = = 10A′ (7 − (−3) + (2 − 2)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ (طول قطر بزرگ)

2a = 10 ⇒ a = 5

⇒ { ⇒ c = 3 ⇒ 2c = 6
AF = = 2(7 − 5 + (2 − 2)2 )2

− −−−−−−−−−−−−−−−
√

F = = 8A′ (5 − (−3) + (2 − 2)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

a − c = 2
a + c = 8 :فاصلۀ کانونی

= − ⇒ = 25 − 9 = 16 ⇒ b = 4 ⇒ 2b = 8b2 a2 c2 b2 (طول قطر کوچک)
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B

B´

A´ A
O

x = 4- x =2

y =2

y =1

 

 مساحت لوزي 

  153

درست

درست - زیرا هر نقطه روي سهمی از  و  به یک فاصله است.

در شکل مقابل  وتر کانونی است. داریم:  154

A

B

OF F x

xcc
y

           

 155

 156

M

A´ F

N

A

 

                                     

، طول قطر کوچک  و فاصلۀ کانونی  باشد. داریم: اگر طول قطر بزرگ   157

 158

از آنجا که عرضهاي کانون هاي بیضی برابرند، پس بیضی افقی می باشد. داریم:  159

 

{
A = 2 − (−4) = 6A

′

B = 3 − (−1) = 4B
′

= A × B = × 6 × 4 = 12
1
2

A′ B′
1
2

ABB′A′

Fd

AB

A =F̂ F ′ 90∘
⇒ { = 4 +y 2 c2 x2

x + y = 2a ⇒ y = (2a − x)
⇒ = 4 +(2a − x)

2
c2 x2 ⇒ 4 + − 4ax = 4 +a2 x2 c2 x2 ⇒ x =

b2

a
⇒ AB = 2x =

2b2

a

F = 2c = = 2 → c =F ′ +(2 + − (2 − ))5
−−

√ 5
−−

√
2

(0, 0)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ 5
−−

√ 5
−−

√

AF + A = 2a → + = 2aF ′ +(5 − 2 − )5
−−

√
2

02
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ +(5 − 2 + )5
−−

√
2

02
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

→ 3 − + 3 + = 2a → 3 − + 3 + = 2a → 6 = 2a → a = 3∣
∣ 5

−−
√ ∣

∣
∣
∣ 5

−−
√ ∣

∣ 5
−−

√ 5
−−

√

e = :خروج از مرکز=
c

a

5
−−

√

3

MN طول کوتاه ترین وتر کانونی=
2b2

a

= + → = −a2 b2 c2 b2 a2 c2

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

→ MN = × = 2a
2( − )a2 c2

a

a

a

−a2 c2

a2

→ MN = 2a(1 − ) → MN = 2a(1 − )( )
c

a

2
e2

2a2b2c

= + 1 = + → 1 = +a2 b2 c2 −→−
÷a2

( )
b

a

2
( )
c

a

2
( )
b

a

2
e2

→ = 1 − → = → b = a( )
b

a

2
e2 b

a
1 − e2
− −−−−

√ 1 − e2
− −−−−

√

B = 2b = 2aقطر کوچک: B′ 1 − e2
− −−−−

√

A = 2a = = 12 ⇒ a = 6 ⇒ = 2 × 6 = 12A′ (1 − 1 + (7 − (−5))2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ قطر بزرگ

e = = = ⇒ c = 2 ⇒ = 2 × 2 = 4
5
−−

√

3
c

a

c

6
5
−−

√ فاصلۀ کانونی 5
−−

√ 5
−−

√

= − = 36 − 20 = 16 ⇒ b = 4 ⇒ = 2 × 4 = 8b2 a2 c2 قطر کوچک

F = 2c ⇒ 2c = = = 2 ⇒ 2c = 2 ⇒ c =F ′ ( − (− ) + (1 − 16
−−

√ 6
−−

√ )2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ 24
−−

√ 6
−−

√ 6
−−

√ 6
−−

√
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 160

M

A´
F´

N

A
F

 

 161

نقطه هاي موردنظر را به صورت   در نظر می گیریم و فاصلۀ آنها را از نقطۀ  و خط  برابر قرار می دهیم.  162

 

 163

. لذا کانون هاست. با قرار دادن  داریم   این معادله یک سهمی است که دهانۀ آن رو به راست بوده و محور تقارن آن محور 

ها و به معادلۀ  بوده و رأس آن مبدا مختصات است. آن   و خط هادي آن موازي محور 

d

F

y

x

می دانیم که سهمی مکان هندسی نقاطی است که از کانون  و خط هادي  به یک فاصله باشد. پس مرکز دایره حتما روي سهمی قرار می گیرد و با این ترتیب عکس این  164
مطلب هم درست است.

سهمی مکان هندسی مرکز دوایري است که از نقطه ثابت  می گذرد و بر خط ثابت  مماس است.

d

H O

F

 

. داریم: می دانیم که فاصلۀ کانون تا خط  هادي برابر است با   165

 

 از آنجا که خط هادي  (افقی) است پس سهمی هم قائم بوده و دهانۀ آن به سمت پائین می باشد. داریم:

 

 در نتیجه معادلۀ سهمی برابر است با:

 166

 می دانیم که فاصلۀ کانون تا خط هادي برابر با  می باشد. داریم:

 

 سهمی افقی است چون هادي آن  می باشد و دهانۀ آن به سمت چپ باز می شود.
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c

a

6
−−

√

3

= × F × MN = × c ×S
FMN

△

1
2

F ′
1

2
2

2b2

a

= 2 × × = 2e
c

a
b2 b2
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√
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= |x − 3| → + =+(x − 1)2
(y + 2)2− −−−−−−−−−−−−−−−

√ (x − 1)2
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(x − 3)2

→ − 2x + 1 + + 4y + 4 = − 6x + 9 → + 4y + 4x − 4 = 0x2 y 2 x2 y 2

x6 = 4aa =
3
2

F( , 0)
3
2

yx = −
3
2

Fd

Fd

2a

(y − 4 = 0) F(−1, 2) 4 − 2 = 2 ⇒ 2a = 2 ⇒ a = تا خط ھادی1 :فاصلۀ کانون

y = 4

S(−1, 2 + 1) = (−1, :رأس سھمی(3

(x + 1 = −4 × (y − 3) ⇒ (x + 1 = −4(y − :معادلۀ سھمی(3 )2 )2

{
x = :خط ھادی4

F(2, :کانون(3
2a

(x − 4 = 0) F(2, 3) = 2 ⇒ 2a = 2 ⇒ a = تا1  فاصلۀ

x = 4
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اگر نقطۀ  روي سهمی باشد، فاصلۀ آن تا خط هادي  و  یکسان می باشد. داریم:  167
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H

Mˊ

N

Nˊ

F

d

a a
S

M

 

 مربع است

 مربع است

)،  می نامیم. نقطۀ دلخواه  را روي سهمی در نظر می گیریم و بازتاب آن را نسبت به خطی که از کانون بر خط هادي سهمی عمود می شود (خط    169

L

M

Mˊ

N

Nˊ
F

d  

 

 روي سهمی قرار دارد 

، محور تقارن است. چون بازتاب  نسبت به خط  روي سهمی قرار می گیرد، بنابراین خط 

محور تقارن سهمی  170

از آنجا که  و  داراي عرض هاي برابر هستند، نتیجه می گیریم که سهمی افقی می باشد. می دانیم که فاصلۀ  برابر  می باشد. از طرفی با توجه به مختصات  و   171
نتیجه می گیریم که دهانۀ سهمی به سمت راست می باشد. داریم:

 

 معادلۀ سهمی برابر است با:

 172

x=1

x

y

S

 

سهمی افقی و دهانۀ آن رو به چپ است بنابراین معادلۀ آن به صورت زیر است:  173

  نقطۀ  روي سهمی قرار دارد بنابراین در معادلۀ آن صدق می کند.

  :معادلۀ سهمی
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− 4 × 1(x − 3) = (y − 3 ⇒ (y − 3 = −4(x − :معادلۀ سھمی(3 )2 )2

M(x, y)x − 4 = 0F(2, 1)
(x − 4 = 0) M |x − تا|4 :فاصلۀ
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⎩
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⎪
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4
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  :معادلۀ خط هادي

 174

 در نتیجه نقطۀ برخورد برابر است با:

 175

 176

 177

 178
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−(x − 2 = 16y + 16 ⇒ (x − 2 = −16(y + 1))2 )2

{
S(2, −1) 4a = 16 ⇒ a = :رأس سھمی4+ و

سھمی قائم و دھانۀ رو بھ پایین
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S( − b, − :رأس سھمی(
a2

4
a

2

4a = 1 ⇒ a =
1
4

F( − b − ,− ) = (1, :کانون سھمی(1
a2

4
1
4

a

2

= 1 ⇒ a = −2 − b − = 1 ⇒ b = −
−a

2
و
(−2)2

4
1
4

1
4

+ ay + b = x ⇒ (y + − = x − by 2 a

2
)2 a2

4

(y + = x + − b ⇒ ( )S : (b − ,− ) = (−1, 2)
a

2
)2 a2

4
رأس سھمی

a2

4
a

2

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= 2 ⇒ a = −4−a

2

b − = −1 ⇒ b = 3
(−4)2

4

+ 9 + 6xy + 8 + 8 − 16x = 9 + + 6xyx2 y 2 x2 x2 y 2

8 = 16x − 8 ⇒ = 2x − 1 ⇒ = 2(x − )y 2 y 2 y 2 1
2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

 سھمی افقی و دھانۀ رو بھ راست

4a = 2 ⇒ a =
1
2
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2

F = (h + a, k) = (1, :کانون سھمی(0
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و :محور تقارن ھا  محور
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چون خط هادي  می باشد پس سهمی افقی است. فاصلۀ رأس سهمی تا خط هادي برابر با  می باشد. داریم:  179

 
 با توجه به رأس سهمی و خط هادي، دهانۀ سهمی به سمت راست می باشد. داریم:

 

 180

 181

 182

سهمی افقی است 

  :فاصلۀ کانون تا خط هادي

اگر  باشد آنگاه  است و معادلۀ سهمی به صورت زیر است:

اگر  باشد آنگاه  است و معادلۀ سهمی به صورت زیر است:

 183

سهمی افقی و دهانۀ آن رو به راست است. 

 184

سهمی قائم و دهانۀ آن روبه بالا است. 
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 185

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پایین است.  

معادلۀ خطی که از کانون و مبدأ می گذرد را می نویسیم.

 

براي تعیین معادلۀ وتر مشترك دو سهمی متقاطع، از دستگاه معادلات آنها جملۀ درجۀ  را حذف می کنیم.  186

 

 187

 188

x

y

F

S

 
سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پایین است بنابراین معادلۀ آن به صورت زیر است:

 

 189

سهمی افقی و دهانۀ آن رو به راست است. 

ها در معادلۀ سهمی  قرار می دهیم: براي یافتن محل تقاطع سهمی با محور 

A(0 ,0 (

B (0, 4 (-
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y

 

ها را قطع می کند. سهمی در نقاط  و  محور 

 190
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معادلۀ یک سهمی است که دهانۀ آن روبه بالا، رأس آن  و  و در نتیجه  است.  و معادلۀ خط هادي

 و معادلۀ محور سهمی به صورت  است.

 191

 192

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به بالا است.

y

x

 

جمله هاي با متغیر  را در یک طرف و سایر عبارت ها را در طرف دیگر می نویسیم:  193

مختصات رأس 

 194

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پایین است. بنابراین معادلۀ آن به صورت زیر است:

 195
سهمی افقی و دهانۀ آن رو به چپ است.
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(x − 1)2 1
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→ { →
سھمی قائم و دھانۀ آن رو بھ پایین است
S(1, −1)

:محور تقارن سھمی x = 1

= 4x + 8y + 12 → − 4x = 8y + 12 − 4x + 4 = 8y + 16x2 x2 −→
+4

x2

→ = 8(y + 2)(x − 2)2

}→ F(2, −2 + 2) = (2, 0)4a = 8 → a = 2
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− 4x = y − 5 − 4x + 4 = y − 5 + 4 → = y − 1x2 −→
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مختصات کانون

S(0, 3)
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y =
5

- 2

x

y

S
F

 

   :مختصات رأس

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پایین است.

با توجه به جایگاه رأس و خط هادي در دستگاه مختصات داریم:   197
مختصات کانون به صورت زیر است:
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A(4,6 (
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F -1,6 ((

 

دهانۀ سهمی رو به چپ است و معادلۀ آن  می باشد و داریم:

 

با توجه به جایگاه رأس و کانون این سهمی در دستگاه مختصات داریم:  198
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F(2,5 (

y= 3-

x

y

 

معادلۀ خط هادي  می باشد و دهانۀ سهمی روبه بالاست.

معادلۀ سهمی به صورت  است و داریم:

 

 199

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به پایین است 
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⇒ = −16(y − 2)(x − 1)2
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رأس سهمی را منطبق بر مبدأ مختصات در نظر می گیریم. اگر قطر دهانۀ دیش برابر  و گودي (عمق) دیش برابر  باشد مختصات نقطۀ  در معادلۀ  200

 صدق می کند.
y

x

B A

S  

 

بازتاب پرتوهایی که موازي محور تقارن سهمی بر آن تابیده می شوند از کانون آن عبور می کنند.  201

سهمی افقی و دهانۀ آن رو به راست است.  

 202

  

    

 203

 204

سهمی افقی می باشد پس عرض رأس سهمی با عرض کانون برابر است . پس کانون آن  می باشد، داریم:  205

 

. داریم:  می دانیم که 

 

 همچنین از مختصات   و  می یابیم که دهانۀ سهمی به سمت چپ باز می شود. داریم:

 

،  و  که مؤلفۀ دوم آنها  است، در نظر گرفتیم. بدیهی است این نقاط روي خطی به موازات ، سه نقطه مانند  بر روي صفحۀ   206

ها قرار می گیرد و معادلات این خط به صورت زیر است: محور 

2x0y0A( , )x0 y0

= 4ayx2

→ a =
= 4a → a =x

2
0 y0

x
2
0

4y0

=x0
AB

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

( )AB

2

2

4y0

→ a =
AB2

16y0

− y = 2x + 1 − y + = 2x + 1 + → − y + = 2x +y 2 −→−

+
1
4
y 2 1

4
1
4

y 2 1
4

5
4

→ = 2(x + ) →(y − )
1
2

2 5
8

→ F(− + , ) = (− , )

مختصات رأس S(− , )
5
8

1
2

4a = 2 → a =
1
2

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

5
8

1
2

1
2

1
8

1
2

کانون سھمی:

= 4(x − 1)y 2 → S(1, 0) , F(2, 0)

+ = 9(x − 2)2
y 2 ,{ = 4x − 4y 2

= − + 4x + 5y 2 x2 → {
x = 3 ق ق
x = −3 غ ق ق

M(3, 2 ) , (3, −2 )2
−−

√ M ′ 2
−−

√

OM = OA = a

: O + M = O → + M = → M = − = → MF = bOMF
Δ

F 2 F 2 M 2 c2 F 2 a2 F 2 a2 c2 b2

4 + 4y = 2x + 1 ⇒ + y = x +y 2 y 2 1
2

1
4

(y + − = x + ⇒ (y + = x + = (x + 1)
1
2
)2 1

4
1
2

1
4

1
2
)2 1

2
1
2

1
2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

S(−1, − ) 4a = ⇒ a :رأس سھمی=
1
2 و

1
2

1
8

سھمی افقی و دھانۀ رو بھ راست

F(−1 + ,− ) = (− ,− :کانون سھمی(
1
8

1
2

7
8

1
2

x = −1 − = :معادلۀ خط ھادی−
1
8

9
8

F(α, 1)

F ∈ (y = −x + 1) ⇒ 1 = −α + 1 ⇒ α = 0 ⇒ F(0, 1)

SF = a

SF = = 2 ⇒ a = 2(2 − 0 + (1 − 1)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

SF

(y − 1 = −4(2)(x − 2) ⇒ (y − 1 = −8(x − :معادلۀ سھمی(2 )2 )2

x = 1A(1, 2, 0)B(1, 2, 1)C(1, 2, 2)2

z

62



 

0

x =0
z

y

x

x=1

21 1
A
B
C

 

) است، رسم شود، فصل مشترك آن  با صفحۀ  همان خط موردنظر می باشد.  در واقع اگر صفحۀ  که موازي صفحۀ  (یا 

نقطۀ  در وجه  قرار دارد؛ در نتیجه داریم:  207

z

C

D

B

A
x

y000

4
2
0

4
00

y= 0

00
2

 

  معادلۀ چهارضلعی 

براي اینکه نقطۀ  روي یال  قرار گیرد؛ داریم:  208

A
B

z

x yO 000

3
4
2

0
3
4

)0 30, , )) 30, , )2  

 :معادلۀ یال 

 

الف)  209

A

D

H

C

G

F

B

E
1
1
2

1
4
2

3
4
2

1
4
2-

3
4
2-

3
1
2-

1
1
2-

3
1
2

 

نقطۀ  بر سه وجه  و  و  قرار دارد پس مختصات  برابر است با:    

به همین ترتیب مختصات بقیه رأس ها به  دست آمده است.
ب)

  

پ) نقطۀ  فقط بر دو وجه  و  قرار دارد یعنی روي فصل مشترك آنها یعنی روي یال  قرار دارد.

و نقطۀ  فقط بر دو وجه  و  قرار دارد و نقطۀ  بر دو وجه  و  قرار دارد.
ت)

)  :معادلۀ خط   :یال    :خط    :یال  (پاره خط 

ث)    

{ x = 1
y = 2

y = 2xozy = 0x = 1

(2n − p − 1, p − 1,m + p)ABCD

⎧
⎩⎨

y = 0 ⇒ p − 1 = 0 ⇒ p = 1
0 ≤ x ≤ 2
0 ≤ z ≤ 4

ABCD

⇒ { {0 ≤ 2n − p − 1 ≤ 2
0 ≤ m + p ≤ 4 −→−

p=1 2 ≤ 2n ≤ 4 ⇒ 1 ≤ n ≤ 2
−1 ≤ m ≤ 3

(m + n + p, n + 2, p − 1)AB

⎧
⎩⎨

y = 3 → n + 2 = 3 → n = 1
z = 4 → p − 1 = 4 → p = 5
0 ≤ x ≤ 2

AB

⇒ 0 ≤ m + n + p ≤ 2 ⇒ 0 ≤ m + 6 ≤ 2 ⇒ −6 ≤ m ≤ −4

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

ABCD

ADHE

CDHG

x = 3 , EFGHوجھ:
y = 1 , BCGFوجھ:
z = −2 , ABFEوجھ:

x = :وجھ1
y = :وجھ4
z = :وجھ2

AABCDADHEABEFAA

∣

∣

∣
∣

3
1
2

{
x = → ( , 2, 1) , x = → ( , 2, 0) , y = → (2, , −1)1

––––
1
––––

3
––––

3
––––

1
––––

1
––––

y = → (2, , 1) , z = → (2, 3, ) , z = → (2, 2, )4
––––

4
––––

2
––––

2
––––

−2
– ––– ––

−2
– ––– ––

( , , 1)1
––––

4
––––

x = 1
––––

y = 4
––––

FG

( , 2, )3
––––

2
––––

x = 3z = 2(2, , )4
––––

−2
– ––– ––

y = 4
––––

z = −2
– ––– ––

⎧
⎩⎨

y = 4
z = 2
1 ≤ x ≤ 3

BF{ ⇒
y = 4
z = 2BF

⎧
⎩⎨

x = 3
z = 2
1 ≤ y ≤ 4

ABAB{ ⇒
x = 3
z = 2AB
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:             وجه  :   وجه 

ج)  درون مکعب قرار دارد.

چ)  روي وجه  قرار دارد که روي هیچ یالی قرار نگرفته است.

الف) نادرست است زیرا  در ناحیۀ دوم است.  210

ب) درست است. زیرا:    

.( پ) نادرست. زیرا معادلۀ  معادلۀ یک صفحه است موازي صفحۀ  (یا همان صفحۀ 

ت) درست. در  یعنی  و  مقادیر ثابتی هستند و  هر مقداري می تواند اختیار کند. ( نامشخص است.)

ث) درست . زیرا این بردار در راستاي محور  ها قرار دارد و محور  ها بر صفحۀ شامل دو محور دیگر یعنی بر صفحۀ  عمود است.

ج) نادرست است. زیرا مؤلفۀ  بردار  برابر صفر است، یعنی این بردار در صفحۀ  قرار دارد پس موازي صفحۀ  و در نتیجه عمود بر محور  ها است.
 211

الف)

حدود تغییرات طول نقاط، بین  و  و حدود تغییرات عرض نقاط، بین  و  بوده و چهارضلعی  به ارتفاع  قرار دارد. بنابراین:

  

ب)  این صفحه،  واحد پایین تر از چهارضلعی  قرار دارد.

 212

الف) مختصات چند نقطه که در رابطۀ  صدق کنند عبارتند از:  و مکان آن نقاط

طبق شکل مقابل روي محور  هاست.

x y

z

x =0

O A B

 

ب) نمودار معادلۀ  یک خط (همان محور  ها) است.

 معادلۀ صفحه اي شامل محور  ها است. (صفحۀ  همان صفحۀ  است).
 213

؛ داریم: فرض کنید:   214

 215

A

B CM

2 2

 

 

 نقطۀ وسط  و 

  

 216

ADHE
⎧
⎩⎨

1 ≤ x ≤ 3
−2 ≤ z ≤ 2
y = 1

EFGH
⎧
⎩⎨

1 ≤ y ≤ 4
−2 ≤ z ≤ 2
x = 1

(2, 3, 1)

(2, 2, 2)z = 2

A = (−1, 5, 7)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x > 0
y > 0
z < 0
z = 3z = 0xoy

{ y = 5
z = 2

yzxx

zzxoy

y= (−2, 0, 3)V
→

xozxozy

A(2, 1, 3) ,B(−1, 1, 3) ,C(2, −1, 3) , D(−1, −1, 3)

−12−11ABCD3
⎧
⎩⎨

−1 ≤ x ≤ 2
−1 ≤ y ≤ 1
z = 3

⎧
⎩⎨

−1 ≤ x ≤ 2
−1 ≤ y ≤ 1
z = 1

2ABCD

{ x = 0
z = 0

O(0, 0, 0),A(0, 1, 0),B(0, 2, 0)

y

{ x = 0
z = 0

y

x = 0yx = 0yoz

⇒ |BD| =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
A(1,m − 1, −2) B(0,m − 1, 0)− →−−−−−

y تصویرقائم بر

C(m + 2, −1, 1) D(m + 2, 1, −1)− →−−−−−−
x قرینھ نسبت بھ

+ + 1(m + 2)2
(m − 2)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ |BD| = min |BD| = 32 + 9m2
− −−−−−−

√ − →−−
m=0

= (x, y, z)V
→

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

xoy

xoz

yoz

بر صفحۀ

بر صفحۀ
بر صفحۀ

V ⃗ 

V ⃗ 

V ⃗ 

تصویرقائم

تصویرقائم
تصویرقائم

= (x, y, 0)
= (x, 0, z)
= (0, y, z)

− →−−
اندازه

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= 4+x2 y 2
− −−−−−

√ 2
−−

√

= 3+x2 z2− −−−−−
√ 2

−−
√

= 4+y 2 z2
− −−−−−

√ 3
−−

√

2( + + ) = 98 ⇒ + + = 49 ⇒ = = 7− →−−
+

2 توان
x2 y 2 z2 x2 y 2 z2 ∣

∣
∣V
→∣

∣
∣ + +x2 y 2 z2

− −−−−−−−−−
√

A(m, 1, 2) B(0, 1, 2) C(0, 1, −2)− →−−−−−−−
yoz تصویرقائم  بر

− →−−−−−−−
xoy قرینھ نسبت بھ

M = = (0, 1, 0)
B + C

2
BC

|AM | = 2 ⇒ = 22
−−

√ + 4m2
− −−−−−

√ 2
−−

√

⇒ + 4 = 8 ⇒ m = ±2m2
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 217

 وسط  و 

    فاصلۀ  از وسط 

، ارتفاع هم می باشد، که مثلث متساوي الساقین باشد، یعنی:  داریم: زمانی، میانۀ وارد بر   218

  

  

      

 219

 

 220

60 ˚

a b

60 ˚

60 ˚ 30 ˚

120 ˚ 30 ˚

-a b+
b

a a  
براي تعیین زاویۀ بین دو بردار، باید دو بردار هم مبدأ باشند و یا نقطۀ پایانی یکسانی داشته باشند. در غیر این صورت، مکمل آن را در نظر می گیریم.

الف)  زاویۀ بین  و                         ب)  زاویۀ بین  و 

پ)  زاویۀ بین  و                  ت)  زاویۀ بین  و 

ث)  زاویۀ بین  و 

 221

الف) درست، مثلث  متساوي الاضلاع است چون اضلاع این مثلث، قطرهاي مربع می باشند.

،  است. ب) غلط، زاویۀ بین  و 

پ) درست، زیرا نقاط پایانی دو بردار  و  یکسان است.
ت) درست، چون زاویۀ بین یک ضلع و یک قطر مربع است.

 ث) غلط است زیرا  بر صفحۀ سقف عمود است پس بر هر بردار واقع در آن نیز عمود است.

A

B

CE

D

  222

درست - بنابر قانون وجود مثلث:

 

درست

BC M وسط:

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

=xM
+xB xC

2

=yM
+yB yC

2
=zM

+zB zC

2

⇒ M

∣

∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2
3 + 1

2

= 3
5 + 1

2

=
3 + 4

2
7
2

AM = + +(2 − 1)2
(3 − 2)2

( − 1)
7
2

2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷
 = =1 + 1 +

25
4

− −−−−−−−−

√
33
−−

√

2
⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

AB = = = 3+ +(3 − 1)2
(2 − 1)2

(3 − 1)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ 4 + 1 + 4

− −−−−−−−
√

AC = = = 3+ +(1 − 1)2
(5 − 2)2

(4 − 1)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ 0 + 9 + 9

− −−−−−−−
√ 2

−−
√

BC = = =+ +(3 − 1)2
(5 − 1)2

(4 − 3)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ 4 + 16 + 1

− −−−−−−−−
√ 21

−−
√

ABC
Δ

محیط = 3 + 3 +2
−−

√ 21
−−

√

= (2, 0, 0)OCF = (4, 5, 2)

OC F = + +(4 − 2)2
(5 − 0)2

(2 − 0)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = =4 + 25 + 4

− −−−−−−−−
√ 33

−−
√

BC| | = | |AB
→

AC
→

| | =AB
→

+ +(3 − 2)2
(1 − (−1))2

(0 − 1)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = =1 + 4 + 1

− −−−−−−−
√ 6

−−
√

| | =AC
→

+ +(m − 2)2
(0 − (−1))2

(2 − 1)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = + 2(m − 2)2− −−−−−−−−−−

√

| | = | |AB
→

AC
→

⇒ + 2 = 6(m − 2)2
⇒ = 4(m − 2)2

⇒ m − 2 = ±2 ⇒ {m = 0
m = 4

= (−2, 3, 0) , B = (3, −1, 4)A′

B =A′ + +(3 − (−2))2
(−1 − 3)2

(4 − 0)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = =25 + 16 + 16

− −−−−−−−−−−
√ 57

−−
√

|a| = |b| = |a + b| ⇒ { مثلث سمت چپ متساوی الاضلاع
مثلث سمت راست متساوی الساقین

= 120∘
ab= 30∘

aa − b

= 150∘
ba − b= 120∘

b−a − b

= 90∘
a + ba − b

ABC

AB
−→−

BC
−→−

120∘

AC
−→−

BC
−→−

AE
−→−

| | + | | ≥ | + |a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 
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ها  223

ها محور   224

 225

:( ) اتفاق بیفتد. مثالی در مورد حالت ( ) یا (  از آنجا که می خواهیم  باشد، بنابراین مثال هایی می توان ارائه داد که یکی از دو حالت (

  

:( مثالی در مورد حالت (

 

حال کافی است بردار  را طوري در نظر بگیریم که ضرب داخلی آن در  برابر صفر شود.

 

 226

 

 :فرض

 227

، پس: طبق فرض 

 

 228

طبق قضیۀ کسینوس ها:  229

y

z

a ⋅ b = a ⋅ c ⇒ a ⋅ b − a ⋅ c = 0 ⇒ a ⋅ (b − c) = 0

|a||b − c| cos θ = 0 ⇒ :یا
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|a| = 0 ⇒ a = = (0, 0, 0) (1)0⃗ 

|b − c| = 0 ⇒ b − c = 0 ⇒ b = c

cos θ = 0 ⇒ θ = ⇒ a⊥(b − c) (2)90∘

b ≠ c121

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= (0, 0, 0) , b = (1, 2, 3) , c = (−1, 7, 5) , b ≠ ca⃗ 

⇒ { ⇒ a ⋅ b = a ⋅ c
a ⋅ b = 0 + 0 + 0 = 0
a ⋅ c = 0 + 0 + 0 = 0

2

b = (1, 2, −1) , c = (3, 2, 4) b − c = (−2, 0, −5)−→−
b≠c

ab − c

a = (5, 0, −2) ⇒ { ⇒ a ⋅ b = a ⋅ c
a ⋅ b = 5 + 0 + 2 = 7
a ⋅ c = 15 + 0 − 8 = 7

|a| = 2 , |b| = 1 , |c| = 3 a ⋅ b + b ⋅ c + c ⋅ a =?

a + b + c = = |a + |b + |c + 2a ⋅ b + 2a ⋅ c + 2b ⋅ c0⃗ − →−−
توان دوم

|a + b + c|
  

0

2 |2 |2 |2

⇒ 0 = 4 + 1 + 9 + 2(a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c) ⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −7

2(a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c) = −14 ⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −7−→
+

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|a + b| = |a + |b + 2a ⋅ b = 33
−−

√ − →−−
2 توان

|2 |2

|a − b| = 1 |a + |b − 2a ⋅ b = 1− →−−
2 توان

|2 |2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|a + |b = 2|2 |2

2a ⋅ b = 1 ⇒ a ⋅ b =
1
2

|a| = |b|

⇒ cos θ = ⇒ θ =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

2|a = 2 → |a = 1|2 |2

|a cos θ =|2
1
2

1
2

π

3

{
|a| = |b|فرض مسئلھ:

+ + 2a ⋅ b = + + 2 |a| |b| cos θ|a + b|2 = ===
اتحاد

|a|2 |b|2 |a|2 |b|2

⇒ = 2 + 2 cos θ = 2 ( ) = 4|a + b|2 |a|2 |a|2 |a|2 1 + cosθ
  

2cos2 θ

2

|a|2cos2 θ

2

|a + b| = 2 |a| cos−→−
جذر θ

2

66



a a b-

b
θ

 

 :فرض مسئله

 230

 

 231

 :فرض

  (الف

 (ب

 232

 :فرض

یعنی خاصیت توزیع پذیري ضرب نسبت به جمع براي ضرب داخلی سه بردار برقرار است.

 233

 234

B

A

C

D E

F

G

 

 (الف

 (ب

 235

= + − 2 |a| |b| cos θ|a − b|2 |a|2 |b|2

|a| = |b| ⇒ = 2 − 2 cos θ = 2 ( )|a − b|2 |a|2 |a|2 |a|2 1 − cos θ
  

2sin2 θ

2

⇒ = 4 |a − b| = 2 |a| sin|a − b|2 |a|2sin2 θ

2
−→−

جذر θ

2

a + b + c = |a + b + c| = 00⃗ − →−−
اندازه

+ + + = 0− →−−
2 توان

|a|2 |b|2 |c|2 2a ⋅ b + 2a ⋅ c + 2b ⋅ c
  

2(a⋅b+a⋅c+b⋅c)

⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −
+ +|a|2 |b|2 |c|2

2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= ( , , )a
→

a1 a2 a3

= ( , , )b
→

b1 b2 b3

⋅ = ( , , ) ⋅ ( , , ), |a| = (1)a
→

a
→

a1 a2 a3 a1 a2 a3 + +a
2
1 a

2
2 a

2
3

− −−−−−−−−−
√

= + +a
2
1 a

2
2 a

2
3 = ====

(1) طبق
|a|2

⋅ = ( , , ) ⋅ ( , , ) = + + = + + = ⋅a
→

b
→

a1 a2 a3 b1 b2 b3 a1b1 a2b2 a3b3 b1a1 b2a2 b3a3 b
→

a
→

⇒ b + c = ( + , + , + )

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= ( , , )a
→

a1 a2 a3

= ( , , )b
→

b1 b2 b3

= ( , , )c
→

c1 c2 c3

b1 c1 b2 c2 b3 c3

a ⋅ (b + c) = ( , , ) ⋅ ( + , + , + )a1 a2 a3 b1 c1 b2 c2 b3 c3

= ( + ) + ( + ) + ( + )a1 b1 c1 a2 b2 c2 a3 b3 c3

= + + + + +a1b1 a1c1 a2b2 a2c2 a3b3 a3c3

= ( + + ) + ( + + ) = a ⋅ b + a ⋅ ca1b1 a2b2 a3b3 a1c1 a2c2 a3c3

{ ⇒ a ⋅ b < 0a = (2m − 1,m + 2, 2) , b = (−1, 3,m − 1)
|a − b| > |a + b|

⇒ a ⋅ b = −2m + 1 + 3m + 6 + 2m − 2 < 0 ⇒ 3m < −5 ⇒ m < −
5
3

a = 3 ⇒ ( ) = a = 3 × = یال مکعب6 2
−−

√ وجھ ھا قطر مربع 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

⋅ = ⋅ = cosAB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

FA
−→−

|AB|
  

a

|FA|
  
a 2√

135
∘

 = 3 × 6(− ) = −182
−−

√
2
−−

√

2

⋅ = cos = 3 × 3 × 0 = 0AB
−→−

DE
−→−

|AB|
  

a

|AG|
  

a

90∘ 2
−−

√ 2
−−

√
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الف) درست  236

 

ب) نادرست

زاویۀ بین دو بردار مشخص نیست.
پ) نادرست

 

هریک از سه حالت می تواند اتفاق بیفتد.
ت) درست

 

چون ضرب داخلی دو بردار  و  مثبت شده، پس زاویۀ بین آنها حاده است.

 237

 (الف

 (ب

 (پ

 238

 239

با توجه به اعداد فیثاغورسی   240

|b| = 3 , |c| = 2

2a + b + c = ⇒ a + b + c = −a |a + b + c| = |a|0⃗  −→−
اندازه

+ + + =− →−−
2 توان

|a|2 |b|2
 

9

|c|2
 

4

2a ⋅ b + 2a ⋅ c + 2b ⋅ c
  

2(a⋅b+a⋅c+b⋅c)

|a|2

⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −
13
2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a ⋅ b = |a| |b| ⇒ a ⋅ b < 0cos θ  
منفی

θمنفرجھ

(a + b)⊥(a − b) ⇒ (a + b) ⋅ (a − b) = 0 ⇒ − = 0 ⇒ |a| = |b||a|2 |b|2

a ⋅ b = a ⋅ c ⇒ a ⋅ b − a ⋅ c = 0 ⇒ a ⋅ (b − c) = 0 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = 0⃗ 

b = c

a⊥(b − c)

یا

a ⋅ b = 2 + a ⋅ c ⇒ a ⋅ b − a ⋅ c = 2 ⇒ a ⋅ (b − c) = 2 > 0

ab − c

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a ∈ xoz ⇒ a = (x, 0, z) , b = (1, −1, 1)

|a| = 2 ⇒ = 2 ⇒ + = 4 (1)+x2 z2
− −−−−−

√ x2 z2

a ⋅ b = 0 ⇒ x + z = 0 ⇒ z = −x 2 = 4 ⇒ = 2− →−−−−−−
(1) جاگذاری در

x2 x2

⇒ x =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

⇒ z = − ⇒ a = ( , 0, − )2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

− ⇒ z = ⇒ a = (− , 0, )2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

a ⋅ i = ( , , ) ⋅ (1, 0, 0) = ⇒ a ⋅ i = a = ±a1 a2 a3 a1 مؤلفۀ اول 2
−−

√

a ⋅ j = a = مؤلفۀ دوم0

a ⋅ k = a = مؤلفۀ سوم± 2
−−

√

⇒ a ⋅ b = m − n + 2 = 3 ⇒ m = n + 1 (1)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = (m, −1, 1)
b = (1, n, 2)
a ⋅ b = 3

|a + b| = 3 + + 2a ⋅ b = 182
−−

√ − →−−
2 توان

|a|2 |b|2

⇒ + 1 + 1 + 1 + + 4 + 6 = 18 ⇒ + = 5 (2)m2 n2 m2 n2

(1), (2) ⇒ + = 5 ⇒ 2 + 2n − 4 = 0(n + 1)2
n2 n2

⇒ + n − 2 = 0 ⇒ n = { ⇒ m = {n2 1
−2

2
−1

= 28a ⋅ b ⇒ 4 − 12a ⋅ b + 9|b = 28a ⋅ b|2a − 3b|2 |a|2 |2

⇒ 4 + 36 − 40 = 0 ⇒ 4 − 40 |a| + 36 = 0 |a| =|a|2 a ⋅ b 
|a||b| cos =|a|

π

3

|a|2 − →−−−−−−−
مجموع ضرایب0= ⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

1

= 9
36
4

|AB| = 5 ⇐ 13, 12, 5
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A

B C13

125

 
روش اول:  241

B

A

C

D

E
 

 

روش دوم:

 

 242

  243

نادرست

نادرست

 244

a bθ

CB

A

 

فرض می کنیم دو بردار  و  در فضاي دو بعدي باشند. مطابق شکل ضلع سوم مثلث برابر است با:    245

a a b-

b
θ

 

رابطۀ فوق در فضاي  بعدي نیز قابل تعمیم است.

⋅ = ⋅ ( + ) = − + = −25AB
−→−

BC
−→−

AB
−→−

BA
−→−

 
−AB
−→−

AC
−→−

|AB|2 ⋅AB
−→−

AC
−→−

  
0

⊥AB
−→−

AC
−→−

+ ⋅ = 0 + |AB| |BC | cos⋅AB
−→−

CD
−→−

  
⊥AB

−→−
CD
−→−

ADBE CD.عمود است  بر صفحۀ

AB
−→−

BC
−→−

120∘

– ––––– ––––
↓

ABC زیرا مثلث

متساوی الاضلاع بوده و

BC
−→−

و AB
−→−

ھم مبدأ نیستند.

= a × a (− ) −2 × 2 × = −42
−−

√ 2
−−

√
1
2

= ===
a=2

2
−−

√ 2
−−

√
1
2

⋅ + ⋅ = ⋅ ( )AB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

BC
−→−

AB
−→−

+BC
−→−

CD
−→−

  
BD
−→−

= a × a × cos = 2 × 2(− ) = −42
−−

√ 135∘

– ––––– ––––
↓

ھم مبدأ نیستند. BD
−→−

و AB
−→−

دو بردار

2
−−

√
2
−−

√

2

{ ⇒ c ⋅ a = b ⋅ a
c⊥(a − b) ⇒ c ⋅ (a − b) = 0 ⇒ c ⋅ a − c ⋅ b = 0 ⇒ c ⋅ a = c ⋅ b

b⊥(a − c) ⇒ b ⋅ (a − c) = 0 ⇒ b ⋅ a − b ⋅ c = 0 ⇒ b ⋅ a = b ⋅ c

⇒ c ⋅ a − b ⋅ a = 0 ⇒ (c − b) ⋅ a = 0 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

}a = 0⃗ 

b = c

( غ ق ق(
( غ ق ق(

طبق فرض

a⊥(c − b) ⇒ a⊥(b − c)

A = (0, 1, 1) , B = ( , 2, −1) , C = ( , 2, 1) , θ =?3
−−

√ 3
−−

√
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a = = B − A = ( , 1, −2)AB
−→−

3
−−

√

b = = C − A = ( , 1, 0)AC
−→−

3
−−

√

⇒ cos θ = = = = = θ =
a ⋅ b

|a| |b|

3 + 1 + 0

×3 + 1 + 4
− −−−−−−−

√ 3 + 1
− −−−−

√

4

2 × 22
−−

√

2
−−

√

2
π

4

a = ( , )a1 a2b = ( , )b1 b2

a − b = ( − , − )a1 b1 a2 b2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

|a| = |b| = |a − b| =+a
2
1 a

2
2

− −−−−−
√ +b

2
1 b

2
2

− −−−−−
√ +( − )a1 b1

2
( − )a2 b2

2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−
√

= + − 2 |a| |b| cos θ ⇒ 2 |a| |b| cos θ = + −|a − b|
2

|a|
2

|b|
2

|a|
2

|b|
2

|a − b|
2 طبق قضیۀ کسینوس ھا:

⇒ 2 |a| |b| cos θ = + + + − [ + ]a
2
1 a

2
2 b

2
1 b

2
2 ( − )a1 b1

2 ( − )a2 b2
2

= + + + − ( + − 2 + + − 2 ) = 2 + 2a
2
1 a

2
2 b

2
1 b

2
2 a

2
1 b

2
1 a1b1 a

2
2 b

2
2 a2b2 a1b1 a2b2

⇒ |a| |b| cos θ = ⇒ cos θ =+ ba1b1 a2  
a⋅b( تعریف ضرب داخلی(

a ⋅ b

|a| |b|

3
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246  الف) درست

 

ب) نادرست

پ) درست

 

 247

، بردار  باشد، بدیهی است: مطابق شکل با فرض  اگر تصویر قائم بردار  در امتداد بردار 

 a´
θ

a
a -a´

b

 

 248

 :تصویر قائم بردار  در امتداد 

 (الف

 (ب

 (ج

a

b

θ

θ

<< π
20

الف)   249

 

a

b
θ

θ = π
2

ب) 

a

b
θ π

θ

<<π
2

پ) 

a b
θ =0

ت) 

a b
θ = π

ث) 

 250

V⊥oz ⇒ z = 0 ⇒ a − |a| = 0 ⇒ |a| = a ⇒ a > 0 ⇒ V = (+, , 0)+
↓

oy V.حاده است با محور زاویۀ

a − |a| < 0 ⇒ a < |a| ⇒ a < 0 ⇒ V = (+, , −)−
↓

oy V.منفرجھ است با محور زاویۀ

a > 0 ⇒ V = ( , +, )+
↓

oxحاده زاویھ با

0
↓
zھا عمود بر محور

0 < θ <
π

2
aba′

⇒ (a − rb) ⋅ b = 0 ⇒ a ⋅ b − r = 0
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
∥ b ⇒ {a′

= rb (1)a′

r > 0
(a − )⊥b ⇒ (a − ) ⋅ b = 0a′ a′

|b|2

⇒ r = = b
a ⋅ b

|b|2
− →−−−
(1) طبق

a′
a ⋅ b

|b|2

= ba′
a ⋅ b

|b|2
ab

{ ⇒ a ⋅ b = 2 + 0 + 0 = 2 ⇒ = b = 2b = (2, 0, 0)a = (2, −1, 2)
b = i = (1, 0, 0) ⇒ |b| = 1

a′
2
1

{ ⇒ = b = (3, 2, 1)
a = (2, 3, 1) ⇒ a ⋅ b = 6 + 6 + 1 = 13

b = (3, 2, 1) ⇒ |b| = =9 + 4 + 1
− −−−−−−−

√ 14
−−

√
a′

13
14

13
14

{ ⇒ = b = (−1, 2, 4)
a = (1, 1, 0) ⇒ a ⋅ b = −1 + 2 + 0 = 1

b = (−1, 2, 4) ⇒ |b| = =1 + 4 + 16
− −−−−−−−−

√ 21
−−

√
a′

1
21

1
21

a ⋅ b > 0

a ⋅ b = 0

a ⋅ b < 0

a ⋅ b = |a| |b|

a ⋅ b = − |a| |b|
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 251

θ
θ

a

a´

a´
b

´
 

 

فرض می کنیم تصویر قائم و قرینۀ بردار  نسبت به بردار  به ترتیب  و  باشند. بدیهی است چهارضلعی حاصل یک لوزي بوده، پس قطرها، نیمساز زوایا بوده و  252
برهم عمودند و طول دو ضلع مجاور برابرند.

a

b
a - a´

a + a´a´
θ
θ ´

a´́
 

الف) درست زیرا:

ب) درست زیرا:

 

پ) درست زیرا:

 

 253

B

A C
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 255

 

نامساوي کوشی- شوارتز:  256

 
طبق تعریف ضرب داخلی داریم:

 

A = (1, 0, −1),B = (1, 1, 1),C = (−1, 1, 0)

= b = (−3, 1, −1)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
2OA + OB = (3, 1, −1) = ==

فرض
a
→

2OC − OB = (−3, 1, −1) = ==
فرض

b
→

a′
a ⋅ b

|b|2

−9 + 1 + 1
11

⇒ = − (−3, 1, −1)a′
7

11

{ | | = |a| cos θ , | | = |a|a′ a′′

⋅ = | | ⋅ | | ⋅ cos θ = |a| cos θ ⋅ |a| ⋅ cos θa′ a′′ a′ a′′

⇒ ⋅ = ⋅ θa′ a′′ |a|2 cos2

aba′a′′

| | = |a|a
′′

(a − b) = a − ⇒ (a − )⊥b
a ⋅ b

|b|2
a′ a′

= 1
⋅a′ a′′

a ⋅ a′
| | | | cos θa′ a′′

|a| | | cos θa′
= ====

=|a|∣∣a
′′∣∣

(a − )⊥(a + ) ⇒ (a − ) ⋅ (a + ) = 0a′ a′′ a′ a′′

⋅ = ⋅ ( + )AB
−→−

BC
−→−

AB
−→−

BA
−→−

AC
−→−

= ⋅ (− + )AB
−→−

AB
−→−

AC
−→−

= − ⋅ + = −AB
−→−

AB
−→−

⋅AB
−→−

AC
−→−

  
⊥AB

−→−
AC
−→−

|AB|2

⇒ a ⋅ b = 0 + 0 + 0 = 0
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
i = (1, 0, 0) a= ==

فرض

j = (0, 1, 0) b= ==
فرض

= b = b ⇒ = (0, 0, 0) :a′
a ⋅ b

|b|2

0

|b|2
a′ بردار صفر

+ = (2, −3, 6) ,b ⃗  c ⃗  = ( + ) = (2, −3, 6)a′
→ ⋅ ( + )a⃗  b ⃗  c ⃗ 

|( + )b ⃗  c ⃗  |2
b ⃗  c ⃗ 

35
49

|u ⋅ v| ≤ |u| |v|

u ⋅ v = |u| |v| cos θ

71



 257

  نامساوي کوشی - شوارتز

 258

 :فرض

طرفین فرض را یک بار در  و بار دیگر در  ضرب خارجی می کنیم:

کافی است بردار  را به  دست آوریم. زیرا  برداري است که بر  و هر مضربی از  و هر ترکیبی از  مانند  نیز عمود است.  259

 260

 261

   ( ) یا حالت (  صورت مسئله حالتی را می خواهد که  یعنی حالت (

:( مثال حالت (

 

:( مثال حالت (

 

، برداري است که از ضرب خارجی آن دو به  دست می آید. 262  بردار عمود بر دو بردار  و 

 

}⇒ |u ⋅ v| ≤ |u| |v||u ⋅ v| = ||u| |v| cos θ| = |u| |v| |cos θ|−→−
اندازه

−1 ≤ cos θ ≤ 1 ⇒ |cos θ| ≤ 1

⇒ v = ( , 3, −1)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= −2x + 3y − z2
−−

√
  

u⋅v

min( )?+ +x2 y 2 z2
  

:u=(x,y,z)جذر تک تک

2
−−

√

: |u ⋅ v| ≤ |u| |v| ⇒ 2 ≤ ×+ +x2 y 2 z2
− −−−−−−−−−

√ 2 + 9 + 1
− −−−−−−−

√

⇒ ≤ ≤ + + ⇒ min( + + ) =
3
−−

√

3
+ +x2 y 2 z2

− −−−−−−−−−
√ − →−−

2 توان 1
3

x2 y 2 z2 x2 y 2 z2 1
3

a + b + c = 0⃗ 

ab

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

+ a × b + a × c = ⇒ a × b = −a × c ⇒ a × b = c × a (1)−→
a×

a × a  
0̄̄

a × 0⃗ 
  

0̄̄

b × a + + b × c = ⇒ b × c = −b × a ⇒ b × c = a × b (2)−→
b×

b × b  
0̄̄

b × 0⃗ 
  

0̄̄

a × b = b × c = c × a− →−−
(2),(1)

a × ba × bb, ab, ab, a(α, β ∈ R)αa + βb

{ ×
a = (−2, 1, −3)
b = (1, −2, 1)

– ––––––––––––––––––––
a × b = (−5, −1, 3)

|a| = 3 , |b| = 26

|a × b| = 72 ⇒ |a| |b| sin θ = 72 ⇒ 3 × 26 sin θ = 72 ⇒ sin θ =
12
13

⇒ cos θ = ± = ± = ± = ±1 − θsin2
− −−−−−−−

√ 1 −
144
169

− −−−−−−

√
25

169

− −−−

√
5

13

⇒ a ⋅ b = |a| |b| cos θ = 3 × 26 × (± ) = ±30
5

13

a × b = a × c ⇒ a × b − a × c = ⇒ a × (b − c) =0⃗  0⃗ 

b ≠ c12⇒ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a = (1)0⃗ 

b − c = ⇒ b = c0⃗ 

a ∥ (b − c) (2)
1

⇒ ⇒ a × b = a × c

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = = (0, 0, 0)0⃗ 

b = (1, 2, 5)
c = (3, 1, 4)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a × b = (0, 0, 0) × (1, 2, 5) = (0, 0, 0) = 0⃗ 

a × c = (0, 0, 0) × (3, 1, 4) = (0, 0, 0) = 0⃗ 

b ≠ c

2

{ b − c = (−2, 1, 1) a = (−4, 2, 2)b = (1, 2, 5)
c = (3, 1, 4)

−→−
b≠c

− →−−−−−−
a=2(b−c) مثلاً

a∥(b−c): باید

⇒ ⇒ a × b = a × c

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a × b = ⇒ a × b = (6, 22, −10)
(−4, 2, 2)×
(1, 2, 5)

a × c = ⇒ a × c = (6, 22, −10)
(−4, 2, 2)×
(3, 1, 4)

ab

{
a = (1, −3, 2)×
b = (−2, 1, −5)

– –––––––––––––––––
a × b = (15 − 2, −4 + 5, 1 − 6) = (13, 1, −5)
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و نیز هر مضربی از این بردار بر  و  عمود است.
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.  شرط آنکه بردار  بر دو بردار غیرموازي  و  عمود باشد، آن است که 

 

 264

 :فرض

  

 265

 (الف

 (ب

 266

      

»  اشتباه و بقیۀ گزینه ها درست هستند. پس گزینۀ «

 267

  مساحت متوازي الاضلاع

 268

A

B
C

a b
  :فرض

ab

a = (m − 2, −3, n + 1)

abca ∥ (b × c)

{ ×
b = (2, 3, 4)
c = (−1, 2, 1)

– ––––––––––––––––––
b × c = (−5, −6, 7)

a ∥ (b × c) ⇒ = =
m − 2
−5

−3
−6

n + 1
7

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= ⇒ 2m − 4 = −5 ⇒ m = −− →−−−−−
اولی و دومی m − 2

−5
1
2

1
2

= ⇒ 2n + 2 = 7 ⇒ n =− →−−−−−
دومی و سومی n + 1

7
1
2

5
2

= ( , , ) , a ⋅ j = 4 , a ⋅ k = 5a
→

a1 a2 a3

⇒ { ⇒ a = ( , 4, 5)
a ⋅ j = ( , , ) ⋅ (0, 1, 0) = ⇒ = 4a1 a2 a3 a2 a2

a ⋅ k = ( , , ) ⋅ (0, 0, 1) = ⇒ = 5a1 a2 a3 a3 a3
a1

⇒ a × i = × ⇒ a × i = (0, 5, −4) |a × i| = =
( , 4, 5)a1

(1, 0, 0)
− →−−

اندازه
25 + 16
− −−−−−−

√ 41
−−

√

a × b + c × a = ⇒ a × b − a × c = ⇒ a × (b − c) =0⃗  0⃗  0⃗ 

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

a = →0⃗  خلاف فرض

} ⇒b − c = ⇒ b = c0⃗ 

a ∥ (b − c)
یا نادرست

a × b = 0⃗ 

⇒ |a × b| = 0 ⇒ |a||b| sin θ = 0 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

|a| = 0 ⇒ a = 0⃗ 

|b| = 0 ⇒ b = 0⃗ 

⎫
⎭⎬ خلاف فرض

sin θ = 0 ⇒ θ = 0 π ⇒ a ∥ b یا⇒ درست

× = ×a⃗  b ⃗  a⃗  c ⃗ ⇒ × − × = 0a⃗  b ⃗  a⃗  c ⃗  ⇒ × ( − ) = 0a⃗  b ⃗  c ⃗  ||( − )− →−−−−−−
≠ , ≠a⃗  0 ⃗  b ⃗  c ⃗ 

a⃗  b ⃗  c ⃗ 

1

= B − A = (2, −1, 3), = (−2, 2, 2)AB
−→−

AC
−→−

= ×
∣

∣
∣AB
−→−

AC
−→− ∣

∣
∣

× = = i(−2 − 6) − j(4 + 6) + k(4 − 2) = −8i − 10j + 2kAB
−→−

AC
−→− ∣

∣

∣
∣

i

2
−2

j

−1
2

k

3
2

∣

∣

∣
∣

= = = 2−→−
اندازه

مساحت متوازی الاضلاع 64 + 100 + 4
− −−−−−−−−−−

√ 168
−−−

√ 42
−−

√

A(3, 5, 7) , B(5, 5, 0) , C(−4, 0, 4)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= = B − A = (2, 0, −7)a

→
AB
−→−

= = C − A = (−7, −5, −3)b
→

AC
−→−

⇒ a × b =
(2, 0, −7)×

(−7, −5, −3)
– ––––––––––––––––––––––

a × b = (−35, 55, −10) = 5(−7, 11, −2)
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 269

 و 

الف) درست. زیرا:   270

A

B C

D

d
a

 
ب) نادرست. زیرا:

b

da dˊ

 

 271

 272

i

jk

+

-

273  

 

i

jk

+

-

    :یا 

    زیرا دو برابر موازیند 

    :یا 

⇒ = |a × b| = =SABC

1
2

5
2

49 + 121 + 4
− −−−−−−−−−−

√
5
2

174
−−−

√

a − 4b = (0, 2, 1)3a + b = (−3, 1, 2)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

|(3a + b) × (a − 4b)| = 3 − 12a × b + − 4 = |−13a × b| = 13 |a × b|

∣

∣

∣
∣
∣
a × a  

0¯

b × a  
−a×b

b × b  
0¯

∣

∣

∣
∣
∣

= = 3
×

(−3, 1, 2)
(0, 2, 1)

(−3, 3, −6)¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

− →−−
اندازه

9 + 9 + 36
− −−−−−−−−

√ 54
−−

√ 6
−−

√

⇒ 13 |a × b| = 3 ⇒ S = |a × b| =6
−−

√ متوازی الاضلاع
3 6

−−
√

13

= 2 = 2 × |a × d| = |a × d|Sمتوازی الاضلاع SABC

1
2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

d × = |(a + b) × (a − b)| = − a × b + − = |−2a × b| = 2 |a × b| = 2S∣∣ d ′∣∣

∣

∣

∣
∣
∣
a × a  

0̄̄

b × a  
−a×b

b × b  
0̄̄

∣

∣

∣
∣
∣

d = a + b

= a − bd ′

⇒ d × = 2S → S = d ×∣∣ d ′∣∣
1
2
∣∣ d ′∣∣

}:فرض
a = ( , , )a1 a2 a3

b = ( , , )b1 b2 b3
– ––––––––––––––––

a × b = ( − , − , − )a2b3 a3b2 a3b1 a1b3 a1b2 a2b1

⇒ a ⋅ (a × b) = ( , , ) ⋅ ( − , − , − )a1 a2 a3 a2b3 a3b2 a3b1 a1b3 a1b2 a2b1

= − + − + − = 0 ⇒ a ⋅ (a × b) = 0a1a2b3  
a1a3b2– ––––––

a2a3b1
– ––––––– ––––––

a2a1b3  
a3a1b2– ––––––

a3a2b1
– ––––––– ––––––

(3j − k) ⋅ [ ](2k − i) × (2i − j)
  

4k×i−2k×j− +i×j2i×i
  

0̄̄

= (3j − k) ⋅ [4j + 2i + k] = 12 + 6 + 3 − 4 − 2 − = 2j ⋅ j
 

=1|j|2

j ⋅ i
 

0

j ⋅ k
 

0

k ⋅ j
 

0

k ⋅ i 
0

k ⋅ k  
=1|k|2

1) k × j = i k × j = −i(نادرست) − →−−−
طبق شکل

زیرا

{ × ⇒ k × j = (−1, 0, 0) = −i
k = (0, 0, 1)
j = (0, 1, 0)

2) j × j = →0⃗  (درست)

{ × ⇒ j × j = (0, 0, 0) =j = (0, 1, 0)
j = (0, 1, 0)

0⃗ 
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(درست) 

 :زیرا
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اثبات: می دانیم اندازة تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  از رابطۀ  به  دست می آید.

a

c
b

h

b c+

مطابق شکل  اندازة تصویر قائم بردار  در امتداد بردار  است.
بنابراین داریم:
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حل دترمینان  به روش ساروس:

 سه بردار هم صفحه اند.

1
2 1

-

1 3

1 1
0

1
0 2

2 +m -

1-

2 1+m

3) k × (i × j) = k × ( ) = =0⃗  (درست) − →−−−
طبق شکل

زیرا
i × j
  

k

k × k
k∥k

0⃗ 

4) k ⋅ (j × i) = −1 → k ⋅ ( ) = −k ⋅ k = − = − = (درست)1− j × i
  
−k

|k|2 (1)2

5) i × (k − j) = (0, −1, −1)

i × (k − j) = i × k − i × j = −j − k = (0, −1, −) − (0, 0, 1) = (0, −1, −1)

ab| | =a′
|a ⋅ b|

|b|

hab × c

h =
|a ⋅ (b × c)|

|b × c|

V = × h = |b × c| ⇒ V = |a ⋅ (b × c)|حجم مساحت قاعده
|a ⋅ (b × c)|

|b × c|

3 × 3

⇒ V = (حجم)0

= 0V = |a ⋅ (b × c)| = 0 ⇒

|(4 − m − 1 + 0) − (6 + 2 + 0)| = 0 ⇒ m = −5
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