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مرکز کنکوری سیب ترش

برد توابع )دهم و یازدهم(
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  ماکزیم نسبی و ..................  مینیم نسبی   نقطۀ بحرانی و .................. تابع  نمودار آن به شکل زیر است، ..................   1
دارد.
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تبدیل نمودار توابع

نمودار تابع  را به کمک قوانین انتقال از روی نمودار  رسم کنید.   2y = (x+ ۲)log۵f(x) = xlog۵
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نمودار تابع  در شکل زیر رسم شده است. نمودار توابع زیر را رسم کنید و آنها را با نمودار  مقایسه کنید.   3ff

y = f(−x)

1



y = −f(x)

y = −f(−x)

نمودار تابع  را در یک دوره تناوب رسم کنید.   4y = ۲ sin(۲x) + ۱

نمودار تابع  را در یک دوره تناوب رسم کنید.   5y = ۲ cos( x)
۱
۲
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نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. نمودار تابع  را رسم کنید.   6y = f(x)y = f(− x+ ۱)
۱
۲

با فرض  توضیح دهید نمودار تابع  چگونه از نمودار  رسم می‌شود؟   7f(x) = x۲g(x) = −۲(۳x+ ۴ + ۵)۲f

نمودار توابع زیر را رسم کنید.   8

y )ب                     )الف = − + ۱x+ ۱
− −−−

√۳y = − − ۱x−−√۳

 درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید. 9

yنمودار تابع  را می‌توان با  واحد انتقال نمودار  به‌سمت چپ رسم کرد. = (x+ ۲)۲y = x۲

f(x)تابع  روی بازۀ  اکیداً صعودی است. = − + ۲xx۲(−∞,۳]

fxاگر تابع  در  پیوسته باشد آنگاه در این نقطه مشتق‌پذیر است. = a

آهنگ متوسط تغیر با شیب خط قاطع و آهنگ لحظه‌ای تغیر با شیب خط ماس در آن نقطه برابرهستند.

ها قرینه می‌کنیم، سپس در راستای افقی با ضریب 3 منقبض و در نهایت آن را  واحد به چپ نمودار  را نسبت به محور    10
منتقل می‌کنیم. ضابطه تابع حاصل را بنویسید.

y = |x|x۲
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اگر نمودار  به‌صورت مقابل باشد، مقادیر  و  را بیابید.   11y = − + b(x+ a)۳
ab
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نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. نمودار تابع  را رسم کنید.   12y = f(−۲x)y = −۲f(x− ۲)
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نمودار تابع مقابل فقط از قرینه‌یابی و انتقال نمودار تابع  به‌ دست آمده است. ضابطۀ این تابع را بنویسید.   13y = x−−√

ها قرینه کرده‌ایم، سپس آن را  واحد در جهت راست و بعد  واحد به پاین منتقل کرده‌ایم. نمودار  را نسبت به محور    14
ضابطه تابع به‌دست‌آمده را بنویسید.

y = x−−√y۳۶

تابع  را با دامنۀ  رسم کرده و سپس توابع  و  را رسم کنید.   15f(x) = x+ ۴= [−۴,۰]Dff(۲x)f(− )
x

۲
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نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. دامنه و برد تابع  را بیابید.   16y = f(x)y = −۳f(۱ − ) + ۱
x

۲
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اگر نمودار  به‌صورت مقابل باشد، مقادیر  و  را بیابید.   17y = + b(x+ a)۳
ab

اگر نقطه  متعلق به تابع  باشد، این نقطه در تابع  به چه نقطه‌ای تبدیل می‌شود؟   18A(۱,۴)y = f(x)g(x) = −۳f(۲x+ ۵) + ۱
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نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. دامنه تابع  را بیابید.   19y = f(x)y = f(۳x+ ۱)
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اگر نمودار تابع  به‌صورت مقابل باشد، نمودار تابع  را رسم کنید.   20y = f(x)y = f(۲x− ۱)
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نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. نمودار تابع  را رسم کنید.   21y = f(x− ۱)y = f( x) − ۱

۲
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نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. ‌نمودار تابع  را رسم کنید.   22y = f(x)y = f(x+ ۱) + ۲

  نمودار تابع  در شکل زیر رسم شده است. نمودار هریک از توابع زیر را رسم کنید.   23f
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y = f(−x)

y = ۲f(x− ۱)

y = −f(x) + ۲

y = f(۲x− ۱)

y = f(۳ − x)
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y
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اگر نمودار  به‌صورت مقابل باشد، نمودار تابع  را رسم کنید.   24y = f(x)y = −۲f(− ) + ۱
x

۲

اگر نمودار  به‌صورت مقابل باشد، مقادیر  و  را تعین کنید.   25y = + bx+ a− −−−√۳ab
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انواع تابع

جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.   26

yبرای آنکه تابع  در دامنه‌اش هم صعودی باشد و هم نزولی، مقدار  باید برابر با .................. باشد. = ax+ ba

yدورۀ تناوب و مقدار مینیم تابع  به‌ترتیب برابر با .................. و .................. است. = ۲ sin x− ۱
π

۲

yدورۀ تناوب اصلی تابع  برابر .................. است. = tanx

نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. مشخص کنید تابع در کدام فاصله اکیداً صعودی و در کدام فاصله اکیداً نزولی است؟   27f

تابع  اکیداً نزولی است، حدود  را بیابید.   28f = {(۲,۳m− ۱۰) , (۰,m) , (۴,−m+ ۲)}m

 درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را تعین کنید. 29

الف. تابع  در تمام دامنۀ خود یکنواست.

ب. تابع  تابعی ثابت است.

f(x) =
۱

x− ۱
f(x) = [x]

نمودار تابع  را رسم کنید و مشخص کنید در چه فاصله‌ای تابع صعودی و در چه فاصله‌ای اکیداً صعودی   30
است؟

y = |x− ۱| + |x+ ۱|

اگر  روی  اکیداً نزولی و عبارت  نامثبت باشد، حدود  را بیابید.   31fRf(−x+ ۲) − f(۲x+ ۷)x

اگر  و  در یک فاصلۀ مشترک هر‌دو اکیداً نزولی باشند، ثابت کنید تابع  نیز در این فاصله اکیداً نزولی است.   32fgf + g

اگر  و  روی  توابعی اکیداً صعودی باشند، ثابت کنید تابع  نیز روی  اکیداً صعودی است.   33fgRf + gR

تابع  اکیداً نزولی و تابع  تعریف شده است. ثابت کنید تابع  اکیداً صعودی است.   34ffoffof

نمودار هریک از توابع زیر را رسم کنید. کدام‌یک از آنها در تمام دامنۀ خود، اکیداً یکنواست؟   35
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f(x) = ۲ − x
− −−−

√

g(x) = ۲−x

h(x) = logx۲

اگر توابع  و  در یک فاصله اکیداً صعودی باشند، نشان دهید که تابع  نیز در این فاصله اکیداً صعودی است. برای تابع   36

 چه می‌توان گفت؟

fgf + g

f − g

آیا تابعی وجود دارد که در یک فاصله، هم صعودی و هم نزولی باشد؟   37

نمودار تابع  را رسم و یکنوای آن را بررسی کنید.   38y = | (x+ ۱)|log۲

نمودار تابع  را رسم و یکنوای آن را در دامنه‌اش بررسی کنید.   39f(x) = − ۱ − x
− −−−

√

تابع  روی  اکیداً صعودی است، اگر عبارت  نامنفی باشد، حدود  را بیابید.   40fRf(۳x− ۱) − f(۲x+ ۱)x

اگر تابع  اکیداً صعودی باشد، حدود  را بیابید.   41f = {(−۱,۴m) , (−۳,m) , (۲,۳m+ ۲)}m

نمودار تابع‌های زیر را رسم کنید.   42

y )ب                         )الف = − − ۱(x+ ۱)۳
y = − + ۱x۳

نمودار تابع مقابل را رسم کنید.   43

y = − ۶ + ۱۲x− ۹x۳ x۲

بخش‌پذیری )دوازدهم(

اگر  بر  بخش‌پذیر باشد، نشان دهید:   44f(x) = ۲ − ۳ + ax− bx۳ x۲x− ۲

a+ ۴ = b

اگر  بر  بخش‌پذیر باشد،  را بیابید.   45f(x) = −mx+ ۲x۲x− ۴m
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در چندجمله‌ای  مقادیر  و  را طوری بیابید که باقی‌ماندۀ تقسیم آن بر  برابر  بوده و بر   46

 بخش‌پذیر باشد.

f(x) = + a + x+ bx۳ x۲abx− ۱۴

x+ ۲

  و  را چنان بیابید که  بر  بخش‌پذیر باشد و باقی‌ماندۀ آن بر  برابر  باشد. 47mnf(x) = +mx− nx۳x− ۱x+ ۲−۳

مقدار خارج‌قسمت تقسیم  را به‌ازای  به‌ دست آورید.   48( − ۲۵۶) ÷ (x− ۲)x۸x = ۲

اگر چند‌جمله‌ای  بر عبارت‌های  و  بخش‌پذیر باشد، باقی‌ماندۀ تقسیم آن بر  کدام   49

است؟

 )     )

 )     )

p(x) = +mx+ nx۲x− ۲x+ ۱x− ۱
۳

‌۱۰۲−
۲
۳

‌۳
۱۰
۳

۴−۲

عبارت  بر کدام عبارت همواره بخش‌پذیر است؟   50
 )     )

 )     )

+ ۱x۲۴

۱+ ۱x۱۲+ ۱x۳

‌۳+ ۱x۶۴+ ۱x۸

 در صورتی که دو چندجمله‌ای  و  در تقسیم بر  هم باقی‌مانده باشند، آنگاه مقدار  برابر است با 51
..................

۲ − ۵x+ ۴x۲+ axx۲x− ۱a

( تجزیه کنید.  چندجمله‌ای  را برحسب عامل ) 52+ ۱x۵x+ ۱

،  را چنان بیابید که باقی‌ماندۀ تقسیم آن بر  برابر با  باشد و بر  در چندجمله‌ای  مقادیر    53
بخش‌پذیر باشد.

y = + a + x+ bx۳ x۲abx− ۱۴x+ ۲

مقادیر  و  را چنان بیابید که باقی‌ماندۀ  بر  برابر با  باشد.   54mn+m − nx۳ x۲+ x− ۲x۲x+ ۱

اگر باقی‌ماندۀ تقسیم  بر  برابر  باشد، آنگاه باقی‌ماندۀ  بر  را بیابید.   55P (x) = −m + x+ ۳x۳ x۲x+ ۱−۳P (x)x− ۲

 کسرهای زیر را ساده کنید. 56

 )ب                   )الف
( + +⋯+ ۱)( − +⋯− x+ ۱)x۸ x۷ x۸ x۷

− ۱x۱۸

( + ۱)(x− ۱)x۵

− ۱x۲

اگر باقی‌ماندۀ  بر  عبارت  باشد، باقی‌ماندۀ  بر  را بیابید.   57f(x)− ۱x۲x+ ۷f(x+ ۲)x+ ۳

  و  را چنان بیابید که چندجمله‌ای  بر  بخش‌پذیر باشد. 58mn− ۳ +mx+ nx۴ x۳− ۵x+ ۶x۲

8
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مثلثات

در صورتی‌ که دو چند‌جمله‌ای  و  در تقسیم بر  هم باقی‌مانده باشند،  را بیابید.   59+ ۳x− ۲x۲− ۴ + ۵x+mx۳ x۲x+ ۲m

 هریک از چند‌جمله‌ای‌های زیر را برحسب عامل‌های خواسته‌شده تجزیه کنید. 60

−  با عامل  ۱x۶x− ۱

− با عامل  ۱x۶x+ ۱

+ با عامل  ۳۲x۵x+ ۲

دوره تناوب و کاربرد آن

اگر دورۀ تناوب تابع  برابر با  باشد، دورۀ تناوب تابع  را بیابید. )   61

)

f(x) = ۳cos(mx− )
π

۴
π

۷
g(x) = sin(mx− x+ )

π

۶
m > ۰

دورۀ تناوب، ماکزیم و مینیم توابع زیر را بیابید.   62

f(x) = ۵ sin(۶x) − ۷

g(x) = cos(۳x) + ۴
۱
۲

  برابر .................. است.  دورۀ تناوب تابع  و  63y = | sinax|y = |cosax|

نمودار تابع  به‌صورت زیر است، ضابطۀ این تابع را بیابید.   64f(x) = a cos bx+ c

9
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اگر نمودار تابع  به‌صورت زیر باشد، ضابطۀ تابع را بیابید.   65f(x) = a sin bx+ c

1

22
x

y

π

4
نمودار تابع  به‌صورت زیر است، ضابطۀ آن را بیابید.   66f(x) = a sin bx+ c

ماکزیم و مینیم توابع زیر را بیابید.   67

‌f(x) = |۲ sin۳x− ۴| g(x) = |۴ cos۲x− (الف|۳ (ب

) اگر دورۀ تناوب  برابر با  باشد، دورۀ تناوب تابع  را بیابید. )   68f(x) = ۳ cos(mx) + ۴
π

۵
g(x) = −cos(m+ ۲)xm > ۰

x

y

3
5

3
π

3
π4

نمودار تابع  به‌صورت زیر است، ضابطۀ تابع را بیابید.   69f(x) = a sin bx+ c

) اگر دورۀ تناوب تابع  برابر  باشد، ماکزیم تابع را بیابید. )   70f(x) = sin(mx) +m۴πm > ۰

، دورۀ تناوب و نسبت ماکزیم تابع به مینیم آن را بیابید. در تابع    71f(x) = cos( x) − ۱۲
−−

√ ۱
۳

کدام‌یک از جملات زیر درست و کدام‌یک نادرست است؟   72

تابع تانژانت در دامنه‌اش صعودی است.

می‌توان بازه‌ای یافت که تابع تانژانت در آن نزولی باشد.
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تابع تانژانت در هر بازه که در آن تعریف شده باشد، صعودی است.

 ضابطۀ تابع مثلثاتی به‌صورت  و یا  بنویسید که بیشترین و کمترین مقدار و دورۀ تناوب 73

) تابع برابر مقادیر داده‌ شده باشد.)

y = a sin(bx) + cy = a cos(bx) + c

b > ۰

T = , Min = −۲, Max = ۴
π

۲

T = , Min = −۴, Max = ۴
π

۶

با توجه به محورهای سینوس و تانژانت، در موارد زیر مقادیر  و  را با هم مقایسه کنید.   74sinαtanα

 ۰ < α <
π

۲

< α < ۲π
۳π
۲

، آنگاه حدود  را در بازۀ  بیابید. اگر     75tanα ≤ −۱α[۰,۲π]

اگر  و  و  آنگاه حدود  را بیابید.   76sinα = ۲m− ۱tanα = m+ ۱۰ < α <
π

۲
m

، آنگاه حدود  را در بازۀ  بیابید. اگر    77tanα ≥
۳−−√

۳
α[۰,۲π]

دورۀ تناوب و مقادیر ماکزیم و مینیم هریک از توابع زیر را به‌ دست آورید.   78

y = ۱ + ۲ sin۷x

y = − cos x۳
−−

√ π

۲
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y = −π sin( ) − ۲
x

۲

y = − cos۳x
۳
۴

sin tan

cos
O

ta
n

ta
n

ta
n

π 3

π 4

π
6

π
4

π
3

π 3

با توجه به شکل مقابل جای خالی را در جملۀ داده‌شده به‌طور مناسب پر کنید. »اگر زاویۀ    79

تنها داخل یک ربع دستگاه مختصات تغیر کند در هر چهار ربع دایرۀ مثلثاتی با افزایش زاویۀ 
همواره تانژانت زاویه .................. می‌یابد.«

α

α

با توجه به اطلاعات داده‌شده محدودۀ  را به دست آورید.   80

)الف ‌

)ب

m

tan θ = ۴ + ۲m, π ≤ θ <
۳π
۲

tan θ = −۱ + ۲m, < θ <
۳π
۴

۵π
۶

 ضابطۀ مربوط به هریک از نمودارهای داده‌شده را بنویسید. 81

برد تابع  را بیابید. )] [ جزء صحیح است(   82f(x) = [ sin۴x+ ۵]
۳
۲

12
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 ضابطۀ هریک از توابع داده‌شده به‌صورت  است. مقدار  و دورۀ تناوب تابع را مشخص کنید. 83y = sin bx+ cb, c

π π2π-π-2

y

x
1-

π3 π4
0

1

y= 2-
  

π π2π-π-2

y

1- π3 π40

1

π5 6
x

π

معادلات مثلثاتی )دوازدهم(

معادلات زیر را حل کنید.   84

  

 

۲ cos۲x− = ۰۳
−−

(الف√

‌۲ cos۳x+ ۱ = (ب۰

 معادلات زیر را حل کنید.   85

sinx+ cosx = ۱ [۰,۲π]

sin۲x+ cosx = ۰

(x+ ) =cos۴ π

۲
۱
۴

۲ sin(۳πx) = ۳
−−

√

13
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۴ cos۲x− ۸ cosx+ ۴ = ۰

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.   86

x+ tanx = ۰tan۲ ۳
−−

√

جوابهای کلی معادلۀ زیر را بیابید.   87

πx+ πx = ۰sin۳ cos۳

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.   88

۴ x− ۲( + ۱) sinx+ = ۰sin۲
−−

√ ۲
−−

√

 جواب‌های کلی معادلۀ مثلثاتی زیر را بیابید. 89

cos(۴x+ ) + sin۳x = ۰
π

۴

معادلات زیر را حل کنید.   90

sin = sin۳xπ

۲

cos۲x− cosx+ ۱ = ۰

cosx = cos۲x

cos۲x− ۳ sinx+ ۱ = ۰

x− sinx =cos۲ ۱
۴

sinx− cos۲x = ۰

14
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tan(۲x− ۱) = ۰

tan۳x = tanπx

معادلات زیر را حل کنید.   91

 

 

sin۲x+ ۳ cosx = (الف۰

۴ sin( ) cos( ) = ۱
x

۲
x

۲
(ب

مثلثی با مساحت  سانتی‌متر مربع مفروض است. اگر اندازۀ دو ضلع آن به‌ترتیب  و  سانتی‌متر باشند، آنگاه چند مثلث با این   92
خاصیت‌ها می‌توان ساخت؟
۳۲۶

اگر  باشد حاصل  را بیابید.   93α+ α =sin۴ cos۴ ۱
۲

cot۲α

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.   94

x− x+ ۱ = tanxtan۳ tan۲

، آنگاه  را بیابید. اگر و  ریشه‌های معادلۀ  باشند و    95αβx− (۲m+ ۱) tanx+ ۲m = ۰tan۲tan(α+ β) = −
۵
۳

m

معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید.   96

 

 

‌sin(x− ) = cos۲x
۲π
۳

(الف

‌tan(x+ ) = cot( )
π

۷
۲π
۷

(ب

معادلۀ زیر چند جواب در بازۀ  دارد؟   97[۰,π]

cos(x+ ) = cos( + π)
π

۴
x

۴

معادلۀ  در فاصلۀ  چند جواب دارد؟   98sin( ) + cos( ) = ۰
x

۲
x

۲
[۰,۲π]

15
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حد

 جواب‌های کلی معادلۀ زیر را بیابید. 99

tan۴x = cot( + ۴x)
π

۳

 جواب‌های کلی معادلۀ زیر را بیابید. 100

cos۴x cosx = sin۴x sinx+
۱
۲

معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید.   101

tanx = ۳ cotx

۲ x = ۳ cosxsin۲

معادلات زیر را حل کنید.   102

x− ۳ = ۰tan۲

۲ x− sin۲x− ۱ = ۰sin۲

حدهای نامتناهی

تابع  را در نظر بگیرید. حاصل  را بیابید.   103f(x) = logx۳f(x)lim
x→۰+

حاصل حدهای زیر را بیابید.   104

‌lim  )ب           )الف
x→۵

۱ − x

x− ۵
lim
x→۳

x

x− ۳

16
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نمودار تابع به‌صورت مقابل است. حاصل حدهای زیر را بیابید.   105

  )الف    )ب          

  )د                     )ج

  )و           )ه 

y

x
1 2

1-2-

f

f(x)lim
x→۲+

f(x)lim
x→۲−

f(x)lim
x→(−۲)−

f(x)lim
x→۰

f(x)lim
x→−۲

f(x)lim
x→(−۲)+

  نماد جزء صحیح است.( ، حاصل  را بیابید. ) با فرض    106f(x) = log
(x+۱)
۰٫۲

[ ]lim
x→(−۱)+

x− ۲
f(x)

[ ]

نمودار کدام تابع، با حد محاسبه‌شده در پاین آن مطابقت ندارد؟‌   107

  x

y

a ) 
x

y

a
) 

x

y

a ) 
x

y

a
) ۱۲۳۴

f(x) = −∞lim
x→a

f(x) = +∞lim
x→a

f(x) = −∞lim
x→a+

f(x) = +∞lim
x→a+

نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. حاصل حدهای زیر را بیابید.   108
  )الف y   )ج       )ب    

x1
1-2-

2-
1-

f

fof(x)lim
x→−۱

f(x)lim
x→(−۲)−

f(x)lim
x→۱

حاصل حدهای زیر را بیابید. ) نماد جزء صحیح است.(   109[ ]

( )lim
x→( )π

۲

−

x+ ۱
tanx

[ ]lim
x→( )π

۲
+

۳ − x

tanx

17
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با استفاده از قضایای حدهای نامتناهی درستی حدهای زیر را نشان دهید.   110

= +∞lim
x→۰

۳ + x۲
− −−−−

√

x۲

= +∞lim
x→۲

۱
(x− ۲)۴

= +∞lim
x→−۲

∣

∣
∣

۵ − x

۲ + x

∣

∣
∣

 حدهای زیر را محاسبه کنید. 111

=lim
x→۲−

۲x
− ۴x۲

lim
x→۳−

+ ۲x− ۱x۲

+ x− ۱۲x۲

lim
x→۳+

x+ ۱
۹ − x۲

حاصل حدهای زیر را بیابید. ) نماد جزء صحیح است.(   112[ ]

[ ]lim
x→(− )π

۲
−

x+ ۱
tanx

[ ]lim
x→(− )π

۲
+

۲ − x

tanx

حاصل حدهای زیر را بیابید.   113

18
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lim
x→۰

x

۱ − cos۲x

lim
x→۰

tan۲x
۱ − cosx

  و  را بیابید. اگر آنگاه مقادیر    114= +∞lim
x→۲

x+ ۳
+ ax+ bx۲

ab

نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. حاصل حدهای زیر را بیابید.   115

  )الف    )ب          

  )ج   )د          

y

x
1 21-

1-

1
2

f

f(x)lim
x→(−۱)+

f(x)lim
x→۲+

fof(x)lim
x→۰−

fof(x)lim
x→۱−

  در چه محدوده‌ای باید قرار داشته   باشد،  تابع  مفروض است، برای آنکه  کمتر از   116

باشد؟

f(x) = ,x < −۵
۱

x+ ۵
f(x)−۱۰x

  در چه محدوده‌ای باید قرار داشته تابع   مفروض است، برای آنکه  کمتر از   باشد،    117

باشد؟

f(x) = ,x > ۴۱
۴ − x

f(x)−۱۰x

  در چه محدوده‌ای باید قرار داشته   مفروض است، برای اینکه  بزرگ‌تر از  باشد،  تابع    118

باشد؟

f(x) = ,x > ۳
۱

x− ۳
f(x)۱۰x

حاصل حدهای زیر را بیابید.   119

lim
x→۰

sinx

x tan۲x

lim
x→۰

tan۲x
۳xsin۲

حاصل حدهای زیر را بیابید.   12019
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lim
x→۳

+ x− ۱۲x۲

(x− ۳)۲

lim
x→−۲

− ۴x۲

+ ۴x+ ۴x۲

حاصل حدهای زیر را بیابید.   121

lim
x→ π

۶

cosx

۲ sinx− ۱

lim
x→ π

۳

۱ − sinx

۲ cosx− ۱

حاصل حدهای زیر را بیابید.   122

lim
x→۳+

[x] − ۱
x− ۳

lim
x→(−۵)−

x− [−x]

x+ ۵

حاصل حدهای زیر را به‌ دست آورید.   123

lim
x→+∞

x− ۲x۲

۴ + ۲x− ۱x۳

x

y

x = 4

اگر نمودار  در همسایگی  مطابق شکل باشد، مقدار  کدام است؟    124

 ) )

(  یافت نمی‌شود.( 

f(x) =

sin
πx

۶
+ ax+ bx۲

x = ۴b

۱۶۲۸

۳۴b

20
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نمودار تابع  را در اطراف مجانب قائم خود رسم کنید.   125f(x) =
x+ ۲

(x+ ۳)۲

نمودار تابعی را رسم کنید که دامنۀ آن  بوده و دارای مجانب قائم باشد.   126[−۲,۲] − {۱}

نمودار تابعی را رسم کنید که دامنۀ آن  بوده و دارای دو مجانب قائم باشد.   127R − {−۱,۱}

مجانب‌های قائم تابع  را بیابید.   128f(x) =
x

+ ۲xx۲

تابع   مفروض است.  را چنان بیابید که تابع مجانب قائم نداشته باشد.   129f(x) =
+mx+ ۸x۲

x− ۲
m

تابع  مفروض است، مجانب‌های قائم تابع را بیابید.   130f(x) = +
۱

− ۱
x

x

x+ ۲

مجانب‌های قائم تابع  را بیابید.   131f(x) =
− ۴x۲

− −−−−
√

− xx۲

مجانب‌های قائم تابع  را در بازۀ  بیابید.   132f(x) =
۱ − x

sinx
[۰,۲π]

مجانب‌های قائم توابع زیر را در صورت وجود به‌ دست آورید.   133

f(x) =
۲x− ۱
۳ − x

g(x) =
+ xx۲

− xx۲

مجانب‌های قائم تابع  در بازۀ   را بیابید.   134f(x) =
cosx

cosx+ ۱۲−−√
[۰,۲π]

تابع  مفروض است.  را چنان تعین کنید که تابع مجانب قائم نداشته باشد.   135f(x) =
x+ ۱
+mx+ ۱x۲

m

مجانب‌های قائم تابع  را بیابید.   136f(x) = −
۱
x

x

− ۴x۲

21
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مجانب‌های قائم تابع  را بیابید.   137f(x) =
x−−√

− ۱x۲

حد در بی‌نهایت

برای تابع  که نمودار آن داده شده است موارد زیر را به‌ دست آورید:   138

  )الف ‌

  )ب

  )پ

  )ت

  )ث

مجانب‌های افقی و قائم  )ج

f

f(x) =lim
x→+∞

f(x) =lim
x→−∞

f(x) =lim
x→۳+

f(x) =lim
x→۳−

f(x) =lim
x→−۲+

حاصل حدهای زیر را بیابید.   139

‌) (۲ − + ۴) ) (− + ۲ + الف(۷ lim
x→±∞

x۳ x۲ ب lim
x→±∞

x۴ x۳

نمودار تابع  به‌صورت مقابل است، حاصل حدهای زیر را بیابید.   140
y

x
1

1

2

-

f

) f (x) ) f (x)الف lim
x→+∞

ب lim
x→−∞

، آنگاه  و  را بیابید.  اگر    141= ۳lim
x→±∞

m + ۲ − x+ ۱xn x۴

۳ − + ۵x۴ x۲
mn(m ≠ ۰)

، آنگاه  را بیابید. اگر    142= −۳lim
x→−∞

|۲x− ۳| +mx

m|x+ ۲| + ۴x
m

، آنگاه  و  را بیابید. اگر    143= ۵lim
x→±∞

m − ۲ + ۱xn x۳

 + + ۷x۴ x۳
mn

نمودار تابع  به‌صورت مقابل است، حاصل حدهای زیر را بیابید.   144

 y

x
1

1
2

-

f

) [f (x)] ) [f (x)]الف lim
x→−∞

ب lim
x→+∞

22
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تابع  مفروض است، برای این که فاصلۀ  تا خط  کمتر از  باشد،  را باید در چه محدوده‌ای در   145

نظر بگیریم؟

f (x) =
x− ۳
x+ ۱

f (x)y = ۱


۰
x

حاصل حدهای زیر را بیابید.   146

lim
x→−∞

+− ۱x۲
− −−−−

√ −x
−−−

√

۲x+ + ۳x۲
− −−−−

√

lim
x→±∞

۳x− ۲ |x| + + ۵x۲
− −−−−

√

|x− ۲| + ۹ − ۱x۲
− −−−−−

√

حاصل حدهای زیر را بیابید.   147

lim
x→+∞

|۳x− ۱| − x

|۲ − x| + ۳x

lim
x→−∞

|۳x+ ۲| + x

|۵ − x| + ۲x

حاصل حدهای زیر را بیابید.   148

lim
x→+∞

۲x− |x+ ۲|
|x− ۳| + ۴x

lim
x→−∞

|۲x− ۱| − ۳x
۴x− |x− ۲|

حاصل حدهای زیر را بیابید.   149

23
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lim
x→±∞

−۶ + + ۴x۳ x۲

+ − ۹xx۵ x۲

lim
x→±∞

− +(x+ ۱)۳
x۳ x۲

−۳ + x− ۱x۲

اگر خط  مجانب افقی تابع  در  باشد،  را بیابید.   150y = −۳f (x) =
mx− |x+ ۲|

|۲x+ ۱|
+∞m

اگر خط  مجانب افقی تابع  باشد،  را بیابید.   151y = ۳f (x) =
m −x۲ (x+ ۱)۲

۳ + xx۲
m

مجانب‌های افقی توابع زیر را بیابید.   152

f (x) =
x۲(x+ ۱)۳

− + ۲xx۵

g (x) =
۳ − ۱x۲

+ ۲xx۳

مجانب افقی تابع  را بیابید.   153f (x) = (۲x− ۱) sin( )
۱
x

اگر نقطۀ  محل برخورد مجانب‌های تابع  باشد،  و  را بیابید.   154A (۳ , −۲)f (x) =
ax+ ۲
bx− ۹

ab

) اگر خط  مجانب افقی تابع  باشد، مجانب قائم تابع را بیابید. )   155y = −۳f (x) =
۲x− ۱
mx+ ۱

m ≠ ۰

اگر خط  مجانب افقی تابع  در  باشد، مجانب افقی تابع در  را بیابید.   156y = ۵f (x) =
|۳x− ۲| +mx

− ۹x۲
− −−−−

√
−∞+∞

مجانب‌های افقی و قائم نمودارهای هریک از توابع زیر را در صورت وجود به‌ دست آورید.   157

y =
۲x− ۱
x− ۳

24
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‌y =
x

− ۴x۲

y =
۱ + ۲x۲

۱ − x۲

y =
۲x

۱ + x۲

اگر خط  مجانب قائم تابع  باشد، مجانب افقی تابع  را بیابید.   158x = −۲f (x) =
۳x− ۱
mx+ ۴

f

مجانب‌های افقی و قائم تابع  را بیابید.   159f (x) =
− ۹x۲

− −−−−
√

x− ۱

مجانب‌های افقی و قائم تابع  را بیابید.   160f (x) =
− ۱x۲

− −−−−
√

x− ۵

مجانب‌های افقی تابع  را بیابید.   161f (x) =
۲x+ |x− ۱|

− ۴x۲
− −−−−

√

مجانب‌های افقی تابع  را بیابید.   162f (x) =
۴x− |x− ۱|
x+ |۲x− ۳|

مجانب‌های افقی تابع  را بیابید.   163f (x) =
۲ − ۱x۲

x|x| + ۳

مجانب‌های افقی توابع زیر را بیابید.   164

f (x) =
|x− ۲| + x−−√

۴ + ۱x۲
− −−−−−

√

ابتدا دامنه تابع را به دست می‌آوریم:

‌g (x) =
x+ ۹ − x۲

− −−−−
√

|x+ ۲|

25
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مشتق

مجانب‌های قائم و افقی تابع  را به‌ دست آورید.   165y =
۱ + + ۲xx۲

− ۱x۲

تعریف مشتق و تعبیر هندسی مشتق

y

x

A

B
C

نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. مقادیر مشتق تابع  در نقاط  را از کوچک به بزرگ مرتب کنید.   166ffC,B,A

y

x

A

B
C

، شیب ماس در  را  می‌نامیم، مقادیر ، شیب وتر  را  نمودار تابع  به‌صورت مقابل است. شیب ماس در  را    167
 ،   و  را از کوچک به بزرگ مرتب کنید.

fAm۱ABm۲Cm۳

m۱m۲m۳

،  را به‌ دست آورید. اگر    168f(x) = − ۲x۳(−۱)f ′

،  و  را با مشتق‌های داده‌شده در جدول نظیر کنید.‌  ،  ، با در نظر گرفتن نمودار  در شکل، نقاط به طول‌های    169

 

fabcde

(x)f ′x

۰

٫۵

۲

−۰٫۵

−۲
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الف( با استفاده از نمودار تابع  )شکل مقابل( مقادیر زیر را به‌ترتیب صعودی مرتب کنید.   170

 و  و  و 

‌ب( صحت ادعای خود در )الف( را با محاسبۀ مشتق تابع  بررسی کنید.
پ( تابع مشتق را رسم کنید.

f(x) = + ۲x+ ۳x۲

(۳)f ′(۰)f ′(−۱)f ′(۲)f ′

f(x) = + ۲x+ ۳x۲

،  را به‌ دست آورید و معادلۀ خط ماس بر منحنی  را در نقطه‌ای به‌طول  واقع بر آن اگر    171
بنویسید.

f(x) = ۳ − ۲x+ ۱x۲(۲)f ′f۲

 مشتق تابع  در نقطۀ  را به‌کمک تعریف مشتق بیابید. 172f(x) = − + ۳xx۲x = ۲

1
2
3
4
5
6
7

13
39

13
44

13
49

13
54

13
59

13
64

13
69

13
74

13
79

13
84

13
89

نرخ باروري

b

a

نمودار زیر روند رو به کاهش نرخ باروری در کشورمان را در طی نیم قرن نمایش می‌دهد.   173

abشیب‌های خطوط  و  چه چیزهای را نشان می‌دهد؟

،  و  بیشتر است؟  ، tنرخ جمعیت در کدام‌یک از زمان‌های  = ۱۳۶۴t = ۱۳۶۹t = ۱۳۷۴t = ۱۳۷۹

،  و  را روی نمودار  مشخص کنید به‌طوری که:  ،  ،  ،  ، نقاطی ماند    174

، نقطه‌ای روی نمودار است که شیب خط ماس بر نمودار در آن منفی است. الف( 

ب(  نقطه‌ای روی نمودار تابع است که مقدار تابع و مقدار مشتق در آن منفی است.

پ(  نقطه‌ای روی نمودار است که مقدار تابع در آنجا صفر است ولی مقدار مشتق در آن مثبت
است.

ت(  نقطه‌ای روی منحنی است که مشتق در آنجا صفر است.

ث( نقاط  و  نقاط متفاوتی روی منحنی هستند که مشتق یکسان دارند.

ج(  نقطه‌ای روی منحنی است که مقدار تابع در آنجا مثبت ولی مقدار مشتق منفی است.

ABCDEFGy = f(x)

A

B

C

D

EF

G
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با استفاده از تعریف، مشتق تابع  را در نقطۀ  بیابید.   175f(x) = cosxx =
π

۲

با استفاده از تعریف، مشتق تابع  را در نقطۀ  بیابید.   176f(x) = ۲x
−−

√۳a

با استفاده از تعریف، مشتق تابع  را در نقطۀ  بیابید.   177f(x) = x− ۱
− −−−

√۳x = ۹

به‌کمک تعریف، مشتق تابع  را در نقطۀ  بیابید.   178f(x) =
x

x− ۱
a

به‌کمک تعریف، مشتق تابع   را در نقطۀ  بیابید.   179f(x) = − ۱x۳x = −۲

با استفاده از تعریف، مشتق تابع  در نقطۀ  را بیابید.   180f(x) = x+ ۲
− −−−

√x = ۷

 باشد، کدام گزاره درست و کدام نادرست است؟ ) شیب خط ماس در نقطه

a b c d

اگر نمودار تابع  به‌صورت    181

است.(

fm

< < <ma mb mc md

> > >ma mb mc md

> > >mb ma md mc

> > >ma mb md mc

cdشیب منحنی در نقاط  و  منفی است.

با توجه به مقادیر داده‌شده برای تابع  در جدول زیر  را برای نقاط داده‌شده تخمین بزنید.   182

‌

ff ′

x

f(x)

(x)f ′ مقدار تقریبی

۱
۴٫۲
−۰٫۱

۲
۴٫۱
?

۳
۴٫۲
?

۴
٫۵
?

۵

?
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x
b c d f

y

a

[ به‌گونه‌ای رسم کنید که دارای همۀ ویژگی‌های دو نقطه از نمودار یک تابع در شکل داده شده‌اند. نمودار این تابع را در بازۀ ]   183

زیر باشد.  تابع  در بازۀ  مشتق‌پذیر است.

( به‌ترتیب مثبت، منفی و صفر و مثبت ( و ) ( و ) ( و )  مقدار مشتق تابع در بازه‌های )
باشد.

تعین کنید تابع  در کدام بازه‌ها صعودی اکید و در کدام بازه‌ها نزولی اکید و در کدام بازه‌ها ثابت است.

a,f

۱⋅f(a,f)

۲⋅a, bb, cc,dd,f

f

A

Bf (a+h (

(a+h (a

f (a (

با توجه به شکل مقابل چند تا از موارد زیر درست است؟   184

‌الف. 

ب. 

پ. 

( صفر( ( ( 

(a) =f ′ lim
h→۰

f(a+ h) − f(a)

h

(a) =f ′ f(B) − f(A)

−xB xA

(a) =f ′ lim
x→a

f(x) − f( )xA

x− xA

‌۱۲۳۴

در تابع  حاصل  را بیابید.   185f(x) = (۲ + ۴x+ ۳)x۲
(۰)f ′

مشتق توابع زیر را بیابید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.(   186

y = ( − ۶x)x۵ ۴

y =
+ ۱x۲

۵x

− −−−−−

√

y =
x−−√

۲ + x۲

y =
x− ۲
x+ ۳

− −−−−

√

 مشتق تابع  در  را بیابید. 187f(x) =
+ ۳ + ۳x+ ۲x۳ x۲

x+ ۲
x = −۱

مشتق توابع زیر را بیابید. )ساده کردن الزامی نیست(   188
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f(x) = × sin۳x− ۵xx۲
− −−−−−

√۳

 f(x) = ( )sin۴ x+ ۱
x− ۱

مشتق توابع زیر را بیابید. )ساده کردن الزامی نیست(   189

y = (۲x− ) + cos(sinx)sin۴ π

۴

y = x+sin۳ cosx− −−−
√۳

مشتق توابع زیر را بیابید. )ساده کردن الزامی نیست.(   190

f(x) = ۳x۲ ۵ − ۲x۲
− −−−−−

√۳

f(x) =
− ۱x۲

۱ − ۳x

− −−−−−

√۳

مشتق توابع زیر را بیابید )ساده کردن الزامی نیست(.   191

y =
۱ + tanx

۱ − tanx

y = ۵ (۲x− ۱) + tansin۳ x−−√

y = ( + x) + tan۴xcos۳ x۲
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y = sin۲x cos۷x

 مشتق توابع زیر را به‌ دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.( 192

 ‌f(x) = ۲ (۵ − ۳x)x−−√ x۲

 ‌g(x) = sin۳x+ (۴ − ۲)cos۲ x۳

 مشتق توابع زیر را به‌ دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.( 193

y = + ۴ x۷xsin۲
− −−−−−

√۳ tan۳

y = ۳ (cosx)x۲ sin۲

y = ۳(۲x− ۵ +)۴ x−−√۳

f (x (

x

y

g (x (4

؟ نمودار  و  در شکل رسم شده است اگر  مطلوب است    194fgh(x) = f(x)g(x)(۳)h′

معادلۀ خطی را بیابید که بر منحنی  ماس و با خط  موازی باشد.   195y = ۲ + ۳x۲۸x− y+ ۴ = ۰

معادلۀ خط ماس بر منحنی تابع  در نقطۀ  را بیابید.   196f(x) = x x− ۳
− −−−

√x = ۴

نقاطی روی منحنی تابع  بیابید که ماس در آن نقاط عمود بر نیمساز ربع اول و سوم باشد.   197f(x) = − + ۲x+ ۵x۳

نقاطی از نمودار تابع  را بیابید که ماس بر منحنی در این نقاط موازی نیمساز ربع اول و سوم است.   198y = − ۲x− ۶x۳
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14

b

x

y

A
f

- -

 

در شکل مقابل اگر  باشد، مقدار  را بیابید.   199(−۱) =f ′ ۱
۲

b

y

x3

b

5

A

f در شکل مقابل اگر  باشد، مقدار  را بیابید.   200(۳) = −۱f
′b

 

B

Af

x = 2 x = 4

 در شکل مقابل اگر  و  باشد، مختصات نقطۀ  را بیابید.   201f(۴) = ۵(۴) = −۳f ′B

B

A

f

x = 3 x = 4  

،  باشد، مختصات نقطۀ  را بیابید.  در نمودار شکل مقابل اگر    202f(۳) = ۷(۳) = ۶f ′B

با استفاده از تعریف مشتق معادلۀ خط ماس بر منحنی تابع  را در نقطۀ  به‌ دست آورید.   203f(x) = x− ۲
− −−−

√x = ۳

، آنگاه  را بیابید. اگر  و    204f(x) = g( + x)x۲(۲) = ۵f ′(۶)g ′

، آنگاه  را بیابید. اگر  و    205g(x) = f( + x− ۱)x۳(−۱) = ۱۲f ′(۰)g ′

اگر  و  آنگاه  را بیابید.   206f(x) = g(۴ − ۳x)x۳(۱) = ۴g ′(۱)f ′
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، حاصل  را بیابید. اگر  و    207(x) =f ′ ۱

+ ۱x۲
− −−−−

√
g(x) = f( )

۱
x

( )g ′ ۳
۴

، آنگاه حاصل  را بیابید. اگر  و    208g(x) = ۲f(co x)s۲( ) = ۱g ′ ۳π
۴

( )f ′ ۱
۲

4-

1- 1

3

2 3

f (x (

g (x (
x

y

 

. آنگاه  را به‌ دست آورید. اگر نمودار  و  به صورت مقابل باشد و    209fgh(x) = g(f(x))(۲)h′

، مقادیر زیر را حساب کنید. اگر    210

الف( 

ب( 

f(x) = x− cos۲xsin۲

( )f ′′ π

۶
( ) − ( )f ′′ π

۲
f ′ π

۲

در تابع  حاصل  را بیابید.   211f(x) = + ۱x۲
− −−−−

√(۰)f ′′

، آنگاه  را بیابید. در تابع  اگر    212f(x) = +m − ۲xx۳ x۲(۲) = ۸f ′′(۳)f ′

 مشتق دوم  را بیابید. 213f(x) =
x− ۱
x+ ۲

 درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید. 214

تابع نزولی اکید، نقطۀ عطف ندارد.

xهر نقطه ماند  که تابع در آن پیوسته باشد و در آن جهت تقعر تغیر کند، نقطۀ عطف است. = c

fاگر  در یک بازۀ مثبت باشد، شیب خطوط ماس بر منحنی در آن بازه افزایش می‌یابد. ′′
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 مربوط به نمودار تابع  باشد، کدام نمودار می‌تواند نمودار تابع  باشد؟‌ x

y

2-
اگر    215

x

y

2-

)الف( 

x

y

2-
)ب( 

x

y

2-

)پ( 

x

y

2-
)ت( 

(x)f ′′f(x)

بررسی مشتق‌پذیری

اگر  نشان دهید  و  موجود هستند ولی  موجود نیست.   216f(x) = {x۲

x

x ≤ ۰
x > ۰

(۰)f ′
+(۰)f ′

−(۰)f ′

 مشتق‌پذیری تابع  را در نقطۀ  بررسی کنید. 217f(x) = { + ۳x۲

x
x ≥ ۱
x < ۱

x = ۱

تابع  داده شده است.   218

الف( نمودار تابع  را رسم کنید.                    ب( نشان دهید که  و  وجود ندارند.

پ( ضابطۀ تابع مشتق را بنویسید.                 ت( نمودار تابع  را رسم کنید.

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۵x− ۴
x۲

x+ ۶

x < ۰
 ≤ x ≤ ۳
x > ۳

f(۰)f ′(۳)f ′

f ′

تابع  مفروض است.  و  را چنان بیابید که تابع در نقطۀ  مشتق‌پذیر باشد.   219f(x) = { + ۲xx۲

a |x| + b

x ≥ ۰
x < ۰

abx = ۰

در تابع  حاصل  را بیابید.   220f(x) = ( − ۴) [x+ ۱]x۲(۲) + (۲)f ′
− f ′

+

 مشتق‌پذیری تابع  در نقطۀ  را بررسی کنید. 221f(x) = (x− ۳) [۲x]x = ۳

 مشتق‌پذیری تابع  در نقطۀ  را بررسی کنید. 222f(x) = x [x]x = ۰

، نشان دهید که این توابع در نقطۀ  مشتق‌پذیر نیستند. با محاسبۀ مشتق راست و مشتق چپ توابع داده‌شده در نقطۀ    223AA
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تابع  در  مشتق‌پذیر است. حاصل  را به‌ دست آورید.   224f(x) = {ax+ b

− ۲xx۳
x > ۱
x ≤ ۱

x = ۱a− b

 درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را تعین کنید. 225

،  است. f(x)اگر  باشد، دامنۀ  = {۵x
۲

x ≠ ۱
x = ۱f

′
R

فقط سه تابع مختلف می‌توان مثال زد که مشتق آنها با هم برابر باشند.
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آهنگ تغیر )دوازدهم(

 جدول زیر درجۀ حرارت  )سانتی‌گراد( را در شهری از ساعت  تا  در یک روز نشان می‌دهد. 226

 ساعت

 درجه حرارت

آهنگ تغیر متوسط درجۀ حرارت نسبت به زمان را:

الف( از ساعت  تا ساعت  به‌ دست آورید.

ب( از ساعت  تا ساعت  به‌ دست آورید.
پ( پاسخ‌ها را تفسیر کنید.

T۸۱۸

۱۸۱۷۱۶۱۵۱۴۱۳۱۲۱۰۹۸h

۹۱۰۱۳۱۵۱۷۱۸۱۹۱۷۱۴۱۳۱T

۸۱۲

۱۲۱۸

توپی از یک پل به ارتفاع  متر به هوا پرتاب می‌شود.  نشان‌دهندۀ فاصلۀ توپ از سطح زمین در زمان  است. برخی از   227
مقادیر  در جدول زیر نمایش داده شده است.

ثانیه 

متر 
‌

‌بر اساس جدول کدام‌یک از مقادیر زیر می‌تواند سرعت توپ را هنگامی که در ارتفاع نظیر زمان  ثانیه است نشان دهد؟

              د(                ج(                ب(  الف( 

۱f(t)t

f(t)

۰٫۶۰٫۵۰٫۴۰٫۳۰٫۲۰٫۱۰t

s

۱۸٫۴۱۷٫۴۱۶٫۳۱۵٫۱۳٫۸۱۲٫۴۱f(t)

m

۰٫۴

۱٫۲۳ m/s۱۴٫۹۱ m/s۱٫۵ m/s۱۶٫۰۳ m/s

آهنگ تغیر مساحت دایره‌ای به شعاع  را در  حساب کنید.   228R= ۲R۰

اگر شعاع دایره‌ای از  سانتی‌متر تا  سانتی‌متر تغیر کند، آهنگ تغیر مساحت آن را بیابید.   229۲۴

. در یک زمان داده شده، چگونه می‌توان در هر ثانیه علی  متر با دوچرخه و رضا  متر با پای پیاده طی می‌کند، به‌طوری که    230
مسافت طی‌شده توسط رضا و علی را مقایسه کرد؟

الف( علی  متر بیش از رضا مسافت طی خواهد کرد.

ب( علی  متر بیش از رضا مسافت طی خواهد کرد.

پ( علی  متر بیش از رضا مسافت طی خواهد کرد.
ت( علی  برابر رضا مسافت طی خواهد کرد.

ث( علی  برابر رضا مسافت طی خواهد کرد.

jsj > s

j− s

j ⋅ s

j/s

j ⋅ s

j/s

آهنگ لحظه‌ای تغیر حجم یک کره به‌شعاع  نسبت به تغیر مساحت سطح همان کره را برحسب   بیابید.   231RR
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گنجایش ظرفی  لیتر مایع است. در لحظۀ  سوراخی در ظرف ایجاد می‌شود. اگر حجم مایع باقی‌مانده در ظرف پس از    232

ثانیه از رابطۀ  به‌ دست آید:

الف( آهنگ تغیر متوسط حجم مایع در بازۀ زمانی  چقدر است؟

ب( در چه زمانی، آهنگ تغیر لحظه‌ای حجم برابر آهنگ تغیر متوسط آن در بازۀ  می‌شود؟

۴۰t = ۰t

V = ۴۰(۱ −
t

۱۰
)۲

[۰,۱]

[۰,۱۰]

یک تودۀ باکتری پس از  ساعت دارای جرم  گرم است.   233

الف( جرم این تودۀ باکتری در بازۀ زمانی  چند گرم افزایش می‌یابد؟
ب( آهنگ رشد جرم تودۀ باکتری در لحظۀ  چقدر است؟

tm(t) = + ۲t√ t۳

 ≤ t ≤ ۴
t = ۳

 کسری از جمعیت یک شهر که به‌وسیلۀ یک ویروس آلوده شده‌اند برحسب زمان )هفته( در نمودار روبه‌رو نشان داده شده است. 234

‌الف( شیب‌های خطوط  و  چه چیزهای را نشان می‌دهند.

،  یا  بیشتر است؟ ب( گسترش آلودگی در کدام‌یک از زمان‌های 
،  و  بررسی کنید. پ( قسمت »ب« را برای 

ld

t = ۱t = ۲t = ۳
t = ۴t = ۵t = ۶

آهنگ لحظه‌ای تغیر تابع  در چه نقطه‌ای برابر آهنگ متوسط تغیر تابع از  تا  است؟   235f(x) = − ۲x+ ۱x۳= ۰x۱= ۱x۲

اگر شعاع کره‌ای با آهنگ آنی  سانتی‌متر در ثانیه زیاد شود، در لحظه‌ای که شعاع کره برابر  سانتی‌متر است، حجم کره با چه   236
آهنگی زیاد می‌شود؟

۴۲

 یک سنگ‌ریزه را داخل آب استخری می‌اندازیم. موج دایره‌شکلی ایجاد می‌شود که شعاع آن با سرعت  افزایش می‌یابد. 237

آهنگ تغیر مساحت را وقتی‌ که شعاع  سانتی‌متر باشد حساب کنید.

۲
cm

sec
۲

اگر شعاع دایره‌ای با آهنگ لحظه‌ای  سانتی‌متر بر ثانیه بزرگ شود، در لحظه‌ای که مساحت دایره برابر با  باشد، آهنگ آنی   238
تغیر مساحت آن چقدر است؟

۳۴π

یک تودۀ باکتری پس از  ساعت دارای جرم  گرم است.   239tm(t) = +t√ t۲

۳جرم این تودۀ باکتری در بازۀ زمانی  چند گرم افزایش می‌یابد؟ ≤ t ≤ ۴
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کاربرد مشتق

tآهنگ رشد جرم تودۀ باکتری در لحظه  چقدر است؟ = ۹

مقاومت بتن

زمان

نمودار افزایش مقاومت بتن با گذشت زمان به‌صورت زیر است. آهنگ تغیرات وقتی مقادیر  افزایش می‌یابد چگونه تغیر   240
می‌کند و معنای آن چیست؟

t

( تغیر کند،  است،  کدام است؟ ( به ) در تابع با ضابطۀ  آهنگ تغیر متوسط تابع وقتی متغیر از )   241

 )     )

 )     )

f(x) = x+
۱
x

۲ + h
۸
۹

h

۱٫۵۲

۳۲٫۵۴۳

بررسی اکسترم‌های )نسبی و مطلق( تابع از روی نمودار )دوازدهم(

نمودار تابعی را رسم کنید که همۀ شرایط زیر را داشته باشد.   242
نقطۀ ماکزیم نسبی داشته باشد که مشتق در آن برابر صفر باشد.

نقطۀ مینیم نسبی داشته باشد که تابع در آن نقطه پیوسته باشد؛ ولی مشتق نداشته باشد.
نقطۀ ماکزیم نسبی داشته باشد که تابع در آن ناپیوسته باشد.

نقطه‌ای داشته باشد که اکسترم نسبی نباشد ولی مشتق تابع در آن نقطه صفر باشد.

x

y در نمودار مقابل نقاط اکسترم نسبی و مطلق را مشخص کنید.    243
‌

در تابع مقابل اکسترم‌های نسبی و مطلق را مشخص کنید.   244
y

x

‌

نمودار تابع  به صورت مقابل است. اکسترم‌های نسبی تابع را مشخص کنید.   245f
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x

y

نمودار تابع  را به‌گونه‌ای رسم کنید که ماکزیم مطلق داشته باشد ولی تابع  ماکزیم مطلق نداشته باشد.   246f|f|

نمودار تابع  را به گونه‌ای رسم کنید که مینیم مطلق داشته باشد ولی تابع   مینیم مطلق نداشته باشد.   247f|f|

نمودار تابعی را رسم کنید که تمام شرایط زیر را داشته باشد.   248

 – نقطۀ مینیم نسبی داشته باشد که مشتق در آن برابر صفر باشد.

 – نقطۀ ماکزیم نسبی داشته باشد که تابع در آن نقطه پیوسته باشد ولی مشتق نداشته باشد.

 – نقطه‌ای داشته باشد که اکسترم نسبی نباشد ولی مشتق تابع در آن نقطه برابر صفر باشد.

۱

۲

۳

در شکل مقابل نقاط اکسترم نسبی و مطلق را مشخص کنید.   249

x

y

‌

نقاط بحرانی )دوازدهم(

نقاط بحرانی تابع مقابل را مشخص کنید.   250

x

y

‌

نقاط بحرانی تابع  را بیابید.   251f(x) = − ۲xx۲
− −−−−−

√۳

نقاط بحرانی تابع مقابل را بیابید.   252

‌f(x) = { − xx۲

x+ ۴
x ≥ −۱
x < −۱

نقاط بحرانی تابع مقابل را بیابید.   253

‌f(x) = { − ۳xx۲

+ ۵xx۲
x ≥ ۱
x < ۱

در شکل مقابل نقاط بحرانی، اکسترم‌های نسبی و مطلق را مشخص کنید.   254

x

y

‌
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نقاط بحرانی تابع مقابل را مشخص کرده و دلیل هر کدام را بیان کنید.   255

x

y

‌

در هریک‌ از نمودارهای زیر، مقادیر و طول اکسترم‌های نسبی و مطلق بحرانی را مشخص کنید.   256

x

y

2
1

1 2 3

x

y

3
2
1

1 3 22 3  

x

y

2
1

1 2  

x

y

a c c b1 2  

 

x

y

1 2 31-2-3-

1
2
3
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x

y

a d c
 

x

y

c d e f gba

نقاط بحرانی تابع  را مشخص کنید.   257f(x) =
x

− ۱x۲

اکسترم‌های مطلق

اکسترم‌های مطلق تابع  را در بازۀ  بیابید.   258f(x) = (x− ۱) |x− ۲|[۱,۴]

مقدار ماکزیم و مینیم مطلق تابع  را در بازۀ  بیابید.   259f(x) =
۱

۲ + x۲
[−۲,۳]

مقدار ماکزیم و مینیم مطلق تابع  در بازۀ   را بیابید.   260f(x) = − ۶ + ۱x۳ x۲[−۲,۳]

به کمک رسم نمودار تابع زیر، اکسترم‌های مطلق آن را بیابید.   261

‌f(x) = |x− ۲| + ۱ , −۱ ≤ x ≤ ۴

بهینه‌سازی )دوازدهم(

اگر مجموع دو عدد  باشد، آن دو عدد را چنان بیابید که مجموع مربعات آنها مینیم شود.   262۲۰

 یک برگۀ کاغذی مستطیل‌شکل با اضلاع  و  در اختیار داریم. با بریدن چهار مربع به ضلع  از گوشه‌های آن و تا زدن اضلاع، یک 263

، مقادیر  و  را طوری پیدا کنید که حجم این مکعب بیشترین مقدار مکن مکعب ساخته شده است. اگر  و 
شود.

xyh

xy = ۱۰ cm۲h = ۲ cmxy

استوانه‌ای به ارتفاع  و شعاع قاعدۀ  مفروض است. اگر  باشد، بیشترین حجم استوانه را بیابید.   264hrh+ ۲r = ۳
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x

y

( xʼy (

نیم‌دایره‌ای به شعاع  مفروض است. مطابق شکل زیر، مستطیلی در آن محاط شده است. ابعاد مستطیل را چنان بیابید که محیط   265

آن ماکزیم باشد.

۵
−−

√

از بین استوانه‌های با حجم  سانتی‌متر مکعب، کمترین سطح کل چقدر است؟   266۲π

از میان مثلث‌های که مجموع طول قاعده و ارتفاع وارد بر آن  سانتی‌متر است، مثلثی را اختیار کرده‌ایم که مساحت آن ماکزیم   267
است. مساحت این مثلث چند سانتی‌متر مربع است؟

۲۰

، بیشترین مساحت را بیابید. در بین مثلث‌های قائم‌الزاویه به طول وتر    268۵

کوتاه‌ترین فاصلۀ مبدأ مختصات از نقاط منحنی  را بیابید.   269y =
۴
x

 سطح کل استوانه‌ای  سانتی‌متر مربع است. شعاع قاعدۀ استوانه چقدر باشد تا حجم آن ماکزیم گردد؟ 270۱۵۰π

بررسی یکنوای تابع به کمک مشتق )دوازدهم(

برای هر مورد زیر نمودار یک تابع را رسم کنید.   271
الف( تابع  در بازه‌ای ماند  صعودی است اما صعودی اکید نیست.

ب( تابع  در بازه‌ای ماند  نزولی است اما نزولی اکید نیست.

پ( تابع  در بازه‌ای ماند  هم صعودی و هم نزولی است.

f[a, b]

f[a, b]

f[a, b]

توابع زیر در چه بازه‌های صعودی و در چه بازه‌های نزولی‌اند؟   272

الف( 

ب( 

f(x) = ۲ − ۳ − ۱۲x+ ۷x۳ x۲

f(x) =
x

x− ۲

تابع زیر در چه بازه‌های صعودی و در چه بازه‌های نزولی است؟   273

‌f(x) =
x+ ۱
x− ۲

تابع زیر در چه بازه‌ای صعودی و در چه بازه‌ای نزولی است؟   274

‌f(x) =
۱

۲ + x۲
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تابع زیر در چه بازه‌های صعودی و در چه بازه‌های نزولی است؟   275

‌f(x) = − ۶ + ۴x۳ x۲

اکسترم‌های نسبی

نقاط اکسترم نسبی و مطلق توابع زیر را در بازه‌های داده شده در صورت وجود بیابید.   276

f(x) = ۳ − ۲x+ ۵ [−۲,۱]x۲

f(x) = − ۳x [−۱,۲]x۳

f(x) = { x−−√

۴ − x

۰ ≤ x < ۲
x ≥ ۲

نقاط بحرانی و اکسترم نسبی تابع زیر را بیابید.   277

‌f(x) = (x− ۱) x۲
−−

√۳

نقاط اکسترم نسبی تابع  را بیابید.   278f(x) = (x+ ۴)(x− ۱)۳

،  را بیابید. اگر نقطۀ  اکسترم نسبی تابع   باشد،    279A(−۲,۳)f(x) = a + − bx۳ x۲ab

نقاط اکسترم نسبی تابع  را در صورت وجود بیابید.   280f(x) = ۴ − x۲
− −−−−

√

تقعر و نقطه‌ی عطف

 جهت تقعر تابع  را بررسی کنید. 281f(x) =
x− ۱
x+ ۲

نمودار تابع  را به‌گونه‌ای رسم کنید که در نقطه‌ای ماند  جهت تقعر عوض شود ولی این نقطه، نقطۀ عطف نباشد.   282fa

نقاط عطف و تقعر تابع  را بررسی کنید.   283f(x) = − ۵ + x− ۲
۵
۳
x۳ x۲

برای هر مورد یک تابع درجۀ  مثال بزنید که نقطۀ داده‌شده نقطۀ عطف آن باشد.   284

) , (          ت( نقطۀ ) , (          پ( نقطۀ ) , (          ب( نقطۀ ) , الف( نقطۀ )

۳

۰۱۰۲
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x

y اگر تابع  به‌صورت مقابل باشد، آنگاه  چند نقطۀ عطف دارد؟ ‌   285

 ) )

( بی شمار( 

ff

۱۲

۳۴

اگر معادلۀ خط ماس بر نمودار تابع  در نقطۀ عطف موازی خط  باشد، مقدار  را بیابید.   286y = − + ax۳ x۲۳y = ۴xa

نقاط عطف و تقعر تابع   را بررسی کنید.   287f(x) = − ۲x− ۱(x+ ۳)۵

اگر نقطۀ  نقطۀ عطف تابع باشد، مقدار مینیم نسبی تابع را بیابید.   288A(۱,−۲)f(x) = a + bx۳ x۲

رابطه‌ی بین f و f` )دوازدهم(

f

e
c

g h t a b
x

y
نمودار مشتق  به‌صورت مقابل است. صعودی و نزولی بودن تابع  را بررسی کنید و تابع  چند نقطۀ عطف دارد؟   289fff

رسم توابع

 جدول تغیرات و نمودار تابع  را رسم کنید. 290f(x) = − + ۶ − ۱۲x+ ۹x۳ x۲

تابع با ضابطۀ  مفروض است. ضرایب را چنان بیابید که نمودار تابع محور عرض‌ها را در   291

نقطه‌ای به عرض  قطع کند و در نقطه‌ای به طول  دارای ماکزیم یا مینیمی برابر باشد.

f(x) = + a + bx+ cx۳ x۲c, b,a

−۲−۴

 جدول تغیرات و نمودار تابع  را رسم کنید. 292f(x) = − + ۳ + ۱x۳ x۲

 جدول تغیرات و نمودار تابع  را رسم کنید. 293f(x) = − ۳x+ ۲x۳

جدول رفتار و نمودار توابع زیر را رسم کنید.   294

f(x) = ۲ − ۴x+ ۱x۲

f(x) = − ۵x+ ۵x۳
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f(x) = −x(x+ ۲)۲

f(x) =
۲x− ۱
x− ۲

f(x) =
−x

x+ ۳

f(x) = ۲ − ۹ + ۱۲x+ ۱x۳ x۲

تابع  مفروض است. مقادیر  و  را چنان بیابید که نقطۀ  مرکز تقارن آن باشد.   295f(x) =
۲x+ b

ax− b
ab(−۲,− )

۱
۲

اگر مرکز تقارن توابع   و   بر هم منطبق باشند،  و  را بیابید.   296y = + ۶ + ax۳ x۲y =
۲x+ ۱
x+ b

ab

  مرکز ،  و  را چنان بیابید که تابع از مبدأ مختصات گذشته و نقطۀ  تابع  مفروض است. ضرایب    297

تقارن آن باشد.

f(x) =
ax+ b

cx+ ۱
abc(−۱,۱)

 جدول تغیرات و نمودار تابع  را رسم کنید. 298f(x) =
x− ۲
x

 جدول تغیرات و نمودار تابع  را رسم کنید. 299f(x) =
۲x+ ۱
−x+ ۱

 جدول تغیرات و نمودار تابع  را رسم کنید. 300f(x) =
x+ ۱
x
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» گزینۀ »   1

  2

برای رسم  باید نمودار  را  واحد به چپ منتقل کنیم.

1

2
x

y

x

y

1

log x
5f (x ( log

5
y (x (2+f (x (2+x x 2+

‌

  3

ها قرینه کنیم. ، باید نمودار تابع  را نسبت به محور  برای رسم نمودار تابع 

1
2
3
4

1-2-
x

y

xy= f (- (

‌

ها قرینه کنیم. برای رسم نمودار تابع  باید نمودار تابع  را نسبت به محور 

1
2
3
4-

-
-
-

1 2 3
x

y

xy = f (- (

‌

ها قرینه کنیم که نتیجۀ آن این است که نمودار ها و سپس نسبت به محور  برای رسم نمودار تابع  باید نمودار تابع  را نسبت به محور 

تابع  نسبت به مبدأ مختصات قرینه می‌شود.

1
2
3
4-

-
-
-

1-2-
x

y

xy= f (- (-

برای رسم  از روی  مراحل زیر را انجام می‌دهیم:   4

 طول نقاط را بر  تقسیم می‌کنیم.

 عرض نقاط را در  ضرب می‌کنیم.

 نمودار حاصل را یک واحد به بالا می‌بریم.

۳

y = (x + ۲)log۵f(x) = xlog۵۲

y = f(−x)y = f(x)y

y = −f(x)y = f(x)x

y = −f(−x)y = f(x)xy

y = f(x)

y = ۲ sin(۲x) + ۱y = sin x

−۱۲

−۲

−۳
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1

2
π π

2
π3

π2

y

x

1

1-

y sin x

2
π π

4
π3

y

x

1

1-
4
π

y sin x2
2

2

2-

2
π π

4
π3

y

x

1

1-
4
π

y sin x22 2

3

2
π π

4
π3

y

x

1

1-
4
π

y sin x2

  5

، در نمودار  باید طول نقاط را بر  تقسیم کنیم )در  ضرب کنیم( و عرض نقاط را در  ضرب کنیم. برای رسم 

y

1

1- 2
π

π

2
π3

π2

y

x

1

1-
2-

2

π3
2
π5 2

π7 π4
x

2
π

π

2
π3 π2

y x

2

cos

y cos 2
1( x (

‌

  6

، نمودار  را ابتدا یک واحد به چپ منتقل کرده و سپس طول نقاط را بر  تقسیم می‌کنیم )در  ضرب ‌با توجه به تبدیل‌های فوق برای رسم 

می‌کنیم(.‌

y f ( x (1

1 2

1

2

3
1

3

x

y

4 1 2

1

2

3 41234

3

56
x

y

y f ( x1 (2 1

‌

  7

‌برای رسم  از روی  باید مراحل زیر را انجام دهیم:

 را  واحد به چپ منتقل می‌کنیم.

 در نمودار حاصل طول نقاط را بر  تقسیم می‌کنیم.

ها قرینه می‌کنیم.  سپس نمودار حاصل را نسبت به محور 

 نمودار حاصل را در راستای عمودی با ضریب  منبسط می‌کنیم.

 در نهایت نمودار حاصل را  واحد به بالا منتقل می‌کنیم.

  8

y = ۲ cos( x)
۱
۲

y = cos x
۱
۲

۲

y = f(x) y = f(x + ۱) y = f(− x + ۱)− →−−−
x→x+۱

− →−−−−

x→− x
۱
۲ ۱

۲

y = f(− x + ۱)
۱
۲

y = f(x)−
۱
۲

−۲

f(x) = y = (x + ۴ y = (۳x + ۴x۲ − →−−−
x→x+۴

)۲ − →−−
x→۳x

)۲

y = −(۳x + ۴ y = −۲(۳x + ۴ y = −۲(۳x + ۴ + ۵− →−−−−−
xها به محور

قرینه نسبت
)۲ − →−−−−−−

۲ ضریب

انبساط عمودی با
)۲ − →−−−−

واحد بالا۵
)۲

gf

f − ۱۴

−۲۳

−۳x

−۴۲

−۵
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الف( برای رسم  باید نمودار  را یک واحد به پاین منتقل کنیم.

 

1

1-
1-

y

y

x

=
3

x

1

-
1-

1-

y

x1

2-
y=

3
x- 1-

، نمودار  را ابتدا یک واحد به چپ منتقل کرده و ب( برای رسم 
سپس نمودار حاصل را یک واحد به بالا منتقل می‌کنیم.

1

1-

y

x2-

y=
3
x + 1-

1

1-

y
y

x

=
3
x-

2-

2
+1+1

1-

    9

درست

‌نادرست. زیرا با توجه به جدول در بازۀ  اکیداً صعودی نیست.

‌ در بازۀ  اکیدً صعودی است.

 

نادرست. زیرا باید مشتق چپ و راست برابر باشند.

درست

  10

‌ضابطۀ تابع حاصل به‌صورت  است.

نمودار  ابتدا  واحد به راست و سپس  واحد به پاین منتقل شده است. پس داریم:   11

با توجه به اینکه برای رسم  باید در نمودار  طول نقاط را بر  تقسیم کنیم، حال برای رسم  از روی  باید در نمودار   12

 طول نقاط را در  ضرب کنیم.

y = − − ۱x−−√
۳y = − x−−√

۳

y = − + ۱x + ۱
− −−−−

√۳y = − x−−√
۳

(x) = −۲x + ۲f ′

(−∞, ۳]

(−∞, ۱]
x

(x)f ′

f(x)

−∞

+

↗

۱
۰ −

↘

+∞

y = |x| y = −|x| y = −|۳x|− →−−−−−−−
xها قرینه نسبت ب

− →−−−−−−−−−
x→۳x

۳ انقباض افقی با ضریب

y = −|۳(x + ۲)| = −|۳x + ۶|− →−−−−−
x→x+۲

واحد به چپ

y = −|۳x + ۶|

y = −x۳۴۳

y = − y = − y = − − ۳x۳ − →−−−−−−
x→x−۴

واحد به راست
(x − ۴)۳

− →−−−−
واحد پاین۳

(x − ۴)۳

y = − + b = − − ۳ ⇒ a = −۴ , b = −۳(x + a)۳ (x − ۴)۳

y = f(−۲x)y = f(x)−۲y = f(x)y = f(−۲x)

y = f(−۲x)−۲
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y f (x 2 (2

1 2

1

2

3 4
1

1

234

3

56
x

y

x

y

1 2
1

2

3 41

1

5234 6

x

y

1 2
1

2

3 4

1 1

5

234

6

2

3

4

y f ( x ( y f ( x (2

دو واحد راست

برابرعرض نقاط 2 ((

  13

‌‌‌

1
2

1-2-3-4-
x

y

1

1- x

y

1

1-
x

y

1

1
x

y

  14

‌ضابطۀ تابع حاصل به‌صورت  است.

.‌

  15

 

x

y

1

2

1234

3

4

y f ( x (

y = − + ۲−x−−−
√y = − ⇒−x−−−

√y = ⇒−x−−−
√y = x−−√ − →−−

x→−x

y = y =x−−√ − →−−−−−−−−−−
x→−x

yها قرینه نسبت به محور
−x−−−

√

y = = y = − ۶− →−−−−−−
واحد به راست۳

x→x−۳
−(x − ۳)
− −−−−−−−

√ −x + ۳
− −−−−−

√ − →−−−−
واحد پاین۶

−x + ۳
− −−−−−

√

y = − ۶−x + ۳
− −−−−−

√

f(x) = x + ۴
∣

∣
∣
x = −۴
y = ۰

∣

∣
∣
x = ۰
y = ۴
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2y f ( x (1

1 2

1

2

312

3

x

y

4 1 2

1

2

1

3

x

y
y f ( x (1

 برای رسم  باید در نمودار  طول نقاط را بر  تقسیم کنیم.

y f ( x (2

x

y

1

2

1234

3

4

، طول نقاط را بر  تقسیم کنیم )در  ضرب کنیم(.  برای رسم  باید در نمودار 

y f ( x (2

1 2 3 4 5 6 x

y

1
2
3
4

7 8

_=

، دامنه و برد آن به‌صورت زیر است: با توجه به نمودار تابع    16

‌

‌برد توابع  و  یکسان است. پس داریم:

‌

نمودار  ابتدا  واحد به چپ و سپس  واحد به بالا منتقل شده است تا نمودار داده‌شده حاصل شود. پس داریم:   17

در مقایسه با تابع  داریم:

  18

‌نقطه  در تابع  به نقطه  تبدیل می‌شود.

با توجه به نمودار داده‌شده، دامنۀ تابع  به‌صورت زیر است.   19

‌

  20

، نمودار  را ابتدا یک واحد به راست منتقل کرده و سپس طول نقاط را بر  تقسیم می‌کنیم. ‌با توجه به تبدیل‌های فوق برای رسم 

y = f(۲x)y = f(x)۲

y = f(− )
x

۲
y = f(x)−

۱
۲

−۲

f

= (−۲, ۴] ⇒ −۲ < x ≤ ۴Df

y = −۳f(۱ − ) + ۱ ⇒ −۲ < ۱ − ≤ ۴ −۳ < − ≤ ۳x

۲
x

۲
−→
−۱

x

۲

۶ > x ≥ −۶ ⇒ −۶ ≤ x < ۶ ⇒ = [−۶, ۶)− →−−
×(−۲)

Dy

= (−۱, ۳] ⇒ −۱ < f(x) ≤ ۳Rf

y = f(x)y = f(۱ − )
x

۲

−۱ < f(۱ − ) ≤ ۳  > −۳f(۱ − ) ≥ −۹ ۴ > −۳f(۱ − ) + ۱ ≥ −۸
x

۲
− →−−
×(−۳) x

۲
−→
+۱ x

۲
⇒ −۸ ≤ y < ۴ ⇒ = [−۸, ۴)Ry

y = x۳۲

y = y = y = + ۲x۳
− →−−−−−

x→x+۳

واحد به چپ
(x + ۳)۳

− →−−−−−
واحد به بالا۲

(x + ۳)۳

y = + b(x + a)۳

a = ۳ , b = ۲

A(۱, ۴) ∈ f ⇒ f(۱) = ۴
g(x) = −۳f(۲x + ۵) + ۱ ⇒ ۲x + ۵ = ۱ ⇒ x = −۲
g(−۲) = −۳f(۱) + ۱ = −۳ × ۴ + ۱ = −۱ ⇒ g(−۲) = −۱ ⇒ (−۲, −۱) ∈ gA

′

Ag(−۲, −۱)A
′

y = f(x)

: x ≤ ۰ x > ۱, x ≠ −۲Df یا

y = f(۳x + ۱) ⇒ ۳x + ۱ ≤ ۰ ۳x + ۱ > ۱ , ۳x + ۱ ≠ −۲ ⇒ x ≤ − x > ۰ , x ≠ یا۱−
۱
۳ یا

= ((−∞,− ] − {−۱}) ∪ (۰, +∞)Dg
۱
۳

y = f(x) y = f(x − ۱) y = f(۲x − ۱)− →−−−
x→x−۱

− →−−
x→۲x

y = f(۲x − ۱)y = f(x)۲
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1

x

y

1
1

2

1 2 3

1

2

x

y

1
1

2

1 2 3

1

2

2
2

34 4

x

y

1

1
2

1 2 3

1

2

2
34 4

3

y f ( x1 (2

y f ( x1 (2
y f ( x (

طول نقاط دو برابر

یک واحد پایین

با توجه به اینکه برای رسم  باید  را یک واحد به راست منتقل کنیم، پس برای رسم  از روی  باید نمودار   21

 را یک واحد به چپ منتقل کنیم. پس داریم:

  22

باید نمودار  را یک واحد به چپ و  واحد به بالا منتقل کنیم تا نمودار  حاصل شود.

x

y

12

1
2

3
x

y

1
2
3
4

y f (x 1 (

y f (x 1 ( 2++=

= +

- - - 123- - -
‌

  23

ها قرینه می‌شود. ، باید طول نقاط تابع  را بر  تقسیم کنیم که معنای آن این است که نمودار نسبت به محور  برای رسم نمودار تابع 

1
2
3
4

1
2-

-
1-2-3-4- 1 2 3 4

x

y

5 6
5-

6-

xy= f (- (

‌

برای رسم نمودار تابع  باید نمودار تابع  را یک واحد به راست منتقل کرده و سپس عرض نقاط را در  ضرب کنیم.

y = f(x − ۱)y = f(x)y = f(x)y = f(x − ۱)

y = f(x − ۱)

y = f(x)۲y = f(x + ۱) + ۲

y = f(−x)y = f(x)−۱y

y = ۲f(x − ۱)y = f(x)۲
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1
2

3
4

1
2
3
4-

-
-
-

1-2-3-4- 1 2 3 4
x

y

5 6

xy= f ( - (

7

1

1
2
3
4

1
2-
-

1- 1 2 3 4
x

y

5

6

5 6 7

3-
4-

2-3-

xy= f ( - (12

ها قرینه کرده و سپس آن را  واحد بالا بریم. برای رسم نمودار تابع  باید نمودار تابع  را نسبت به محور 

1
2
3
4

1
2

3
4-

-

-
-

1-2-3-4- 1 2 3 4
x

y

5 6

xy= f (- (

1
2
3
4

1
2
3
4-

-
-
-

1-2-3-4- 1 2 3 4
x

y

5 6

xy= f (- ( 2+

‌

برای رسم نمودار تابع  از روی نمودار تابع  باید در هر مرحله  را برداشته و عبارت مناسب به‌جای آن قرار دهیم تا 
حاصل شود، داریم:

‌

‌پس باید ابتدا نمودار تابع  را یک واحد به راست و سپس طول نقاط حاصل را بر  تقسیم کنیم که داریم:

1
2

3
4

1
2
3
4-

-
-
-

1-2-3-4- 1 2 3 4
x

y

5 6

xy= f ( - (

7

1

2

3

1

2-

-

1-2- 1 2 3 4 x

y

1

1
2

7
2

1
2-3

2-

xy= f ( - (12

‌

، داریم: برای رسم نمودار تابع  از روی نمودار تابع 

‌

ها قرینه کنیم. ‌بنابراین باید ابتدا نمودار تابع  را  واحد به چپ منتقل کرده و سپس نمودار حاصل را نسبت به محور 

1
2

3
4

1
2-
-

1-2-3-4- 1 2 3
x

y

xy= f ( (3

5-6-7-

+
1
2
3

1

2-

-

1-
1 2 3 4

x

y

5 6 7
2-3-

xy=f ( - (3

‌

y = −f(x) + ۲y = f(x)x۲

y = f(۲x − ۱)y = f(x)xy = f(۲x − ۱)

y = f(x) y = f(x − ۱) y = f(۲x − ۱)− →−−−
x→x−۱

− →−−
x→۲x

y = f(x)۲

y = f(۳ − x)y = f(x)

y = f(x) y = f(x + ۳) y = f(−x + ۳) = f(۳ − x)− →−−−
x→x+۳

− →−−
x→−x

f۳y
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  را  برابر و  را  برابر و به‌علاوۀ یک می‌کنیم تا نقاط جدید به‌دست بیاید. 24

x

y

4- 1-
2-
3-
4-
5-

2- 1

1 2 3 4 5 6 7 8

نمودار  ابتدا  واحد به راست و سپس  واحد به بالا منتقل شده است. پس داریم.   25

    26

صفر، چون تبدیل به تابع ثابت به معادلۀ  می‌شود که هم صعودی و هم نزولی است.

نکته: تابع  دارای مقدار ماکزیم  و مقدار مینیم  دورۀ تناوب  است.

 

 ‌ 

دورۀ تناوب اصلی تابع  برابر  است.

‌

  27

          اکیداً نزولی  اکیداً صعودی 

  28

اعضای دامنۀ تابع را از کوچک به بزرگ مرتب می‌کنیم.

الف. نادرست - در شاخه‌های خود یکنواست.   29
ب. نادرست - صعودی است.

  30

 

. نکته: اگر  اکیداً نزولی و  باشد، آنگاه    31

،  از این فاصلۀ مشترک داریم: برای هر‌دو مقدار    32

 اکیداً نزولی است. 

برای هردو مقدار  و  از  داریم:   33

x−۲y−۲

(−۴, ۰) ⇒ (۸, ۱)

(−۲, ۳) ⇒ (۴, −۵)

(۰, ۰) ⇒ (۰, ۱)

(۱, ۱) ⇒ (−۲, −۱)

(۲, ۰) ⇒ (−۴, ۱)

y = x−−√
۳۲

y = y = y = + ۲x−−√
۳ − →−−−−−−

x→x−۳

واحد به راست
x − ۳
− −−−−

√۳ − →−−−−
واحد بالا۲

x − ۳
− −−−−

√۳

y = + b = + ۲ ⇒ a = −۳ , b = ۲x + a− −−−−
√
۳ x − ۳

− −−−−
√۳

y = b

y = a sin bx + c|a| + c−|a| + c
|۲π|
|b|

دورۀ تناوب: T = = ۴
۲π
π

۲
مقدار مینیم: −۲ − ۱ = −۳‌

tan xπ

tan(π + x) = tan x

[۱, +∞) →(−∞,−۲] →

f = {(۲, ۳m − ۱۰) , (۰,m) , (۴, −m + ۲)}

۰ < ۲ < ۴ f(۰) > f(۲) > f(۴) ⇒ m > ۳m − ۱۰ > −m + ۲− →−−−−−
fاکیداً نزولی

{ }→ ۳ < m < ۵۳m − ۱۰ < m ⇒ ۲m < ۱۰ ⇒ m < ۵
۳m − ۱۰ > −m + ۲ ⇒ ۴m > ۱۲ ⇒ m > ۳

y = |x − ۱| + |x + ۱|
∣

∣
∣
x = ۱
y = ۲

∣

∣
∣
x = −۱
y = ۲

∣

∣
∣
x = −۲
y = ۴

∣

∣
∣
x = ۲
y = ۴

[−۱, +∞) → تابع صعودی است.
[۱, +∞) → تابع اکیداً صعودی است.

ff(a) ≤ f(b)a ≥ b

f(−x + ۲) − f(۲x + ۷) ≤ ۰ ⇒ f(۲ − x) ≤ f(۲x + ۷)

۲ − x ≥ ۲x + ۷ ⇒ ۲ − ۷ ≥ ۳x ⇒ ۳x ≤ −۵ ⇒ x ≤ −− →−−−−−
fاکیداً نزولی ۵

۳
x۱x۲

⇒ f( ) + g( ) > f( ) + g( )
< f( ) > f( )x۱ x۲ − →−−−−−

fاکیداً نزولی
x۱ x۲

< g( ) > g( )x۱ x۲ − →−−−−−
gاکیداً نزولی

x۱ x۲

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
x۱ x۱ x۲ x۲

f + g< ⇒ (f + g)( ) > (f + g)( ) ⇒x۱ x۲ x۱ x۲

x۱x۲R
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 اکیداً صعودی است. 

،  از دامنۀ  داریم. برای هردو مقدار متمایز    34

  35

‌تابع  در دامنه‌اش یعنی بازۀ  اکیداً نزولی است.

1

1 2
x

y

f

‌

 اکیداً نزولی است. ‌نمودار تابع  به‌صورت زیر است. تابع  در کل 

1

x

y
xg =x( ( 2 -

نمودار تابع  به‌صورت زیر است و دامنۀ آن  می‌باشد. تابع  در دامنه‌اش اکیداً صعودی است.
y

1
x

xh =logx( ( 2

‌

می‌دانیم دو نامساوی هم‌جهت را فقط می‌توان باهم جمع کرد، بنابراین برای دو مقدار  و  از فاصلۀ مورد نظر داریم:   36

‌

‌بنابراین داریم:

‌

اگر  و  در یک فاصله اکیداً صعودی باشند، تابع  در این فاصله مکن است اکیداً صعودی یا اکیداً نزولی و یا اینکه غیریکنوا باشد. داریم:

‌

⇒ f( ) + g( ) < f( ) + g( )
< f( ) < f( )x۱ x۲ − →−−−−−

fاکیداً صعودی
x۱ x۲

< g( ) < g( )x۱ x۲ − →−−−−−
gاکیداً صعودی

x۱ x۲

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
x۱ x۱ x۲ x۲

f + g< ⇒ (f + g)( ) < (f + g)( ) ⇒x۱ x۲ x۱ x۲

x۱x۲fof

< f( ) > f( ) f(f( )) < f(f( ))x۱ x۲ − →−−−−−
fاکیداً نزولی

x۱ x۲ − →−−−−−
fاکیداً نزولی

x۱ x۲

⇒ fof( ) < fof( ) ⇒ fofx۱ x۲ اکیداً صعودی

f(x) = ۲ − x
− −−−−

√(−∞, ۲]

g(x) = = ( = (۲−x ۲−۱
)x

۱
۲
)x

g(x) = ۲−x
gR

h(x) = logx۲= (۰, +∞)Dhh

x۱x۲

} ‌⇒ f( ) + g( ) < f( ) + g( )
< ⇒ f( ) < f( )x۱ x۲ x۱ x۲
< ⇒ g( ) < g( )x۱ x۲ x۱ x۲

x۱ x۱ x۲ x۲

< ⇒ f( ) + g( ) < f( ) + g( ) ⇒ (f + g)( ) < (f + g)( )x۱ x۲ x۱ x۱ x۲ x۲ x۱ x۲

fgf − g

{ ⇒ (f − g)(x) = ۴x − x = ۳x
f(x) = ۴x → اکیداً صعودی
g(x) = x → اکیداً صعودی

−→− اکیداً صعودی

{ ⇒ (f − g)(x) = ۲x − ۵x = −۳x
f(x) = ۲x → اکیداً صعودی
g(x) = ۵x → اکیداً صعودی

−→− اکیداً نزولی
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بله، تابع ثابت  هم صعودی و هم نزولی است، زیرا برای هر  و  از دامنۀ تابع ثابت داریم:   37

x

y

x
x1 2

k

 

تابع  صعودی است. 

تابع  نزولی است. 

‌در هردو تعریف فوق، حالت تساوی یعنی  برقرار است.
  38

logy = 2( (x+1

 اکیداً صعودی ‌   ،   اکیداً نزولی 
  39

  اکیداً صعودی

.  باشد، آنگاه  نکته: اگر  اکیداً صعودی و    40

  41

اعضای دامنه را از کوچک به بزرگ مرتب می‌کنیم.

  42

الف( برای رسم  باید  را یک واحد به بالا منتقل کنیم.

 

ب( برای رسم  باید  را ابتدا یک واحد به چپ منتقل کرده و سپس آن را
یک واحد به پاین منتقل کنیم.

 

{ ⇒ (f − g) = {(۲, ۱ − ۳), (۳, ۶ − ۴), (۴, ۱ − ۱۰)}
f = {(۲, ۱), (۳, ۶), (۴, ۱)} → اکیداً صعودی
g = {(۲, ۳), (۳, ۴), (۴, ۱۰)} → اکیداً صعودی

⇒ f − g = {(۲, −۲), (۳, ۲), (۴, ۱)} ⇒
x

y

۲
−۲ ↗

۳
۲ ↘

۴
۱ غیریکنوا

f(x) = kx۱x۲

f< ⇒ f( ) ≤ f( ) ⇒x۱ x۲ x۱ x۲

f< ⇒ f( ) ≥ f( ) ⇒x۱ x۲ x۱ x۲

f( ) = f( )x۱ x۲

[۰, +∞) →(−۱, ۰] →

f(x) = − ⇒ ۱ − x ≥ ۰ ⇒ x ≤ ۱ ⇒ = (−∞, ۱]۱ − x
− −−−−

√ Df

⇒ = (−∞, ۱] →Df

∣

∣
∣
x = ۱
y = ۰

∣

∣
∣
x = ۰
y = −۱

ff(a) ≤ f(b)a ≤ b

f(۳x − ۱) − f(۲x + ۱) ≥ ۰ ⇒ f(۳x − ۱) ≥ f(۲x + ۱)

۳x − ۱ ≥ ۲x + ۱ ⇒ x ≥ ۲ ⇒ x ∈ [۲, +∞)− →−−−−−
fاکیداً صعودی

f = {(−۱, ۴m) , (−۳,m) , (۲, ۳m + ۲)}

−۳ < −۱ < ۲ f(−۳) < f(−۱) < f(۲) ⇒ m < ۴m < ۳m + ۲− →−−−−−
fاکیداً صعودی

{m < ۴m ⇒ ۳m > ۰ ⇒ m > ۰ (۱)
۴m < ۳m + ۲ ⇒ m < ۲ (۲)

(۱) ∩ (۲) ⇒ ۰ < m < ۲

y = − + ۱x۳y = −x۳

y = − − ۱(x + ۱)۳
y = −x۳
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با تشکیل اتحاد مکعب دوجمله‌ای یعنی  داریم:   43

برای رسم  باید  را دو واحد به راست و سپس یک واحد به پاین منتقل کنیم.

برای یافتن باقی‌مانده باید ریشۀ مقسوم‌علیه را در مقسوم قرار دهیم:   44

برای یافتن باقی‌مانده باید ریشۀ مقسوم‌علیه را در مقسوم قرار دهیم.   45

  46

  47

  48

       

  

« ریشه‌های مقسوم‌علیه  و  را در  می‌گذاریم و باید  و  صفر باشد.‌ گزینۀ »   49

      

 » گزینۀ »   50

می‌دانیم  درصورتی که  فرد باشد بر  بخش‌پذیر است پس  را به صورت توان فرد در می‌آوریم.

ریشۀ مقسوم‌علیه یعنی  را در دو چندجمله‌ای قرار داده و سپس باقی‌مانده‌ها را باهم مساوی قرار می‌دهیم.   51

‌
نکته: می‌دانیم:   52

 ‌
‌با توجه به نکته بالا داریم:

 ‌

نکته: باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای  بر  عبارت است از:   53

‌

 ‌

با توجه به نکته بالا  است.

= − ۳ b + ۳a −(a − b)۳ a۳ a۲ b۲ b۳

y = − ۶ + ۱۲x − ۹ = − ۶ + ۱۲x − ۸ − ۱ = − ۱x۳ x۲ x۳ x۲ (x − ۲)۳

y = − ۱(x − ۲)۳
y = x۳

x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲ ⇒ = f(۲) = ۰ ⇒ ۲ × − ۳ × + ۲a − b = باقی‌مانده۰ ۲۳ ۲

⇒ ۱۶ − ۱۲ + ۲a − b = ۰ ⇒ ۲a + ۴ = b

۲x − ۴ = ۰ ⇒ x = ۲ ⇒ = f(۲) = ۰ ⇒ ۴ − ۲m + ۲ = باقی‌مانده۰
⇒ ۲m = ۶ ⇒ m = ۳

f(x) = + a + x + bx۳ x۲

x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱ ⇒ = f(۱) = ۴ ⇒ ۱ + a + ۱ + b = ۴ ⇒ a + b = باقی‌مانده۲
x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲ ⇒ = f(−۲) = ۰ ⇒ −۸ + ۴a − ۲ + b = ۰ ⇒ ۴a + b = باقی‌مانده۱۰

{− a + b = ۲
۴a + b = ۱۰

– ––––––––––––––––

۳a = ۸ → a = ⇒ b = ۲ − ⇒ b =
۸
۳

۸
۳

−۲
۳

f(x) = + mx − nx۳

x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱ ⇒ = f(۱) = ۰ ⇒ ۱ + m − n = ۰ ⇒ m − n = باقی‌مانده۱−
x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲ ⇒ = f(−۲) = باقی‌مانده۳−
⇒ −۸ − ۲m − n = −۳ ⇒ ۲m + n = −۵

{m − n = −۱
۲m + n = −۵

– –––––––––––––––
۳m = −۶ ⇒ m = −۲ ⇒ −۲ − n = −۱ ⇒ n = −۱

− ۲۵۶x۸ = −x۸ ۲۸
= (x − ۲) ×( + ۲ + ۴ + ۸ + ۱۶ + ۳۲ + ۶۴x + ۱۲۸)x۷ x۶ x۵ x۴ x۳ x۲

  
Q(x)

= (x − ۲)Q(x)⇒ Q(۲) = +۲۷ ۲۷
+ +۲۷ ۲۷

+ +۲۷ ۲۷

+ +۲۷ ۲۷
= ۸ × ۲۷

= = ۱۰۲۴۲۱۰

۴۲−۱p(x)p(۲)p(−۱)

p(۲) = ۰ ⇒ ۴ + ۲m + n = ۰
p(−۱) = ۰ ⇒ ۱ − m + n = ۰

⇒ { ۲m + n = ۴
−m + n = −۱ − →−−−−−−

.از هم کم می‌کنیم ۳m = −۳ ⇒ m = −۱
 + n = −۱ ⇒ n = −۲

⇒ p(x) = − x − ۲x۲ p(۱)− →−−−−−−−

=۰⇒x=۱
x−۱

۳

= − ۱ − ۲ = −۲۱۲

۴+ ۱ = ( + ۱ = ( + ۱)( )x۲۴ x۸)۳ x۸

+ ۱xnnx + ۱x۲۴

۱

۲(۱ − ۵(۱) + ۴ = + a(۱) ⇒ ۱ = ۱ + a ⇒ a = ۰)۲ ۱۲

+xn an = (x + a)( − a + − … − x + )xn−۱ xn−۲ a۲xn−۳ an−۲ an−۱

+ ۱x۵ = (x + ۱)( − + − x + ۱)x۴ x۳ x۲

f(x)ax + b

r(x) = f(− )
b

a

x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

y(۱) = ۴
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 ‌

 ‌    ‌

درنتیجه بنابر  و  داریم:

‌

‌با جای‌گذاری در رابطۀ  داریم:

 ‌  ‌ ‌

با نوشتن رابطۀ تقسیم و استفاده از ریشه‌های مقسوم‌علیه داریم:   54

  55

  56

 )الف

 )ب

با نوشتن رابطۀ تقسیم داریم:   57

برای یافتن باقی‌ماندۀ  بر  داریم:

با‌ توجه به اینکه مقسوم‌علیه دو ریشۀ متمایز دارد، رابطۀ تقسیم را می‌نویسیم و از ریشه‌های مقسوم‌علیه در این رابطه استفاده می‌کنیم.   58

فرض می‌کنیم:  و    59

، پس: چون باقی‌مانده  و  بر  یکسان است، یعنی 

    60

۱ + a + ۱ + b = ۴ ⇒ a + b = ۲ (۱)

x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲ −۸ + ۴a − ۲ + b = ۰−→
تابع

⇒ ۴a + b = ۱۰ (۲)

(۱)(۲)

{ a b ۲− +− =−

۴a + b = ۱۰
– ––––––––––––––

۳a = ۸ → a =
۸
۳

(۱)

a + b = ۲ − →−−

a=
۸
۳

b =
−۲
۳

+ m − n = ( + x − ۲)q(x) + x + ۱ (۱)x۳ x۲ x۲

+ x − ۲ = ۰ ⇒ (x − ۱)(x + ۲) = ۰ ⇒ x = ۱ , x = −۲x۲

x = ۱  + m − n = ۰ + ۲ ⇒ m − n = ۱−→
(۱)

x = −۲ −۸ + ۴m − n = ۰ − ۲ + ۱ ⇒ ۴m − n = ۷−→
(۱)

{− m − n = ۱
۴m − n = ۷

– ––––––––––––––––
۳m = ۶ ⇒ ⇒ ۲ − n = ۱ ⇒m = ۲ n = ۱

x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱ ⇒ = P(−۱) = −۳ ⇒ −۱ − m − ۱ + ۳ = باقی‌مانده۳−
⇒ −m + ۱ = −۳ ⇒ m = ۴ ⇒ P(x) = − ۴ + x + ۳x۳ x۲

x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲ ⇒ = P(۲) = ۸ − ۱۶ + ۲ + ۳ = باقی‌مانده۳−

= = − + − x + ۱
( + ۱)(x − ۱)x۵

− ۱x۲

(x + ۱)( − + − x + ۱)(x − ۱)x۴ x۳ x۲

(x − ۱)(x + ۱)
x۴ x۳ x۲

=
( + + ⋯ + ۱)( − + ⋯ − x + ۱)x۸ x۷ x۸ x۷

− ۱x۱۸

( + + ⋯ + ۱)( − + ⋯ − x + ۱)x۸ x۷ x۸ x۷

( − ۱)( + ۱)x۹ x۹

= = =
( + + ⋯ + x + ۱)( − + ⋯ − x + ۱)x۸ x۷ x۸ x۷

(x − ۱)( + + ⋯ + x + ۱)(x + ۱)( − + ⋯ − x + ۱)x۸ x۷ x۸ x۷

۱

(x − ۱)(x + ۱)

۱

− ۱x۲

f(x) = ( − ۱)f(x) + ۲x + ۷ (۱)x۲

f(x + ۲)x + ۳
x + ۳ = ۰ ⇒ x = −۳ → = f(−۳ + ۲) = f(−۱)باقی‌مانده

x = −۱ f(−۱) = ۰ − ۲ + ۷ = ۵−→
(۱)

− ۳ + mx + n = ( − ۵x + ۶)q(x) + ۰x۴ x۳ x۲

− ۳ + mx + n = (x − ۲)(x − ۳)q(x)x۴ x۳

x = ۲ ⇒ ۱۶ − ۲۴ + ۲m + n = ۰ ⇒ ۲m + n = ۸
x = ۳ ⇒ ۸۱ − ۸۱ + ۳m + n = ۰ ⇒ ۳m + n = ۰

{− ۲m + n = ۸
۳m + n = ۰

– ––––––––––––––––
m = −۸ ⇒ n = −۳m ⇒ n = ۲۴

g(x) = − ۴ + ۵x + mx۳ x۲f(x) = + ۳x − ۲x۲

fgx + ۲f(−۲) = g(−۲)

f(−۲) = g(−۲) ⇒ ۴ − ۶ − ۲ = −۸ − ۱۶ − ۱۰ + m ⇒ −۴ = −۳۴ + m ⇒ m = ۳۰

− ۱ = (x − ۱)( + + + + x + ۱)x۶ x۵ x۴ x۳ x۲

− ۱ = (x + ۱)( − + − + x − ۱)x۶ x۵ x۴ x۳ x۲
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  61

 :می‌دانیم

    62

در توابعی به فرم  و  داریم:

‌

در توابعی به فرم  و  داریم:

‌

  63

تفاضل طول نقاط ماکزیم و مینیم متوالی برابر با نصف دورۀ تناوب است.   64

‌

  65

  66

  67

 )الف

+ ۳۲ = + = (x + ۲)( − × ۲ + × − x × + )x۵ x۵ ۲۵
x۴ x۳ x۲  ۳ ۲۴

⇒ + ۳۲ = (x + ۲)( − ۲ + ۴ − ۸x + ۱۶)x۵ x۴ x۳ x۲

f(x) = a cos(bx + k) + c g(x) = a sin(bx + k) + c ⇒ T و=
۲π
|b|

f(x) = ۳ cos(mx − ) → T = = ⇒ m = ۱۴
π

۴
۲π
m

π

۷

⇒ g(x) = sin(۱۴x − x + ) = sin(۱۳x + ) → T =
π

۶
π

۶
۲π
۱۳

y = a sin bx + cy = a cos bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
۲π
|b|

f(x) = ۵ sin(۶x) − ۷ → T = =
۲π
۶

π

۳
max f = |۵| − ۷ = −۲ , min f = −|۵| − ۷ = −۱۲

y = a sin bx + cy = a cos bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
۲π
|b|

g(x) = cos(۳x) + ۴ → T =
۱
۲

۲π
۳

max g = | | + ۴ = min g = −| | + ۴ = − + ۴ =
۱
۲

۹
۲

۱
۲

۱
۲

۷
۲

π

|a|

= ۳ ⇒ T = ۶ ⇒ = ۶ ⇒ |b| = b =
T

۲
۲π
|b|

π

۳
−→−
b>۰ π

۳

}⇒ ۲c = −۲ ⇒ c = −۱ → |a| = ۳ a = ۳
max f = |a| + c = ۲
min f = −|a| + c = −۴

−→−
a>۰

f(x) = ۳ cos( x) − ۱
π

۳

= ۱ ⇒ T = ۴ ⇒ = ۴ ⇒ |b| = = b =
T

۴
۲π
|b|

۲π
۴

π

۲
−→−
b>۰ π

۲

}⇒ ۲c = ۶ ⇒ c = ۳ → |a| = ۳ a = −۳
max = |a| + c = ۶
min = −|a| + c = ۰

−→−
a<۰

f(x) = −۳ sin( x) + ۳
π

۲

= ⇒ T = ۲π ⇒ = ۲π ⇒ |b| = ۱ b = ۱
T

۴
π

۲
۲π
|b|

−→−
b>۰

}⇒ ۲c = ۲ ⇒ c = ۱ ⇒ |a| = ۳ a = −۳
max = |a| + c = ۴
min = −|a| + c = −۲

−→−
a<۰

f(x) = −۳ sin x + ۱

f(x) = |۲ sin ۳x − ۴|

−۱ ≤ sin ۳x ≤ ۱ ⇒ −۲ ≤ ۲ sin ۳x ≤ ۲ ⇒ −۲ − ۴ ≤ ۲ sin ۳x − ۴ ≤ ۲ − ۴

⇒ −۶ ≤ ۲ sin ۳x − ۴ ≤ −۲ ⇒ ۲ ≤ |۲ sin ۳x − ۴| ≤ ۶ ⇒ ۲ ≤ f(x) ≤ ۶ ⇒ {max f = ۶
min f = ۲

58

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 )ب

  68

 :می‌دانیم

تفاضل طول دو نقطۀ ماکزیم و مینیم متوالی برابر با نصف دورۀ تناوب است، پس:   69

‌

  70

در تابع  داریم:

‌

  71

در تابع  داریم:

‌

 

    72

نادرست، تابع تانژانت در دامنه‌اش غیریکنواست.

نادرست، تابع تانژانت در هیچ بازه‌ای نزولی نمی‌باشد.

درست، تابع تانژانت در هر بازه‌ای که شامل مجانب قائم نباشد یعنی بازه‌ای که تابع تانژانت در آن بازه تعریف شده باشد، صعودی )اکیداً صعودی( است.

  73

‌

‌

g(x) = |۴ cos ۲x − ۳|

−۱ ≤ cos ۲x ≤ ۱ ⇒ −۴ ≤ ۴ cos ۲x ≤ ۴ ⇒ −۴ − ۳ ≤ ۴ cos ۲x − ۳ ≤ ۴ − ۳

−۷ ≤ ۴ cos ۲x − ۳ ≤ ۱ ⇒ ۰ ≤ |۴ cos ۲x − ۳| ≤ ۷ ⇒ ۰ ≤ g(x) ≤ ۷ ⇒ {min g = ۰
max g = ۷

f(x) = a cos bx + c f(x) = a sin bx + c ⇒ T و=
۲π
|b|

f(x) = ۳ cos(mx) + ۴ ⇒ T = = ⇒ m = ۱۰
۲π
m

π

۵

⇒ g(x) = − cos ۱۲x ⇒ T = =
۲π
۱۲

π

۶

= ۵ − ۳ ⇒ T = ۴ ⇒ = ۴ ⇒ |b| = b =
T

۲
۲π
|b|

π

۲
−→−
b>۰ π

۲

⇒ ۲c = π ⇒ c = ⇒ |a| = − =
max f = |a| + c =

۴π
۳

min f = −|a| + c = − π

۳

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
π

۲
۴π
۳

π

۲
۵π
۶

a > ۰ ⇒ a = ⇒ f(x) = sin( x) +
۵π
۶

۵π
۶

π

۲
π

۲

y = a sin bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
۲π
|b|

f(x) = sin(mx) + m ⇒ T = = ۴π ⇒ m =
۲π
m

۱
۲

f(x) = sin( x) + ⇒ max f = ۱ + =
۱
۲

۱
۲

۱
۲

۳
۲

y = a cos bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
۲π
|b|

f(x) = cos( x) − ۱ ⇒ T = = ۶π۲
−−

√
۱
۳

۲π
۱
۳

max f = − ۱ , min f = − − ۱۲
−−

√ ۲
−−

√

= = × = = −۳ + ۲
max f

min f

− ۱۲
−−

√

− − ۱۲
−−

√

۱ − ۲
−−

√

+ ۱۲
−−

√

− ۱۲
−−

√

− ۱۲
−−

√

− ۲ − ۱ +۲
−−

√ ۲
−−

√

۲ − ۱
۲
−−

√

T = → = ⇒ |b| = ۴ b = ۴
π

۲
۲π
|b|

π

۲
− →−−−−−
b>۰ با فرض

−۱ ≤ sin bx ≤ ۱ ⇒ c − a ≤ a sin bx + c ≤ c + a ⇒ {Max = c + a = ۴
Min = c − a = −۲

⇒ ۲c = ۲ → c = ۱ ⇒ a = ۳ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

y = ۳ sin ۴x + ۱
یا
y = ۳ cos ۴x + ۱
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  74

در دایرۀ مثلثاتی زیر زاویۀ  را در ناحیۀ اول در نظر می‌گیریم، داریم:

 

‌از روی شکل واضح است که:

‌

 

در دایرۀ مثلثاتی زیر زاویۀ  را در ناحیۀ چهارم در نظر می‌گیریم، داریم:

 

‌از روی شکل واضح است که:

‌

در دایرۀ مثلثاتی مقابل باید زوایای را بیابیم که تانژانت آنها کوچک‌تر یا مساوی  است.   75

 

4
π3

1

2
π

4
π7

2
π3
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 :نکته

‌توجه کنید که در ناحیۀ اول سینوس و تانژانت هر دو مثبت هستند، پس داریم:

T = ⇒ = ⇒ |b| = ۱۲ b = ۱۲
π

۶
۲π
|b|

π

۶
− →−−−−−
b>۰ با فرض

{ ⇒ { ⇒
c + a = Max = ۴
c − a = Min = −۴

c = ۰
a = ۴

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

y = ۴ cos ۱۲x
یا
y = ۴ sin ۱۲x

α

sinα = ON = = c > ۰yN

tanα = AM = = b > ۰yM

c < b ⇒ sinα < tanα

α

sinα = = c < ۰yN

tanα = = b < ۰yM

b < c ⇒ tanα < sinα

−۱

tanα ≤ −۱ ⇒ < α ≤ < α ≤
π

۲
۳π
۴

یا
۳π
۲

۷π
۴

۰ < α < ⇒ sinα < tanα
π

۲

۰ < sinα < ۱ ⇒ ۰ < ۲m − ۱ < ۱ ⇒ ۱ < ۲m < ۲ ⇒ < m < ۱ (۱)
۱
۲

tanα > ۰ ⇒ m + ۱ > ۰ ⇒ m > −۱ (۲)

sin α < tanα ⇒ ۲m − ۱ < m + ۱ ⇒ m < ۲ (۳)

(۱) ∩ (۲) ∩ (۳) ⇒ < m < ۱

۲
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در دایرۀ مثلثاتی مقابل باید زوایای را بیابیم که تانژانت آنها بزرگ‌تر یا مساوی  باشد، که داریم:   77

 

 

2
π

6
π

3
3

6
ππ

2
π3

+

  78

  79
sin افزایش tan

cos
O

ta
n

ta
n

ta
n

π 3

π 4

π
6

π
4

π
3

π 3

الف(   80

‌

ب(

‌

81  

 می‌باشد که داریم : ‌ضابطۀ مربوط به این نمودار به‌صورت 

‌

۳
−−

√

۳

tanα ≥ ⇒ ≤ α < ≤ α <
۳
−−

√

۳
π

۶
π

۲
یا

۷π
۶

۳π
۲

y = ۱ + ۲ sin ۷x T = , max = ۱ + |۲| = ۱ + ۲ = ۳ , min = ۱ − |۲| = ۱ − ۲ = −۱−→−
۲π
۷

y = − cos x T = = ۴۳
−−

√
π

۲
−→−

۲π
π

۲

max = + | − ۱| = + ۱ , min = − | − ۱| = − ۱۳
−−

√ ۳
−−

√ ۳
−−

√ ۳
−−

√

y = −π sin( x) − ۲ T = = ۴π
۱
۲

−→−
۲π

۱
۲

max = | − π| − ۲ = π − ۲ , min = −| − π| − ۲ = −π − ۲

y = − cos ۳x T = , max = | − | = , min = −| − | = −
۳
۴

−→−
۲π
۳

۳
۴

۳
۴

۳
۴

۳
۴

π ≤ θ < ⇒ ۰ ≤ tan θ < +∞ ⇒ ۴ + ۲m ≥ ۰ ⇒ m ≥ −۲
۳π
۲

< θ < ⇒ −۱ < tan θ < ⇒ −۱ < ۲m − ۱ < −
۳π
۴

۵π
۶

− ۳
−−

√

۳

۳
−−

√

۳

⇒ ۰ < ۲m < ۱ − ⇒ ۰ < m < −
۳
−−

√

۳
۱
۲

۳
−−

√

۶

f(x) = a sin bx + c

T = ۴π ⇒ = ۴π ⇒ |b| = ⇒ b =
۲π
|b|

۱
۲

۱
۲

}⇒ ۲c = ۲ ⇒ c = ۱ ⇒ |a| = ۲ ⇒ a = ۲max = |a| + c = ۳
min = −|a| + c = −۱
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با توجه به نمودار،  و  هر دو مثبت هستند، پس داریم:

‌

‌ضابطۀ مربوط به این نمودار به‌صورت  می‌باشد که داریم:

‌

با توجه به نمودار،  منفی و  مثبت است، پس داریم:

‌

  82

 :نکته

    83

از نمودار تابع نتیجه می‌گیریم که دورۀ تناوب تابع برابر  است؛ یعنی داریم:

π π2π-π-2

y

x
1-

π3 π4
0

1

y= 2-
‌

(؛ داریم: از روی نمودار معلوم می‌شود که  است )زیرا 

π π2π-π-2

y

1- π3 π40

1

π5 6
x

π

از روی نمودار واضح است که:

‌

‌از شکل نمودار معلوم می‌شود که  است و داریم:

 ‌

84  

 

 

ab

f(x) = ۲sin( x) + ۱

۲

f(x) = a cos bx + c

T = π ⇒ = π ⇒ |b| = ۲ ⇒ b = ۲
π
|b|

}⇒ ۲c = −۲ ⇒ c = −۱ ⇒ |a| = ۳ ⇒ a = −۳
max = |a| + c = ۲
min = −|a| + c = −۴

ab

f(x) = −۳cos(۲x) − ۱

n ∈ Z ⇒ [x + n] = [x] + n

−۱ ≤ sin ۴x ≤ ۱ ⇒ − ≤ sin ۴x ≤ ⇒ [ sin ۴x] = −۲, −۱, ۰, ۱
۳
۲

۳
۲

۳
۲

۳
۲

f(x) = [ sin ۴x + ۵] = [ sin ۴x] + ۵ = −۲ + ۵, −۱ + ۵, ۰ + ۵, ۱ + ۵
۳
۲

۳
۲

⇒ f(x) = ۳, ۴, ۵, ۶ ⇒ = {۳, ۴, ۵, ۶}Rf

۲π

b = ۱x = → y = ۰
π

۲

= ۲π ⇒ |b| = ۱ → b = ±۱
۲π
|b|

x = ۰ → y = −۱ → c = −۱

T = ۴π ⇒ = ۴π ⇒ |b| = → b = ±
۲π
|b|

۱
۲

۱
۲

b = +
۱
۲

x = ۰ → y = ۰ ⇒ c = ۰

:نکته cos u = cos v ⇒ u = ۲kπ ± v

(الف ۲ cos ۲x − = ۰ ⇒ cos ۲x = = cos۳
−−

√
۳
−−

√

۲
π

۶
⇒ ۲x = ۲kπ ± ⇒ x = kπ ±

π

۶
π

۱۲
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  85

دو طرف معادله را به توان  می‌رسانیم:

 

 

چون طرفین را به توان  رساندیم، باید ریشه‌ها را در معادلۀ اصلی امتحان کنیم.  و  در معادله صدق نمی‌کند پس دو جواب دارد.

  

می‌دانیم:  بنابراین:

  

 

 

با تقسیم طرفین معادله بر  داریم:

 

 

معادلۀ داده‌شده را به معادله‌ای درجۀ  تبدیل می‌کنیم به کمک رابطۀ  بنابراین:

 

 

 

 

 

  86

 :نکته

(ب ۲ cos ۳x + ۱ = ۰ ⇒ cos ۳x = − = −cos = cos(π − )‌
۱
۲

π

۳
π

۳

⇒ cos ۳x = cos ⇒ ۳x = ۲kπ ± ⇒ x = ± ‌
۲π
۳

۲π
۳

۲kπ
۳

۲π
۹

۲

x + x + ۲ sin x cos x = ۱sin۲ cos۲

⇒ ۱ + sin ۲x = ۱ ⇒ sin ۲x = ۰ ⇒ ۲x = kπ ⇒ x =
kπ

۲

۲π
۳π
۲

x = , ۲ππ

۲
sin ۲x = ۲ sin x cos x

sin ۲x + cos x = ۰ ⇒ ۲ sin x cos x + cos x = ۰

⇒ cos x(۲ sin x + ۱) = ۰
⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۱) cos x = ۰ = cos ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)π

۲
π

۲

۲) ۲ sin x + ۱ = ۰ ⇒ sin x = = sin(− ) ⇒ x =
−۱
۲

π

۶

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲kπ − (k ∈ Z)π

۶

۲kπ + π − (− ) = ۲kπ + (k ∈ Z)π

۶
۷π
۶

(x + ) = ⇒ (x + ) =cos۴ π

۲
۱
۴

cos۲ π

۲
۱
۲

⇒ cos(x + ) = ± ⇒
π

۲

۲
−−

√

۲

۱) cos(x + ) = + = cos( ) ⇒ x + = ۲kπ ±
π

۲

۲
−−

√

۲
π

۴
π

۲
π

۴

⇒ x =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲kπ − (k ∈ Z)π

۴

۲kπ − (k ∈ Z)
۳π
۴

۲) cos(x + ) = − = cos( ) ⇒ x + = ۲kπ ±
π

۲

۲
−−

√

۲
۳π
۴

π

۲
۳π
۴

⇒ x = ⇒ x =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲kπ + −
۳π
۴

π

۲

۲kπ − −
۳π
۴

π

۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲kπ + (k ∈ Z)π

۴

۲kπ − (k ∈ Z)
۵π
۴

۲

sin(۳πx) = = sin( )
۳
−−

√

۲
π

۳

⇒ ۳πx = ⇒ x =
⎧
⎩⎨

۲kπ + π

۳

۲kπ + π − π

۳

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

+
۲kπ
۳π

π

۹π

+
۲kπ
۳π

π− π

۳
۳π

⇒ x =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

+ (k ∈ Z)
۲k
۳

۱
۹

+ (k ∈ Z)
۲k
۳

۲
۹

۲cos ۲x = ۲ x − ۱cos۲

۴ cos ۲x − ۸ cos x + ۴ = ۰ ⇒ ۴(cos ۲x + ۱) − ۸ cos x = ۰

۴(۲ x) − ۸ cos x = ۰ ⇒ ۸ x − ۸ cos x = ۰cos۲ cos۲

⇒ x − cos x = ۰ ⇒ cos x(cos x − ۱) = ۰cos۲

۱) cos x = ۰ = cos( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)
π

۲
π

۲
۲) cos x − ۱ = ۰ ⇒ cos x = ۱ = cos(۰) ⇒ x = ۲kπ (k ∈ Z)

tan u = tan v ⇒ u = kπ + v

x + tan x = ۰ ⇒ tan x(tan x + ) = ۰ ⇒ tan x = ۰ , tan x = − ‌tan۲ ۳
−−

√ ۳
−−

√ ۳
−−

√

tan x = ۰ ⇒ = ۰ ⇒ sin x = ۰ ⇒
sin x

cos x
x = kπ
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  87

 

  88

 :نکته

89    

 :نکته

  90

tan x = − = tan(− ) ⇒۳
−−

√
π

۳
x = kπ −

π

۳

:نکته cos u = cos v ⇒ u = ۲kπ ± v, cos( + α) = − sinα
π

۲

πx + πx = ۰ ⇒ si πx = − πx ⇒ sin πx = −cos πxsin۳ cos۳ n۳ cos۳

⇒ cos πx = − sin πx ⇒ cos πx = cos( + πx) ⇒ πx = ۲kπ ± ( + πx)‌
π

۲
π

۲
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

πx = ۲kπ + ( + πx) ⇒ ۲kπ + = ۰π

۲
π

۲ جواب ندارد

πx = ۲kπ − − πx ⇒ ۲πx = ۲kπ − ⇒ x = k −π

۲
π

۲
۱
۴

sin u = sin v ⇒ u = ۲kπ + u , u = ۲kπ + π − v

۴ x − ۲( + ۱) sin x + = ۰ , sin x = tsin۲
−−

√ ۲
−−

√

۴ − ۲( + ۱)t + = ۰ ⇒ Δ = ۴( + ۱ − ۱۶ = ۴(۲ + ۱ + ۲ ) − ۱۶t۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ )۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

Δ = ۱۲ + ۸ − ۱۶ = ۱۲ − ۸ = ۴(۳ − ۲ ) = ۴( − ۱۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ )۲

t = ⇒
۲( + ۱) ± ۲( − ۱)۲

−−
√ ۲

−−
√

۸

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

t = =
۲ + ۲ + ۲ − ۲

−−
√ ۲

−−
√

۸

۲
−−

√

۲

t = =
۲ + ۲ − ۲ + ۲

−−
√ ۲

−−
√

۸
۱
۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

‌sin x = = sin ⇒ x = ۲kπ + , x = ۲kπ + π − = ۲kπ +
۲√

۲
π

۴
π

۴
π

۴
۳π
۴

‌sin x = = sin ⇒ x = ۲kπ + , x = ۲kπ + π − = ۲kπ +
۱
۲

π

۶
π

۶
π

۶
۵π
۶

:نکته cos( + α) = − sinα
π

۲

‌cos u = cos v ⇒ u = ۲kπ ± v

cos(۴x + ) + sin ۳x = ۰ ⇒ cos(۴x + ) = − sin ۳x = cos( + ۳x)
π

۴
π

۴
π

۲

۴x + = ۲kπ ± ( + ۳x)
π

۴
π

۲

۴x + = ۲kπ + + ۳x ⇒ x = ۲kπ + − = ۲kπ +
π

۴
π

۲
π

۲
π

۴
π

۴

۴x + = ۲kπ − − ۳x ⇒ ۷x = ۲kπ − − = ۲kπ − ‌⇒ x = −
π

۴
π

۲
π

۲
π

۴
۳π
۴

۲kπ
۷

۳π
۲۸

sin = sin ۳x ⇒ ⇒ ۳x = ۲kπ + ⇒ x = +
π

۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۳x = ۲kπ +
π

۲
۳x = ۲kπ + π − = ۲kπ +

π

۲
π

۲

π

۲
۲kπ

۳
π

۶
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می‌دانیم:

‌با فرض  داریم:

‌

می‌دانیم:

‌

میدانیم:

‌

91  

 

 

 

 

cos ۲x − cos x + ۱ = ۰ ⇒ ۲ x − ۱ − cos x + ۱ = ۰ ⇒ ۲ x − cos x = ۰cos۲ cos۲

⇒ cos x(۲ cos x − ۱) = ۰ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

cos x = ۰ ⇒ x = kπ +
π

۲

۲ cos x − ۱ = ۰ ⇒ cos x = = cos ⇒ x = ۲kπ ±
۱
۲

π

۳
π

۳

cos x = cos ۲x ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲x = ۲kπ + x ⇒ x = ۲kπ

۲x = ۲kπ − x ⇒ ۳x = ۲kπ ⇒ x =
۲kπ

۳

cos ۲x = ۱ − ۲ xsin۲

۱ − ۲ x − ۳ sin x + ۱ = ۰ → −۲ x − ۳ sin x + ۲ = ۰ Δ = ۲۵ ⇒sin۲ sin۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

sin x = = −۲
۳ + ۵
−۴

غ ق ق

sin x = = = sin ⇒ (x = ۲kπ + , x = ۲kπ + )
۳ − ۵
−۴

۱
۲

π

۶
π

۶
۵π
۶

x − sin x = ⇒ ۱ − x − sin x = ⇒ x + sin x − = ۰cos۲ ۱
۴

sin۲ ۱
۴

sin۲ ۳
۴

sin x = t

+ t − = ۰ ⇒ Δ = ۱ − ۴ × ۱ × (− ) = ۴ ⇒ t = = , −t۲ ۳
۴

۳
۴

−۱ ± ۲


۱
۲

۳
۲

sin x = − , sin x = = sin ⇒ x = ۲kπ +
۳
۲

غ ق ق
۱
۲

π

۶
π

۶

x = ۲kπ + π − ⇒ x = ۲kπ +
π

۶
۵π
۶

sin x − cos ۲x = ۰ ⇒ cos ۲x = sin x ⇒ cos ۲x = cos( − x)
π

۲

⇒ ۲x = ۲kπ ± ( − x) ⇒
π

۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۲x = ۲kπ + − x ⇒ ۳x = ۲kπ + ⇒ x = +
π

۲
π

۲
۲kπ

۳
π

۶

۲x = ۲kπ − + x ⇒ x = ۲kπ −
π

۲
π

۲

if : tan x = tanα ⇒ x = kπ + α

tan(۲x − ۱) = ۰ = tan(۰) ⇒ ۲x − ۱ = kπ

x = kπ +
۱
۲

۱
۲

if : tan x = tanα ⇒ x = kπ + α

tan ۳x = tan πx ⇒ ۳x = kπ + πx ⇒ x(۳ − π) = kπ ⇒ x =
kπ

۳ − π

:نکته sin ۲α = ۲ sinα cosα , cos u = ۰ ⇒ u = kπ +
π

۲
:نکته sin u = sin v → u = ۲kπ + v , u = ۲kπ + π − v

(الف sin ۲x + ۳ cos x = ۰ ⇒ ۲ sin x cos x + ۳ cos x = ۰ ⇒ cos x(۲ sin x + ۳) = ۰

cos x = ۰ ⇒ , ۲ sin x + ۳ = ۰ ⇒ sin x = − ‌x = kπ +
π

۲
۳
۲

غ ق ق

(ب ۴ sin( ) cos( ) = ۱ ⇒ ۲ × ۲ sin( ) cos( ) = ۱ ⇒ ۲ sin ۲( ) = ۱
x

۲
x

۲
x

۲
x

۲
x

۲

65

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل‌ضرب دو ضلع در سینوس زاویۀ بین آن دو ضلع، پس داریم:   92

2 6α

 

‌با توجه به اینکه زاویۀ مثلث بین صفر تا  می‌باشد، داریم:

‌

‌بنابراین دو مثلث با این خاصیت وجود دارد.

؛ بنابراین: می‌دانیم:    93

 

 

94    :نکته

  95

 و  ریشه‌های معادلۀ درجه دوم زیر هستند، پس داریم:

96    

 

 

 

⇒ ۲ sin x = ۱ ⇒ sin x = = sin
۱
۲

π

۶

⇒ , x = ۲kπ + π − =x = ۲kπ +
π

۶
π

۶
۲kπ +

۵π
۶

S = × ۲ × ۶ sinα = ۳ ⇒ sinα = = = sin
۱
۲

۳
۶

۱
۲

π

۶

⇒ α = ۲kπ + (۱) , α = ۲kπ + π − = ۲kπ + (۲)
π

۶
π

۶
۵π
۶

۱۸۰∘

(۱) k = ۰ ⇒ α = , (۲) k = ۰ ⇒ α =
π

۶
۵π
۶

+ = − ۲a۴ b۴ ( + )a۲ b۲
a۲b۲

α + α = − ۲ α α = ۱ −sin۴ cos۴ ( α + α)sin۲ cos۲
sin۲ cos۲ ۴ α αsin۲ cos۲



= ۱ − = ⇒ = ⇒ ۲α = ۱ (۱)
(sin ۲α)۲


۱
۲

۲αsin۲


۱
۲

sin۲

۱ + ۲α = ۱ + ۲α = ۱ ⇒ cot ۲α = ۰cot۲ ۱

۲αsin۲
−→
(۱)

cot۲

tan u = tan v ⇒ u = kπ + v

x − x + ۱ − tan x = ۰ ⇒ x(tan x − ۱) − (tan x − ۱) = ۰tan۳ tan۲ tan۲

(tan x − ۱)( x − ۱) = ۰ ⇒ (tan x − ۱)(tan x − ۱)(tan x + ۱) = ۰tan۲

⇒ (tan x − ۱ (tan x + ۱) = ۰ ⇒ tan x = ۱ , tan x = −۱)۲

⇒ x = kπ ±

tan x = ۱ = tan ⇒ x = kπ +
π

۴
π

۴
‌tan x = −۱ = tan(− ) ⇒ x = kπ −π

۴

π

۴

π

۴

tanαtan β

x − (۲m + ۱) tan x + ۲m = ۰tan۲

tanα + tan β = S = − = − = ۲m + ۱
b

a

−(۲m + ۱)
۱

tanα ⋅ tan β = P = = ۲m
c

a

tan(α + β) = − ⇒ = − ⇒ = −
۵
۳

tanα + tan β

۱ − tanα tan β

۵
۳

۲m + ۱
 − ۲m

۵
۳

۶m + ۳ = −۵ + ۱۰m ⇒ ۸ = ۴m ⇒ m = ۲

:می دانیم sin( − α) = cosα , tan( − α) = cotα‌
π

۲
π

۲
:می دانیم sin u = sin v ⇒ u = ۲ku + v , u = ۲kπ + π − v‌

:می دانیم tan u = tan v ⇒ u = kπ + v‌

(الف sin(x − ) = cos ۲x ⇒ sin(x − ) = sin( − ۲x)
۲π
۳

۲π
۳

π

۲
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  97

  

‌معادله در بازۀ  دارای  جواب است.
  98

 

 

  99

 

نکته:    100

x − = ۲kπ + − ۲x ⇒ ۳x = ۲kπ + + = ۲kπ +
۲π
۳

π

۲
π

۲
۲π
۳

۷π
۶

⇒ x = +
۲kπ

۳
۷π
۱۸

x − = ۲kπ + π − ( − ۲x) ⇒ x = ۲kπ + π − + ۲x +
۲π
۳

π

۲
π

۲
۲π
۳

⇒ −x = ۲kπ + + = ۲kπ + ⇒ x = −۲kπ −
π

۲
۲π
۳

۷π
۶

۷π
۶

(ب tan(x + ) = cot( ) ⇒ tan(x + ) = tan( − )‌
π

۷
۲π
۷

π

۷
π

۲
۲π
۷

⇒ tan(x + ) = tan( ) ⇒ x + = kπ +
π

۷
۳π
۱۴

π

۷
۳π
۱۴

⇒ x = kπ +
π

۱۴

cos u = cos v ⇒ u = ۲kπ ± vنکته:

cos(x + ) = cos( + π) ⇒ x + = ۲kπ ± ( + π)
π

۴
x

۴
π

۴
x

۴

x + = ۲kπ + + π ⇒ x − = ۲kπ + π − ⇒ = ۲kπ +
π

۴
x

۴
x

۴
π

۴
۳x
۴

۳π
۴

x = + π
۸kπ

۳
− →−−−

۰⩽x⩽π

x = π

‌x + = ۲kπ − − π ⇒ = ۲kπ − π − = ۲kπ −
π

۴
x

۴
۵x
۴

π

۴
۵π
۴

‌x = − π x = − π = ⇒
۸kπ

۵
− →−−−

۰⩽x⩽π ۸π
۵

۳π
۵

x =
۳π
۵

[۰, π]۲

:نکته cos u = cos v ⇒ u = ۲kπ ± v , cos( + α) = − sinα
π

۲
‌sin( ) + cos( ) = ۰ ⇒ cos( ) = − sin( ) = cos( + )

x

۲
x

۲
x

۲
x

۲
π

۲
x

۲

‌ = ۲kπ ± ( + ) ⇒
x

۲
π

۲
x

۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= ۲kπ + + ⇒ ۲kπ + = ۰
x

۲
π

۲
x

۲
π

۲
نادرست

= ۲kπ − − ⇒ x = ۲kπ −
x

۲
π

۲
x

۲
π

۲
جواب

[۰, ۲π] ⇒جوابهای واقع در بازۀ x =
۳π
۲

:نکته tan( − α) = cotα, tan u = tan v → u = kπ + v
π

۲

tan ۴x = cot( + ۴x) ⇒ tan ۴x = tan( − ( + ۴x))
π

۳
π

۲
π

۳
⇒ tan ۴x = tan( − ۴x) ⇒ ۴x = kπ + − ۴x

π

۶
π

۶

⇒ ۸x = kπ + ⇒ x = +
π

۶
kπ

۸
π

۴۸
cos u = cos v ⇒ u = ۲kπ ± v
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    101

نکته: 

 

نکته: ‌

    102

  

‌

 

‌

‌یا

‌   

‌

با رسم نمودار  داریم:   103

cos ۴x cos x − sin ۴x sin x = ⇒ cos(۴x + x) =
۱
۲

۱
۲

cos ۵x = cos ⇒ ۵x = ۲kπ ± ⇒ x = ±
π

۳
π

۳
۲kπ

۵
π

۱۵

tan u = tan v ⇒ u = ku + v

tan x = ۳ cot x x = ۳ cot x tan x = ۳ ⇒ tan x = ±− →−−−
× tan x

tan۲ ۳
−−

√

⇒ ⇒ x = kπ ±

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

tan x = = tan ⇒ x = kπ +۳
−−

√ π

۳
π

۳

tan x = − = tan(− ) ⇒ x = kπ −۳
−−

√ π

۳
π

۳

π

۳

cos u = cos v ⇒ u = ۲k ± v

۲ x = ۳ cos x ⇒ ۲(۱ − x) = ۳ cos x ⇒ ۲ − ۲ x = ۳ cos xsin۲ cos۲ cos۲

⇒ ۲ x + ۳ cos x − ۲ = ۰ , cos x = t ⇒ ۲ + ۳t − ۲ = ۰ , Δ = ۹ + ۱۶ = ۲۵cos۲ t۲

t =
−۳ ± ۵

۴

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

t = −۲ ⇒ cos x = −۲ غ ق ق

t = ⇒ cos x = = cos ⇒ x = ۲kπ ±
۱
۲

۱
۲

π

۳
π

۳

x = ۳tan۲ ⇒ tan x = ± ۳
−−

√ ⇒ , k ∈ Z

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

tan x = tan ⇒ x = kπ +
π

۳
π

۳
tan x = tan(− ) ⇒ x = kπ −

π

۳
π

۳

sin ۲x = a

۲ − a − ۱ = ۰a۲ ⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

a = ۱ ⇒ sin ۲x = ۱ ⇒ ۲x = ۲kπ +
π

۲
یا

a = −
۱
۲

⇒ x = kπ +
π

۴

a = −
۱
۲
⇒ sin ۲x = sin(− )

π

۶
⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

۲x = ۲kπ −
π

۶
۲x = ۲kπ + π +

π

۶

⇒ , k ∈ Z

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = kπ −
π

۱۲

x = kπ +
۷π
۱۲

f(x) = logx۳
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y

x
1

f x( (=log x
3

‌

  104

  )الف

ابتدا حد راست و چپ تابع در نقطه 3 را به‌دست می‌آوریم: 

 ‌

ابتدا حد راست و چپ تابع در نقطۀ 5 را به‌دست می‌آوریم:

‌  )ب

 ‌

  )الف   105

با نزدیک‌تر شدن مقادیر  به  از چپ ،  به  میل می‌کند.

  )ب  

 میل می‌کند.  با نزدیک‌تر شدن مقادیر به  از راست،  به 

‌  )ج

با نزدیک‌تر شدن مقادیر  به صفر،  به  میل می‌کند. )چه از چپ و چه از راست(

 )د

   با نزدیک‌تر شدن مقادیر  به  از چپ  به  میل می‌کند. 

 )و

 با توجه به  قسمت قبلی، با نزدیک‌تر شدن  به  چه از راست و چه از چپ  به  میل می‌کند. 

‌  )ه

با نزدیک‌تر شدن مقادیر  به از راست  به  میل می‌کند. 

با رسم نمودار تابع  داریم:   106

با توجه به نمودار هرچه  از راست به  نزدیک‌تر می‌شود، مقادیر  به  میل می‌کند.

y

x1

f x( (=log x
0/2

-

+1( (

f(x) = = −∞lim
x→۰+

lim
x→۰+

logx۳

lim
x→۳

x

x − ۳

⇒
= = = = حد چپ∞− lim

x→۳−
x

x−۳
۳

−ε−۳
۳

۰−

= = = = حد راست∞+ lim
x→۳+

x

x−۳
۳

+ε−۳
۳

۰+

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
پس تابع در این نقطه حد ندارد

lim
x→۵

۱ − x

x − ۵

⇒
= = = = = حدچپ∞+ lim

x→۵−
۱−x

x−۵
۱−۵

−ε−۵
−۴
−ε

−۴

۰−

= = = = = حد راست∞− lim
x→۵+

۱−x

x−۵
۱−۵

+ε−۵
−۴
+ε

−۴

۰+

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
پس تابع در این نقطه حد ندارد

f(x) = +∞lim
x→۲−

x۲f(x)+∞

f(x) = −∞lim
x→۲+

x۲f(x)−∞

f(x) = +∞lim
x→۰

xf(x)+∞

f(x) = −∞lim
x→(−۲)−

x−۲f(x)−∞

f(x) = −∞lim
x→−۲

x−۲f(x)−∞

f(x) = −∞lim
x→(−۲)+

x−۲f(x)−∞

f(x) = log
(x+۱)
۰٫۲

x−۱f(x)+∞

⇒ f(x) = = +∞lim
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

log
(x+۱)
۰٫۲

[ ] = [ ] = [ ] = [ ] = −۱lim
x→(−۱)+

x − ۲
f(x)

−۱ − ۲
+∞

−۳
+∞

۰−
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« زیرا با توجه به شکل داریم: گزینۀ »   107

‌

  108

 میل می‌کند.  پس داریم:  به سمت   چه از چپ و چه از راست،   به  با نزدیک‌تر شدن 

  )الف ‌

 میل می‌کند.   به سمت   از چپ،   به  ‌با نزدیک‌تر شدن مقادیر 

  )ب ‌

 میل می‌کند. پس داریم:  به سمت   نزدیک‌تر می‌شود، مقادیر   به ‌هرچه 

‌  )ج

    109

  داریم: با توجه به نمودار تابع 

y

xπ
2

π

 

  داریم: با توجه به نمودار تابع 

y

xπ
2

π

 

‌

  110

با فرض  و  داریم:

‌

با فرض  و  داریم:

‌

با فرض  و  داریم:

‌

  111

با تجزیۀ مخرج کسر داریم:

‌

۴

f(x) = +∞lim
x→a−

x۱f(x)−∞

f(x) = −∞lim
x→۱

x−۲f(x)−∞

f(x) = −∞lim
x→(−۲)−

x−۱f(x)−۲+

fof(x) = f(f(x)) = f( ) = f(x) = +∞lim
x→−۱

lim
x→−۱

(−۲)+ lim
x→(−۲)+

y = tan x

tan x = +∞ , tan x = −∞lim
x→( )

π

۲
−

lim
x→( )

π

۲
+

( ) = = ۰lim
x→( )

π

۲
−

x + ۱
tan x

+ ۱π

۲

+∞

y = tan x

tan x = +∞ , tan x = −∞lim
x→( )

π

۲
−

lim
x→( )

π

۲
+

[ ] = [ ] = [ ] = −۱lim
x→( )

π

۲
+

۳ − x

tan x

۳ − π

۲

−∞
۰−

f(x) = ۳ + x۲
− −−−−

√g(x) = x۲

⇒ = = = +∞

f(x) = = > ۰lim
x→۰

lim
x→۰

۳ + x۲
− −−−−

√ ۳
−−

√

g(x) = = ۰ , g(x) = ≥ ۰lim
x→۰

lim
x→۰

x۲ x۲

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
lim
x→۰

f(x)

g(x)
lim
x→۰

۳ + x۲
− −−−−

√

x۲

۳
−−

√

۰+

f(x) = ۱g(x) = (x − ۲)۴

f(x) = ۱ = ۱ > ۰lim
x→۲

lim
x→۲

g(x) = (x − ۲ = ۰ , g(x) = (x − ۲ ≥ ۰lim
x→۲

lim
x→۲

)۴ )۴

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

⇒ = = = +∞lim
x→۲

f(x)

g(x)
lim
x→۲

۱
(x − ۲)۴

۱

۰+

f(x) = |۵ − x|g(x) = |۲ + x|

⇒ =

f(x) = |۵ − x| = |۵ − (−۲)| = ۷lim
x→−۲

lim
x→−۲

g(x) = |۲ + x| = ۰ , g(x) = |۲ + x| ≥ ۰lim
x→−۲

lim
x→−۲

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
lim
x→−۲

f(x)

g(x)
lim
x→−۲

|۵ − x|

|۲ + x|

= = +∞
۷

۰+

= = = = −∞lim
x→۲−

۲x
(x − ۲)(x + ۲)

۲ × ۲
(۲ − ε − ۲) × ۴

۴
−۴ε

+۴

۰−
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با تجزیۀ مخرج کسر داریم:

‌

با تجزیۀ مخرج کسر داریم:

‌

    112

  داریم:‌ با توجه به نمودار تابع 

y

xπ
2

π- -

  داریم:‌ با توجه به نمودار تابع 

y

xπ
2

π- -

 

‌

    113

با توجه به اینکه  داریم:

‌

، پس داریم: *نکته* وقتی  میل کند، 

با توجه به  داریم:

‌

*نکته* وقتی میل کند،  پس داریم:

حد صورت عددی مثبت است و چون در هر دو حالت  و  حاصل‌ حد   است، پس  باید ریشۀ مضاعف مخرج باشد.   114

‌  ریشۀ مضاعف  

  است. یعنی: روش دوم: چون در عبارت   ضریب  برابر یک است و  ریشه مضاعف این عبارت است، پس  همان 

‌

  115

= = = = = −∞lim
x→۳−

+ ۲x − ۱x۲

+ x − ۱۲x۲
lim
x→۳−

+ ۲x − ۱x۲

(x − ۳)(x + ۴)
۹ + ۶ − ۱

(۳ − ε − ۳) × ۷
۱۴
−۷ε

۱۴

۰−

= = = = = −∞lim
x→۳+

x + ۱
۹ − x۲

lim
x→۳+

x + ۱
(۳ − x)(۳ + x)

۴
(۳ − (۳ + ε)) × ۶

۲
−ε × ۳

۲

۰−

y = tan x

tan x = +∞ , tan x = −∞lim
x→(− )

π

۲
−

lim
x→(− )

π

۲
+

[ ] = [ ] = [ ] = −۱lim
x→(− )π

۲
−

x + ۱
tan x

− + ۱π

۲

+∞
۰−

y = tan x

tan x = +∞ , tan x = −∞lim
x→(− )

π

۲
−

lim
x→(− )

π

۲
+

[ ] = [ ] = [ ] = [ ] = −۱lim
x→(− )

π

۲
+

۲ − x

tan x

۲ − (− )π
۲

−∞

۲ + π

۲

−∞
۰−

cos۲x = ۱ − ۲si xn۲

= ⇒ =lim
x→۰

x

۱ − cos ۲x
۰


lim
x→۰

x

۱ − cos ۲x
lim
x→۰

x

۲ xsin۲

x → ۰sinx ∼ x

= = = = ⇒lim
x→۰

x

۲( × x)sin x
x

۲
lim
x→۰

x

۲x۲
lim
x→۰

۱
۲x

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= = −∞lim
x→۰−

۱
۲x

۱

۰−

= = +∞lim
x→۰+

۱
۲x

۱

۰+

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
پس تابع در این نقطه حد ندارد

cosx = ۱ − ۲sin۲ x

۲

= ⇒ = =lim
x→۰

tan ۲x
۱ − cos x

۰


lim
x→۰

tan ۲x
۱ − cos x

lim
x→۰

tan ۲x

۲ ( )sin۲ x

۲

lim
x→۰

× ۲xtan ۲x
۲x

۲( × )
sin( )

x

۲
x

۲

x

۲

۲

x → ۰sinx ∼ x

= = = ⇒lim
x→۰

۲x

۲ × x۲
۴

lim
x→۰

۴
x

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= = −∞lim
x→۰−

۴
x

۴

۰−

= = +∞lim
x→۰+

۴
x

۴

۰+

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
پس تابع در این نقطه حد ندارد

x → ۲−
x → ۲+

+∞x = ۲

x = ۲ ⇒ − = ۲ ⇒ a = −۴
a

۲ × ۱
+ ax + b = ۰ ⇒x۲

Δ = ۰ ⇒ − ۴b = ۰ ⇒ ۱۶ − ۴b = ۰ ⇒ b = ۴a
۲

+ ax + bx۲x۲x = ۲+ ax + bx۲(x − ۲)۲

+ ax + b = = − ۴x + ۴ ⇒ a = −۴, b = ۴x۲ (x − ۲)۲
x۲
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 ‌

 میل می‌کند.   به   از راست نزدیک‌تر می‌شود، مقادیر   به  هر چه 

 )الف ‌

 میل می‌کند.  به سمت   از راست نزدیک‌تر می‌شود. مقادیر   به  ‌هر چه 

  )ب  ‌

 میل می‌کند پس داریم:  به   از چپ مقادیر   به   با نزدیک‌تر شدن 

‌  )ج

 میل می‌کند پس داریم:  به   از چپ مقادیر   به  ‌با نزدیک‌تر شدن 

‌  )د ‌

باید نامعادلۀ  را حل کنیم، که داریم:   116

‌

باید نامعادلۀ  را حل کنیم، که داریم:   117

‌

باید نامعادله  را حل کنیم، که داریم:   118

‌

    119

 را هم‌ارز با  در نظر بگیریم، به‌عبارتی دیگر  و  پس داریم: *نکته: وقتی  میل کند، می توانیم  و 

‌

 ‌

*نکته: وقتی x به سمت صفر میل کند، داریم: 

 پس داریم:

 ‌

    120

با تجزیه صورت تابع داریم: 

‌

x۲f(x)+∞

f(x) = +∞lim
x→۲+

x−۱f(x)−∞

f(x) = −∞lim
x→(−۱)+

x۱f(x)۲−

fof(x) = f(f(x)) = f( ) = f(x) = −∞lim
x→۱−

lim
x→۱−

۲−
lim
x→۲−

x۰f(x)−۱−

fof(x) = f(f(x)) = f( ) = f(x) = +∞lim
x→۰−

lim
x→۰−

(−۱)− lim
x→(−۱)−

f(x) < −۱۰

f(x) < −۱۰ ⇒ < −۱۰ x + ۵ > −
۱

x + ۵
− →−−−
x+۵<۰

x<−۵ ۱
۰

⇒ x > −۵ − ۰٫۰۱ ⇒ x > −۵٫۰۱, x < −۵ ⇒ −۵٫۰۱ < x < −۵

f(x) < −۱۰

f(x) < −۱۰ ⇒ < −۱۰ > ۱۰
۱

۴ − x
− →−−
×(−۱) ۱

x − ۴

x − ۴ < ⇒ x < ۴ + ۰٫۰۱ ⇒ x < ۴٫۰۱, x > ۴ ⇒ ۴ < x < ۴٫۰۱− →−−−
x−۴>۰

x>۴ ۱
۰

f(x) > ۱۰

f(x) > ۱۰ ⇒ > ۱۰ x − ۳ < ⇒ x < ۳ + ۰٫۰۱


x − ۳
− →−−−
x−۳>۰

x>۳ ۱
۰

⇒ x < ۳٫۰۱, x > ۳ ⇒ ۳ < x < ۳٫۰۱

x → ۰tanxsinxx= ۱lim
x→۰

sinx

x
= ۱lim

x→۰

tanx

x

= ⇒ = =lim
x→۰

sin x

x tan ۲x
۰


lim
x→۰

× xsin x
x

x × × ۲xtan ۲x
۲x

lim
x→۰

x

x × ۲x
lim
x→۰

۱
۲x

⇒
= = = = حد چپ∞− lim

x→۰−
۱

۲x
۱

۲×۰−
۱

۰−

= = = = حد راست∞+ lim
x→۰+

۱
۲x

۱

۲×۰+
۱

۰+

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
پس تابع در این نقطه حد ندارد

= = ۱lim
x→۰

tanx

x
lim
x→۰

sinx

x

= = =lim
x→۰

tan ۲x

۳xsin۲
lim
x→۰

× ۲xtan ۲x
۲x

( × ۳x)sin ۳x
۳x

۲
lim
x→۰

۲x
۹x۲

lim
x→۰

۲
۹x

⇒
= = = = حد چپ∞− lim

x→۰−
۲

۹x
۲

۹×۰−
۲

۰−

= = = = حد راست∞+ lim
x→۰+

۲
۹x

۲

۹×۰+
۲

۰+

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
پس تابع در این نقطه حد ندارد

= ⇒ =lim
x→۳

+ x − ۱۲x۲

(x − ۳)۲

۰


lim
x→۳

(x − ۳)(x + ۴)

(x − ۳)۲
lim
x→۳

x + ۴
x − ۳
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‌ حد چپ

‌ حد راست

با تجزیه صورت و مخرج تابع داریم: 

‌

 ‌

    121

‌با استفاده از دایره مثلثاتی داریم:‌

 

‌  ‌

π
6( (
π
6
π
6( (

+

-

1
2( (+

1
2( (-

1
2

 

 ‌با استفاده از دایره مثلثاتی داریم:

‌

π
3( (

π
3

( (+

-

+

1
2( (-

1
2

1
2

π
3( (

 

    122

با توجه به اینکه  داریم:

= = = = −∞lim
x→۳−

x + ۴
x − ۳

۳ + ۴
۳ − ε − ۳

۷

۰−

= = = = +∞ →lim
x→۳+

x + ۴
x − ۳

۳ + ۴
۳ + ε − ۳

۷

۰+ پس تابع در این نقطه حد ندارد

= ⇒ =lim
x→−۲

− ۴x۲

+ ۴x + ۴x۲

۰


lim
x→−۲

(x − ۲)(x + ۲)

(x + ۲)۲
lim
x→−۲

x − ۲
x + ۲

⇒
= = = = حدچپ∞+ lim

x→(−۲)−
x−۲
x+۲

−۲−۲
−۲−ε+۲

−۴

۰−

= = = = حدراست∞− lim
x→(−۲)+

x−۲
x+۲

−۲−۲
−۲+ε+۲

−۴

۰+

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
پس تابع در این نقطه حد ندارد

lim
x→

π

۶

cos x

۲ sin x − ۱

⇒

= = = = = = حدچپ∞− lim
x→( )

π

۶
−

cos x

۲ sin x−۱

cos
π

۶

۲( −ε)−۱

۲

۳√

۲
۱−۲ε−۱

۳√

۲
−۲ε

۳√

۲

۰−

= = = = = حدراست∞+ lim
x→( )

π

۶
+

cos x

۲ sin x−۱

cos
π

۶

۲( +ε)−۱

۲

۳√

۲
۱+۲ε−۱

۳√

۲

۰+

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

پس تابع در این نقطه حد ندارد

⇒

= = = = حد چپ∞+ lim
x→( )π

۳
−

۱−sin x

۲ cos x−۱

۱−sin
π

۳

۲( +ε)−۱

۲

۱−
۳√

۲
+۲ε

= = = = حد راست∞− lim
x→( )π

۳
+

۱−sin x

۲ cos x−۱

۱−sin
π

۳

۲( −ε)−۱

۲

۱−
۳√

۲
−۲ε

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

پس تابع در این نقطه حد ندارد

[x] = ۳lim
x→۳+
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‌

با توجه به اینکه  داریم:

‌

    123

با توجه به قاعدۀ پرتوان داریم:

 : قاعدۀ پرتوان  ‌

 ‌  ‌  ‌

، حد تابع  است و چون در  حد صورت کسر عددی مثبت می‌شود، پس باید مخرج هم چه از راست و چه از « با توجه به شکل تابع در همسایگی   گزینۀ »   124

چپ عدد چهار بر  میل کند تا حاصل کسر  شود. پس یعنی  هم ریشۀ مخرج است و هم به‌ازای آن مخرج ریشۀ مضاعف دارد. بنابراین:‌

    

‌

ابتدا ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:   125

  به‌صورت مقابل است. y نمودار تابع در اطراف خط 

x
123 ---

  126

 تابع مقابل در  مجانب قائم دارد.

  127

 تابع مقابل در  و  مجانب قائم دارد.

  128
ابتدا ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم.

‌

= = = = = +∞lim
x→۳+

[x] − ۱
x − ۳

[۳ + ε] − ۱
۳ + ε − ۳

۳ − ۱
+ε

۲
+ε

۲

۰+

[−x] = [x] = ۵lim
x→(−۵)−

lim
x→۵+

= = = = = +∞lim
x→(−۵)−

x − [−x]

x + ۵
−۵ − [−(−۵ − ε)]

−۵ − ε + ۵
−۵ − [۵ + ε]

−ε

−۵ − ۵
−ε

−۱۰

−

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

lim
x→+∞

x − ۲x۲

۴ + ۲x − ۱x۳
= ======

قاعدۀ پرتوان
lim

x→+∞

−۲x۲

۴x۳
= − = ۰lim

x→+∞

۱
۲x

۱۴+∞x = ۴

۰++∞x = ۴

{ ۱۶ + ۴a + b = ۰
Δ = − ۴ac = − ۴b = ۰b۲ a۲ ⇒ − ۴(−۱۶ − ۴a) = ۰a۲ ⇒ + ۶۴ + ۱۶a = ۰a۲ ⇒ (a + ۸ = ۰)۲ ⇒ a = −۸

b = −۴a − ۱۶ ⇒ b = ۳۲ − ۱۶ = ۱۶

f(x) = , x + ۳ = ۰ ⇒ x = −۳
x + ۲

(x + ۳)۲

= = = = = −∞lim
x→−۳

x + ۲

(x + ۳)۲

−۳ + ۲

(−۳ ± ε + ۳)۲

−۱

(±ε)۲

−۱
+ε۲

−۱

۰+

x = −۳

x = ۱

x = −۱x = ۱

f(x) = , + ۲x = ۰ ⇒ x(x + ۲) = ۰ ⇒ x = ۰ , x = −۲
x

+ ۲xx۲
x۲
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خط   مجانب قائم نمی‌باشد.‌

خط  تنها مجانب قائم تابع است.

برای اینکه این تابع مجانب قائم نداشته باشد، باید صورت بر مخرج بخش‌پذیر باشد، پس داریم:   129

‌

تابع مجانب قائم ندارد.

  130

البته باید دانش‌آموز دقت کند که تابع در  به‌صورت یک نقطۀ توخالی است نه اینکه مجانب دارد. 

‌این همان f(x) است نه  چون در این هم جزو دامنه است که در f(x) اینطور نیست. 

‌ابتدا تابع را به حالت ساده‌شده‌تری درمی‌آوریم، سپس ریشه‌های مخرج را پیدا کرده و مجانب داشتن تابع در آنها را بررسی می‌کنیم: 

‌

  و  مجانب‌های قائم تابع هستند. خط‌های 

ابتدا ریشه‌های مخرج و دامنه تابع را مشخص می‌کنیم. داریم:   131

‌

‌  : شرط رادیکال

  تعریف نشده است، پس این تابع مجانب قائم ندارد.   و  تابع در همسایگی هیچ‌کدام از نقاط 

  ‌ابتدا ریشه‌های مخرج تابع را در بازۀ داده‌شده پیدا می‌کنیم:  132
با توجه به دایرۀ مثلثاتی زیر داریم: 

x = ۰= = ⇒lim
x→۰

x

x(x + ۲)
lim
x→۰

۱
x + ۲

۱
۲

= ⇒lim
x→−۲

x

x(x + ۲)
lim
x→−۲

۱
x + ۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= = = −∞lim
x→(−۲)−

۱
x+۲

۱
−۲−ε+۲

۱

۰−

= = = +∞lim
x→(−۲)+

۱
x+۲

۱
−۲+ε+۲

۱

۰+

x = −۲

f(x) =
+ mx + ۸x۲

x − ۲

x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲ ⇒ + mx + ۸ = ۰ ⇒ ۴ + ۲m + ۸ = ۰ ⇒ m = −۶x۲

f(x) = = = x − ۴ , = R − {۲}
− ۶x + ۸x۲

x − ۲
(x − ۲)(x − ۴)

x − ۲
Df

f(x) = + = + = + , x ≠ ۰
۱

− ۱
x

x

x + ۲
۱

−x

x

x

x + ۲
x

۱ − x

x

x + ۲

x = ۰

+
x

۱ − x

x

x + ۲
x = ۰

۱ − x = ۰ ⇒ x = ۱ , x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲

( + ) = ( + ) = + = +∞ + = +∞lim
x→۱−

x

۱ − x

x

x + ۲
۱

 − (۱ − ε)

۱
۳

۱
+ε

۱
۳

۱
۳

( + ) = ( + ) = + = −∞ + = −∞lim
x→۱+

x

۱ − x

x

x + ۲
۱

 − (۱ + ε)

۱
۳

۱
−ε

۱
۳

۱
۳

( + ) = + = − + = − + ∞ = +∞lim
x→(−۲)−

x

۱ − x

x

x + ۲
−۲
۳

−۲
−۲ − ε + ۲

۲
۳

−۲
−ε

۲
۳

( + ) = + = − + = − − ∞ = −∞lim
x→(−۲)+

x

۱ − x

x

x + ۲
−۲
۳

−۲
−۲ + ε + ۲

۲
۳

−۲
+ε

۲
۳

x = ۱x = −۲

f(x) = , − x = ۰ ⇒ x(x − ۱) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۱ (۱)
− ۴x۲

− −−−−
√

− xx۲
x۲

− ۴ ≥ ۰ ⇒ ≥ ۴ ⇒ |x| ≥ ۲ ⇒ x ≤ −۲x۲ x۲ یا x ≥ ۲

= (−∞,−۲] ∪ [۲, +∞)−→
(۱)

Df

x = ۰x = ۱
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0

0-

+
0+

π2 -
π+
π
π-

  و  و   مجانب‌های قائم تابع هستند. خط‌های 

    133

 ‌ابتدا ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:
  مخرج را برابر صفر قرار می‌دهیم:

‌

‌بنابراین خط  مجانب قائم تابع است.

ابتدا ریشه‌های مخرج را می‌یابیم.

‌

‌خط  مجانب قائم تابع نیست.

‌خط  مجانب قائم تابع است.

ابتدا ریشه‌های مخرج تابع را در بازۀ داده‌شده پیدا می‌کنیم:   134

‌

  صورت کسر را صفر نمی‌کند، هر دو مجانب قائم هستند. با توجه به اینکه  و

برای اینکه تابع مجانب قائم نداشته باشد، مخرج کسر نباید ریشه داشته باشد، یعنی:   135

‌

ابتدا ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم سپس مجانب داشتن تابع در آنها را بررسی می‌کنیم:   136

‌

f(x) = , [۰, ۲π]
۱ − x

sin x

sin x = ۰ ⇒ x = kπ x = ۰ , π , ۲π− →−−−−
۰≤x≤۲π

= = +∞lim
x→۰+

۱ − x

sin x

۱ − ۰

+

= = −∞lim
x→π−

۱ − x

sin x

۱ − π

۰+

= = +∞lim
x→π+

۱ − x

sin x

۱ − π

۰−

= = +∞lim
x→(۲π)−

۱ − x

sin x

۱ − ۲π

۰−

x = ۰x = πx = ۲π

۳ − x = ۰ ⇒ x = ۳

f(x) = = = = = +∞lim
x→۳−

lim
x→۳−

۲x − ۱
۳ − x

۲ × ۳ − ۱
۳ − (۳ − ε)

۵
+ε

۵

۰+

f(x) = = = = = −∞lim
x→۳+

lim
x→۳+

۲x − ۱
۳ − x

۲ × ۳ − ۱
۳ − (۳ + ε)

۵
−ε

۵

۰−

x = ۳

− x = ۰ ⇒ x(x − ۱) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۱x۲

g(x) = = ⇒ = = = −۱lim
x→۰

lim
x→۰

+ xx۲

− xx۲

۰


lim
x→۰

x(x + ۱)
x(x − ۱)

lim
x→۰

x + ۱
x − ۱

۱
−۱

x = ۰

g(x) = = = = = = −∞lim
x→۱−

lim
x→۱−

x(x + ۱)
x(x − ۱)

lim
x→۱−

x + ۱
x − ۱

۱ + ۱
 − ε − ۱

۲
−ε

۲

۰−

g(x) = = = = = = +∞lim
x→۱+

lim
x→۱+

x(x + ۱)
x(x − ۱)

lim
x→۱+

x + ۱
x − ۱

۱ + ۱
 + ε − ۱

۲
+ε

۲

۰+

x = ۱

f(x) = , cos x + ۱ = ۰ ⇒ cos x = − = −cos
cos x

cos x + ۱۲
−−

√
۲
−−

√
۲
−−

√

۲
π

۴

⇒ cos x = cos(π − ) ⇒ cos x = cos ⇒ x = ۲kπ ±
π

۴
۳π
۴

۳π
۴

x = , ۲π − =− →−−−−
۰≤x≤۲π ۳π

۴
۳π
۴

۵π
۴

x =
۳π
۴

x =
۵π
۴

+ mx + ۱ = ۰ ⇒ Δ < ۰ ⇒ − ۴ < ۰ ⇒ < ۴ ⇒ |m| < ۲ ⇒ −۲ < m < ۲x۲ m۲ m۲

f(x) = − , x = ۰ , − ۴ = ۰ ⇒ x = ±۲
۱
x

x

− ۴x۲
x۲
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خطوط  و  مجانب‌های قائم تابع هستند.

ابتدا ریشه‌های مخرج و دامنه تابع را می‌یابیم.   137

‌

‌  : شرط رادیکال

  مجانب قائم نیست.   تعریف نشده است، پس خط  تابع در اطراف 

‌

‌پس تنها مجانب قائم این تابع  است. 

  138

  )الف ‌

‌هرچه  به  میل می‌کند، مقادیر  به سمت  نزدیک‌تر می‌شوند.

  )ب

‌هرچه  به  میل می‌کند، مقادیر  به سمت  نزدیک‌تر می‌شوند. 

  )پ ‌

  میل می‌کند. ‌هرچه  به  از سمت راست نزدیک‌تر می‌شود، مقادیر  به 

  )ت

  میل می‌کند. ‌هرچه  به  از سمت چپ نزدیک‌تر می‌شود، مقادیر  به 

  )ث ‌

  میل می‌کند.  ‌هرچه  به  از سمت راست نزدیک‌تر می‌شود، مقادیر  به 
ج( مجانب‌های افقی و قائم

   مجانب‌های افقی تابع هستند زیرا: خطوط  و  مجانب‌های قائم تابع و خطوط 

  و     و     و   ‌

حد هرچند جمله‌ای در  برابر با حد جمله‌ای از آن است که دارای بزرگ‌ترین درجه است.   139

‌

  140

( − ) = − = −∞ − ۰ = −∞lim
x→۰−

۱
x

x

− ۴x۲

۱

۰−

۰
−۴

( − ) = − = +∞ − ۰ = +∞lim
x→۰+

۱
x

x

− ۴x۲

۱

۰+

۰
−۴

( − ) = − = − = − (−∞) = +∞lim
x→۲−

۱
x

x

− ۴x۲

۱
۲

۲

− ۴−

۱
۲

۲

۰−

۱
۲

( − ) = − = − = − (+∞) = −∞lim
x→۲+

۱
x

x

− ۴x۲

۱
۲

۲

− ۴+

۱
۲

۲

۰+

۱
۲

( − ) = − = − − = − + ∞ = +∞lim
x→(−۲)−

۱
x

x

(x − ۲)(x + ۲)
۱
−۲

−۲
−۴(−۲ − ε + ۲)

۱
۲

−۲
+۴ε

۱
۲

( − ) = − = − − = − − ∞ = −∞lim
x→(−۲)+

۱
x

x

(x − ۲)(x + ۲)
۱
−۲

−۲
−۴(−۲ + ε + ۲)

۱
۲

−۲
−۴ε

۱
۲

x = ۰x = ±۲

f(x) = , − ۱ = ۰ ⇒ x = ±۱ →
x−−√

− ۱x۲
x۲ ریشه‌های مخرج

x ≥ ۰ ⇒ = [۰, +∞) − {۱}Df

x = −۱x = −۱

= = = = −∞lim
x→۱−

x−−√

(x − ۱)(x + ۱)
۱

(۱ − ε − ۱) × ۲
۱

−۲ε
۱

۰−

= = = = +∞lim
x→۱+

x−−√

(x − ۱)(x + ۱)
۱

(۱ + ε − ۱) × ۲
۱

+۲ε
۱

۰+

x = ۱

f(x) = ۱lim
x→+∞

x+∞f(x)۱

f(x) = −۱lim
x→−∞

x−∞f(x)−۱

f(x) = +∞lim
x→۳+

x۳f(x)+∞

f(x) = +∞lim
x→۳−

x۳f(x)+∞

f(x) = −∞lim
x→−۲+

x−۲f(x)−∞

x = ۳x = −۲y = ۱y = −۱

f(x) = −۱lim
x→−∞

f(x) = ۱lim
x→+∞

f(x) = −∞lim
x→−۲+

f(x) = +∞lim
x→۳

x → ±∞

) (۲ − + ۴) = ۲ الف= lim
x→±∞

x۳ x۲ lim
x→±∞

x۳
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲ = ۲ = ۲ (+∞) = +∞lim
x→+∞

x۳ (+∞)۳

۲ = ۲ = ۲ (−∞) = −∞lim
x→−∞

x۳ (−∞)۳

) (− + ۲ + ۷) = (− ) = − = − (+∞) = ب∞− lim
x→±∞

x۴ x۳ lim
x→±∞

x۴ (±∞)۴
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‌هر چه  به  میل می‌کند، مقادیر  به  نزدیک‌تر می‌شوند. 

‌

‌هر چه  به  میل می‌کند، مقادیر  به  نزدیک‌تر می‌شوند.

 داریم: با توجه به قاعدۀ پرتوان:    141

‌

 و  جواب هستند.

 میل می‌کند، ابتدا مثبت یا منفی بودن داخل قدرمطلق‌ها را بررسی کرده و با استفاده از قاعدۀ پرتوان خواهیم داشت: با توجه به اینکه    142

 قاعدۀ پرتوان: 

‌

با توجه به این که حاصل حد عدد  شده و بزرگ‌ترین درجۀ مخرج برابر  است، پس باید بزرگ‌ترین درجۀ صورت هم برابر  باشد، داریم:   143

‌

  144

 نزدیک‌تر می‌شوند. پس داریم:   میل می‌کند، مقادیر از پاین به  هرچه  به سمت 

‌

 نزدیک‌تر می‌شوند. پس داریم:   میل می‌کند، مقادیر از بالا به  ‌هرچه  به سمت 

فاصلۀ  تا خط  برابر با  است، پس باید نامعادلۀ  را حل کنیم، که داریم:   145

    146

با توجه به قاعدۀ پرتوان برای محاسبه حاصل این حد، توان‌های بزرگ‌تر x را در صورت و مخرج نگه می‌داریم و بقیه را در نظر نمی‌گیریم. پس داریم:

قاعدۀ پرتوان: 

‌

با توجه به قاعدۀ پرتوان برای محاسبه حاصل این حد، توان‌های بزرگ‌تر x را در صورت و مخرج نگه می‌داریم و بقیه را در نظر نمی‌گیریم. پس داریم:

f(x) = (الف۲ lim
x→+∞

x+∞f(x)۲

f(x) = (ب۱− lim
x→−∞

x−∞f(x)−۱

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

= ۳lim
x→±∞

m + ۲ − x + ۱xn x۴

۳ − + ۵x۴ x۲

۱ ) n < ۴ ⇒ = ≠ ۳ حالت→ lim
x→±∞

۲x۴

۳x۴

۲
۳

غیرقابل‌قبول

۲ ) n = ۴ ⇒ = = ۳ ⇒ m + ۲ = ۹ ⇒ m = حالت‌۷ lim
x→±∞

(m + ۲) x۴

۳x۴

m + ۲
۳

۳ ) n > ۴ = = ±∞ حالت→ lim
x→±∞

mxn

۳x۴
غیرقابل‌قبول

n = ۴m = ۷

x → +∞

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

= =lim
x→−∞

| | + mx۲x − ۳
  منفی

m| | + ۴xx + ۲
  

منفی

lim
x→−∞

− (۲x − ۳) + mx

−m (x + ۲) + ۴x
lim

x→−∞

−۲x + ۳ + mx

−mx − ۲m + ۴x

= = = −۳ ⇒ m − ۲ = −۱۲ + ۳m ⇒ ۲m = ۱۰ ⇒ m = ۵lim
x→−∞

(m − ۲) x
(−m + ۴) x

m − ۲
۴ − m

۵۴

n = ۴ ⇒ = = = ۵ ⇒ m = ۱۵lim
x→±∞

m − ۲ + ۱x۴ x۳

 + + ۷x۴ x۳
lim

x→±∞

mx۴

۳x۴

m

۳

[f(x)] = [ ] = (الف۱ lim
x→−∞

۲−

x−∞f(x)۲

[f(x)] = [(−۱ ] = (ب۱− lim
x→+∞

)+

x+∞f(x)−۱

f (x)y = ۱|f (x) − ۱||f (x) − ۱| <
۱

۰

| − ۱| < ⇒ | | < ⇒ <
x − ۳
x + ۱

۱
۰

x − ۳ − x − ۱
x + ۱

۱
۰

۴
|x + ۱|

۱
۰

⇒ > ۱۰ ⇒ |x + ۱| > ۴۰ ⇒ x + ۱ < −۴۰ x + ۱ > ۴۰
|x + ۱|

۴
یا

⇒ x < −۴۰۱ x > ۳۹ ⇒ x ∈ (−∞ , ۴۰۱) ∪ (۳۹ , یا(∞+

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

=lim
x→−∞

+− ۱x۲
− −−−−

√ −x−−−
√

۲x + + ۳x۲
− −−−−

√
lim

x→−∞

x۲−−√

۲x + x۲−−√

= = = = −۱lim
x→−∞

|x|

۲x + |x|
lim

x→−∞

−x

۲x − x
lim

x→−∞

−x

x
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  قاعدۀ پرتوان: 

‌

  147
 

با توجه به اینکه  میل می‌کند، ابتدا مثبت یا منفی بودن داخل قدرمطلق‌ها را بررسی کرده و با استفاده از قاعدۀ پرتوان خواهیم داشت: 

  قاعدۀ پرتوان: 

‌

 میل می‌کند، ابتدا مثبت یا منفی بودن داخل قدرمطلق‌ها را بررسی کرده و با استفاده از قاعدۀ پرتوان خواهیم داشت:  با توجه به اینکه 

  قاعدۀ پرتوان: 

‌

    148

 میل می‌کند، ابتدا مثبت یا منفی بودن داخل قدرمطلق‌ها را بررسی کرده و با استفاده از قاعدۀ پرتوان خواهیم داشت:  با توجه به اینکه 

قاعدۀ پرتوان:

‌

 میل می‌کند، ابتدا مثبت یا منفی بودن داخل قدرمطلق‌ها را بررسی کرده و با استفاده از قاعدۀ پرتوان خواهیم داشت:  با توجه به اینکه 

قاعدۀ پرتوان: 

‌

    149

 داریم: با توجه به قاعدۀ پرتوان: 

‌

 داریم: با توجه به قاعدۀ پرتوان: 

‌

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

=lim
x→±∞

۳x − ۲ |x| + + ۵x۲
− −−−−

√

|x − ۲| + ۹ − ۱x۲
− −−−−−

√
lim

x→±∞

۳x − ۲|x| + x۲−−√

|x| + ۹x۲
−−−

√

= =lim
x→±∞

۳x − ۲|x| + |x|

|x| + ۳|x|
lim

x→±∞

۳x − |x|

|x| + ۳|x|

= = =lim
x→+∞

۳x − |x|

|x| + ۳|x|
lim

x→+∞

۳x − x

x + ۳x
lim

x→+∞

۲x
۴x

۱
۲

= = = −۱lim
x→−∞

۳x − |x|

|x − ۲| + ۳|x|
lim

x→−∞

۳x − (−x)

− (x − ۲) + ۳ (−x)
lim

x→−∞

۴x
−۴x

x → +∞

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

= = =lim
x→+∞

| | − x۳x − ۱
  مثبت

| | + ۳x۲ − x
  

منفی

lim
x→+∞

۳x − ۱ − x

− (۲ − x) + ۳x
lim

x→+∞

۲x
۴x

۱
۲

x → −∞

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

= = = = −۲lim
x→−∞

| | + x۳x + ۲
  منفی

| | + ۲x۵ − x
  

مثبت

lim
x→−∞

− (۳x + ۲) + x

۵ − x + ۲x
lim

x→−∞

−۳x − ۲ + x

۵ + x
lim

x→−∞

−۲x
x

x → +∞

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

= = = =lim
x→+∞

۲x − | |x + ۲
  مثبت

| | + ۴xx − ۳
  

مثبت

lim
x→+∞

۲x − (x + ۲)
x − ۳ + ۴x

lim
x→+∞

۲x − x − ۲
۵x − ۳

lim
x→+∞

x

۵x
۱
۵

x → −∞

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

= = = = −۱lim
x→−∞

| | − ۳x۲x − ۱
  منفی

۴x − | |x − ۲
  

منفی

lim
x→−∞

− (۲x − ۱) − ۳x
۴x + x − ۲

lim
x→−∞

−۵x + ۱
۵x − ۲

lim
x→−∞

−۵x
۵x

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

= = = = = ۰lim
x→±∞

−۶ + + ۴x۳ x۲

+ − ۹xx۵ x۲
lim

x→±∞

−۶x۳

x۵
lim

x→±∞

−۶

x۲

−۶

(±∞)
۲

−۶
+∞

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

= =lim
x→±∞

− +(x + ۱)۳
x۳ x۲

−۳ + x − ۱x۲
lim

x→±∞

+ ۳ + ۳x + ۱ − +x۳ x۲ x۳ x۲

−۳ + x − ۱x۲
lim

x→±∞

۴ + ۳x + ۱x۲

−۳ + x − ۱x۲
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  150

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم: برای داشتن مجانب افقی، حد تابع وقتی 

‌

  151

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حد تابع وقتی 

‌

    152

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حدتابع وقتی 

‌خط  مجانب افقی تابع است.

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حدتابع وقتی 

‌

‌خط  مجانب افقی تابع است.

  153
هر وقت زاویۀ سینوس به صفر میل کند، داریم:

‌

‌خط  مجانب افقی تابع است.

چون نقطۀ  محل برخورد مجانب‌های تابع است، پس خط  مجانب قائم و خط  مجانب افقی تابع است.   154

  155

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حدتابع وقتی 

‌

برای بررسی داشتن مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:

خط  مجانب قائم تابع است.

  156

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حدتابع وقتی 

= = −lim
x→±∞

۴x۲

−۳x۲

۴
۳

x

= =lim
x→+∞

mx − | |x + ۲
  مثبت

| |۲x + ۱
  

مثبت

lim
x→+∞

mx − (x + ۲)
۲x + ۱

lim
x→+∞

(m − ۱) x
۲x

= = −۳ ⇒ m − ۱ = −۶ ⇒ m = −۵
m − ۱

۲

x

f (x) = ⇒ f (x) =
m − − ۲x − ۱x۲ x۲

۳ + xx۲

(m − ۱) − ۲x − ۱x۲

۳ + xx۲

= = = ۳ ⇒ m − ۱ = ۹ ⇒lim
x→±∞

(m − ۱) − ۲x − ۱x۲

۳ + xx۲
lim

x→±∞

(m − ۱) x۲

۳x۲

m − ۱
۳

m = ۱۰

x

f (x) = = = = −۱lim
x→±∞

lim
x→±∞

x۲(x + ۱)۳

− + ۲xx۵
lim

x→±∞

⋅x۲ x۳

−x۵
lim

x→±∞

x۵

−x۵

y = −۱

x

g (x) = = = = = ۰lim
x→±∞

lim
x→±∞

۳ − ۱x۲

+ ۲xx۳
lim

x→±∞

۳x۲

x۳
lim

x→±∞

۳
x

۳
±∞

y = ۰

∼ usin u
u→۰

(۲x − ۱) sin( ) = (۲x − ۱) × = = = ۲lim
x→±∞

۱
x

lim
x→±∞

۱
x

lim
x→±∞

۲x − ۱
x

lim
x→±∞

۲x
x

y = ۲

A (۳ , −۲)x = ۳y = −۲

f (x) = , bx − ۹ = ۰ ⇒ x = = ۳ ⇒ b = ۳
ax + ۲
bx − ۹

۹
b

f (x) = ⇒ = = = −۲ ⇒ a = −۶
ax + ۲
۳x − ۹

lim
x→±∞

ax + ۲
۳x − ۹

lim
x→±∞

ax

۳x
a

۳

x

= = = −۳ ⇒ m = − ⇒ f (x) =lim
x→±∞

۲x − ۱
mx + ۱

lim
x→±∞

۲x
mx

۲
m

۲
۳

۲x − ۱

− x + ۱۲
۳

− x + ۱ = ۰ ⇒ x = ⇒ = = ±∞
۲
۳

۳
۲

lim
x→

۳
۲

۲x − ۱

− x + ۱۲
۳

۲
حدی۰

x =
۳
۲

x
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‌

‌خط  مجانب افقی تابع در  است.

  157

‌1- برای بررسی داشتن مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:

‌

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم: 2- برای داشتن مجانب افقی، حد تابع وقتی 

خط  مجانب قائم و خط  مجانب افقی است.

‌

‌ برای بررسی داشتن مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:

‌

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم: ‌ برای بررسی داشتن مجانب افقی، حد تابع وقتی 

خطوط  و  مجانب‌های قائم و خط  مجانب افقی می‌باشند.

 برای بررسی داشتن مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:

‌

‌

= =lim
x→−∞

| | + mx۳x − ۲
  منفی

− ۹x۲
− −−−−

√
lim

x→−∞

− (۳x − ۲) + mx

x۲−−√
lim

x→−∞

(m − ۳) x + ۲
|x|

= = −m + ۳ = ۵ ⇒ m = −۲ ⇒ f (x) =lim
x→−∞

(m − ۳) x
−x

|۳x − ۲| − ۲x

− ۹x۲
− −−−−

√

= = = = ۱lim
x→+∞

| | − ۲x۳x − ۲
  مثبت

− ۹x۲
− −−−−

√
lim

x→+∞

۳x − ۲ − ۲x

x۲−−√
lim

x→+∞

x

|x|
lim

x→+∞

x

x

y = ۱+∞

y = , x − ۳ = ۰ ⇒ x = ۳
۲x − ۱
x − ۳

= = = = −∞lim
x→۳−

۲x − ۱
x − ۳

۲ × ۳ − ۱
۳ − ε − ۳

۵
−ε

۵

۰−

= = = = +∞lim
x→۳+

۲x − ۱
x − ۳

۲ × ۳ − ۱
۳ + ε − ۳

۵
+ε

۵

۰+

x

= = ۲lim
x→±∞

۲x − ۱
x − ۳

lim
x→±∞

۲x
x

x = ۳y = ۲

y = , − ۴ = ۰ ⇒ x = ±۲
x

− ۴x۲
x۲

= = = = = −∞lim
x→۲−

x

− ۴x۲
lim
x→۲−

x

(x − ۲)(x + ۲)
۲

(۲ − ε − ۲) × ۴
۱

−۲ε
۱

۰−

= = = = = +∞lim
x→۲+

x

− ۴x۲
lim
x→۲+

x

(x − ۲)(x + ۲)
۲

(۲ + ε − ۲) × ۴
۱

+۲ε
۱

۰+

= = = = = −∞lim
x→(−۲)−

x

− ۴x۲
lim

x→(−۲)−

x

(x − ۲)(x + ۲)
−۲

−۴(−۲ − ε + ۲)
۱

−۲ε
۱

۰−

= = = = = +∞lim
x→(−۲)+

x

− ۴x۲
lim

x→(−۲)+

x

(x − ۲)(x + ۲)
−۲

−۴(−۲ + ε + ۲)
۱

+۲ε
۱

۰+

= = = = ۰lim
x→±∞

x

− ۴x۲
lim

x→±∞

x

x۲
lim

x→±∞

۱
x

۱
±∞

x

x = ۲x = −۲y = ۰

y = , ۱ − = ۰ ⇒ x = ±۱
 + ۲x۲

۱ − x۲
x۲

= = = = +∞lim
x→(−۱)+

۱ + ۲x۲

(۱ − x)(۱ + x)

۱ + ۲
(۱ + ۱)(۱ − ۱ + ϵ)

۳
+۲ε

۳

۰+

= = = = −∞lim
x→(−۱)−

۱ + ۲x۲

(۱ − x)(۱ + x)

۱ + ۲
(۱ − ۱ − ϵ)

۳
−۲ε

۳

۰−

= = = = +∞lim
x→۱−

۱ + ۲x۲

(۱ − x)(۱ + x)

۱ + ۲
(۱ − (۱ − ε)) × ۲

۳
+۲ε

۳

۰+

= = = = −∞lim
x→۱+

۱ + ۲x۲

(۱ − x)(۱ + x)

۱ + ۲
(۱ − (۱ + ε)) × ۲

۳
−۲ε

۳

۰−
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 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای بررسی داشتن مجانب افقی، حدتابع وقتی 

‌خطوط  و  مجانب‌های قائم و خط  مجانب افقی می‌باشند.

 برای بررسی داشتن مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:

‌

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای بررسی داشتن مجانب افقی، حد تابع وقتی 

‌

‌چون مخرج ریشه ندارد، تابع مجانب قائم ندارد. خط  تنها مجانب افقی تابع است.

  158

‌چون خط  مجانب قائم تابع است، پس مخرج به‌ازای  باید صفر شود، پس داریم:

خط  مجانب افقی تابع است.

  159
 برای بررسی داشتن مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:

‌

‌با توجه به دامنه، تابع در همسایگی  تعریف نشده است، پس خط  مجانب قائم نمی‌باشد.

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم: برای داشتن مجانب افقی، حد تابع وقتی 

‌

‌خطوط  مجانب‌های افقی تابع هستند.

  160
 برای بررسی داشتن مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:

‌

خط  مجانب قائم تابع است.

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم: برای داشتن مجانب افقی، حد تابع وقتی 

‌

خط‌های  و  مجانب‌های افقی تابع هستند.

  161

= = −۲lim
x→±∞

۱ + ۲x۲

۱ − x۲
lim

x→±∞

۲x۲

−x۲

x

x = ۱x = −۱y = −۲

y = , ۱ + = ۰ ⇒ = −۱
۲x

۱ + x۲
x۲ x۲ غیر قابل قبول

x

= = = = ۰lim
x→±∞

۲x
۱ + x۲

lim
x→±∞

۲x
x۲

lim
x→±∞

۲
x

۲
±∞

y = ۰

f (x) =
۳x − ۱
mx + ۴

x = −۲x = −۲

mx + ۴ = ۰ −۲m + ۴ = ۰ ⇒ m = ۲ ⇒ f (x) =− →−−
x=−۲ ۳x − ۱

۲x + ۴

= =lim
x→±∞

۳x − ۱
۲x + ۴

lim
x→±∞

۳x
۲x

۳
۲

y =
۳
۲

f (x) = , x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱
− ۹x۲

− −−−−
√

x − ۱

: − ۹ ≥ ۰ ⇒ ≥ ۹ ⇒ |x| ≥ ۳ ⇒ x ≤ −۳ x ≥ شرط رادیکال۳ x۲ x۲ یا

⇒ = (−∞ , −۳] ∪ [۳ , +∞)Df

x = ۱x = ۱

x

= = =lim
x→±∞

− ۹x۲
− −−−−

√

x − ۱
lim

x→±∞

x۲−−√

x
lim

x→±∞

|x|

x

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= ۱lim
x→+∞

x

x

= −۱lim
x→−∞

−x

x
y = ±۱

f (x) = , x − ۵ = ۰ ⇒ x = ۵
− ۱x۲

− −−−−
√

x − ۵

= = = −∞lim
x→۵−

− ۱x۲
− −−−−

√

x − ۵

۲۵ − ۱
− −−−−−

√

۵ − ε − ۵

۲۴
−−

√

۰−

= = = +∞lim
x→۵+

− ۱x۲
− −−−−

√

x − ۵

۲۵ − ۱
− −−−−−

√

۵ + ε − ۵

۲۴
−−

√

۰+

x = ۵

x

= = =lim
x→±∞

− ۱x۲
− −−−−

√

x − ۵
lim

x→±∞

x۲−−√

x
lim

x→±∞

|x|

x

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= ۱lim
x→+∞

x

x

= −۱lim
x→−∞

−x

x

y = ۱y = −۱
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 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حدتابع وقتی 

‌

‌خطوط  و  مجانب‌های افقی تابع هستند.

  162

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حدتابع وقتی 

‌

‌خط  مجانب افقی در  است.

‌خط  مجانب افقی در  است.

  163

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حدتابع وقتی 

‌

‌خط  مجانب افقی در  است.

‌خط  مجانب افقی در  است.

    164

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حد تابع وقتی 

‌

، فقط حد تابع را در  می‌توان بررسی کرد، پس داریم: ‌به‌دلیل وجود 

‌

‌خط  مجانب افقی تابع است.

‌با توجه به دامنه، حد تابع در  وجود ندارد، پس تابع مجانب افقی ندارد.

  165

 به بی‌نهایت میل می‌کند را پیدا می‌کنیم:  برای داشتن مجانب افقی، حد تابع وقتی 

  

 برای بررسی داشتن مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:

‌

    

x

f (x) = = =lim
x→±∞

lim
x→±∞

۲x + |x − ۱|

− ۴x۲
− −−−−

√
lim

x→±∞

۲x + |x − ۱|

x۲−−√
lim

x→±∞

۲x + |x − ۱|
|x|

= = ۳lim
x→+∞

۲x + x − ۱
x

lim
x→+∞

۳x
x

= = −۱lim
x→−∞

۲x − (x − ۱)
−x

lim
x→−∞

x

−x

y = −۱y = ۳

x

f (x) = = = = ۱lim
x→+∞

lim
x→+∞

۴x − |x − ۱|
x + |۲x − ۳|

lim
x→+∞

۴x − (x − ۱)
x + ۲x − ۳

lim
x→+∞

۳x
۳x

y = ۱+∞

f (x) = = = = −۵lim
x→−∞

lim
x→−∞

۴x − |x − ۱|
x + |۲x − ۳|

lim
x→−∞

۴x + x + ۱
x − (۲x − ۳)

lim
x→−∞

۵x
−x

y = −۵−∞

x

f (x) = = = = ۲lim
x→+∞

lim
x→+∞

۲ − ۱x۲

x|x| + ۳
lim

x→+∞

۲x۲

x|x|
lim

x→+∞

۲x۲

x ⋅ x

y = ۲+∞

f (x) = = = = −۲‌lim
x→−∞

lim
x→−∞

۲ − ۱x۲

x|x| + ۳
lim

x→−∞

۲x۲

x|x|
lim

x→−∞

۲x۲

x (−x)

y = −۲−∞

x

f (x) =
|x − ۲| + x−−√

۴ + ۱x۲
− −−−−−

√

x−−√+∞

= = = =lim
x→+∞

|x − ۲| + x−−√

۴ + ۱x۲
− −−−−−

√
lim

x→+∞

x − ۲ + x−−√

۴x۲
−−−

√
lim

x→+∞

x

۲|x|
lim

x→+∞

x

۲x
۱
۲

y =
۱
۲

g (x) = , x + ۲ ≠ ۰ ⇒ x ≠ −۲ (۱)
x + ۹ − x۲

− −−−−
√

|x + ۲|

: ۹ − ≥ ۰ ⇒ ≤ ۹ ⇒ |x| ≤ ۳ ⇒ −۳ ≤ x ≤ ۳ شرط رادیکال(۲) x۲ x۲

(۱) , (۲) ⇒ = [−۳ , ۳] − {−۲}Df

x → ±∞

x

ylim
x→±∞

= = ۱lim
x→±∞

x۲

x۲
⇒ y = ۱ مجانب افقی

− ۱ = ۰ ⇒ x = ±۱x۲

lim
x→−۱

 + + ۲xx۲

− ۱x۲
= lim

x→−۱

(x + ۱)۲

(x + ۱)(x − ۱)
= lim

x→−۱

x + ۱
x − ۱

= = ۰

−۲

⇒ x = مجانب قائم نیست.۱− پس
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 داریم: با رسم خطوط ماس بر منحنی  در نقاط    166

y

x

A

B
C

‌

 وتر  و خطوط ماس بر منحنی  در نقاط  و  را رسم می‌کنیم.   167

y

x

A

B
C

‌

  168

پاسخ:   169

 

شیب خط ماس در نقاط  و  مثبت، در نقاط  و  منفی و در نقطۀ  صفر است.

‌ شیب خط ماس در  شیب خط ماس در 

 شیب خط ماس در  شیب خط ماس در 

 شیب خط ماس در 

  170

lim
x→۱

 + + ۲xx۲

− ۱x۲
=

۴

۰±
= ±∞ ⇒ x = مجانب قائم است.۱

fC ,B,A

→
A < B < Cشیب خط ماس در شیب خط ماس در شیب خط ماس در

(A) < (B) < (C)f ′ f ′ f ′

ABfAC

→
C < AB < Aشیب خط ماس در شیب وتر شیب خط ماس در

< <m۳ m۲ m۱

f(x) = − ۲ , f(−۱) = −۳x۳

(−۱) = =f
′ lim

x→−۱

f(x) − f(−۱)
x − (−۱)

lim
x→−۱

− ۲ − (−۳)x۳

x + ۱

= =lim
x→−۱

+ ۱x۳

x + ۱
lim
x→−۱

(x + ۱)( − x + ۱)x۲

(x + ۱)

= ( − x + ۱) = ۱ − (−۱) + ۱ = ۳ ⇒ (−۱) = ۳lim
x→−۱

x۲ f ′

(x)f ′x

۰d

۰٫۵b

۲c

−۰٫۵a

−۲e

x = bx = cx = ax = ex = d

⇒ (c) > (b) ⇒ (c) = ۲ , (b) = ۰٫۵f ′ f ′ f ′ f ′> x = bx = c

⇒ (e) < (a) ⇒ (e) = −۲ , (a) = −۰٫۵f ′ f ′ f ′ f ′< x = ax = e

= ۰ ⇒ (d) = ۰f
′x = d
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 الف( در  شیب خط ماس صفر است زیرا خط ماس خطی افقی است. در بازۀ  با افزایش  شیب خط
ماس افزایش می‌یابد، پس داریم:

‌ ‌

ب(

‌

پ(

 

  171

شیب خط ماس برابر با مشتق تابع در نقطۀ  است.

‌

  172

    173

شیب خط  متوسط نرخ جمعیت در سال  تا سال  و شیب خط  نرخ لحظه‌ای جمعیت در سال  را نشان می‌دهد.

،  و  در سال  نرخ جمعیت بیشتر است. با توجه به شیب خط ماس در سال‌های 

الف( شیب خط ماس در نقطۀ  منفی است یعنی مشتق در نقطۀ  منفی است.   174

. از طرفی شیب خط ماس در این نقطه نیز منفی است. ها قرار دارد پس مقدار تابع در  منفی است  ب( چون نقطۀ  زیر محور 

. هاست. پس  ها زاویۀ حاده دارد، پس مقدار مشتق در نقطۀ  مثبت است و از طرفی  محل برخورد با محور  پ( خط ماس در نقطۀ  با جهت مثبت محور 

ت( خط ماس در نقطۀ  خطی افقی است یعنی مشتق در  صفر است.

ث( خط ماس در نقاط  و  موازی هستند یعنی مشتق در  و  برابر هستند.

ها است مقدار تابع در  مثبت است ولی چون شیب خط ماس در  منفی است یعنی مشتق در نقطۀ  منفی است ج( چون  بالای محور 
.‌

x = −۱(−۱, +∞)x

(−۱) < (۰) < (۲) < (۳)f ′ f ′ f ′ f ′

f(x) = + ۲x + ۳ ⇒ (x) = ۲x + ۲x۲ f ′

(−۱) = ۲(−۱) + ۲ = ۰ , (۰) = ۲ × ۰ + ۲ = ۲ , (۲) = ۲ × ۲ + ۲ = ۶f ′ f ′ f ′

(۳) = ۲ × ۳ + ۲ = ۸f ′

⇒ (−۱) < (۰) < (۲) < (۳)f ′ f ′ f ′ f ′

(x) = ۲x + ۲ ⇒f ′ x

(x)f ′

−۱
۰


۲

f(x) = ۳ − ۲x + ۱ , x = ۲ ⇒ f(۲) = ۱۲ − ۴ + ۱ = ۹x۲

x = ۲

(۲) = = =f ′ lim
x→۲

f(x) − f(۲)
x − ۲

lim
x→۲

۳ − ۲x + ۱ − ۹x۲

x − ۲
lim
x→۲

۳ − ۲x − ۸x۲

x − ۲

= = (۳x + ۴) = ۱۰lim
x→۲

(x − ۲)(۳x + ۴)
x − ۲

lim
x→۲

A(۲, ۹),m = ۱۰ ⇒ y − ۹ = ۱۰(x − ۲) ⇒ y = ۱۰x − ۱

f(x) = − + ۳x, f(۲) = −۴ + ۶ = ۲x۲

(x) = = =f ′ lim
x→۲

f(x) − f(۲)
x − ۲

lim
x→۲

− + ۳x − ۲x۲

x − ۲
lim
x→۲

−( − ۳x + ۲)x۲

x − ۲

= = (−x + ۱) = −۲ + ۱ = −۱lim
x→۲

−(x − ۲)(x − ۱)
x − ۲

lim
x→۲

a۱۳۶۴۱۳۷۹b۱۳۷۹

۱۳۶۴۱۳۶۹۱۳۷۴۱۳۷۹

AA

BxB< ۰y
B

CxCCxf(C) = ۰

DD

EFEF

GxGGG
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  175

با استفاده از تغیر متغیر داریم:

  176

  177

  178

  179

  180

f(x) = cos x, f( ) = ۰
π

۲

( ) = = =f ′ π

۲
lim
x→ π

۲

f(x) − f( )π
۲

x − π

۲

lim
x→ π

۲

cos x − ۰
x − π

۲

x − = t ⇒ x = + t, t → ۰
π

۲
π

۲

( ) = = = − = −۱f ′ π

۲
lim
t→۰

cos( + t)π

۲

t
lim
t→۰

− sin t

t
lim
t→۰

sin t

t

f(x) = ۲x
−−

√۳

(a) = = ×f ′ lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
lim
x→a

−۲x
−−

√۳ ۲a
−−

√۳

x − a

+ +۴x۲
−−−

√۳ ۴ax
−−−

√۳ ۴a۲
−−−

√۳

+ +۴x۲
−−−

√۳ ۴ax
−−−

√۳ ۴a۲
−−−

√۳

= =lim
x→a

۲x − ۲a

(x − a)( + + )۴x۲
−−−

√۳ ۴ax
−−−

√۳ ۴a۲
−−−

√۳
lim
x→a

۲

( + + )۴x۲
−−−

√۳ ۴ax
−−−

√۳ ۴a۲
−−−

√۳

= =
۲

( + + )۴a۲
−−−

√۳ ۴a۲
−−−

√۳ ۴a۲
−−−

√۳
۲

۳ ۴a۲
−−−

√۳

f(x) = , f(۹) = ۲x − ۱
− −−−−

√۳

(۹) = = ×f ′ lim
x→۹

f(x) − f(۹)
x − ۹

lim
x→۹

− ۲x − ۱
− −−−−

√۳

x − ۹

+ ۲ + ۴(x − ۱)۲− −−−−−−
√۳ x − ۱

− −−−−
√۳

+ ۲ + ۴(x − ۱)۲− −−−−−−
√۳ x − ۱

− −−−−
√۳

= =lim
x→۹

x − ۱ − ۸

(x − ۹)( + ۲ + ۴)(x − ۱)۲− −−−−−−
√۳ x − ۱

− −−−−
√۳

lim
x→۹

۱

+ ۲ + ۴(x − ۱)۲− −−−−−−
√۳ x − ۱

− −−−−
√۳

= = =
۱

+ ۴ + ۴۶۴
−−

√۳
۱

۴ + ۴ + ۴
۱

۲

f(x) =
x

x − ۱

(a) = = =f ′ lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
lim
x→a

−x

x−۱
a

a−۱

x − a
lim
x→a

x(a−۱)−a(x−۱)
(x−۱)(a−۱)

x − a

= =lim
x→a

ax − x − ax + a

(x − ۱)(a − ۱)(x − a)
lim
x→a

−(x − a)

(x − ۱)(a − ۱)(x − a)

= = ⇒ (a) =lim
x→a

−۱
(x − ۱)(a − ۱)

−۱

(a − ۱)۲
f ′ −۱

(a − ۱)۲

f(x) = − ۱, f(−۲) = −۹x۳

(−۲) = = =f ′ lim
x→−۲

f(x) − f(−۲)
x − (−۲)

lim
x→−۲

− ۱ − (−۹)x۳

x + ۲
lim
x→−۲

+ ۸x۳

x + ۲

= = ( − ۲x + ۴) = ۴ + ۴ + ۴ = ۱۲lim
x→−۲

(x + ۲)( − ۲x + ۴)x۲

x + ۲
lim
x→−۲

x۲

f(x) = , f(۷) = = ۳x + ۲
− −−−−

√ ۷ + ۲
− −−−−

√
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    181

می‌دانیم نقاطی که در سر بالای‌ها )تابع صعودی( هستند شیبشان مثبت است و در سرازیری‌ها )تابع نزولی( شیب نقاط منفی و در رأس سهمی شیب صفر است پس
داریم:

نادرست.

درست.

نادرست.

نادرست.

درست.

  182

 

 

 

  183

[ نزولی اکید است. (  صعودی اکید و در بازۀ ] ( و )  در بازه‌های )

a b c d f
x

y

« می‌دانیم: گزینۀ »   184

   

پس موارد الف و پ درست هستند.

  185

    186

(۷) = = ×f ′ lim
x→۷

f(x) − f(۷)
x − ۷

lim
x→۷

− ۳x + ۲
− −−−−

√

x − ۷

+ ۳x + ۲
− −−−−

√

+ ۳x + ۲
− −−−−

√

(۷) = = =f ′ lim
x→۷

x + ۲ − ۹

(x − ۷)( + ۳)x + ۲
− −−−−

√
lim
x→۷

۱

+ ۳x + ۲
− −−−−

√

۱
۶

= = −۰٫۱
f(۲) − f(۱)

۲ − ۱
۴٫۱ − ۴٫۲

۱

= = ۰٫۱
f(۳) − f(۲)

۳ − ۲
۴٫۲ − ۴٫۱



(۲) = ۰− →−−
میانگین

f ′

= = ۰٫۱
f(۳) − f(۲)

۳ − ۲
۴٫۲ − ۴٫۱



= = ۰٫۳
f(۴) − f(۳)

۴ − ۳
۴٫۵ − ۴٫۲

۱

(۳) = ۰٫۲− →−−
میانگین

f ′

= = ۰٫۳
f(۴) − f(۳)

۴ − ۳
۴٫۵ − ۴٫۲

۱

= = ۰٫۵
f(۵) − f(۴)

۵ − ۴
۵ − ۴٫۵

۱

(۴) = ۰٫۴− →−−
میانگین

f ′

⇒ (۵) = ۰٫۵f
′

a, bd, ffb, c

۲

(a)f ′ = lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
یا lim

h→۰

f(a + h) − f(a)

h

f(x) = ⇒ (x) = ۲(۴x + ۴)(۲ + ۴x + ۳)(۲ + ۴x + ۳)x۲
f ′ x۲

(۰) = ۲ × ۴ × ۳ = ۲۴f ′

y = ⇒ = ۴(۵ − ۶)( − ۶x)x۵ ۴
y ′ x۴ ( − ۶x)x۵ ۳
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  187

    188

 

    189

    190

y = ⇒ = =
+ ۱x۲

۵x

− −−−−−

√ y ′

۲x×۵x−۵( +۱)x۲

(۵x)۲

۲ +۱x۲

۵x

− −−−
√

۵ − ۵x۲

۵۰x۲ +۱x۲

۵x

− −−−
√

y = ⇒ =
x−−√

۲ + x۲
y ′

(۲ + ) − ۲x۱
۲ x√

x۲ x−−√

(۲ + )x۲

y = ⇒ = = =
x − ۲
x + ۳

− −−−−

√ y ′
(
x−۲
x+۳

)
′

۲ x−۲
x+۳

− −−
√

۱×(x+۳)−۱×(x−۲)

(x+۳)۲

۲ x−۲
x+۳

− −−
√

۵

۲(x + ۳)۲ x−۲
x+۳

− −−
√

f(x) = =
+ ۳ + ۳x + ۱ + ۱x۳ x۲

x + ۲
+ ۱(x + ۱)۳

x + ۲

(x) = =f ′ ۳ (x + ۲) − ۱ × ( + ۱)(x + ۱)۲
(x + ۱)۳

(x + ۲)۲

۳ (x + ۲) − − ۱(x + ۱)۲
(x + ۱)۳

(x + ۲)۲

(−۱) = = = −۱f ′ ۰ − ۰ − ۱

(−۱ + ۲)۲

−۱


f(x) = × sin ۳x− ۵xx۲
− −−−−−

√۳

(x) = × sin ۳x + × ۳ cos ۳xf ′ ۲x − ۵

۳ ( − ۵x)x۲
− −−−−−−−−

√۳
− ۵xx۲

− −−−−−
√۳

f(x) = ( ) ⇒ (x) = ۴( cos( ) ( )sin۴ x + ۱
x − ۱

f ′ x + ۱
x − ۱

)′
x + ۱
x − ۱

sin۳ x + ۱
x − ۱

(x) = ۴( ) cos( ) ( )f ′ ۱ × (x − ۱) − ۱ × (x + ۱)

(x − ۱)۲

x + ۱
x − ۱

sin۳ x + ۱
x − ۱

y = (۲x − ) + cos(sin x)sin۴ π

۴
= ۸ cos(۲x − ) (۲x − ) − (sin x sin(sin x)y ′ π

۴
sin۳ π

۴
)′

= ۸ cos(۲x − ) (۲x − ) − cos x ⋅ sin(sin x)y ′ π

۴
sin۳ π

۴

y = x + ⇒ = ۳ cos x ⋅ x +sin۳ cos x− −−−
√
۳ y ′ sin۲ − sin x

۳ xcos۲− −−−−√۳

f(x) = ۳x۲ ۵ − ۲x۲
− −−−−−

√۳

(x) = ۶x +f ′ ۵ − ۲x۲
− −−−−−

√۳
۱۰x × ۳x۲

۳ (۵ − ۲)x۲ − −−−−−−−−
√۳

f(x) = ⇒ (x) =
− ۱x۲

۱ − ۳x

− −−−−−

√۳ f ′
(

−۱x۲

۱−۳x
)′

۳ ( )
−۱x۲

۱−۳x

۲
− −−−−−

√۳
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    191

    192

 

 ‌  

    193

، آنگاه  اگر 

‌

    

  194

   

  195

 

 

 

 

  196

  197

(x) =f ′

۲x(۱−۳x)+۳( −۱)x۲

(۱−۳x)۲

۳ ( )
−۱x۲

۱−۳x

۲
− −−−−−

√۳

=y ′ (۱ + x)(۱ − tan x) + (۱ + x)(۱ + tan x)tan۲ tan۲

(۱ − tan x)
۲

= ۳۰ cos(۲x − ۱) (۲x − ۱) + (۱ + )y ′ sin۲ ۱
۲ x−−√

tan۲ x−−√

= −۳(۲x + ۱) sin( + x) ⋅ ( + x) + ۴(۱ + ۴x)y ′ x۲ cos۲ x۲ tan۲

= ۲ cos ۲x cos ۷x − ۷ sin ۷x sin ۲xy ′

(۲)f ′ = ۲( (۵ − ۳x) + (۱۰x − ۳) )
۱

۲ x−−√
x۲ x−−√

(m)g′ = ۳ cos ۳x − ۲(۱۲ )x۲ cos(۴ − ۲) sin(۴ − ۲)x۳ x۳

y = utann= n (۱ + u) uy
′ u′ tan۲ tann−۱

y = +۷xsin۲
− −−−−−

√۳
  

y۱

۴ xtan۳
  

y۲

=y ′
۱

۲ × ۷ sin ۷x cos ۷x

۳ ۷xsin۴
− −−−−−

√۳
=

۱۴ cos ۷x

sin ۷x
− −−−−

√۳
, = ۴ xy۲ tan۳ ⇒ = ۴ × ۳ x(۱ + x)y ′

۲ tan۲ tan۲ ⇒ = + ۱۲ x(۱ + x)y ′ ۱۴ cos ۷x

sin ۷x
− −−−−

√۳
tan۲ tan۲

y = ۳ (cos x) ⇒ = ۶x (cos x) − ۲ sin x sin(cos x)(۳ )x۲ sin۲ y ′ sin۲ x۲

y = ۳(۲x − ۵ + ⇒ = ۳ × ۴ × ۲(۲x − ۵ +)۴ x−−√
۳ y ′ )۳ ۱

۳ x۲−−√۳

g(۳) = ۲ f(۳) = ۰ (۳) = − (۳) = = ۱f ′ ۴
۳

g′
۲


h(x) = f(x)g(x) ⇒ (x) = (x)g(x) + (x)f(x)h′ f ′ g′ ⇒ (۳) = (۳)g(۳) + (۳)f(۳)h′ f ′ g′ = (− ) × ۲ + ۱ × ۰ = −
۴
۳

۸
۳

۸x − y + ۴ = ۰ ⇒ y = ۸x + ۴ ⇒ شیب = ۸

⇒ شیب خط ماس = ۸

y = ۲ + ۳ ⇒ = ۴x = ۸ ⇒ x = ۲ ⇒ y = ۲ × + ۳ = ۱x۲ y ′ ۲

A(۲, ۱) , m = ۸ ⇒ y − ۱ = ۸(x − ۲) ⇒ y = ۸x − ۵

f(x) = x ⇒ f(۴) = ۴x − ۳
− −−−−

√

(x) = + × x = +f ′ x − ۳
− −−−−

√
۱

۲ x − ۳
− −−−−

√
x − ۳
− −−−−

√
x

۲ x − ۳
− −−−−

√

(۴) = ۱ + = ۳f ′ ۴
۲

⇒ شیب خط ماس = ۳

m = ۳ , A(۴, ۴) → y − ۴ = ۳(x − ۴) ⇒ y = ۳x − ۸

89

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  198

 است و داریم.   یعنی شیب خط ماس بر  در نقطۀ  برابر  199

  200

 یعنی شیب خط ماس بر  در نقطۀ  برابر  است و داریم:

  شیب خط ماس

باید ابتدا معادلۀ خط ماس بر  در نقطۀ  را بیابیم.   201

باید ابتدا معادلۀ خط ماس بر منحنی  در نقطۀ  را بیابیم.   202

 

در تعریف مشتق داریم:   203

 مبهم  

‌از آنجای که  است برای محاسبه حد داریم:

 ‌

‌از طرفی:

 

‌معادلۀ خط ماس برابر است با:

 ‌  ‌  ‌  ‌ ‌

  204

  205

  206

y = x ⇒ شیب = ۱ ⇒ شیب خط عمود = −۱

⇒ شیب خط ماس = −۱
f(x) = − + ۲x + ۵ ⇒ (x) = −۳ + ۲ = −۱ ⇒ = ۱ ⇒ x = ±۱x۳ f ′ x۲ x۲

x = ۱ ⇒ f(۱) = −۱ + ۲ + ۵ = ۶ ⇒ A(۱, ۶)

x = −۱ ⇒ f(−۱) = ۱ − ۲ + ۵ = ۴ ⇒ B(−۱, ۴)

y = x ⇒ شیب = ۱ ⇒ شیب خط ماس = ۱
y = − ۲x − ۶ ⇒ = ۳ − ۲ = ۱ ⇒ ۳ = ۳ ⇒ = ۱ ⇒ x = ±۱x۳ y ′ x۲ x۲ x۲

x = ۱ ⇒ y = ۱ − ۲ − ۶ = −۷ ⇒ A(۱, −۷)

x = −۱ ⇒ y = −۱ + ۲ − ۶ = −۵ ⇒ B(−۱, −۵)

(−۱) =f ′ ۱
۲

fA
۱
۲

m = , (−۴, ۰) ⇒ y − ۰ = (x + ۴) ⇒ y = x + ۲
۱
۲

۱
۲

۱
۲

x = −۱ ⇒ y = − + ۲ = ⇒ b =
۱
۲

۳
۲

۳
۲

(۳) = −۱f ′fA−۱

= −۱, (۰, ۵) ⇒ y − ۵ = −۱(x − ۰) ⇒ y = −x + ۵

x = ۳ ⇒ y = −۳ + ۵ = ۲ ⇒ b = ۲

fA

f(۴) = ۵ ⇒ A = (۴, ۵) , (۴) = −۳ ⇒ Af ′ در f شیب خط ماس بر = −۳
y − ۵ = −۳(x − ۴) ⇒ y = −۳x + ۱۲ + ۵ ⇒ y = −۳x + ۱۷

x = ۲ ⇒ y = −۳ × ۲ + ۱۷ = ۱ ⇒ B(۲, ۱)

fA

f(۳) = ۷ ⇒ A(۳, ۷), (۳) = ۶ ⇒f ′
A fدر نقطه شیب خط ماس بر = ۶

y − ۷ = ۶(x − ۳) ⇒ y = ۶x − ۱۸ + ۷ ⇒ y = ۶x − ۱

x = ۴ ⇒ y = ۶ × ۴ − ۱ = ۲۴ − ۱ = ۱۳ ⇒ B = (۴, ۱۳)

(x)f ′ = lim
x→۳

f(x) − f(۳)
x − ۳

= =lim
x→۳

− ۱x − ۲
− −−−−

√

x − ۳
۰


÷

lim
x→۳

( − ۱)( + ۱)x − ۲
− −−−−

√ x − ۲
− −−−−

√

(x − ۳) ⋅ ( + ۱)x − ۲
− −−−−

√
= =lim

x→۳

(x − )۳

(x − )( + ۱)۳ x − ۲
− −−−−

√

۱
۲

x = ۳ ‌→ f(۳) = ۱

y − y۰ = (۳)(x − )f ′ x۰ ⇒ y − ۱ = (x − ۳)
۱
۲

⇒ y = x −
۱
۲

۱
۲

f(x) = g( + x) ⇒ (x) = (۲x + ۱) ⋅ ( + x)x۲ f ′ g′ x۲

x = ۲ ⇒ (۲) = ۵ (۶) ⇒ ۵ = ۵ (۶) ⇒ (۶) = ۱f ′ g′ g′ g′

g(x) = f( + x − ۱) ⇒ (x) = (۳ + ۱) ( + x − ۱)x۳ g′ x۲ f ′ x۳

x = ۰ ⇒ (۰) = ۱ × (−۱) = (−۱) = ۱۲g′ f ′ f ′

(۱) = ۴g′

f(x) = g(۴ − ۳x) ⇒ (x) = (۱۲ − ۳) (۴ − ۳x)x۳ f ′ x۲ g′ x۳

x = ۱ ⇒ (۱) = ۹ (۱) ⇒ (۱) = ۹ × ۴ = ۳۶f ′ g′ f ′
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  207

  208

  209

    

  210

 

‌

  211

  212

  213

    214

 نادرست - ماند شکل:

عطف
x

y

(x) = , g(x) = f( ) (x) = ⋅ ( )f ′ ۱

+ ۱x۲
− −−−−

√

۱
x

−→−
مشتق

g′
−۱
x۲

f ′ ۱
x

x = ⇒ ( ) = − × ( ) = − × = − ×
۳
۴

g′
۳
۴

۱
۹

۱۶

f ′ ۴
۳

۱۶
۹

۱

+ ۱۶
۹

− −−−−
√

۱۶
۹

۱
۲۵
۹

−−
√

⇒ ( ) = − × = − × = −g′
۳
۴

۱۶
۹

۱
۵
۳

۱۶
۹

۳
۵

۱۶
۱۵

g(x) = ۲f(co x) ⇒ (x) = ۲ × ۲(−sinx)cosx (co x)s۲ g′ f ′ s۲

(x) = −۲ sin ۲x ( x) ( ) = −۲ sin ( )g′ f ′ cos۲ − →−−
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نادرست

درست

،  منفی و بعد از آن مثبت است یعنی قبل از  تقعر رو به پاین و بعد از آن تقعر رو به بالاست پس شکل )ب( ،  برابر صفر شده قبل از  در    215x = −۲f ′′−۲f ′′−۲

درست است.

  216

‌مشتق چپ در  برابر صفر است یعنی  موجود است.

‌

‌مشتق راست در  برابر یک است یعنی  موجود است.

چون  پس تابع در  مشتق‌ناپذیر است یعنی  وجود ندارد.

  217

، تابع در  مشتق‌ناپذیر است. ‌چون 

الف(   218

ب(

‌

‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

‌

‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

 ‌پ(
‌

‌تابع مشتق در نقاط  و  تعریف نشده است زیرا تابع در این نقاط مشتق‌ناپذیر است.

f(۰) = ۰

(۰) = = = x = ۰f ′
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 ‌ت( نمودار تابع مشتق یعنی  به‌صورت مقابل است.

 

چون تابع در  مشتق‌پذیر است، در این نقطه پیوستۀ هم است.   219

 

  220

  221

‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

  222

تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

  223

‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

f ′

x = ۰

f(x) = { + ۲xx۲

a |x| + b

x ≥ ۰
x < ۰
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x۲
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− lim

x→۰−
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‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

از آنجای که در  مشتق‌پذیر است. پس در  پیوسته است؛ داریم:   224

‌

‌از طرفی برای مشتق‌پذیری داریم:

 ‌

 ‌

‌در نتیجه با توجه به  داریم:

( داریم: ‌با جایگذاری در رابطۀ )

 ‌  ‌
‌در نتیجه:

‌
    225

نادرست -  در یک پیوسته نیست پس مشتق‌پذیر نیست پس  

‌

نادرست - بی‌شمار تابع می‌توان مثال زد که عرض از مبدأهای متفاوت دارند و مشتق آنها با هم برابر است مثل  که  هر عدد حقیقی می‌تواند باشد.

  226

‌ الف( اگر دما در ساعت  را با نماد  نشان دهیم، داریم:

 ب(
‌

‌پ( چون آهنگ تغیر متوسط دما از ساعت  تا  مثبت است پس در این بازه به‌طور متوسط دما در حال افزایش است و همچنین چون آهنگ تغیر متوسط دما از  تا  منفی
است، پس در این بازه دما در حال کاهش است.

سرعت متوسط توپ را در بازه‌های  و  یافته و میانگین آنها را محاسبه می‌کنیم.   227

‌

 سرعت توپ در 

 تابع مساحت دایره بر حسب شعاع آن به‌صورت زیر است:   228

 

تابع مساحت دایره برحسب شعاع آن به‌صورت مقابل است:   229

سرعت حرکت علی با دوچرخه  متر در ثانیه و سرعت حرکت رضا با پای پیاده  متر در ثانیه است. حال مسافت طی‌شده توسط علی و رضا را در بازۀ زمانی  یافته   230
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۴
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=

=
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(۱)

(۱)f
′
+ = (۱) (۲)f

′
−

(x)f ′ = { a

۳ − ۲x۲
x > ۱
x < ۱

(۲)

a = ۱



a + b = −۱−→−
a=۱

b = −۲

a − b = ۱ − (−۲) = ۳

f= R − {۱}Df

۵ = f(x) ≠ f(۱) = ۲lim
x→۱

f(x) = + kx۲k

hT(h)
= = = ۲

T(۱۲) − T(۸)
۱۲ − ۸

۱۹ − ۱
۴

۸
۴

= = = −
T(۱۸) − T(۱۲)

۱۸ − ۱۲
۹ − ۱۹

۶
−۱۰

۶
۵
۳

۸۱۲۱۲۱۸

[۰٫۳, ۰٫۴][۰٫۴, ۰٫۵]

= = ۱۲m/s
f(۰٫۴) − f(۰٫۳)

۰٫۴ − ۰٫۳
۱۶٫۳ − ۱۵٫۱

۰٫۱

= = ۱m/s
f(۰٫۵) − f(۰٫۴)

۰٫۵ − ۰٫۴
۱۷٫۴ − ۱۶٫۳

۰٫۱

= = ۱٫۵
۱ + ۱۲


t = ۰٫۴

S(R) = π ⇒ = ۲πR = ۲π × ۲ = ۴πR۲ S ′
R − →−−

=۲R۰
S ′

R

S(r) = πr۲

= = = ۶π
S(۴) − S(۲)

۴ − ۲
۱۶π − ۴π

۲
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۲
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و با هم مقایسه می‌کنیم.

‌ مسافت طی‌شده توسط علی

 مسافت طی‌شده توسط رضا
‌حال با محاسبۀ اختلاف مسافت یا نسبت مسافت طی‌شده توسط این دو نفر داریم:

‌

‌بنابراین مورد »ث« صحیح است.

آهنگ لحظه‌ای تغیر حجم یک کره نسبت به تغیر مساحت سطح کره یعنی باید مشتق حجم کره را نسبت به سطح کره بیابیم.   231

 

الف(   232

‌

 آهنگ تغیر متوسط

چون با گذشت زمان حجم باقی‌مانده در ظرف کاهش می‌یابد، آهنگ متوسط تغیر حجم منفی به‌ دست آمده است.

ب(

‌

الف(   233

‌

‌جرم این توده  گرم افزایش می‌یابد.

ب( با محاسبۀ مشتق تابع  بر حسب  داریم:

‌

الف( شیب خط  نشان‌دهندۀ شیب وتر گذرنده از دو نقطۀ  و  است، یعنی شیب خط  برابر با آهنگ تغیر متوسط در بازۀ  است.   234

شیب خط  نشان‌دهندۀ شیب خط ماس در نقطۀ  است، یعنی شیب خط  برابر با آهنگ لحظه‌ای تغیر در  است.

،  و  باید خط ماس بر تابع در این زمان‌ها را رسم کنیم، که داریم: ب( برای مقایسۀ گسترش آلودگی در زمان‌های 

‌شیب خط ماس در  شیب خط ماس در  شیب خط ماس در 

‌بنابراین آهنگ لحظه‌ای تغیر یعنی سرعت گسترش آلودگی در  بیشتر است.

،  و  داریم: پ( با رسم خط ماس در نقاط 

‌شیب خط ماس در  شیب خط ماس در  شیب خط ماس در 

‌بنابراین سرعت گسترش آلودگی در  بیشتر است.

  235
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۲ × ۱٫۷

dt = ۴t = ۶d[۴, ۶]

lt = ۶lt = ۶

t = ۱t = ۲t = ۳

> t = ۱> t = ۲t = ۳

t = ۳

t = ۴t = ۵t = ۶

> t = ۶> t = ۵t = ۴

t = ۴

f(x) = − ۲x + ۱, f( ) = f(۰) = ۱, f( ) = f(۱) = ۰x۳ x۱ x۲
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شعاع کره با آهنگ آنی  سانتی‌متر در ثانیه زیاد می‌شود یعنی مشتق شعاع نسبت به زمان برابر  است.   236

 

شعاع با سرعت  افزایش می‌یابد یعنی مشتق شعاع نسبت به زمان برابر  است.   237

 

شعاع دایره با آهنگ لحظه‌ای  سانتی‌متر بر ثانیه بزرگ می‌شود یعنی مشتق شعاع نسبت به زمان  برابر  است.   238

    239

 ‌  ‌  ‌

آهنگ رشد همان آهنگ شبیه لحظه‌ای است.

 

 ‌  ‌ ‌

با رسم ماس بر منحنی تابع و مقایسۀ شیب آنها متوجه می‌شویم که شیب خطوط ماس بر منحنی در حال کاهش است؛ یعنی سرعت افزایش مقاومت بتن با گذشت زمان   240
کاهش می‌یابد.

» گزینۀ »   241

       

  

  242

  ماکزیم نسبی و مشتق صفر است.

 مینیم نسبی که پیوسته است ولی مشتق‌ناپذیر است.

 ماکزیم نسبی که تابع در آن ناپیوسته است.

 اکسترم نسبی نیست ولی مشتق در این نقطه صفر است.

  243

کل بازۀ  ماکزیم مطلق، ماکزیم نسبی و مینیم نسبی است.

 نقطۀ ماکزیم نسبی است.

 نقطۀ مینیم نسبی و مطلق است.

 نقطۀ ماکزیم نسبی است.

xکل بازۀ  هم ماکزیم نسبی و هم مینیم نسبی است.

y

a b c d e

  244

= = −۱
f(۱) − f(۰)

۱ − ۰
۰ − ۱



(x) = ۳ − ۲ = −۱ ⇒ ۳ = ۱ ⇒ = ⇒ x = ± = ±f ′ x۲ x۲ x۲ ۱
۳

۱

۳
−−

√

۳
−−

√

۳

۴

= ۴ , V = π ⇒ = ۴πr′t
۴
۳

r۳ V ′
r r۲

= ⋅ = ۴π × ۴ = ۱۶πV ′
t V ′

r r′t r۲ r۲

r = ۲ ⇒ = ۱۶π × = ۶۴πV
′
t ۲


cm

s
۲

= ۲ S = π ⇒ = ۲πRR′
t R۲ S ′

R

= ⋅ = ۲πR × ۲ = ۴πRS ′
t S ′

R R′
t

R = ۲ ⇒ = ۴π × ۲ = ۸πS ′
t

۳( )r′t۳

= ۳r′t

S = π = ۴π ⇒ r = ۲r۲

= ۲πr ⇒ = ⋅ = ۲πr × ۳ = ۶πrS ′
r S ′

t S ′
r r′t

r = ۲ ⇒ = ۶π × ۲ = ۱۲πS ′
t

مقدار افزایش جرم باکتری: m(۴) − m(۳) = ( + ) − ( + )۴
−−

√ ۴۲ ۳
−−

√ ۳۲ = ۹ − ۳
−−

√

(t)m′ = + ۲t
۱

۲ t√

(۹)m′ = + ۱۸
۱

۲ × ۳
=

۱۰۹
۶

۳

f(۲ + h) − f(۲)
h

=

(۲ + h) + − (۲ + )
۱

۲ + h

۱
۲

h
=

۲h(۲ + h) + − − h۲ ۲

۲(۲ + h)

h
=

h(۴ + ۲h − ۱)
h(۴ + ۲h)

=
۲h + ۳
۴ + ۲h

− →−−−−
طبق فرض ۲h + ۳

۴ + ۲h
=

۸
۹
⇒ ۱۸h + ۲۷

= ۳۲ + ۱۶h ⇒ ۲h = ۵ ⇒ h = = ۲٫۵

۲

x = a

x = b

x = c

x = d

(a, b)

x = b

x = c

x = d

(d, e)
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 نقطۀ مینیم نسبی و مطلق است.

 نقطۀ ماکزیم نسبی و مطلق است.

 نقطۀ مینیم نسبی است.

هم ماکزیم نسبی و هم مینیم نسبی است. کل بازۀ 

x

y

a b c d e

x = b

x = c

x = d

(d, e)

  245

 نقطۀ مینیم نسبی است .

 نقطۀ ماکزیم نسبی است.

 نقطۀ مینیم نسبی است.

 نقطۀ ماکزیم نسبی است.

x

y

a b c d e g

  246

‌در نمودارهای بالا می‌بینیم که تابع  ماکزیم مطلق دارد ولی تابع  ماکزیم مطلق ندارد.

  247

x

y

f

x

y

f

  مینیم مطلق دارد.  مینیم مطلق ندارد.

  248

 نقطۀ مینیم نسبی و مشتق‌پذیر

نقطۀ ماکزیم نسبی، پیوسته ولی مشتق‌ناپذیر  

در  مشتق صفر است ولی اکسترم نسبی نیست.

y

a b c
x

  249

در   ماکزیم نسبی و مطلق دارد.

در   اکسترم نسبی ندارد.

در  مینیم نسبی و مطلق دارد.

  مینیم نسبی دارد. در 

در کل بازۀ  هم ماکزیم نسبی و هم مینیم نسبی دارد.
x

y

a b c d e g

  250

  بحرانی است زیرا ابتدای بازه است.

  بحرانی است زیرا ناپیوسته و مشتق‌ناپذیر است.

   بحرانی است زیرا 

 بحرانی است زیرا  

 بحرانی است زیرا ناپیوسته و مشتق‌ناپذیر است.

کل بازۀ   بحرانی است زیرا مشتق صفر است.

  بحرانی است زیرا انتهای بازه است.

x

y

a b c d e g

تابع  در کل  پیوسته است.   251

‌

x = b

x = c

x = d

x = e

f|f |

⇒

|f |f

x = a

x = b

x = c

x = b

x = c

x = d

x = e

(e, g)

x = a

x = b

x = c(c) = ۰f ′

x = d(d) = ۰f ′

x = e

(e, g)

x = g

fR

f(x) = − ۲xx۲
− −−−−−

√۳

(x) =f ′ ۲x − ۲

۳ ( − ۲x)x۲ − −−−−−−−−
√۳
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  و  نقاط بحرانی تابع هستند.  ، نقاط  

  252

‌  حد راست

  حد چپ

تابع در   پیوسته است.

‌

(x) = ۰ ⇒ ۲x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۱f ′

(x) =f ′ تعریف نشده ⇒ − ۲x = ۰ ⇒ x(x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۰ , x = ۲x۲

x = ۰x = ۱x = ۲

f(−۱) = − (−۱) = ۱ + ۱ = ۲(−۱)۲

= ( − x) = ۲lim
x→(−۱)+

x۲

= (۲x + ۴) = −۲ + ۴ = ۲lim
x→(−۱)−

x = −۱

(x) = {f ′ ۲x − ۱

۲

x > −۱ ⇒ ۲x − ۱ = ۰ ⇒ x =
۱
۲ قابل‌قبول ⇒ نقطۀ بحرانی

x < −۱

  و   دارد.   مشتق‌ناپذیر و بحرانی است. پس تابع دو نقطۀ بحرانی 

  253

‌  حد چپ

  ناپیوسته، مشتق‌ناپذیر و بحرانی است. تابع در

‌

تابع  نقطۀ بحرانی  دارد.

  254

  بحرانی است زیرا مشتق‌ناپذیر است  ولی اکسترم نسبی و مطلق نیست.  

 بحرانی است زیرا ناپیوسته و مشتق‌ناپذیر است. ماکزیم نسبی و مطلق است.

  . مینیم نسبی و مطلق است.  بحرانی است زیرا

. ماکزیم نسبی است.  بحرانی است زیرا مشتق‌ناپذیر است 

کل بازۀ   بحرانی است زیرا مشتق صفر است. کل بازه هم ماکزیم و هم مینیم نسبی است.

 بحرانی است زیرا مشتق‌ناپذیر است   ماکزیم نسبی است.

 نقاط ابتدای و انتهای دامنه هستند و بحرانی محسوب می‌شوند.

x

y

a b c d e g h

 

  255

    بحرانی زیرا 

بحرانی زیرا ناپیوسته و مشتق‌ناپذیر است.

کل بازۀ  بحرانی زیرا در کل این بازه مشتق صفر است.

    بحرانی زیرا مشتق‌ناپذیر است. 

   بحرانی زیرا 

 بحرانی زیرا 

 بحرانی زیرا 

 بحرانی زیرا انتهای بازه است.

x

y

a b c d e g h

    256

 مینیم مطلق و نسبی و مقدار آن صفر می‌باشد و نقطۀ بحرانی است.

( مینیم نسبی و مطلق است و هر دو نقطۀ بحرانی‌اند و مقدار مینیم مطلق صفر که در  و  می‌باشد و مقدار ( ماکزیم نسبی و در ) در نقطۀ )

ماکزیم مطلق  که در  است.

اکسترم نسبی و مطلق و بحرانی ندارد چون تابع از طرف راست ادامه دارد، مینیم مطلق نداریم.

نقاط به طول‌های  و  بحرانی‌اند که در  و مینیم نسبی و مطلق و در  ماکزیم نسبی و مطلق داریم.

( ماکزیم نسبی است. صفر مقدار ( و ) ( مینیم مطلق و نسبی و نقاط ) ( و ) ( و ) نقاط به طول‌های  و  و  و  و  بحرانی‌اند. نقاط )
مینیم مطلق و دارای مقدار ماکزیم مطلق نیست چون شکل تابع از سمت راست ادامه دارد.

نقاط به طول‌های  و  بحرانی و اکسترم نسبی‌اند که در  ماکزیم نسبی و در  مینیم نسبی داریم چون شکل نمودار در سمت راست ادامه دارد،
ماکزیم مطلق نداریم و چون شکل نمودار در سمت چپ هم ادامه دارد، مینیم مطلق نداریم.

نقاط به طول‌های  و  و  بحرانی‌اند که  مینیم نسبی و مطلق و  ماکزیم نسبی است و در نقطۀ  ماکزیم مطلق داریم و کل نقاط بازۀ

 بحرانی و اکسترم نسبی و مطلق است.

  257

  ‌  ‌  ‌  ‌

(−۱) = ۲ , (−۱) = ۲(−۱) − ۱ = −۳ ⇒ (−۱) ≠ (−۱)f ′
− f ′

+ f ′
− f ′

+

x = −۱x =
۱
۲

x = −۱

f(۱) = ۱ − ۳ = −۲ , حد راست = ( − ۳x) = ۱ − ۳ = −۲lim
x→۱+

x۲

= ( + ۵x) = ۱ + ۵ = ۶lim
x→۱−

x۲

x = ۱

(x) =f ′

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲x − ۳ x > ۱ ⇒ ۲x − ۳ = ۰ ⇒ x =
۳
۲

۲x + ۵ x < ۱ ⇒ ۲x + ۵ = ۰ ⇒ x = −
۵
۲

قابل‌قبول

قابل‌قبول

۳x = − , x = , x = ۱
۵
۲

۳
۲

x = b( (b) = +∞)f ′

x = c

x = d(d) = ۰f ′

x = e( (e) ≠ (e))f ′
− f ′

+

(e, g)

x = g( (g) ≠ (g))f ′
− f ′

+

x = a, x = h

x = b(b) = ۰f ′

x = c

(c, d)

x = d(d) ≠ (d)f ′
− f ′

+

x = e(e) = ۰f ′

x = g(g) = ۰f ′

x = h(h) = ۰f ′

x = i

x = ۲

, ۱
۳
۲

۲, ۰x = ۱x = ۲

۳x = ۳

c۱c۲( , f( ))c۱ c۱( , f( ))c۲ c۲

−۲−۱۰۱۲−۲, ۰, ۰۲, ۰−۱, ۱, ۳

x = dx = cdc

ace(a, f(a))(c, f(c))(g, f(g))

(−∞, a)

(x)f ′ =
( − ۱) − ۲x۲ x۲

( − ۱)x۲
⇒ (x)f ′ =

− − ۱x۲

( − ۱)x۲
⇒ − − ۱ = ۰x۲ ⇒ = −۱x۲
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جواب ندارد، پس نقطۀ بحرانی ندارد.
توجه: ریشه‌های مخرج چون در دامنۀ تابع قرار ندارند، نقطۀ بحرانی محسوب نمی‌شوند.

تابع  پیوسته است.   258

‌

 مشتق‌ناپذیر و بحرانی است.

‌

ماکزیم مطلق برابر  و مینیم مطلق برابر صفر است.

  259

نقطۀ بحرانی    

  260

 در محدودۀ   قرار ندارد.

‌

f

f(x) = (x − ۱) |x − ۲| = {
(x − ۱)(x − ۲)
−(x − ۱)(x − ۲)

۲ ≤ x ≤ ۴
۱ ≤ x < ۲

f(x) = { − ۳x + ۲x۲

− + ۳x − ۲x۲
 ≤ x ≤ ۴
۱ ≤ x < ۲

(x) =f ′

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲x − ۳

−۲x + ۳

۲ < x < ۴ ⇒ ۲x − ۳ = ۰ ⇒ x =
۳
۲

غ‌ق‌ق

۱ < x < ۲ ⇒ −۲x + ۳ = ۰ ⇒ x =
۳
۲

قابل‌قبول ⇒ نقطه بحرانی

(۲) = −۲ × ۲ + ۳ = −۱ , (۲) = ۲ × ۲ − ۳ = ۱ ⇒ (۲) ≠ (۲)f ′
− f ′

+ f ′
− f ′

+

x = ۲

x = ۱ ⇒ f(۱) = ۰

x = ⇒ f( ) = ( − ۱) − ۲ = × =
۳
۲

۳
۲

۳
۲

∣

∣
∣

۳
۲

∣

∣
∣

۱
۲

۱
۲

۱
۴

x = ۲ ⇒ f(۲) = ۰

x = ۴ ⇒ f(۴) = ۳ × ۲ = ۶



f(x) = − ۲ ≤ x ≤ ۳
۱

۲ + x۲

(x) = = = ۰ ⇒ x = ۰f ′ ۰ − ۲x × ۱

(۲ + )x۲

−۲x

(۲ + )x۲

x = −۲ ⇒ f(−۲) = =
۱

۲ + ۴
۱
۶

x = ۰ ⇒ f(۰) =
۱
۲

x = ۳ ⇒ f(۳) = =
۱

۲ + ۹
۱



مطلق max = ,
۱
۲

مطلق min =
۱



f(x) = − ۶ + ۱ , −۲ ≤ x ≤ ۳x۳ x۲

(x) = ۳ − ۱۲x = ۰ ⇒ ۳x(x − ۴) = ۰ ⇒ x = ۰ , x = ۴f ′ x۲

x = ۴[−۲, ۳]

x = −۲ ⇒ f(−۲) = −۸ − ۲۴ + ۱ = −۳۱

x = ۰ ⇒ f(۰) = ۱

x = ۳ ⇒ f(۳) = ۲۷ − ۵۴ + ۱ = −۲۶
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  261

x

y

1 2 3 4

1
2
3

4

1_

  262

  263

‌

‌

، بیشترین حجم ایجاد می‌شود، پس داریم:  به‌ازای 

  264

مطلق min = −۳۱ , مطلق max = ۱

f(x) = |x − ۲| + ۱ , −۱ ≤ x ≤ ۴

x

y

۲
۱

−۱
۴


۳

مطلق min = ۱ , مطلق max = ۴

x + y = ۲۰ ⇒ y = ۲۰ − x

f = + = + = + ۴۰ − ۴۰x +x۲ y ۲ x۲ (۲۰ − x)
۲

x۲ x۲

f = ۲ − ۴۰x + ۴۰ ⇒ = ۴x − ۴۰ = ۰ ⇒ x = ۱۰ ⇒ y = ۱۰x۲ f
′

xy = ۱۰ , h = ۲

V = (x − ۲h)(y − ۲h) × h

V = (x − ۴)(y − ۴) × ۲ = ۲(x − ۴)(y − ۴)

xy = ۱۰ ⇒ y = ⇒ V = ۲(x − ۴)( − ۴) = (۲x − ۸)( − ۴)
۱۰
x

۱۰
x

۱۰
x

x − ۴ ≥ ۰ ⇒ x ≥ ۴ (۱), y − ۴ ≥ ۰ ⇒ y ≥ ۴ ≥ ۴ ⇒ ≥ ۰− →−−−
y=

۱۰
x ۱۰

x

۱۰ − ۴x
x

V (x) = (۲x − ۸)( − ۴) ۴ ≤ x ≤ ۲۵
۱۰
x

(x) = ۲( − ۴) + (− )(۲x − ۸) = ۲( ) −V ′ ۱۰
x

۱۰
x۲

۱۰ − ۴x
x

۱۰(۲x − ۸)
x۲

(x) = =V ′ ۲x(۱۰ − ۴x) − ۱۰(۲x − ۸)

x۲

−۸ + ۸۰x۲

x۲

(x) = ۰ ⇒ −۸ + ۸۰ = ۰ ⇒ = ۱۰ ⇒ x = ±۱۰ x = ۱۰V
′ x۲ x۲

− →−−−−
۴≤x≤۲۵

x = ۴ ⇒ V (۴) = ۰ , x = ۱۰ ⇒ V (۱۰) = (۲۰ − ۸)(۱۰ − ۴) = ۱۲ × ۶ = ۷۲

V (۲۵) = ۰

x = ۱۰
x = ۱۰ ⇒ y = = ۱۰

۱۰
۱۰

h + ۲r = ۳ ⇒ h = ۳ − ۲r

V = π h = π (۳ − ۲r) = π(۳ − ۲ )r۲ r۲ r۲ r۳

h ≥ ۰ ⇒ ۳ − ۲r ≥ ۰ ⇒ r ≤ , r ≥ ۰ ⇒ ۰ ≤ r ≤
۳
۲

۳
۲

= π(۶r − ۶ ) = ۰ ⇒ ۶r(۱ − r) = ۰ ⇒ r = ۰ , r = ۱V ′ r۲

r = ۰ ⇒ V = ۰ , r = ⇒ V = π( − ) = ۰
۳
۲

۲۷
۴

۲۷
۴
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  265

r = ۱ ⇒ V = π(۳ − ۲) = π ⇒ = πVmax

{{

y

x
x

y

(xʼy (

5

 

‌  محیط

  266

h
r

  267

a

h

  268

x

y

5

+ = = ۵ ⇒ = ۵ − ⇒ y =x۲ y ۲ ( )۵
−−

√
۲

y ۲ x۲ ۵ − x۲
− −−−−

√

≥ ۰ ⇒ ۵ − ≥ ۰ ⇒ ≤ ۵ ⇒ − ≤ x ≤y ۲ x۲ x۲ ۵
−−

√ ۵
−−

√

x ≥ ۰ ⇒ ۰ ≤ x ≤ ۵
−−

√

P = ۴x + ۲y = ۴x + ۲ , ۰ ≤ x ≤۵ − x۲
− −−−−

√ ۵
−−

√

= ۴ + ۲ × = ۴ − = = ۰P ′ −۲x

۲ ۵ − x۲
− −−−−

√

۲x

۵ − x۲
− −−−−

√

۴ − ۲x۵ − x۲
− −−−−

√

۵ − x۲
− −−−−

√

۴ = ۲x ⇒ ۲ = x ⇒ ۴(۵ − ) =۵ − x۲
− −−−−

√ ۵ − x۲
− −−−−

√ x۲ x۲

۰ − ۴ = ⇒ ۵ = ۲۰ ⇒ = ۴ ⇒ x = ۲x۲ x۲ x۲ x۲

x = ۰ ⇒ P = ۰ + ۲ = ۲ , x = ⇒ P = ۴۵
−−

√ ۵
−−

√ ۵
−−

√ ۵
−−

√

x = ۲ ⇒ P = ۸ + ۲ = ۸ + ۲ = ۱۰ ⇒ = ۱۰۵ − ۴
− −−−−

√ Pmax

π h = ۲π ⇒ h =r۲
r۲

S = ۲π + ۲πrh = ۲π + ۲πr × = ۲π +r۲ r۲
r۲

r۲ ۴π
r

= ۴πr + = ۴πr − = ۰ ⇒ ۴πr = ⇒ = ۱ ⇒ r = ۱S ′ ۰ − ۴π
r۲

۴π
r۲

۴π
r۲

r۳

⇒ = ۲π + ۴π = ۶πSmin

a + h = ۲۰ ⇒ a = ۲۰ − h

S = a ⋅ h = h(۲۰ − h) = ۱۰h −
۱
۲

۱
۲

۱
۲
h

۲

a ≥ ۰ ⇒ ۲۰ − h ≥ ۰ ⇒ h ≤ ۲۰ , h ≥ ۰ ⇒ ۰ ≤ h ≤ ۲۰

= ۱۰ − h = ۰ ⇒ h = ۱۰S ′

h = ۰ ⇒ S = ۰ , h = ۲۰ ⇒ S = ۰

h = ۱۰ ⇒ S = ۱۰ − ۵۰ = ۵۰ ⇒ = ۵۰Smax

+ = ۲۵ ⇒ = ۲۵ − ⇒ y =x۲ y ۲ y ۲ x۲ ۵ − x۲
− −−−−−

√

۲۵ − ≥ ۰ ⇒ ≤ ۲۵ ⇒ −۵ ≤ x ≤ ۵ ۰ ≤ x ≤ ۵x۲ x۲ −→−
x≥۰
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S = xy = x =
۱
۲

۱
۲

۲۵ − x۲
− −−−−−

√
۱
۲

۲۵ −x۲ x۴
− −−−−−−−

√

  269

  270

h
r

‌

‌به‌ازای  حجم ماکزیم می‌شود.

  271

= × = ۰ ⇒ ۵۰x − ۴ = ۰ ⇒ x(۵۰ − ۴ ) = ۰S ′ ۱
۲

۵۰x − ۴x۳

۲ ۵ −x۲ x۴
− −−−−−−−

√
x۳ x۲

⇒ x = ۰ , ۵۰ − ۴ = ۰ ⇒ = = ⇒ x =x۲ x۲ ۵۰
۴

۲۵
۲

۵ ۲
−−

√

۲

x = ۰ ⇒ S = ۰ , x = ۵ ⇒ S = ۰

x = ⇒ S = × = × =
۵ ۲

−−
√

۲
۱
۲

۵ ۲
−−

√

۲
۲۵ −

۲۵
۲

− −−−−−−

√
۵ ۲

−−
√

۴
۵

۲
−−

√

۲۵
۴

⇒ =Smax

۲۵
۴

y = ⇒ A(x, y) , O(۰, ۰) ⇒ OA = d =
۴
x

+x۲ y ۲
− −−−−−

√

d = ⇒ = = = = ۰+x۲ ۱۶

x۲

− −−−−−−

√ d
′

۲x +
۰−۲x×۱۶

x۴

۲ +x۲ ۱۶

x۲

− −−−−−−
√

۲x −
۳۲

x۳

۲ +x۲ ۱۶

x۲

− −−−−−−
√

x −
۱۶

x۳

+x۲ ۱۶

x۲

− −−−−−−
√

⇒ x − = ۰ ⇒ x = ⇒ = ۱۶ ⇒ x = ±۲
۱۶
x۳

۱۶
x۳

x۴

= =dmin ۴ +
۱۶
۴

− −−−−−

√ ۸
−−

√

۲π + ۲πrh = ۱۵۰πr۲

π( + rh) = ۱۵۰π ⇒ + rh = ۷۵ ⇒ h =r۲ r۲ ۷۵ − r۲

r

V = π h = π ( ) = πr(۷۵ − )r۲ r۲ ۷۵ − r۲

r
r۲

V (r) = π(۷۵r − ) ⇒ (r) = π(۷۵ − ۳ ) = ۰r۳ V ′ r۲

۷۵ − ۳ = ۰ ⇒ ۳ = ۷۵ ⇒ = ۲۵ ⇒ r = ۵r۲ r۲ r۲

h ≥ ۰ ⇒ ≥ ۰ ⇒ ۷۵ − ≥ ۰ ⇒ ≤ ۷۵ ⇒ −۵ ≤ r ≤ ۵
۷۵ − r۲

r
r۲ r۲ ۳

−−
√ ۳

−−
√

r ≥ ۰ ⇒ ۰ ≤ r ≤ ۵ ۳
−−

√

r = ۰ ⇒ V (۰) = ۰ , r = ۵ ⇒ V (۵ ) = ۰۳
−−

√ ۳
−−

√

r = ۵ ⇒ V (۵) = π(۷۵ × ۵ − ) = ۲۵۰π۵۳

r = ۵
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 الف(

 ب(

 پ( تنها تابعی که هم صعودی و هم نزولی است، تابع ثابت می‌باشد.

الف(   272

‌
حال مشتق را تعین علامت می‌کنیم.

 

‌تابع  در بازه‌های  و  اکیداً صعودی و در بازۀ  اکیداً نزولی است.

 ‌ب(

مشتق همواره منفی است 

‌توجه کنید که خط  مجانب قائم تابع است و چون مشتق همواره منفی است، پس تابع در بازه‌های  و  اکیداً نزولی است. تابع در دامنه‌اش یعنی

 غیریکنوا است.
  273

مجانب قائم  

  اکیداً نزولی است. تابع در  غیر یکنوا است. مشتق همواره منفی است. پس تابع در بازه‌های  و 

تابع  در کل  پیوسته است:   274

‌

علامت مشتق فقط به‌صورت بستگی دارد زیرا مخرج عبارتی همواره مثبت است.

‌

تابع در بازۀ  اکیداً صعودی و در بازۀ   اکیداً نزولی است.

تابع  در کل  مشتق‌پذیر است:   275

‌

(x) = ۶ − ۶x − ۱۲ = ۶( − x − ۲) = ۶(x − ۲)(x + ۱) = ۰ ⇒ x = −۱ , x = ۲f ′ x۲ x۲

f(−∞,−۱][۲, +∞)[−۱, ۲]

f(x) = = R − {۲}
x

x − ۲
Df

(x) = = < ۰ ⇒f ′ ۱(x − ۲) − ۱ × x

(x − ۲)۲

−۲
(x − ۲)۲

x = ۲(−∞, ۲)(۲, +∞)

R − {۲}

f(x) = , x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲
x + ۱
x − ۲

(x) = = < ۰f ′ x − ۲ − x − ۱

(x − ۲)۲

−۳

(x − ۲)۲

(−∞, ۲)(۲, +∞)R − {۲}

fR

f(x) =
۱

۲ + x۲

(x) = = = ۰ ⇒ x = ۰f ′ ۰ − ۲x × ۱

(۲ + )x۲

−۲x

(۲ + )x۲

x

(x) =f ′ −۲x

(۲+ )x۲

−∞

+

↗

۰

 −

↘

+∞

(−∞, ۰][۰, +∞)

fR

f(x) = − ۶ + ۴x۳ x۲

(x) = ۳ − ۱۲x = ۰ ⇒ ۳x(x − ۴) = ۰ ⇒ x = ۰ , x = ۴f ′ x۲ 103
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‌تابع در بازه‌های  و   اکیداً صعودی و در بازۀ  اکیداً نزولی است.

x

(x) = ۳ − ۱۲xf
′

x۲

−∞

+

↗

۰
 −

↘

۴
۰ +

↗

+∞

(−∞, ۰](۴, +∞][۰, ۴]
  276

 نقطۀ بحرانی 

 ‌نقطۀ  نقطۀ بحرانی تابع است.

 مقدار مینیم مطلق ,  مقدار ماکزیم مطلق

نقطۀ  مینیم نسبی و مطلق تابع است و نقطۀ  ماکزیم مطلق تابع است.

نقطۀ بحرانی 

 مقدار ماکزیم مطلق و  مقدار مینیم مطلق  

 نقاط  و  ماکزیم مطلق و نقطۀ  مینیم نسبی و مطلق است. در ضمن نقطۀ  نقطۀ بحرانی
تابع است.

 

 با رسم تابع داده شده داریم:

 نقطۀ  نقطۀ بحرانی تابع است زیرا تابع در این نقطه ناپیوسته و مشتق‌ناپذیر است.

، نقطۀ ماکزیم نسبی و ماکزیم مطلق تابع است. تابع مینیم مطلق ندارد. در ضمن نقطۀ 

روش دوم:

 همواره مخالف صفر است، پس نقاط بحرانی نقاطی خواهند بود که مشتق تابع در آن تعریف نشده است.

‌

 پس نقطۀ  تنها نقطۀ بحرانی تابع است.

 

با توجه به جدول بالا نقطۀ  نقطۀ ماکزیم تابع  است. پس این نقطه هم ماکزیم نسبی و هم ماکزیم مطلق است.

تابع  در کل  پیوسته است.   277

‌

⇒ y = f( ) = ۳ × ( − ۲ × + ۵ =
۱
۳

۱
۳
)۲ ۱

۳
۱۴
۳

(x) = ۶x − ۲ = ۰ ⇒ x =f
′ ۱

۳

( , )
۱
۳

۱۴
۳

x = −۲ ⇒ y = f(−۲) = ۱۲ + ۴ + ۵ = ۲۱

x = ۱ ⇒ y = f(۱) = ۳ − ۲ + ۵ = ۶

=
۱۴
۳

= ۲۱

( , )
۱
۳

۱۴
۳

(−۲, ۲۱)

(x) = ۳ − ۳ = ۰ ⇒ = ۱ ⇒ x = ±۱ ⇒ x = ۱f ′ x۲ x۲

x = −۱ ⇒ y = f(−۱) = −۱ + ۳ = ۲ , x = ۱ ⇒ y = f(۱) = ۱ − ۳ = −۲

= ۲= −۲x = ۲ ⇒ y = f(۲) = ۸ − ۶ = ۲

(−۱, ۲)(۲, ۲)(۱, −۲)(۱, −۲)

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x−−√

۴ − x

۰ ≤ x < ۲

x ≥ ۲

x

y

۰



۲


−−

√

‌ x

y

۲


۴
۰

(۲, ۲)

(۲, ۲)

(x) =f ′

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۱
۲ x−−√

−۱

۰ < x < ۲

x > ۲
(x)f ′

(۲) = −۱ , (۲) = ⇒ (۲) ≠ (۲)f ′
+ f ′

−

۱

۲
−−

√
f ′
+ f ′

−

x = ۲

(۲, ۲)f

fR

f(x) = (x − ۱) x۲
−−

√۳

(x) = ۱ × + (x − ۱) = = ⇒ {f ′ x۲
−−

√۳ ۲

۳ x−−√
۳

۳x + ۲x − ۲

۳ x−−√
۳

۵x − ۲

۳ x−−√
۳

۵x − ۲ = ۰ ⇒ x =
۲
۵

x = ۰
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  مینیم نسبی است. نقطۀ  ماکزیم نسبی و نقطۀ 

  مشتق‌ناپذیر و بحرانی است و در  مشتق صفر است و به‌همین دلیل نقطۀ بحرانی است. تابع در

تابع  در کل  مشتق‌پذیر است.   278

‌

x

(x) =f ′ ۵x−۲

۳ x√۳

−∞

+

↗

۰

ت‌ن

۰

−

↘

۲
۵

۰

f( )
۲
۵

+

↗

+∞

x = ۰x =
۲
۵

x = ۰x =
۲
۵

fR

f(x) = (x + ۴)(x − ۱)۳

(x) = (x + ۴) + ۱ × = (۳x + ۱۲ + x − ۱)f ′ ۳(x − ۱)۲
(x − ۱)۳

(x − ۱)۲

مشتق در  تغیر علامت نمی‌دهد زیرا ‌توان   برابر عدد زوج  است.

‌

نقطۀ  مینیم نسبی تابع است.

  279

  اکسترم نسبی  

  280

علامت مشتق به‌صورت آن بستگی دارد.

‌

نقطۀ  ماکزیم نسبی تابع است.

  281

مجانب قائم  

‌علامت مشتق دوم به عبارت  بستگی دارد، پس داریم:

‌

  تقعر رو به بالا و در بازۀ  تقعر رو به پاین است. در بازۀ 

  282

تقعر رو به پاین 

تقعر رو به بالا 

(x) = (۴x + ۱)f ′ (x − ۱)۲

x = ۱x − ۱۲

(x) = ۰ ⇒ (۴x + ۱) = ۰ ⇒ x = ۱ , x = −f
′

(x − ۱)۲ ۱
۴

x

(x) = (۴x + ۱)f ′ (x − ۱)۲

−∞

−

↘

−
۱
۴

۰ +

↗

۱

۰


+

↗

+∞

x = − ⇒ f(− ) = (− + ۴) = ×
۱
۴

۱
۴

(− − ۱)
۱
۴

۳ ۱
۴

(− )
۱۵
۴

۳ ۵
۴

(− , × )
۱
۴

(− )
۱۵
۴

۳ ۵
۴

A(−۲, ۳)f(x) = a + − bx۳ x۲

(x) = ۳a + ۲x ⇒ (−۲) = ۰ ⇒ ۱۲a − ۴ = ۰ ⇒ a =f ′ x۲ f ′ ۱
۳

f(−۲) = ۳ ⇒ −۸a + ۴ − b = ۳ ⇒ − + ۴ − ۳ = b ⇒ b = ۱ − = −
۸
۳

۸
۳

۵
۳

f(x) = ⇒ ۴ − ≥ ۰ ⇒ ≤ ۴ ⇒ −۲ ≤ x ≤ ۲۴ − x۲
− −−−−

√ x۲ x۲

(x) = =f ′ −۲x

۲ ۴ − x۲
− −−−−

√

−x

۴ − x۲
− −−−−

√

x

(x) =f ′ −x

۴−x۲√

−۲
+

↗

۰


۲

−

↘

۲

(۰, ۲)

f(x) = , x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲
x − ۱
x + ۲

(x) = = ⇒ (x) = =f ′ x + ۲ − x + ۱

(x + ۲)۲

۳

(x + ۲)۲
f ′′ ۰ − ۲(x + ۲) × ۳

(x + ۲)۴

−۶

(x + ۲)۳

x + ۲

x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲

x

(x) =f ′′ −۶

(x+۲)۳

−∞

+

⌣

−۲

ت‌ن −

⌢

+∞

(−∞,−۲)(−۲, +∞)

x < a ⇒

x > a ⇒
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xتقعر نمودار در  عوض می‌شود ولی چون این نقطه ماس واحد بر نمودار تابع وجود ندارد، نقطۀ  عطف نیست. = ax = a

  283

 نقطۀ عطف تابع بوده و در بازۀ  تقعر نمودار رو به پاین و در بازۀ   تقعر نمودار رو به بالا است.

  284

 الف( در تابع  نقطۀ  نقطۀ عطف تابع است.

ب( با انتقال تابع  به اندازۀ یک واحد به راست، تابع درجه سومی به‌ دست می‌آید که نقطۀ  عطف آن باشد.

‌ 

‌پ( اگر تابع  را یک واحد به بالا انتقال دهیم تابع درجه سومی به‌ دست می‌آید که نقطۀ  عطف آن است.

‌ 

‌ت( اگر تابع  را دو واحد به راست و  واحد هم به بالا انتقال دهیم، تابع درجه سومی به‌ دست می‌آید که نقطۀ  عطف آن است.

‌ 

» گزینۀ »   285

  286

نقطۀ عطف    

‌  شیب ماس در عطف

f(x) = − ۵ + x − ۲
۵
۳
x۳ x۲

(x) = ۵ − ۱۰x + ۱ ⇒ (x) = ۱۰x − ۱۰ = ۰ ⇒ x = ۱f ′ x۲ f ′′

x

(x) = ۱۰x − ۱۰f ′′

−∞

−

⌢

۱
۰ +

⌣

+∞

x = ۱(−∞, ۱)(۱, +∞)

y = x۳(۰, ۰)

y = x۳(۱, ۰)

y = (x − ۱ ⇒)۳

y = x۳(۰, ۱)

y = + ۱x۳

y = x۳۲(۲, ۲)

y = (x − ۲ + ۲)۳

۲

۳y = ۴x ⇒ y = x ⇒
۴
۳

شیب =
۴
۳

y = − + a ⇒ = −۳ + ۲ax ⇒ = −۶x + ۲a = ۰x۳ x۲ y ′ x۲ y ′′

⇒ ۶x = ۲a ⇒ x =
a

۳

= ( ) = ⇒ −۳ + ۲a × =y ′ a

۳
۴
۳

( )
a

۳

۲ a

۳
۴
۳
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  287

نقطۀ  نقطۀ عطف تابع است. تقعر تابع در بازۀ  رو به پاین و در بازۀ  رو به بالا است.

  288

  نقطۀ عطف  

⇒ − + = ⇒ = ⇒ = ۴ ⇒ a = ±۲
a۲

۳
۲a۲

۳
۴
۳

a۲

۳
۴
۳

a۲

f(x) = − ۲x − ۱ ⇒ (x) = ۵ − ۲(x + ۳)۵
f ′ (x + ۳)۴

(x) = ۲۰ = ۰ ⇒ x = −۳f ′′ (x + ۳)۳

x

(x) = ۲۰f ′′ (x + ۳)۳
−∞

−

⌢

−۳
۰ +

⌣

+∞

x = −۳ ⇒ f(−۳) = ۰ + ۶ − ۱ = ۵

(−۳, ۵)(−∞,−۳)(−۳, +∞)

A(۱, −۲)f(x) = a + bx۳ x۲

f(۱) = −۲ ⇒ a + b = −۲

(x) = ۳a + ۲bx ⇒ (x) = ۶ax + ۲b ⇒ (۱) = ۰ ⇒ ۶a + ۲b = ۰f ′ x۲ f ′′ f ′′

  نقطۀ مینیم نسبی تابع است، داریم:

‌

(،  است در نتیجه  نزولی است. نقاط اکسترم ( و ) (،  است در نتیجه  صعودی است. در بازه‌های ) ( و ) ( و ) در بازه‌های )   289
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مشتق نامثبت و تابع اکیداً نزولی است.  

نقطۀ عطف 

x

y

1

1

2

‌   شیب ماس درعطف
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ها   محل برخورد با محور 

{−
a + b = −۲
۳a + b = ۰
– ––––––––––

۲a = ۲ ⇒ a = ۱ , b = −۳ ⇒ f(x) = − ۳ ⇒ (x) = ۳ − ۶x = ۰x۳ x۲ f
′

x۲

⇒ ۳x(x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۰ , x = ۲

x

(x) = ۳ − ۶xf ′ x۲
−∞

+

↗

۰
 −

↘

۲
۰ +

↗

+∞

x = ۲

x = ۲ ⇒ f(۲) = ۸ − ۱۲ = −۴ ⇒ نسبی min(۲, −۴)

−∞, eg, tt, b> ۰f ′fe, gb, +∞< ۰f ′f

f ′fchta

f(x) = − + ۶ − ۱۲x + ۹, = Rx۳ x۲ Df

(x) = −۳ + ۱۲x − ۱۲ = −۳( − ۴x + ۴) = −۳ = ۰ ⇒ x = ۲f ′ x۲ x۲ (x − ۲)۲

(x) = −۳ ≤ ۰f ′ (x − ۲)۲

(x) = −۶(x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۲ ⇒ f(۲) = −۸ + ۲۴ − ۲۴ + ۹ = ۱ ⇒ (۲, ۱)f
′′

f(x) = (− ) =lim
x→±∞

lim
x→±∞

x۳
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

(− ) = +∞lim
x→−∞

x۳

(− ) = −∞lim
x→+∞

x۳

x

(x) = −۳f ′ (x − ۲)۲

(x) = −۶(x − ۲)f ′′

f(x)

−∞

+∞

−

+

↘
⌣

۲
۰

۱

−

−

↘
⌢

+∞

−∞

(۲) = ۰f ′=

f(x) = + a + bx + cx۳ x۲

(۰, −۲) ∈ f ⇒ f(۰) = −۲ ⇒ c = −۲ ⇒ f(x) = + a + bx − ۲x۳ x۲

⇒ f(۲) = −۴ ⇒ ۸ + ۴a + ۲b − ۲ = اکسترم نسبی۴− (۲, −۴) نقطۀ

⇒ ۴a + ۲b = −۱۰ ⇒ ۲a + b = −۵

(x) = ۳ + ۲ax + b ⇒ (۲) = ۰ ⇒ ۱۲ + ۴a + b = ۰ ⇒ ۴a + b = −۱۲f ′ x۲ f ′

{− ۲a + b = −۵
۴a + b = −۱۲

– –––––––––––––––––

۲a = −۷ ⇒ ⇒ ۲a + b = −۵ ⇒ −۷ + b = −۵ ⇒a = −
۷
۲

b = ۲

yf(x) = − + ۳ + ۱, = R, x = ۰ ⇒ y = ۱ ⇒ (۰, ۱)x۳ x۲ Df

(x) = −۳ + ۶x = ۰ ⇒ −۳x(x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۲f ′ x۲ 107

ب خوردن 20 بگیر
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نقطۀ عطف 

x

y

1

1
2
3
4

2

5
‌
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محل برخورد با محور ها  

نقطۀ عطف  

x

y

1

1
2
3

1_

4
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ها  محل برخورد با محور 

ها  محل برخورد با محور 

اکسترم نسبی 

همواره تقعر رو به‌بالا دارد. 

x = ۰ ⇒ f(۰) = ۱, x = ۲ ⇒ f(۲) = −۸ + ۱۲ + ۱ = ۵

(x) = −۶x + ۶ = ۰ ⇒ x = ۱ ⇒ f(۱) = −۱ + ۳ + ۱ = ۳ ⇒ (۱, ۳)f ′′

f(x) = (− ) =lim
x→±∞

lim
x→±∞

x۳
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

(− ) = +∞lim
x→−∞

x۳

(− ) = −∞lim
x→+∞

x۳

x

(x) = −۳ + ۶xf ′ x۲

(x) = −۶x + ۶f ′′

f(x)

−∞

+∞

−

+

↘

۰


۱
⌣

+

+

↗

۱

۰
۳

+

−

,

۲
۰

۵
⌢

−

−

↘

+∞

−∞

yf(x) = − ۳x + ۲, = R, x = ۰ ⇒ y = ۲ ⇒ (۰, ۲)x۳ Df

(x) = ۳ − ۳ = ۰ ⇒ x = ±۱ ⇒ {f ′ x۲ x = ۱ ⇒ f(۱) = ۱ − ۳ + ۲ = ۰
x = −۱ ⇒ f(−۱) = −۱ + ۳ + ۲ = ۴

(x) = ۶x = ۰ ⇒ x = ۰ ⇒ y = ۲ ⇒ (۰, ۲)f ′′

f(x) = =lim
x→±∞

lim
x→±∞

x۳
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= −∞lim
x→−∞

x۳

= +∞lim
x→+∞

x۳

x

(x) = ۳ − ۳f ′ x۲

(x) = ۶xf ′′

f(x)

−∞

−∞

+

−

↗

−۱
۰

۴
⌢

−

−

↘

۰


۲

−

+

↘

۱
۰


⌣

+

+

↗

+∞

+∞

f(x) = ۲ − ۴x + ۱ , = Rx۲ Df

yx = ۰ ⇒ y = ۱ ⇒ (۰, ۱)

xy = ۰ ⇒ ۲ − ۴x + ۱ = ۰ ⇒ Δ = ۱۶ − ۸ = ۸ ⇒ x = = ۱ ±x۲
۴ ± ۲

−−
√

۴

۲
−−

√

۲

f(x) = (۲ − ۴x + ۱) = ۲ = ۲(±∞ = ۲(+∞) = +∞lim
x→±∞

lim
x→±∞

x۲ lim
x→±∞

x۲ )۲

(x) = ۴x − ۴ = ۰ ⇒ x = ۱ ⇒ y = f(۱) = ۲ − ۴ + ۱ = −۱ ⇒ (۱, −۱)f ′

(x) = ۴ > ۰ ⇒f ′′
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 

 

ها  محل برخورد با محور 

‌نقاط  و  اکسترم‌های نسبی هستند.

نقطۀ عطف ‌

f(x) = − ۵x + ۵ , = Rx۳ Df

yx = ۰ ⇒ y = ۵ ⇒ (۰, ۵)

f(x) = ( − ۵x + ۵) = ⇒lim
x→±∞

lim
x→±∞

x۳ lim
x→±∞

x۳
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= +∞lim
x→+∞

x۳

= −∞lim
x→−∞

x۳

(x) = ۳ − ۵ = ۰ ⇒ = ⇒ x = ±f ′ x۲ x۲ ۵
۳

۵
۳

−−

√

x = ⇒ y = f( ) = − ۵ + ۵ = − + ۵ ≃ ۰٫۷
۵
۳

−−

√
۵
۳

−−

√
۵
۳

۵
۳

−−

√
۵
۳

−−

√
۱۰
۳

۵
۳

−−

√

x = − ⇒ y = f(− ) = − + ۵ + ۵ = + ۵ ≃ ۹٫۳
۵
۳

−−

√
۵
۳

−−

√
۵
۳

۵
۳

−−

√
۵
۳

−−

√
۱۰
۳

۵
۳

−−

√

( , ۰٫۷)
۵
۳

−−

√(− , ۹٫۳)
۵
۳

−−

√

(x) = ۶x = ۰ ⇒ x = ۰ ⇒ y = f(۰) = ۵ ⇒ (۰, ۵)f ′′

f(x) = −x(x + ۲ = −x( + ۴x + ۴) = − − ۴ − ۴x , = R)۲ x۲ x۳ x۲ Df

x = ۰ ⇒ y = ۰ ⇒ (۰, ۰), y = ۰ ⇒ −x(x + ۲ = ۰ ⇒ x = ۰, x = −۲ ⇒ (−۲, ۰))۲

f(x) = (− − ۴ − ۴x) = (− ) ⇒lim
x→±∞

lim
x→±∞

x۳ x۲ lim
x→±∞

x۳
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

(− ) = −∞lim
x→+∞

x۳

(− ) = +∞lim
x→−∞

x۳

(x) = −۳ − ۸x − ۴ = ۰ ⇒ Δ = ۶۴ − ۴۸ = ۱۶ ⇒ x = ⇒ x = −۲, −f ′ x۲ ۸ ± ۴
−۶

۲
۳

x = −۲ ⇒ y = f(−۲) = ۰, x = − ⇒ y = f(− ) = (− + ۲ = × =
۲
۳

۲
۳

۲
۳

۲
۳

)۲
۳

۱۶
۹

۳۲
۷
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‌نقاط  و  اکسترم‌های نسبی تابع هستند.

‌

نقطۀ عطف 

مجانب افقی 

ها  محل برخورد با محور 

ها  محل برخورد با محور 

مشتق همواره منفی 

‌تابع اکسترم نسبی ندارد.

‌

‌تقعر منحنی در نقطۀ  عوض می‌شود.

(−۲, ۰)(− , )
۲
۳

۳۲
۷

(x) = −۶x − ۸ = ۰ ⇒ x = − = − ⇒ y = f(− ) = (− + ۲f ′′ ۸
۶

۴
۳

۴
۳

۴
۳

۴
۳

)۲

⇒ y = × = ⇒ (− , )
۴
۳

۴
۹

۱۶
۲۷

۴
۳

۱۶
۲۷

f(x) = , = R − {۲}
۲x − ۱
x − ۲

Df

x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲ ⇒ ( ) ⇒ ⇒ x = ۲lim
x→۲

x − ۱
x − ۲

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= = +∞lim
x→۲+

۲x − ۱
x − ۲

۳

۰+

= = −∞lim
x→۲−

۲x − ۱
x − ۲

۳

۰−

مجانب قائم

f(x) = ( ) = = ۲ ⇒ y = ۲lim
x→±∞

lim
x→±∞

۲x − ۱
x − ۲

lim
x→±∞

۲x
x

yx = ۰ ⇒ y =
۱
۲

xy = ۰ ⇒ = ۰ ⇒ ۲x − ۱ = ۰ ⇒ x =
۲x − ۱
x − ۲

۱
۲

(x) = = = < ۰ ⇒f ′ ۲(x − ۲) − ۱(۲x − ۱)
(x − ۲)۲

۲x − ۴ − ۲x + ۱
(x − ۲)۲

−۳
(x − ۲)۲

(x) = = ⇒ x < ۲ ⇒ < ۰ , x > ۲ ⇒ > ۰f ′′ ۰ − ۲(x − ۲)(−۳)
(x − ۲)۴

۶
(x − ۲)۳

f ′′ f ′′

x = ۲
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مجانب افقی 

ها  ها و  محل برخورد با محور 

مشتق همواره منفی 

‌تابع اکسترم نسبی ندارد.

‌

‌تقعر منحنی در  عوض می‌شود.

 

 

ها  محل برخورد با محور 

‌

‌نقاط اکسترم نسبی 

‌

نقطۀ عطف ‌

f(x) = , = R − {−۳}
−x

x + ۳
Df

x + ۳ = ۰ ⇒ x = −۳ ⇒ ⇒ x = −۳lim
x→−۳

−x

x + ۳

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= = −∞lim
x→(−۳)−

−x

x + ۳
۳

۰−

= = +∞lim
x→(−۳)+

−x

x + ۳
۳

۰+

مجانب قائم

= = −۱ ⇒ y = −۱lim
x→±∞

−x

x + ۳
lim

x→±∞

−x

x

xyx = ۰ ⇒ y = ۰ ⇒ (۰, ۰)

(x) = = = < ۰f ′ −۱(x + ۳) − ۱(−x)

(x + ۳)۲

−x − ۳ + x

(x + ۳)۲

−۳
(x + ۳)۲

(x) = = ⇒ x < −۳ ⇒ < ۰ , x > −۳ ⇒ > ۰f ′′ ۰ − ۲(x + ۳)(−۳)
(x + ۳)۴

۶
(x + ۳)۳

f ′′ f ′′

x = −۳

f(x) = ۲ − ۹ + ۱۲x + ۱ , = Rx۳ x۲ Df

yx = ۰ → y = ۱ ⇒ (۰, ۱)

f(x) = (۲ − ۹ + ۱۲x + ۱) = ۲ ⇒lim
x→±∞

lim
x→±∞

x۳ x۲ lim
x→±∞

x۳
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲ = +∞lim
x→+∞

x۳

۲ = −∞lim
x→−∞

x۳

(x) = ۶ − ۱۸x + ۱۲ = ۶( − ۳x + ۲) = ۶(x − ۱)(x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۱, x = ۲f ′ x۲ x۲

}⇒
x = ۱ ⇒ y = f(۱) = ۲ − ۹ + ۱۲ + ۱ = ۶ ⇒ (۱, ۶)
x = ۲ ⇒ y = f(۲) = ۱۶ − ۳۶ + ۲۴ + ۱ = ۵ ⇒ (۲, ۵)

(x) = ۱۲x − ۱۸ = ۰ ⇒ x = ⇒ y = f( ) = ۲ × − + ۱۸ + ۱ =f ′′ ۳
۲

۳
۲

۲۷
۸

۸۱
۴

۱
۲

⇒ ( , )
۳
۲

۱
۲
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در تابع هموگرافیک مرکز تقارن نقطۀ برخورد مجانب‌های قائم و افقی تابع است.   295
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مجانب قائم  

مجانب افقی  

مشتق همواره مثبت  

  تغیر علامت می‌دهد.   مشتق دوم در 

f(x) =
۲x + b

ax − b
مرکز تقارن، (−۲, − ) ⇒

۱
۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = −۲

y = −
۱
۲

مجانب قائم

مجانب افقی

y = = − ⇒ a = −۴
۲
a

۱
۲

ax − b = ۰ ⇒ x = = −۲ ⇒ = −۲ ⇒ b = ۸
b

a

b

−۴

y = + ۶ + a ⇒ = ۳ + ۱۲x ⇒ = ۶x + ۱۲ = ۰ ⇒ x = −۲x۳ x۲ y ′ x۲ y ′′

y = −۸ + ۲۴ + a = ۱۶ + a⇒ =مرکز تقارن (−۲, ۱۶ + a)

y = , x + b = ۰ ⇒ x = −b , y = = ۲ ⇒
۲x + ۱
x + b

۲
۱

=مرکز تقارن (−b, ۲)

(−۲, ۱۶ + a) = (−b, ۲) ⇒ {−b = −۲ ⇒ b = ۲
۱۶ + a = ۲ ⇒ a = −۱۴

f(x) = , (۰, ۰) ⇒ f(۰) = ۰ ⇒ = ۰ ⇒ b = ۰
ax + b

cx + ۱
۰ + b

۰ + ۱

f(x) =
ax

cx + ۱
مرکز تقارن ⇒ W(−۱, ۱) ⇒ {

x = −۱
y = ۱

مجانب قائم
مجانب افقی

cx + ۱ = ۰ ⇒ x = − = −۱ ⇒ c = ۱

c

y = = ۱ ⇒ a = c ⇒ a = ۱
a

c

f(x) = , x = ۰
x − ۲
x

f(x) = ۱ ⇒ y = ۱lim
x→±∞

(x) = = > ۰ ⇒f ′ x − x + ۲

x۲

۲

x۲

x = ۰(x) = =f ′′ ۰ − ۲x × ۲
x۴

−۴
x۳

y = ۰ ⇒ x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲ ⇒ (۲, ۰)
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مجانب قائم  

مجانب افقی  

مشتق همواره مثبت  

  تغیر علامت می‌دهد.   مشتق دوم در 

x

f ( (x = 3
1( (x_ 2

f ( (x = 6
3

f ( (x

_ _ 0 1

2 0 1

+

2
_

1
2

_

_

__
_ _

_

_
_

_

__
_

_

__

+ _

__

1( (x_ __

2
1 x

y

11_

1

1

2
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مجانب قائم     

مجانب افقی     

اکسترم نسبی ندارد  مشتق همواره منفی  

  تغیر علامت می‌دهد.   مشتق دوم در 

f(x) = ، − x + ۱ = ۰ ⇒ x = ۱
۲x + ۱
−x + ۱

f(x) = −۲ ⇒ y = −۲lim
x→±∞

(x) = = > ۰ ⇒f ′ ۲(−x + ۱) − (−۱)(۲x + ۱)

(−x + ۱)۲

۳

(−x + ۱)۲

x = ۱(x) = =f ′′ ۰ − ۲(−۱)(−x + ۱) × ۳

(−x + ۱)۴

۶

(−x + ۱)۳

x = ۰ ⇒ y = ۱ ⇒ (۰, ۱) , y = ۰ ⇒ ۲x + ۱ = ۰ ⇒ x = − ⇒ (− , ۰)
۱
۲

۱
۲

f(x) = , x = ۰
x + ۱
x

f(x) = ۱ ⇒ y = ۱lim
x→±∞

⇒(x) = = < ۰ ⇒f ′ x − x − ۱
x۲

−۱
x۲

x = ۰(x) = =f ′′ ۰ − ۲x(−۱)
x۴

۲
x۳

y = ۰ ⇒ x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱ ⇒ (−۱ ۰)
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