
4. Наближенi методи розв’язання систем
нелiнiйних рiвнянь

Постановка задачi

Розв’яжемо систему нелiнiйних рiвнянь:
F (x) = 0,

де x = (x1, x2, ..., xn)T , F = (f1, f2, ..., fn)T .
Розглянемо основнi наближенi методи розв’язання систем

нелiнiйних рiвнянь:
1) метод простої iтерацiї;
2) метод Ньютона;
3) модифiкований метод Ньютона.

Метод простої iтерацiї

Метод грунтується на зведеннi системи нелiнiйних рiвнянь
до вигляду x = Φ(x), де Φ(x) = x − C−1F (x), де C – невиро-
джена матриця. Початкове наближення обирається довiльне.
Iтерацiйний процес має вигляд:

xk+1 = Φ(xk). (24)
Достатня умова збiжностi . Нехай вiдображення

Φ(x) визначено i неперервно диференцiйоване в деякiй обла-
стi G i є стискаючим з коефiцiєнтом q; x0 ∈ G; ||Φ′(x0)|| 6 q,
0 < q < 1, де

Φ′(x) =

(
∂ϕi

∂xj

)n

i,j=1

=



∂ϕ1(x)

∂x1

∂ϕ1(x)

∂x2
...

∂ϕ1(x)

∂xn

∂ϕ2(x)

∂x1

∂ϕ2(x)

∂x2
...

∂ϕ2(x)

∂xn
............ ............ ... ............
∂ϕn(x)

∂x1

∂ϕn(x)

∂x2
...

∂ϕn(x)

∂xn


−

матриця Якобi, тодi iтерацiйний процес (24) збiгається, при
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чому швидкiсть збiжностi лiнiйна:

||xk − x∗|| 6 qk

1− q
||x1 − x0||.

Умова припинення: ||xk+1 − xk|| 6 ε.
Приклад. Знайти розв’язок системи методом простої iте-

рацiї з точнiстю ε < 0, 2.
2x− sin

x− y

2
= 0;

2y − cos
x + y

2
= 0.

Розв’язок. Зведемо систему до вигляду x = Φ(x):
x =

1

2
sin

x− y

2
;

y =
1

2
cos

x + y

2
;

Оберемо початкове наближення: x0 = y0 = 0. Перевiримо збi-
жнiсть в околi (0; 0)T :

A = Φ′(x) =


1

4
cos

x− y

2
−1

4
cos

x− y

2

−1

4
sin

x + y

2
−1

4
sin

x− y

2

;

A0 = A(x0, y0) =

1

4
−1

4

0 0

;

||A0||1 =
1

4
< 1 ⇒ є збiжнiсть.

Iтерацiя 1.

x1 =
1

2
sin

x0 − y0

2
=

1

2
sin

0− 0

2
= 0;

y1 =
1

2
cos

x0 + y0

2
=

1

2
cos

0 + 0

2
= 0, 5.

Перевiримо умову припинення:
||(0; 0, 5)T − (0; 0)T ||∞ = ||(0; 0, 5)T ||∞ = 0, 5 > ε.
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Iтерацiя 2:

x2 =
1

2
sin

x1 − y1

2
=

1

2
sin

0− 0, 5

2
≈ −0, 12;

y2 =
1

2
cos

x1 + y1

2
=

1

2
cos

0 + 0, 5

2
≈ 0, 48.

Перевiримо умову припинення:
||(−0, 12; 0, 48)T − (0; 0, 5)T || = ||(−0, 12;−0, 02)T ||∞ = 0, 12 < ε

Отже, розв’язок системи з точнiстю 0, 2: (−0, 12; 0, 48)T .

Метод релаксацiї

Якщо в методi простої iтерацiї C ≡ τ ≡ const, то отримаємо
метод релаксацiї. Iтерацiйний процес має вигляд:

xk+1 = xk − τF (xk).

Достатня умова збiжностi . Якщо τ <
2

max
x
||F ′(x)||

,

де F ′(x) – матриця Якобi, то iтерацiйний процес методу рела-
ксацiї збiгається.

Умова припинення: ||xk+1 − xk|| 6 ε.

Метод Ньютона

Розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь методом Ньютона
зводиться до розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь.

Алгоритм методу Ньютона. Обираємо початкове наближе-
ння x0 . На кожнiй iтерацiї обчислюється матриця Якобi:

Ak = F ′(xk); F ′(x) =



∂f1(x)

∂x1

∂f1(x)

∂x2
...

∂f1(x)

∂xn

∂f2(x)

∂x1

∂f2(x)

∂x2
...

∂f2(x)

∂xn
............ ............ ... ............
∂fn(x)

∂x1

∂fn(x)

∂x2
...

∂fn(x)

∂xn


.
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Iтерацiйний процес має вигляд:
xk+1 = xk − zk,

де zk знаходять iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
Akz

k = F (xk).

Умова припинення: ||zk|| 6 ε.
Для того, щоб метод Ньютона збiгався, потрiбно щоб вико-

нувались умови таких теорем.
Теорема 1. (про збiжнiсть методу Ньютона)
Нехай δa = {x : ‖x − x∗‖ < a} та при деяких a, a1, a2:

0 < a, 0 6 a1, a2 <∞ виконуються умови:
1) ‖(F ′(x))−1‖ 6 a1, x ∈ δa,
2) ‖F (x1) − F (x2) − F

′
(x2)(x1 − x2)‖ 6 a2‖x1 − x2‖2, при

чому x1, x2 ∈ δa.
3) x0 ∈ δb, b = min(a, c−1), c = a1a2.

Тодi iтерацiйний процес методу Ньютона для системи нелiнiй-
них рiвнянь збiгається та має мiсце оцiнка точностi:

‖xn − x∗‖ 6 c−1(c‖x0 − x∗‖)2n .

Теорема 2. (про збiжнiсть методу Ньютона)
Якщо в областi G ⊂ Rn фунцiї fi(x1, x2, . . . , xn) ∈ C2(G),

|∂
2fi
∂x2

j

| 6 L, в точцi x0 ∈ G матриця
(
∂fi
∂xi

)n

i,j=1

– невиродже-

на, ‖

((
∂fi
∂xi

)n

i,j=1

)−1

‖ 6 M, |fi(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n)| 6 δ та вико-

нується умова
h = M2Lδn2 6 1/2,

тодi система заданих нелiнiйних рiвнянь має розв’язок в обла-

стi ‖x− x0‖1 6
1−
√

1− 2h

h
δ та має мiсце оцiнка:

‖xn − x∗‖1 6
1

2n−1
(2h)2n−1δ.

Приклад. Знайти розв’язок системи методом Ньютона з
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точнiстю 0, 2. 
x− 1

2
sin

x− y

2
= 0;

y − 1

2
cos

x + y

2
= 0.

Розв’язок. Покладемо початкове наближення x0 = (0; 0)T .
Умови теореми 2 виконуються. Знайдемо матрицю Якобi:

Ak =

(
∂fi
∂xj

)2

i,j=1

=

1− 1

4
cos

xk − yk

2

1

4
cos

xk − yk

2

1

4
sin

xk + yk

2
1 +

1

4
sin

xk + yk

2

;

Iтерацiя 1.

A0 =

(
0, 75 0, 25

0 1

)
;

F 0 =

(
f1(x0, y0)
f2(x0, y0)

)
=

 x0 − 0, 5 sin
x0 − y0

2

y0 − 0, 5 cos
x0 + y0

2

 =

(
0
−0, 5

)
;

Отримуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь A0z
0 = F 0:(

0, 75 0, 25
0 1

)(
z0

1

z0
2

)
=

(
0
−0, 5

)
.

Розв’язуємо отриману систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
z0

2 = −0, 5; z0
1 = −0, 25z0

2/0, 75 = −0, 25(−0, 5)/0, 75 = 0, 17;

x1 = x0 − z0 = (0; 0)T − (0, 17;−0, 5)T = (−0, 17; 0, 5)T .
Перевiримо умову припинення:
||z0||∞ = ||(0, 17;−0, 5)T ||∞ = 0, 5 > ε.
Умова не виконалась, переходимо до другої iтерацiї.

Iтерацiя 2.

A1 =

(
0, 76 0, 24

0, 04 1, 04

)
;
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F
1

=

 −0, 17− 0, 5 sin
−0, 17− 0, 5

2

0, 5− 0, 5 cos
−0, 17 + 0, 5

2

 =

(
−0, 003
0, 007

)
;

(
0, 76 0, 24
0, 04 1, 04

)(
z1

1

z1
2

)
=

(
−0, 003
0, 007

)
⇒ z1 =

(
−0, 006
0, 007

)
;

x2 = x1 − z1 =

(
−0, 17
0, 5

)
−
(
−0, 006
0, 007

)
=

(
−0, 16
0, 49

)
;

Перевiримо умову припинення:
||z1||∞ = 0, 007 6 ε.

Отже, розв’язок системи з точнiстю 0, 2: (−0, 16; 0, 49)T .

Модифiкований метод Ньютона

Iтерацiйний процес модифiкованого методу Ньютона має
вигляд:

xk+1 = xk −A−1
0 F (xk).

Обирається початкове наближення x0, для якого обчислює-
ться матриця Якобi: A0 = F ′(x0).
Умова припинення методу: ||xk+1 − xk|| 6 ε.

Приклад. Знайти розв’язок системи модифiкованим ме-
тодом Ньютона з точнiстю 0, 2.

x− 1

2
sin

x− y

2
= 0;

y − 1

2
cos

x + y

2
= 0.

Розв’язок. Покладемо початкове наближення x0 = (0; 0)T .
Умови теореми 2 виконуються. Знайдемо матрицю Якобi:

Ak =

1− 1

4
cos

xk − yk

2

1

4
cos

xk − yk

2

1

4
sin

xk + yk

2
1 +

1

4
sin

xk + yk

2

;
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A0 =

1− 1

4
cos

0− 0

2

1

4
cos

0− 0

2
1

4
sin

0 + 0

2
1 +

1

4
sin

0 + 0

2

 =

(
0, 75 0, 25

0 1

)
;

A−1
0 =

(
1, 33 −0, 33

0 1

)
.

Iтерацiя 1.

F
0

=

 x0 − 0, 5 sin
x0 − y0

2

y0 − 0, 5 cos
x0 + y0

2

 =

(
0
−0, 5

)
;

x1 = x0 −A−1
0 F (x0) = (−0, 17; 0, 5)T ;

Перевiримо умову припинення:
||x1 − x0|| = ||(−0, 17; 0, 5)T − (0; 0)T ||∞ = 0, 5 > ε.

Iтерацiя 2.

F
1

=

(
−0, 003
0, 007

)
;

x2 = x1 −A−1
0 F (x1) = (−0, 17; 0, 49)T ;

||x2 − x1|| = ||(−0, 17; 0, 49)T − (−0, 17; 0, 5)T ||∞ = 0, 01 6 ε.
Отже, розв’язок системи з точнiстю 0, 2: (−0, 17; 0, 49)T .

Задачi для самостiйного розв’язання

1. Проробити двi iтерацiї методом простої iтерацiї для
розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь{

sin(x− 0, 6)− y = 1, 6;
3x− cos y = 0, 9.

За початкове наближення обрати точку x0 = 1, 25, y0 = 0.
2. Проробити двi iтерацiї методом Ньютона для розв’язан-

ня системи нелiнiйних рiвнянь{
sin(2x− y)− 1, 2x = 0, 4;

0, 8x2 + 1, 5y2 = 1.

Записати умову закiнчення iтерацiйного процесу, ε = 0, 01.
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