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درس اول : مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی

  دودنبالۀ  و  مفروضند، مجموع چند جمله از دنبالۀ جملات مشترک دنباله‌های  و    1

برابر  است؟

: ۱, ۴, ۷, ۱۰,⋯an: −۵, −۱, ۳,⋯bnanbn

۶۱۰

در  جملۀ اول یک دنبالۀ حسابی مجموع جملات شماره‌های فرد  و مجموع جملات شماره‌های زوج  می‌باشد. جملۀ اول و قدر   2
نسبت دنباله را مشخص کنید.

۲۰۱۳۵۱۵۰

از رابطۀ زیر مقدار  را بیابید.   3

‌

x

(x + ۳) + (x + ۵) + (x + ۷) + ⋯ + (x + ۲۳) = ۲۵۳

در یک دنبالۀ حسابی، مجموع  جملۀ اول  و مجموع  جملۀ دوم  می‌باشد: مجموع  جملۀ اول را بیابید.   4۶۵۷۶۱۶۵۲۰

  با شرط  ثابت کنید: در یک دنباله‌ی حسابی اگر    5=Sm Snm ≠ n= ۰Sm+n

  واحد اضافه ثابت کنید اگر به قدر نسبت یک دنباله‌ی حسابی  واحد اضافه کنیم، به مجموع  جمله‌ی اول آن مقدار    6

می‌شود.

kn( − n)
k

۲
n۲

 شخصی می‌خواهد بدهی  تومانی خود به دوستش را به اقساط پرداخت کند به گونه‌ای که اولین قسط  تومان و پس 7

از آن هر قسط  تومان بیشتر از قسط قبل باشد، آخرین قسط پرداختی این شخص چقدر خواهد بود؟

۵۷۰۲۰

۵۰

اگر جملات چهارم و شم و دوازدهم یک دنباله ی  حسابی به ترتیب سه جمله‌ی متوالی از یک دنباله ی هندسی باشند قدر نسبت   8
دنباله ی هندسی را به دست آورید.

عبارت زیر را تا حد امکان ساده کنید.‌   9
(x + ۱)( + ۱)( + ۱)( + ۱)x۲ x۴ x۸

+ + ⋯ + x + ۱x۱۵ x۱۴
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حداقل چند جمله از دنبالۀ  را جمع کنیم تا حاصل بیشتر از  باشد؟   10, , ۱,⋯
۱
۴

۱
۲

۵۰

، مجموع جملات ردیف فرد چند برابرمجموع جملات ردیف زوج است؟ در یک دنبالۀ هندسی  جمله‌ای با قدرنسبت    11۲۰۲

در یک دنبالۀ هندسی مجموع جملات اول و پنجم برابر  و مجموع جملات دوم و شم برابر  است. تعین کنید مجموع چند   12

جمله از این دنباله برابر  است؟

۸۲۴۶

۳۲۸۰

جملۀ عمومی یک دنباله به صورت  است. جملات اول تا سوم این دنباله را بنویسید و سپس با استفاده از فرمول، تعین   13

کنید چند جملۀ اول از این دنباله را با هم جمع کنیم تا مجموع آنها برابر  شود؟

=an ۲n−۱

۲۵

 حاصل  به ازای  را به دست آورید. 14(۱ + x + + ⋯ + )(۱ − x + − ⋯ + )x۲ x۸ x۲ x۸x = ۲√

درس دوم : معادلات درجه دوم

در معادلۀ درجه دوم  اگر  و  ریشه‌های معادله بوده و  آن‌گاه ثابت کنید.   15

‌

a + bx + c = ۰x۲x۱x۲= kx۲ x۱

=
(k + ۱)۲

k

b۲

a ⋅ c

 حاصل  را بیابید. 16(۱ − + (۱ +۵√ )۵ √ )۵

را بیابید.   و   ریشه‌های معادله‌ی باشند، بدون یافتن ریشه‌ها، حاصل  اگر    17αβ− ۲x − ۱ = ۰x۲+α۶ β۶

  ریشه‌های معادله  باشند، حاصل عبارت زیر را بیابید.‌ اگر  و    18αβ− ۳x + ۱ = ۰x۲

+
α۷

(۳ − β)۵
β۷

(۳ − α)۵

اگر و  ریشه‌های معادلۀ  باشند، حاصل  را بیابید.   19αβ۳ − ۵x + ۱ = ۰x۲
(۳α +

۱
α
)۲

(۳ + ۱ + ۲۵β۲ )۲ α۲

اگر  و  ریشه‌های معادلۀ درجه دوم  باشند، حاصل  را بیابید.   20αβ− ۵x − ۳ = ۰x۲
α

β − ۵

به ازای کدام مقدار  مجموع مجذورات دو ریشه ی حقیقی معادله ی  برابر  است؟   21m۲ − mx + m − ۱ = ۰x۲۴

  باشند، حاصل عبارت زیر را به دست آورید. اگر  و  ریشه‌های معادله ی    22αβ− ۷x + ۲ = ۰x۲

+
۱

(۲α − ۱)۲
۱

(۲β − ۱)۲
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اگر  و  جواب‌های معادله  باشند، معادلۀ درجه دومی بنویسید که ریشه‌های آن  و  باشد؟   23αβ+ x − ۳ = ۰x۲+α۲ ۱
β

+β
۲ ۱

α

 صفرهای تابع  را بیابید. 24f(x) = ( + x + ۱ − ۳ − ۳x − ۱x۲ )۲ x۲

درس سوم : معادلات گویا و گنگ

معادلۀ زیر را حل کنید:‌   25

− − = + ۱
x + ۵
x − ۱

۶
+ x + ۱x۲

۶( + ۲)x۲

− ۱x۳
x۲

معادله زیر را حل کنید.   26

+ =+ x + ۴x۲
− −−−−−−−−

√ + x + ۱x۲
− −−−−−−−−

√ ۲ + ۲x + ۹x۲
− −−−−−−−−−−

√

معادلۀ  را حل کنید.   27+ = ۴x + x + ۱
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−

√ x − x + ۱
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−

√

معادلۀ  را حل کنید:   28۴x − =x۲ ۶ − ۲۴x + ۷x۲
− −−−−−−−−−−−

√

درس چهارم : قدر مطلق و ویژگی های آن

  را بیابید. برد تابع    29y = ||x + ۲| − |x − ۴||

عبارت مقابل را تا حد امکان ساده کنید.   30

A = −x + ۲ + ۴ x − ۲
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−

√ x + ۲ − ۴ x − ۲
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−

√

 خط  و نمودار  در چند نقطه تلاقی دارند؟ 31y = ۱y = | − ۲|x||x۲

 حدود  را طور بیابید که معادله  حداقل یک جواب داشته باشد. 32m|x − ۱| − |x + ۳| = m + ۴

11- 2

نمودار تابع  در زیر داده شده است. نمودار  و  را رسم کنید.   33y = f(x)y = f (|x|)|y| = f(x)

نامعادله‌ی مقابل را حل کنید.   34

|x − ۱| + ۲ |x| > |۳x − ۱|
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اگر  برقرار باشد حدود  را به دست آورید.   35|x − ۱| + |x + ۱| > ۲ |x|x

معادلۀ زیر را حل کنید.‌   36

| + x − ۲| + |۵ − x| = | + ۲x − ۷|x۲ x۲

  پیدا کنید که فاصله‌ی آنها از عدد  کمتر از فاصله‌ی آن ها از عدد  نباشد. اعدادی را روی محور    37oxx′۳−۲

نامعادله‌ی قدر مطلقی  را حل کنید.   38۴ ≤ |۲x − ۱| < ۳x

معادلۀ زیر را حل کنید.   39

‌= |x + ۱|x

x − ۱

نامعادلۀ  را حل کنید:   40|۱ − ۳x| + |x + ۴| > |۴x + ۳|

 جمع ریشه‌های معادله  را به دست آورید. 41||۲ − x| − ۳| = ۴

معادله  را به روش هندسی حل کنید.   42||x| − ۲| = ۱

نامعادلۀ  را حل کنید.   43≥ ۱
∣

∣
∣
۳ − ۲x
x − ۴

∣

∣
∣

نامعادله‌ی مقابل را حل کنید.   44

≤ ۱
∣

∣
∣

− ۵x + ۴x۲

− ۴x۲

∣

∣
∣

نامعادله‌ی مقابل را حل کنید.   45

≤ ۲
− |x|x۲

|x| + ۲

نامعادله‌ی مقابل را حل کنید.   46

۲ − ۳x + ۵ > + ۵x − ۲∣∣ x۲ ∣∣ ∣∣x
۲ ∣∣

درس پنجم : آشنای با هندسه تحلیلی

نقطه‌ای روی خط  تعین کنید که مجموع فاصله‌های آن تا مبدأ مختصات و نقطۀ  برابر  باشد.   47y = ۲xA(۲, ۴)۵
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نقطه‌ی  رأس مستطیلی است که معادله‌ی دو ضلع آن به صورت  و  می‌باشد؛ مساحت   48
این مستطیل را بیابید.
A(۱, ۲)x + ۲y + ۵ = ۰۲x − y + ۱۵ = ۰

ها زاویه‌ی  ساخته و خط به معادله‌ی  را در  و محور معادله‌ی خط راستی را بنویسید که با جهت مثبت محور    49

طول‌ها را در  و محور عرض‌ها را در  قطع نماید بطوریکه  وسط  باشد.

x۴۵∘۲x + y = ۲M

ABMAB

  ،  و  است. شیب میانه معادلات اضلاع مثلث  به صورت    50

رأس  را بیابید.

ABCAC : x + y = ۰BC : ۳x − y = ۱AB : x − ۲y + ۳ = ۰

C

نقاط  و  و  سه رأس مثلث  هستند. اگر  و  به ترتیب پای ارتفاع  و میانه  باشند   51

طول  را بیابید.

A(۴, ۲)B(۱, −۱)C(۸, −۲)ABCHMAHAM

MH

،  و  رئوس مثلث  هستند، اگر  ارتفاع وارد بر  باشد، مختصات نقطه‌ی  را نقاط    52
بیابید.

A(۱, ۱)B(−۱, ۲)C(۰, −۱)ABCAHBCH

مختصات قرینه‌ی نقطه ی  را نسبت به خط  تعین کنید.   53A(۲, ۳)۲x − ۵y = ۱۸

اگر  و  دو رأس مقابل یک مربع باشند، معادله‌ی قطرهای مربع را بیابید.   54A(−۱, ۴)B(۳, ۱)

اگر یکی از رئوس مربع  و  معادلۀ یک قطر آن باشد:   55
الف( معادلۀ قطر دیگر مربع را بیابید.

ب( مساحت مربع را بیابید.

A(۲, ۱)ABCDx + ۲y = ۳

،  و  می‌باشند.  ،  سه رأس مثلث  56

الف( طول عمودی را که از رأس  بر میانۀ نظیر رأس  وارد می‌شود به دست آورید.
ب( مختصات رأس  را چنان تعین کنید که  یک متوازی‌الاضلاع باشد.

ABCA(−۱, −۱۳)B(−۳, ۳)C(۳, ۱)

BC

DABCD

،  و  سه رأس مثلث  باشند: اگر    57

الف( معادله‌ی میانه‌ی  را بیابید.   ب( مساحت مثلث را بیابید.
A(−۲, ۳)B(۴, −۴)C(−۴, ۲)ABC

AM

  از میانۀ نظیر رأس  چقدر است؟ مثلث  با رئوس  و  مفروض است. فاصلۀ رأس    58ABCB(−۶, −۲) ⋅ A(−۱, ۷)C(۱۰, ۴)CA

5

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



فصل دوم : تابع

مثلث  به رأس‌های  و  و  را در نظر بگیرید.   59
الف( مثلث را رسم کنید.

ب( نشان دهید مثلث متساوی‌الساقین است.
پ( معادلۀ عمودمنصف ضلع  را به دست آورید.

ت( طول ارتفاع  چقدر است؟

ABCA(−۱, ۷)B(−۶, −۲)C(۳, ۳)

BC

AH

معادله‌ی خطی را بنویسید که از نقطه‌ی  گذشته و فاصله‌ی مبدأ مختصات تا آن خط برابر یک باشد.   60A(۱, ۲)

درس اول : آشنای بیشتر با تابع

x

y

2 5

6

4-

ها را در تابع  برای اعداد حقیقی نامنفی یک سهمی مطابق شکل مقابل است و برای اعداد حقیقی منفی خط راستی است که محور    61

نقطه‌ای به طول  قطع می‌کند.  الف( ضابطه  را بیابید.

  را بیابید.  ب( حاصل 

fx

−۴f

f(۵) − ۲f(−۳)

  را به دست آورید. اگر  و  باشد حاصل  با شرط    62f(x) = − ۴x۲
− −−−−

√g(x) = + ۴x۲
− −−−−

√f (a + ) + g(a − )۱
a

۱
a

a < −۱

تابع  در همۀ شرایط زیر صدق می‌کند.  را رسم کنید و ضابطۀ آن را بنویسید.   63
الف( دامنۀ  مجموعه اعداد حقیقی است و  و 

ب(  در بازه  ثابت است.

پ( تابع  به هر عدد بزرگ‌تر از  مربع آن را نسبت می‌دهد.

ها را در نقطه‌ای به طول  قطع می‌کند. ت( تابع  برای اعداد منفی، خطی است و نمودار آن محور 

ff

ff(۲) = ۳f(−۵) = −۲
f[۰, ۲]

f۲

fx−۳

نمودار تابع f را چنان رسم کنید که همه شرایط زیر را داشته باشد:   64

الف( دامنه آن  باشد،
ب( به هر عدد کمتر از صفر، قدرمطلق آن را نسبت دهد،

، مربع آن را نسبت دهد، پ( به هر عدد در بازه 

ت( در سایر نقاط دامنه ثابت باشد و 

[−۴, ۵]

[۰, ۱]

f(۵) = ۲
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نمودار تابع  را چنان رسم کنید که همۀ شرایط زیر را داشته باشد:   65

، الف( 

ب( تابع در بازه  ثابت است،
پ( تابع در بازه  خطی است و موازی خط  است.

ت( تابع به هر عدد مثبت، جذر آن را نسبت می‌دهد.

f

f(۰) = ۲, f(−۲) = ۵

(−∞,−۲]
(−۲, ۰]y + x = ۵

درس دوم : انواع توابع

اگر دامنۀ تابع  به‌صورت  باشد،  و  را بیابید.   66f(x) =
+ ۳x۲

a + bx + ۱۸x۲
R − {−۳}ab

برد تابع زیر را بیابید.   67

y = ۴ − x۲
− −−−−

√

x

y

2 41

3_

_

f

نمودارتابع  به‌صورت مقابل است. دامنۀ تابع  را بیابید.   68fg(x) = (۳ − x)f(x)
− −−−−−−−−

√

نمودار تابع زیر را رسم کنید.   69

y = |x| − ۱
− −−−−−

√

دامنه ی تابع زیر را بدست آورید.   70

f(x) = +۴ − ۲ − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√ ۳ − x−−√
− −−−−−

√

دامنه ی تابع زیر را بدست آورید.   71

f(x) =
x( − ۱)x۲
− −−−−−−−

√

x + |x|− −−−−−√

دامنه ی تابع زیر را بدست آورید.   72

f(x) = −x + ۳
− −−−−

√ ۲x + ۱
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

تساوی تابع  و  را بررسی کنید.   73f(x) = ۰g(x) = [ ]
x۲

+ ۱x۲
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نمودار تابع  را برای  رسم کنید.   74y = [|x|]−۲ ≤ x < ۲

نمودار رابطۀ  را رسم کنید. ) ] [،  نماد جزء صحیح است(   75[x][y] = −۲

  76
نمودار تابع زیر را رسم کنید‌.

y = |x|[−x] − ۱ ; −۲ < x < ۱

معادله زیر را حل کنید.   77

[x − ۱] = [ ]x + ۲


معادله زیر را حل کنید.   78

[x] − [−x] = ۵

معادلۀ زیر را حل کنید.   79

‌۳[x] − [۱ − x] = ۸

معادلات زیر را حل کنید.   80

۳[ ] + ۲[x] = ۲ + xx۲

[x] + [x + ] − [x − ] = ۵
۱
۲

۱
۲

درس سوم : وارون تابع

  را طوری تعین کنید که تابع  یک به یک باشد. 81af(x) = { + ax۲

x + ۳
x ≥ ۱
x < ۱

اگر تابع  یک به یک باشد، حدود  را بیابید.   82

‌

m

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

, x ≥ ۴x + ۵− −−−−√

x + m , x < ۲
۱
۲
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در مورد وارون پذیری تابع  تحقیق کنید.   83f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

+ ۲x۲

x۲

x + ۱

x ≤ −۱
-۱ < x < ۱
 ≤ x

اگر  ، آن‌گاه حاصل  را بیابید.   84f(x) = (۴) + ۲x − ۱f−۱(۲۶)f−۱

  را در صورت وجود بیابید. تابع وارون تابع    85f(x) = { x ≥ ۲۵x − ۲− −−−−−√۳

− ۱۲ x < ۲x۳

تابع وارون تابع  را بیابید و دامنۀ آن را تعین کنید.   86f(x) = , x < ۰
− ۱x۲

 + ۳x۲

اگر  ، مجموعه جواب‌های معادلۀ  را بیابید.   87f(x) = ۴ − x − ۱
− −−−−

√(fo )(x) = ( of)(x)f−۱ f−۱

معکوس پذیری تابع زیر را بررسی کنید و تابع وارون آن را بیابید.   88

f(x) = x + ۲ x − ۳
− −−−−

√

معکوس پذیری تابع زیر را بررسی کنید و در صورت امکان تابع معکوس تابع را بیابید.   89

{
f : [۱, +∞) → R

f(x) = − ۲x + ۵x
۲

، ضابطۀ تابع  را بیابید. اگر  و    90f(x) = ۲ − ۳x(fo )(x) = ۵x − ۶g−۱g

 ضابطۀ تابع وارون تابع  را بیابید. 91f(x) = − + ۹ − ۲۷x − ۱x۳ x۲

اگر سنگی از ارتفاع  متری سقوط کند، ارتفاع آن ) بر حسب متر( بعد از  ثانیه از رابطه ی  به دست   92

می آید.

الف( دامنه و برد تابع  را به دست آورید.

ب( چرا  تابعی یک به یک است و معنای فیزیکی آن چیست؟

ج( تابع وارون  را به دست آورید.
د( معنای فیزیکی تابع وارون  چیست و چه مقدارهای را به چه مقدارهای تبدیل می کند؟

۱۰hth(t) = ۱۰ −
۴۹
۱۰

t۲

h(t)

h(t)

h

h

ابتدا یک به یک بودن تابع  با ضابطه‌ی زیر را بررسی کنید. سپس در صورت وجود تابع معکوس  را بنویسید.   93ff

f(x) = { x + ۱ x < ۰
+ ۱ x ≥ ۰x۲

، توابع زیر را به دست آورید: اگر  و    94f = {(۱, ۵), (−۱, ۳), (۲, ۴), (۳, ۴)}g = {(۳, ۵), (۴, ۴), (۵, ۶), (۲, ۰)}

9
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g−۱

f

g

fog−۱

درس چهارم : اعمال روی توابع

اگر  و  ، آنگاه تابع  را بیابید.   95f(x) = { ۲x , x > ۱
− ۱ , x ≤ ۱x۲

g(x) = { x − ۳ , x ≥ ۳
۱ + x , x < ۳

f − g

اگر  و  آنگاه دامنه‌ی  را بدست آورید.   96= [۲, ۵]Df= [۴, ۱۲]Dgf( ) + g(۲x)x

۲

اگر  و  باشد در این صورت  را به دست آورید.   97f(x) = [x] − ۱
− −−−−−

√g = {(−۲, ۰)(۵, ۳)(۰, ۷)(۲, ۸)}۲f − ۳g
g

  مطلوب است محاسبه ی   اگر    98f(x) + ۲f(−x) = ۲xf(x)

  را بیابید.   و    مفروض باشند، توابع    و  اگر    99f(x) = x − ۲
− −−−−

√g = {(۰, ۴), (۳, ۲), (۵, −۹)}foggof

. اگر  و   باشد مطلوب است تعین ضابطه‌ی    100f(x) = + ۲xx
۲fog(x) = − ۲ + ۲x

۴
x
۲g(x)

  حاصل  را بیابید. اگر  و    101f = {(۱, ۲) , (۲, ۰) , (۳, ۱) , (۴, ۳)}g = {(۲, ۱) , (۳, ۲) , (۰, ۳) , (۱, ۴)}۳f × (fo )g
−۱

توابع  و  مفروضند، تابع  را بیابید.   102f(x) = { x + ۲ , x > ۱
۲x , x ≤ ۱

g(x) = {−x + ۱ , x ≥ ۲
۳x , x < ۲

fog

توابع  و  مفروضند، مطلوب است:   103

  ب( تابع  الف( تابع  

f = {(−۲, ۲), (−۱, ۱), (۰, ۴), (۵, ۰)(, ۱ − ۱)}g(x) = ۱ − x۲
− −−−−

√

f − g + ۲gof

10
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فصل سوم : تابع نمای و لگاریتمی

 

x

y

3

4
3

4

5

2

6

_

_
_

f
g نمودار تابع  و  به‌صورت مقابل است.    104

حاصل عبارت زیر را بیابید.
‌

fg

(gof)(−۲) + (gog)(۴)
( og)(۳) − (−۵)f−۱ f−۱

اگر  و  مفروض باشند، دامنۀ تابع  را با استفاده از تعیف بیابید.   105f(x) =
x − ۱

x − ۲√
− −−−−−

√۳
g(x) =

|x| + ۳
|x| − ۱

− −−−−−

√fog

اگر  و  باشد، ضابطۀ تابع  و مقدار  را به دست آورید.   106fog(x) = ۴ − ۱۶x + ۲۷x۲f(x) = ۴x + ۳g(x)gof(۱)

اگر  مطلوب است محاسبه ی    107f(x − ۲) + ۲f(۲ − x) = ۲xf(x)

اگر  و  ضابطه ی  را به دست آورید.   108f (g(x)) = + − ۴x
۲ ۱

x۲
g(x) = x −

۱
x

f(x)

 فرض کنیم  و  109f(x) = ۴ − x
− −−−−

√g(x) = + ۳x۲

fogدامنه تابع  را با استفاده از تعریف به دست آورید.

fogضابطۀ تابع  را به دست آورید.

درس اول : تابع نمای

اگر  باشد، دامنه‌ی تابع‌های زیر را بیابید.   110f(x) = ۱ − ۳−x

y = f(x)
− −−−

√

y = xf(x)
− −−−−

√

11

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



برد تابع  را بیابید.   111y =
− ۱۳x

+ ۴۳x

نمودار تابع  را رسم کنید.   112y =
− ۱۲x−۱

۲x

برد تابع  را بیابید.   113f(x) =
۳

۵ + ۲x

نمودارهای دو تابع  و  در نقطه‌ای به طول  متقاطع هستند، اگر  باشد، ضابطه‌ی   114

 را بیابید.

f(x) = ۲ax+b
g(x) = ( )

۱
۴

x

x = −۱f(۲) =
۱
۸

f(x)

معادله‌ی زیر را به روش هندسی حل کنید.   115

= x + ۱۳−x

درس دوم : تابع لگاریتمی و لگاریتم

تابع معکوس تابع زیر را در صورت وجود بیابید.   116

f(x) = ( )log۲
x − ۱
x + ۳

نمودار دو تابع  و  را رسم کنید و سپس آ‌نها را با هم مقایسه کنید.   117f(x) = x۲g(x) = ۲x

دامنۀ تابع  را بیابید.   118f(x) = ( )log۰٫۳
x − ۱
x + ۲

− −−−−−−−−−−

√

تابع معکوس تابع زیر را در صورت وجود بیابید.   119

f(x) =
− ۱۳x

+ ۲۳x

درس سوم : ویژگی های لگاریتم و حل معادله های لگاریتمی

اگر  و  و  اضلاع مثلثی باشند و رابطه‌ی  بین اضلاع مثلث برقرار باشد، ثابت کنید   120
مثلث قائم‌الزاویه است.

abc+ = ۲ ⋅logac+b logac−b logac+b logac−b

،  و  باشند، ثابت کنید: اگر    121x = bclogay = aclogbz = ablogc

x + y + z + ۲ = xyz

12
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اگر  باشد،  را برحسب  بیابید.   122= alog۲۷۱۲log۱۶a

حاصل عبارت زیر را بیابید.‌   123

‌A = + −
۱

log۳۲

۱

log۹۱۶

۱

log۳۸

اگر  ، آنگاه حاصل  را بیابید.   124=
logxab
logxa

۱
۴

+
۱

logab

۱
logba

حاصل عبارت زیر را بیابید.‌   125

× ( ) × ×log۱۶۹ log۲ log۱۲۵ log۴۹
۵√

log۲۵
۷√۳

  را برحسب  بیابید. اگر  ، آنگاه    126= mlog۲۷۲۴log۱۶m

معادله‌ی زیر را حل کنید.      127

= ۱۰x
(۲− )

log x

۲

معادله‌ی زیر را حل کنید.   128

× = −۱logx ۵x
−−

√
− −−−−−−

√ logx۵

  گرم می‌رسد؟   گرم باشد، پس از چه مدت جرم این ماده به   روز است. اگر جرم اولیه این ماده نیم عمر ماده‌ای   129۸۲۰۱

(log۲ = ۰٫۳)

معادلۀ زیر را حل کنید:‌   130

= ۹x
(۲− )

۱
۲
logx۳

 دستگاه مقابل را حل کنید. 131

{ =( )۳√ x−۱ ۹y+۱

log(x + ۱) − log y = ۱

نامعادله‌ی زیر را حل کنید.   132

( ) ≥ −۱log۳
x + ۱
x − ۱

13
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فصل چهارم : مثلثات

دامنه ی تابع زیر را بدست آورید.   133

f(x) = log۹−x۲

۱
۲

− −−−−−

√

معادلات زیر را حل کنید.   134

 × × × =logx۲ logx۴ logx۸ logx۱۶
۲
۳

+ = ۳۱
 − ۴ log x

۴
۲ + log x

معادلات زیر را حل کنید.   135

+ =logx۲ log۲x
۱۷
۴

= ۵ + ۴ ×۲۵log x ۵log x

درس اول : رادیان

،  و اندازۀ  بر حسب درجه  برابر اندازۀ  بر حسب رادیان است، اندازۀ  و  را بر حسب در مثلث    136

رادیان بیابید.

ABC=A
∧

۹۰∘
C

۴۵
π

BB
∧

C
∧

درس دوم : نسبت های مثلثاتی برخی زاویه ها

، حاصل عبارت زیر را بیابید. اگر    137

 

tan = ۲ +۷۵∘ ۳√

A =
۳ sin + ۲ sin۳۷۵∘ ۱۰۵∘

cos − ۲ cos۱۶۵∘ ۲۵∘
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مقدار عددی عبارت زیر را حساب کنید.   138

  
۲ sin( ) − sin( ) + sin( ) − ۲ cos( )

۴۹π
۱۰

۷π
۵

۱۸π
۵

۳π
۵

cos(− ) + ۲ cos( ) − sin( )
۳π
۵

۱۳π
۵

۱۹π
۱۰

مقدار عددی عبارت زیر را بیابید.   139

  sin × cos + cos × sin۲۵∘ ۳۰∘ ۱۳۵∘ ۶۰∘

tan × cot + cot × tan۲۱۰∘ ۶۰∘ ۲۴۰∘ ۳۹۰∘

درستی تساوی زیر را بررسی کنید.   140

  = − tan x
tan(x + ) + sin(۷π − x) + ۳ cos(x − ) + cot(x − ۸π)۷π

۲
۱π
۲

cot(x − ) + sin( + x) + ۳ cos(x − ۱۲π) + tan(x − ۷π)۵π
۲

۷π
۲

ثابت کنید:   141

  = ۲
 sin( ) + sin(− ) + sin( ) − ۲ sin( )

۴۱π
۱۰

π

۱۰
۲۹π
۱۰

۱π
۱۰

cos(− ) tan( ) + ۲ cos + sin( )π

۱۰
۱π
۱۰

۲π
۵

۱۹π
۱۰

اگر  ثابت کنید   142۳a + ۲b = ۳π

tan(a + b) tan(a − b) = − cot tan
a

۲
۵b
۳

 حاصل عبارت  را به‌دست آورید. 143A =

sin + cot
۵π
۳

۱π
۶

۲ cos + sin
۸π
۳

۵π
۶

درس سوم : توابع مثلثاتی

یک به یک بودن تابع زیر را بررسی کنید.   144

f(x) = sin x + cos x

برد تابع زیر را بیابید.   145

y = ۲ sin x + cos x

  را در بازه  رسم کنید و برد آن را بنویسید. نمودار تابع    146f(x) = ۱ − | cos x|[۰, ۲π]

دامنۀ تابع زیر را بیابید.   147

f(x) = − π [x]sin۲− −−−−−−−
√
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نمودار تابع  را در بازه  رسم کنید و برد آن را تعین کنید.   148f(x) = ۱ − | sin x|[۰, ۲π]

برد تابع زیر را بیابید. ) نماد جزء صحیح است(   149[ ]

y = [ ]− sin x

۲ + sin x

برد تابع زیر را بیابید.   150

f(x) =
cos x − ۱
۲ cos x + ۱

برد تابع زیر را بیابید.   151

f(x) =
۲

۳ + sin x

نمودار تابع زیر را رسم کنید.   152

|y| = cos x

  تعین کنید. دامنه توابع زیر را در بازۀ    153[۰, ۲π]

f(x) = ۲ sin x − ۱
− −−−−−−−−

√

 g(x) =
۱

 − ۲ cos x− −−−−−−−−√

نمودار تابع‌های زیر را در بازه  رسم کنید.   154[۰, ۲π]

y = sin x −
|sin x|

sin x

 y = + cos x
۲ |cos x|
cos x

نمودار توابع زیر را در بازه  رسم کنید. )  جزء صحیح است(   155[۰, ۲π][ ]
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y = [sin x]

 y = [cos x]

نمودار توابع زیر را در بازه  رسم کنید.   156[۰, ۲π]

y = ۲ |cos x| − cos x

y = − ۱
|۳ cos x|
cos x

نمودار توابع زیر را در بازه  رسم کنید.   157[۰, ۲π]

y = |sin x| + sin x

y =
|sin x|

sin x

درس چهارم : روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا

اگر  و  دو زاویۀ حاده و  و  باشد، تانژانت این دو زاویه را بیابید.   158xyx + y =
π

۴
tan x tan y =

۱
۶

، مقادیر  را بیابید.  ، اگر    159tan(a − b) = ۵tan(a + b) = ۹tan ۲b , tan۲a

اگر  و  حاده بوده و داشته باشیم:  و  حاصل  را بیابید.   160xytan(x + y) = −۷sin y =
۳ ۱۰−−√

۱۰
tan x

اگر  ,  ,  زاویه‌ای حاده و انتهای کمان رو‌به‌رو به زاویه  در ربع سوم باشد، حاصل  را به   161

دست آورید.

sinα =
۴
۵

cos β =
−۱۲
۱۳

αβsin(α − β)

، آن‌گاه ثابت کنید. اگر    162x + y + z = π

17

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



tan x + tan y + tan z = tan x tan y tan z

cot x cot y + cot y cot z + cotxcot z = ۱

مقدار عددی عبارات زیر را بیابید.   163

tan + tan + tan tan۲۳∘ ۲∘ ۲۳∘ ۲∘

tan + tan + tan tan۳۹∘ ۲۱∘ ۳√ ۳۹∘ ۲۱∘

 درستی تساوی‌های زیر را ثابت کنید. 164

cosα + sinα = ۲ sin(α + )۳√
π

۳

sin(a + b) sin(a − b) = a − bsin۲ sin۲

اگر  آن‌گاه ثابت کنید.   165x + y + z =
π

۲

cot x + cot y + cot z = cot x cot y cot z

tan x tan y + tan x tan z + tan y tan z = ۱

  را حساب کنید. اگر  زاویه ای دربازه ی  باشد که  ، مقدار    166α[π, ]
۳π
۲

sinα = −
۱۲
۱۳

tan
α

۲

درستی اتحاد زیر را بررسی کنید.   167

(a + b) + (a − b) − cos ۲a cos ۲b = ۱cos۲ cos۲

18
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فصل پنجم : حد و پیوستگی

درستی رابطۀ زیر را ثابت کنید.   168

۴ cosα cos( − α) cos( + α) = cos ۳α
π

۳
π

۳

  را محاسبه کید. مقدار     169cos ۶۷٫۵∘

درستی تساوی زیر را اثبات کنید.   170

cos ۳α = ۴ α − ۳ cosαcos۳

مقدار عددی عبارت‌های زیر را بیابید.   171

cos cos cos۲۰∘ ۴۰∘ ۸۰∘

cot − tan
π

۱۲
π

۱۲

درس سوم : قضایای حد

حد زیر را در صورت وجود تعین کنید.   172

lim
x→۰−

sin ۲x
۱ − ۲ cos ۲x− −−−−−−−−−√

دو تابع  مثال بزنید که در اطراف صفر تعریف شده اند و هیچ کدام در صفر حد ندارند ولی  در صفر حد دارد.   173g, ff + g

. تابع  را طوری تعریف کنید که داشته باشیم:    174f= ۵lim
x→۱

۲f(x) − ۱
f(x) + ۱

حاصل حد زیر را بیابید.   175

[sin x + cos x]lim
x→ π

۲

حاصل حد زیر را بیابید.   176

([sin x] + [cos x])lim
x→

۳π
۲

حاصل حدهای زیر را بیابید.   177
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[۲ sin x]lim
x→ π

۶

[۲ cos x]lim
x→ π

۳

حاصل حدهای زیر را بیابید.   178

[sin x]lim
x→π

[cos x]lim
x→۰

درس چهارم : محاسبه حد توابع کسری )حالت صفر صفرم(

، مقادیر  و  را بیابید. اگر    179= ۴lim
x→−۲

+ ax + bx۲

+ ۸x۳
ab

حاصل حدهای زیر را بیابید.   180

lim )ب           )الف
x→۱

+ ۲x − ۳x۳

+ x − ۲x۲
lim

x→−۱

− ۲x − ۱x۳

− ۱x۲

حاصل حدهای زیر را بیابید.   181

lim
x→۱

− ۲۳x + x−−√
− −−−−−−

√

− ۱x−−√۳

lim
x→۱

− ۱x−−√۴

x − ۱x−−√

حد زیر را در صورت وجود بدست آورید.   182

lim
x→۰

sin ۲x
۱ − cos x

20
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حاصل حد زیر را بیابید.   183

lim
x→۰

−cos x− −−−√ cos ۲x− −−−−√

x۲

حد تابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.   184

lim
x→

π

۲

sin(۲x − π)

x − π

۲

حد زیر را محاسبه کنید.   185

lim
x→۰

۱ − cos x

x۲

 حدهای زیر را محاسبه کنید. 186

lim
x→

π

۳

sin(۳x − π)

x −
π

۳

lim
x→۰

x sin x

۱ − cos ۲x

درس پنجم : پیوستگی

  بررسی کنید. پیوستگی تابع مقابل را در    187x = ۱

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۱ − x

cot πx

۲
π

cos πx

۲

۱ − x−−√

x < ۱

x = ۱

x > ۱

  بررسی کنید. پیوستگی تابع مقابل را در نقطۀ    188x =
π

۴

f(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a[tan x] + x

[ ] + a
۱
x

b cos[ ]x
۲

x < π

۴

x = π

۴

x > π

۴

  تعین کنید.   را در بازۀ  نقاط ناپیوستگی تابع    189f(x) = [۲x][−۱, ۲]
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نقاط ناپیوستگی تابع  را با رسم شکل در بازه  تعین کنید.   190f(x) = x[x](−۲, ۲)
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  1

‌دنبالۀ جملات مشترک، دنباله ای حسابی با جملۀ اول  و قدر نسبت  است، پس داریم:

  

  

 ‌

  و قدر نسبت  می‌باشد و تعداد آنها  تا است. پس: جملات فرد دنبالۀ حسابی با جملۀ اول    2

  فرد

جملات زوج نیز دنباله‌ای حسابی با جمله اول  و قدرنسبت  می‌باشد و تعداد آنها   تا است پس:

  زوج

روش دوم:

  3

  

  

‌با توجه به این‌که مقدار ها برابر  عدد است، داریم:‌

  

  4

  

‌مجموع  جملۀ دوم، خود دنباله‌ای حسابی با جملۀ اول  و جملۀ آخر  است، پس داریم:‌

 

   

= ۱, ۴, ۷, ۱۰,⋯ d = ۳an

= −۵, −۱, ۳, ۷,⋯ = ۴bn d ′

۷d = ۳ × ۴ = ۱۲

= ۷ , = ۱۲c۱ d ′′ ⇒ = (۲ + (n − ۱)d) = ۶۱۰Sn

n

۲
c۱ ⇒ (۱۴ + (n − ۱) × ۱۲) = ۶۱۰

n

۲

⇒ (۱۲n + ۲) = ۶۱۰
n

۲
⇒ ۶ + n − ۶۱۰ = ۰n۲ ⇒ Δ = ۱ + ۴ × ۶ × ۶۱۰ = ۱۴۶۴۱

n =
−۱ ± ۱۲۱

۲
⇒ {

n = − ۱۲غ ق ق
۱۲

n = ۱۰
a۱۲d۱۰

S = (۲ + ۹ × ۲d) = ۱۳۵ → ۲ + ۱۸d = ۲۷
۱۰
۲

a۱ a۱

a۲d۱۰

S = (۲ + ۹ × ۲d) = ۱۵۰ → ۲( + d) + ۱۸d = ۳۰ → + ۱۰d = ۱۵
۱۰
۲

a۲ a۱ a۱

{ ⇒ d = ۱٫۵ , = ۰
۲ + ۱۸d = ۲۷a۱

+ ۱۰d = ۱۵a۱
a۱

−
{

+ + ⋯ + = ۱۵۰a۲ a۴ a۲۰

+ + ⋯ + = ۱۳۵a۱ a۳ a۱۹
– –––––––––––––––––––––––––––

+ + ⋯ + = ۱۵۰ − ۱۳۵ ⇒ ۱۰d = ۱۵ → d = ۱٫۵−a۲ a۱  
d

−a۴ a۳  
d

−a۲۰ a۱۹  
d

= ۱۳۵ + ۱۵۰ → ۱۰(۲ + ۱۹d) = ۲۸۵ ⇒ ۲ + ۱۹ × ۱٫۵ = ۲۸٫۵ → = ۰S۲۰ a۱ a۱ a۱

(x + ۳) + (x + ۵) + (x + ۷) + ⋯ + (x + ۲۳) = ۲۵۳

⇒ (x + x + ⋯ + x) + (۳ + ۵ + ۷ + ⋯ + ۲۳) = ۲۵۳

= ۳ , d = ۲ , = ۲۳a۱ an ⇒ + (n − ۱)d = ۲۳a۱ ⇒ ۳ + ۲(n − ۱) = ۲۳

⇒ ۲(n − ۱) = ۲۰ ⇒ n = ۱ ⇒ = (۲ + ۱۰d ) = ۱( + ۵d )S۱

۲

a۱ a۱

⇒ = ۱(۳ + ۱۰) = ۱ × ۱۳ = ۱۴۳S۱

x۱

x + ۱۴۳ = ۲۵۳ ⇒ ۱x = ۱۰⇒ x = ۱۰

= (۲ + (n − ۱)d) ⇒Sn

n

۲
a۲ = (۲ + ۵d) = ۶ + ۱۵d = ۵۷S۶


۲

a۱ a۱ ۲ + ۵d = ۱۹−→
÷۳

a۱

۶a۷a۱۲

+ + ⋯ + = ( + )a۷ a۸ a۱۲
۶
۲

a۷ a۱۲ = ۳( + ۶d + + ۱d) = ۳(۲ + ۱۷d) = ۱۶۵a۱ a۱ a۱

۲ + ۱۷d = ۵−→
÷۳

a۱ ⇒ {
۲ + ۵d = ۱۹a۱

۲ + ۱۷d = ۵a۱
⇒ ۱۲d = ۳۶ ⇒ d = ۳
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‌در نتیجه مجموع  جملۀ اول برابر است با:‌

  5

  6

  7

: دنباله‌ی اقساط

جواب  ، غ ق ق  

آخرین قسط  

فرض کنیم  جمله عمومی دنباله ی حسابی باشد. بنابراین:   8

  دنباله ی هندسی 

‌یادآوری: اگر  و  و  تشکیل دنباله هندسی بدهند داریم:

‌

صورت و مخرج را در  ضرب می‌کنیم.‌   9

  10

 

۲ + ۵d = ۱۹a۱ ۲ + ۱۵ = ۱۹−→−
d=۳

a۱ ⇒ = ۲a۱

۲۰

= (۲ + ۱۹d) = ۱۰(۴ + ۱۹ × ۳) = ۶۱۰S۲۰
۲۰
۲

a۱

= → (۲ + (m − ۱)d) = (۲ + (n − ۱)d)Sm Sn

m

۲
a۱

n

۲
a۱

۲m + ( − m)d = ۲n + ( − n)d ⇒ ۲m + ( − m)d − ۲n − ( − n)d = ۰−→
×۲

a۱ m۲ a۱ n۲ a۱ m۲ a۱ n۲

⇒ (m − n)۲ + d [ − m − + n] = ۰ ⇒ (m − n)۲ + d [ − − m + n] = ۰a۱ m۲ n۲ a۱ m۲ n۲

⇒ (m − n)۲ + d [(m − n)(m + n) − (m − n)] = ۰a۱

⇒ (m − n)۲ + d(m − n)(m + n − ۱) = ۰ ⇒ (m − n) [۲ + (m + n − ۱)d] = ۰a۱ a۱

m ≠ n → ۲ + (m + n − ۱) d = ۰ (۱)a۱

= ( ) [۲ + (m + n − ۱)d] ( ) × ۰ = ۰Sm+n

m + n

۲
a۱ ===

(۱) m + n

۲

= (۲ + (n − ۱)d) , = (۲ + (n − ۱)(d + k))Sn

n

۲
a۱ S ′

n

n

۲
a۱

− = (۲ + (n − ۱)d + (n − ۱)k) − (۲ + (n − ۱)d)S ′
n Sn

n

۲
a۱

n

۲
a۱

= (۲ + (n − ۱)d) + (n − ۱)k − (۲ + (n − ۱)d)
n

۲
a۱

n

۲
n

۲
a۱

= (n − ۱)k = ( − n)
n

۲
k

۲
n۲

= [۲ + (n − ۱)d]Sn

n

۲
a۱

۲۰ , ۲۵۰ , ۳۰ , ⋯ = ۲۰ , d = ۵۰a۱

= ۵۷۰ → (۴۰ + ۵۰(n − ۱)) = ۵۷۰Sn

n

۲
⇒ (۵۰n + ۳۵۰) = ۵۷۰ → (۵n + ۳۵) = ۵۷۰

n

۲
n

۲
→ ۵ + ۳۵n − ۱۴۰ = ۰ → Δ = ۱۲۵ + ۲۸۰ = ۲۴۰۲۵n۲

n = ۱۲ →n = = −۱۹
−۳۵ ± ۱۵

۱۰
= + ۱d = ۲۰ + ۱ × ۵۰ = ۷۵۰ →a۱۲ a۱

an

⇒ = ×a
۲
۶ a۴ a۱۲, ,a۴ a۶ a۱۲

⇒ ( + ۵d = ( + ۳d)( + ۱d)a۱ )۲ a۱ a۱

⇒ + ۱۰ d + ۲۵ = + ۱۴ d + ۳ ⇒ −۴ d = ۸ ⇒ = −۲da
۲
۱ a۱ d۲ a

۲
۱ a۱ d۲ a۱ d۲ a۱

q = = = = ۳
a۶

a۴

+ ۵da۱

+ ۳da۱

−۲d + ۵d
−۲d + ۳d

abc

= acb۲

x − ۱

=
(x − ۱)(x + ۱)( + ۱)( + ۱)( + ۱)x۲ x۴ x۸

(x − ۱)( + + ⋯ + x + ۱)x۱۵ x۱۴

( − ۱)( + ۱)( + ۱)( + ۱)x۲ x۲ x۴ x۸

− ۱x۱۶

= = = = ۱
( − ۱)( + ۱)( + ۱)x۴ x۴ x۸

− ۱x۱۶

( − ۱)( + ۱)x۸ x۸

− ۱x۱۶

− ۱x۱۶

− ۱x۱۶

, , ۱⋯
۱
۴

۱
۲

⇒ = , q = ۲a۱

۴
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اگر قدرنسبت دنبالۀ هندسی  باشد، جملات زوج دنبالۀ هندسی با جملۀ اول  و قدرنسبت  و جملات فرد دنبالۀ هندسی با جملۀ اول  و قدرنسبت  می‌باشند،   11
پس:‌

 

با توجه به فرض سؤال داریم:‌   12

  

  

‌با توجه به رابطۀ  و  :‌

   

‌در نتیجه:‌

    

  13

  14

می دانیم: 

‌

  15

  

  

   

  باشند.‌ معادلۀ درجه دومی می‌نویسیم که ریشه‌هایش  و    16

  

‌حال باید  را بیابیم.‌

 

> ۵۰Sn ⇒ > ۵۰
( − ۱)a۱ qn

q − ۱
⇒ > ۵۰

( − ۱)۱
۴
۲n

۲ − ۱

⇒ − ۱ > ۲۰۲n ⇒ > ۲۰۱۲n ⇒ n ≥ ۱

qa۲q۲a۱q۲

= =
Sجملات فرد
Sجملات زوج

(( −۱)a۱ q ۲)۱۰

−۱q ۲

(( −۱)a۲ q ۲)۱۰

−۱q ۲

( − ۱)a۱ q۲۰

( − ۱)a۲ q۲۰
= = = =

a۱

a۲

a۱

qa۱

۱
q

۱
۲

+ = ۸۲a۱ a۵ ⇒ + = ۸۲a۱ a۱q
۴ ⇒ (۱ + ) = ۸۲ (۱)a۱ q۴

+ = ۲۴۶a۲ a۶ ⇒ q + = ۲۴۶a۱ a۱q
۵ ⇒ q(۱ + ) = ۲۴۶ (۲)a۱ q۴

(۱)(۲)

⇒ =
q(۱ + )a۱ q۴

(۱ + )a۱ q۴

۲۴۶
۸۲

⇒ q = ۳⇒ (۱ + ) = ۸۲a۱ ۳۴ ⇒ = ۱a۱

= = ۳۲۸۰Sn

( − ۱)a۱ qn

q − ۱
⇒ = ۳۲۸۰

۱( − ۱)۳n

۳ − ۱
⇒ − ۱ = ۶۵۶۰۳n ⇒ = ۶۵۶۱ =۳n ۳۸ ⇒ n = ۸

۱, ۲, ۴,⋯ ⇒ = = ۲۵ ⇒ = ۲۵۶ ⇒ n = ۸Sn

۱(۱ − )۲n

۱ − ۲
۲n

=Sn

(۱ − )a۱ qn

۱ − q

۱ + x + + ⋯ +x۲ x۸

⇒ =
⎧
⎩⎨

= ۱a۱

q = x = ۲
−−

√
S۹

۱(۱ − )( )۲
−−

√
۹

۱ − ۲
−−

√

۱ − x + ⋯ + x۸

⇒ =
⎧
⎩⎨

= ۱a۱

q = − ۲
−−

√
S ′
۹

۱(۱ − )(− )۲
−−

√
۹

۱ + ۲
−−

√

× = × = = − ۱ = ۵۱S۹ S ′
۹

(۱ − )( )۲
−−

√
۹

۱ − ۲
−−

√

(۱ + )( )۲
−−

√
۹

۱ + ۲
−−

√

۱ − ۲۹

۱ − ۲
۲۹

+ = − , = kx۱ x۲
b

a
x۲ x۱ ⇒ + k = −x۱ x۱

b

a
⇒ (۱ + k) = −x۱

b

a

⇒ = −x۱
b

a(k + ۱)
⇒ =x۲

−kb

a(k + ۱)
⇒ =x۱x۲

c

a

⇒ =
kb۲

(k + ۱a۲ )۲

c

a
⇒ ak = c(k + ۱b۲ a۲ )۲ ⇒ k = a ⋅ c(k + ۱b۲ )۲ ⇒ =

(k + ۱)۲

k

b۲

a ⋅ c

α = ۱ + ۵
−−

√β = ۱ − ۵
−−

√

: S = ۲ , : P = (۱ + )(۱ − ) = ۱ − ۵ = جمع ریشه‌ها۴− ضرب ریشه‌ها ۵
−−

√ ۵
−−

√ ⇒ − Sx + P = ۰x۲ ⇒ − ۲x − ۴ = ۰x۲

= +S۵ α۵ β۵

− ۲x − ۴ = ۰x۲ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

− ۲α − ۴ = ۰ − ۲ − ۴ = ۰α۲ − →−−−
×αn−۲

αn αn−۱ αn−۲

− ۲β − ۴ = ۰β۲ − →−−−
×β n−۲

− ۲ − ۴ = ۰βn βn−۱ βn−۲
– –––––––––––––––––––––––
+ − ۲( + ) − ۴( + ) = ۰αn βn αn−۱ βn−۱ αn−۲ βn−۲
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  17

  18

 

‌در نتیجه:‌

  

  ریشه‌های معادله هستند، در معادله صدق می‌کند.‌ چون  و    19

 

  

 

‌در نتیجه بنابر رابطۀ  و  داریم:‌

   

  20

  

‌در نتیجه:

  21

حال بايد  را جايگذاري کنيم تا بينيم که  مي‌شود تا معادله دو ريشه داشته باشد.
 

غ ق ق  

ق ق  

  22

⇒ − ۲ − ۴ = ۰ , = α + β = ۲ , = + = − ۲P = − ۲(−۴) = ۱۲Sn Sn−۱ Sn−۲ S۱ S۲ α۲ β۲ S
۲
۱ ۲

= ۲ + ۴Sn Sn−۱ Sn−۲ ⇒ = ۲ + ۴ = ۲ × ۱۲ + ۴ × ۲ = ۲۴ + ۸ = ۳۲S۳ S۲ S۱

= ۲ + ۴ = ۲ × ۳۲ + ۴ × ۱۲ = ۶۴ + ۴۸ = ۱۲S۴ S۳ S۲

= ۲ + ۴ = ۲ × ۱۲ + ۴ × ۳۲ = ۲۴ + ۱۲۸ = ۳۵۲S۵ S۴ S۳

− ۲x − ۱ = ۰ → S = α + β = = ۲,P = αβ = = −۱x۲
−b

a

c

a

+ = − ۳PS = ۸ − ۳ × (−۱) × ۲ = ۸ + ۶ = ۱۴α۳ β۳ S۳

= → + + ۲ = ۱۹۶ ⇒ + + ۲ = ۱۹۶( + )α۳ β۳ ۲
۱۴۲ α۶ β۶ α۳β۳ α۶ β۶ P ۳

⇒ + + ۲ = ۱۹۶ → + − ۲ = ۱۹۶ ⇒ + = ۱۹۸α۶ β۶ (−۱)۳ α۶ β۶ α۶ β۶

A = − ۳x + ۱ = ۰x۲ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

S = α + β = − = − = ۳ ⇒ {
b

a

−۳
۱

α = ۳ − β

β = ۳ − α

P = α ⋅ β = = ۱
c

a

A = +
α۷

(۳ − β)۵

β۷

(۳ − α)۵
= +

α۷

(α)۵

β۷

(β)۵
= + = − ۲P = ۹ − ۲ × ۱ = ۷α۲

β
۲

S
۲

αβ

۳ − ۵x + ۱ = ۰x۲ ⇒ : S = α + β = = , : P = α ⋅ β = جمع ریشه‌ها=
−b

a

۵
۳

ضرب ریشه‌ها
c

a

۱
۳

۳ − ۵α + ۱ = ۰α۲ ⇒ ۲ + ۱ = ۵αα۲ ۳α + = ۵ (۱)−→−
÷α ۱

α

۳ − ۵β + ۱ = ۰β۲ ⇒ ۳ + ۱ = ۵β (۲)β۲

(۱)(۲)

=
(۳α +

۱
α
)۲

(۳ + ۱ + ۲۵β۲ )۲ α۲

۵۲

(۵β + ۲۵)۲ α۲
= =

۲۵
۲۵( + )β۲ α۲

۱
− ۲PS۲

= =
۱

( − ۲ ×
۵
۳
)۲

۱
۳

۱

−
۲۵
۹

۲
۳

= =
۱

۲۵−۶
۹

۹
۱۹

− ۵x − ۳ = ۰x۲ − ۵β − ۳ = ۰−→−
x=β

β۲ ⇒ β(β − ۵) = ۳

: α ⋅ β = = ضرب ریشه‌ها۳−
c

a

= = = −۱
α

β − ۵
αβ

β(β − ۵)
−۳


+ = ۴α۲ β۲

− ۲αβ = ۴ − ۲( ) = ۴(α + β)۲ − →−−−−−−−−−

αβ= =
c
a

m−۱
۲

α+β=− =b
a

m

۲ m۲

۴
m − ۱

۲

⇒ − ۴m + ۴ = ۱۶ ⇒ − ۴m − ۱۲ = ۰ ⇒ (m − ۶)(m + ۲) = ۰ ⇒ m = −۲, ۶m
۲

m
۲

mΔ > ۰

m = ۶ ⇒ ۲ − ۶x + ۵ = ۰ ⇒ Δ = ۳۶ − ۴(۵)(۲) < ۰x۲

m = −۲ ⇒ ۲ + ۲x − ۳ = ۰ ⇒ Δ = ۴ − ۴(−۳)(۲) > ۰x۲

26

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  23

 

 

 ‌جدید

  جدید

  

  24

  

 

  25

 

  

  26

− ۷x + ۳ = ۰ → = ۷x − ۲{ S = α + β = = ۷ , P = α ⋅ β = = ۲x۲ x۲
= ۷α − ۲α۲

= ۷β − ۲β۲

−b

a

c

a

+ = +
۱

۴ − ۴α + ۱α۲

۱
۴ − ۴β + ۱β۲

۱
۴(۷α − ۲) − ۴α + ۱

۱
۴(۷β − ۲) − ۴β + ۱

= + =
۱

۲۴α − ۷
۱

۲۴β − ۷
۲۴(α + β) − ۱۴

۵۷۶αβ − ۱۶۸(α + β) + ۴۹

= = =
۲۴ × ۷ − ۱۴

۵۷۶ × ۲ − ۱۶۸ × ۷ + ۴۹
۱۵۴

۱۵۲ − ۱۷۶ + ۴۹
۱۵۴
۲۵

+ x − ۳ = ۰x۲ ⇒ : S = α + β = −۱ , : P = α ⋅ β = = جمع ریشه‌ها۳−
−b

a
ضرب ریشه‌ها

c

a

⇒ = + + + = + + جدید+ S ′ α۲ ۱
β

β۲ ۱
α

α۲ β۲ ۱
α

۱
β

= − ۲P + = ۱ − ۲(−۳) +S۲ S

P

−۱
−۳

= ۷ + =S ′ ۱
۳

۲
۳

= ( + )( + ) = (αβ + α + β +P ′ α۲ ۱
β

β۲ ۱
α

)۲
۱
αβ

= + S + = ۹ − ۱ +P ۲ ۱
P

۱
−۳

⇒ = ۸ − Pجدید= ′ ۱
۳

۲۳


⇒ − x + = ۰x۲ S
′

P
′ ⇒ − x + = ۰x۲


۳

۲۳


⇒ ۳ − ۲x + ۲۳ = ۰x۲

f(x) = ۰ ⇒ ( + x + ۱ − ۳ − ۳x − ۱ = ۰x۲ )۲ x۲ ⇒ ( + x + ۱ − ۳( + x + ۱ − ۱) − ۱ = ۰x۲ )۲ x۲

⇒ ( + x + ۱ − ۳( + x + ۱) + ۳ − ۱ = ۰ , + x + ۱ = tx۲ )۲ x۲ x۲

⇒ − ۳t + ۲ = ۰t۲ ⇒ t = ۱ , t = ۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

t = ۱ ⇒ + x + ۱ = ۱ ⇒ x(x + ۱) = ۰ ⇒ x = ۰ , x = −۱x۲

t = ۲ ⇒ + x + ۱ = ۲ ⇒ + x − ۱ = ۰ ⇒ Δ = ۵ ⇒ x =x۲ x۲
−۱± ۵√

۲

− − = + ۱
x + ۵
x − ۱

۶
+ x + ۱x۲

۶ + ۱۲x۲

(x − ۱)( + x + ۱)x۲
x۲

(x + ۵)( + x + ۱) − ۶(x − ۱) − ۶ − ۱۲ = ( + ۱)( − ۱)− →−−−−−−−−−
x≠۱

(x−۱)( +x+۱)×x۲

x۲ x۲ x۲ x۳

+ + + + + + ۵ − + ۶ − ۶ − ۱۲ = ( + ۱)( − ۱)x۳ x۲ x ۵x۲ ۵x ۶x x۲ x۲ x۳

⇒ − ۱ = ( + ۱)( − ۱)x۳ x۲ x۳ ⇒ ( + ۱)( − ۱) − ( − ۱) = ۰x۲ x۳ x۳

⇒ ( − ۱)( + ۱ − ۱) = ۰x۳ x۲ ⇒ ( − ۱) = ۰x۲ x۳ ⇒ {
= ۰ ⇒ x = ۰x۲ جواب
− ۱ = ۰ ⇒ x = ۱x۳ غیر قابل قبول

+ x + ۱ = t → + = (۱)x۲ t + ۳
− −−−

√ t√ ۲t + ۷
− −−−−

√

t + ۳ + t + ۲ = ۲t + ۷ → = ۲−→−
توان۲

+ ۳tt۲
− −−−−−

√ + ۳tt۲
− −−−−−

√

+ ۳t − ۴ = ۰ → t = ۱ , t = −۴t۲

27

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



قابل قبول 

غیر قابل قبول 

  27

 

  

‌حال  را در معادلۀ اولیه امتحان می‌کنیم.‌

  

  28

 

‌با فرض  داریم:‌

  

 

‌در نتیجه:‌

  

  29

 نمودار سرسره‌ای  

برد تابع  

  30

 : شرط رادیکال

t = ۱ + = → ۲ + ۱ = ۳−→
(۱)

۴
−−

√ ۱
−−

√ ۹
−−

√

t = −۴ + =−→
(۱)

−۱
−−−

√ −۴
−−−

√ −۱
−−−

√

t = ۱ → + x + ۱ = ۱ → x(x + ۱) = ۰ → x = ۰ , x = −۱x۲

+ = ۴x + x + ۱
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−

√ x − x + ۱
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−

√

x + + x − + ۲ = ۱۶− →−−
۲ توان

x + ۱
− −−−−−

√ x + ۱
− −−−−−

√ (x + )(x − )x + ۱
− −−−−−

√ x + ۱
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ ۲x + ۲ = ۱۶− x − ۱x۲
− −−−−−−−−−

√ ⇒ = ۸ − x− x − ۱x۲
− −−−−−−−−−

√

− x − ۱ = ۶۴ − ۱۶x +− →−−
۲ توان

x۲ x۲ ⇒ ۱۵x = ۷۵ ⇒ x = ۵

x = ۵

x = ۵⇒ +۵ + ۱۶
−−

√
− −−−−−−

√ ۵ − ۱۶
−−

√
− −−−−−−

√ = + = ۳ + ۱ = ۴۵ + ۴
− −−−−

√ ۵ − ۴
− −−−−

√

۴x − =x۲ ۶ − ۲۴x + ۷x۲
− −−−−−−−−−−−

√ ⇒ ۴x − =x۲ ۶( − ۴x) + ۷x۲
− −−−−−−−−−−−

√

− ۴x = tx۲

= −t۶t + ۷
− −−−−

√ ۶t + ۷ =− →−−
۲ توان

t۲ ⇒ − ۶t − ۷ = ۰t۲

⇒ (t − ۷)(t + ۱) = ۰⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

t = −۱ ⇒ = −(−۱) ⇒ ۱ = ۱ ⇒ t = −۱−۶ + ۷
− −−−−−

√ درست جواب

t = ۷ ⇒ = −۷ ⇒ ۷ = −۷ ⇒ t = ۷۴۲ + ۷
− −−−−−

√ غلط غ ق ق

− ۴x = −۱x۲ ⇒ − ۴x + ۱ = ۰x۲ ⇒ Δ = ۱۶ − ۴ = ۱۲

= = = ۲ ±x۱,۲

۴ ± ۱۲
−−

√

۲

۴ ± ۲ ۳
−−

√

۲
۳
−−

√

f(x) = |x + ۲| − |x − ۴|

x = −۲ ⇒ f(−۲) = −۶ , x = ۴ ⇒ f(۴) = ۶ ⇒ −۶ ≤ f(x) ≤ ۶

⇒ y = ||x + ۲| − |x − ۴|| = |f(x)| − ۶ ≤ f(x) ≤ ۶ ⇒ ۰ ≤ |f(x)| ≤ ۶

⇒ ۰ ≤ y ≤ ۶ ⇒ R = [۰, ۶]

A = −x − ۲ + ۴ + ۴x − ۲
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ x − ۲ − ۴ + ۴x − ۲
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√

A = − = | | − | |( + ۲)x − ۲
− −−−−

√
۲− −−−−−−−−−−−

√ ( − ۲)x − ۲
− −−−−

√
۲− −−−−−−−−−−−

√ + ۲x − ۲
− −−−−

√
  

مثبت

− ۲x − ۲
− −−−−

√
  

p

x − ۲ ≥ ۰ ⇒ (۱)x ≥ ۲

A = + ۲ − − ۲ ⇒ {x − ۲
− −−−−

√ ∣
∣ x − ۲

− −−−−
√ ∣

∣
a : p ≤ ۰
b : p ≥ ۰

a : − ۲ ≤ ۰ ⇒ ≤ ۲ ⇒ x − ۲ ≤ ۴ ⇒ x ≤ ۶ ۲ ≤ x ≤ ۶ ⇒x − ۲
− −−−−

√ x − ۲
− −−−−

√ −→
(۱)

A = + ۲ + − ۲ = ۲x − ۲
− −−−−

√ x − ۲
− −−−−

√ x − ۲
− −−−−

√

b : − ۲ ≥ ۰ ⇒ ≥ ۲ ⇒ x − ۲ ≥ ۴ ⇒ x ≥ ۶ x ≥ ۶ ⇒x − ۲
− −−−−

√ x − ۲
− −−−−

√ −→
(۱)

A = + ۲ − + ۲ = ۴x − ۲
− −−−−

√ x − ۲
− −−−−

√

28

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



می‌دانیم  ، پس داریم:‌   31

با فرض  داریم،  ، پس:‌

‌بنابراین ابتدا  را رسم می‌کنیم.

 ‌

  

x

y

1 2

1

_

(f x ( =x2 2_ x

  

2

11_

1_
2_ x

y

(f x ( =x 2 2_ x

  

211_2_ x

y

1
y =1

y = (f x (

خط  در  نقطه با تابع  تلاقی دارد. در نقاط  بر این تابع ماس است.

  را رسم می‌کنیم. ابتدا نمودار تابع    32

2_

4_

1_3_
1

4

y= 4m +

y

x

 

 

 

  

 

‌برای این‌که خط افقی  نمودار  را حداقل در یک نقطه قطع کند، با توجه به شکل باید داشته باشیم.‌

 

 ها تقارن مي‌دهيم. براي رسم  ابتدا  را حذف کرده سپس قسمت باقيمانده آن را نسبت به محور    33

1- 2 2
 

22-

xy -- f ((

 ها تقارن مي‌دهيم. براي رسم ابتدا  را حذف کرده سپس قسمت باقيمانده آن را نسبت به محور 

1- 2 21-
2

  34

نکته: اگر  آنگاه 

‌

A = { ۲ , ۲ ≤ x ≤ ۶x − ۲
− −−−−

√
۴ , x ≥ ۶

= |xx۲ |۲

y = | − ۲|x|| = ||x − ۲|x||x۲ |۲

f(x) = − ۲xx۲f(|x|) = |x − ۲|x||۲

y = ||x − ۲|x|| = |f(|x|)||۲

f(x) = − ۲xx۲

x = − = − = رأس۱
b

۲a
−۲


⇒ y = f(۱) = ۱ − ۲ = رأس۱−

f(x) = ۰ ⇒ − ۲x = ۰x۲ ⇒ x = ۰ , x = ۲

y = ۱۴y = | − ۲|x||x۲x = ±۱

f(x) = |x − ۱| − |x + ۳|

x < −۳⇒ y = −x + ۱ + x + ۳ = ۴

−۳ ≤ x < ۱ ⇒ y = −x + ۱ − x − ۳ = −۲x − ۲⇒ x

y

−۳
۴

۱
−۴

x ≥ ۱⇒ y = x − ۱ − x − ۳ = −۴

y = m + ۴y = |x − ۱| + |x + ۳|

−۴ ≤ m + ۴ ≤ ۴ ⇒ −۸ ≤ m ≤ ۰

y = f(|x|)x < ۰y

− →−−−−−−−−−−−
yها قرینه نسبت به محور

− →−−−−−
حذف x<۰

|y| = f(x)y < ۰x

− →−−−−−−−−−−−
xها قرینه نسبت به محور

− →−−−−−
حذف y<۰

|a| + |b| > |a + b|a ⋅ b < ۰

|x − ۱| + |۲x| > |۳x − ۱| , a = x − ۱ , b = ۲x ⇒ a + b = ۳x − ۱

29

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 

  35

نکته: نامساوی  زمانی برقرار است که  باشد.

می‌دانیم  ، پس  بنابراین داریم:‌   36

‌حال با فرض  و  داریم:‌

  

  

 

  می‌باشد. پس داریم:   و فاصله‌ی  تا  بصورت  اعداد مورد نظر را  در نظر بگیریم، فاصله‌ی  تا  بصورت    37

ابتدا نامعادله را به شکل نامعادله‌های ساده تفکیک می‌کنیم و سپس بین جواب‌ها اشتراک می‌گیریم:   38

  : باتوجه به نکته  

 

 

2
3 0- 1-

5
1 5

2

I :

II :

III :

  39

   

⇒ |a| + |b| > |a + b| ⇒ a ⋅ b < ۰ ⇒ (x − ۱)(۲x) < ۰

⇒ ⇒ xجواب

+

۰
 −

۱
۰ +

۰ < x < ۱

|۲x| < |x − ۱| + |x + ۱| ⇒ a = x − ۱, b = x + ۱ ⇒ a + b = ۲x

⇒ |a + b| < |a| + |b| ⇒ a ⋅ b < ۰ ⇒ (x − ۱)(x + ۱) < ۰ ⇒ − ۱ < ۰x۲

< ۱ ⇒ −۱ < x < ۱x۲

|a + b| < |a| + |b|ab < ۰

|A| = | − A||۵ − x| = |x − ۵|

| + x − ۲| + |x − ۵| = | + ۲x − ۷|x۲ x۲

a = + x − ۲x۲b = x − ۵

|a| + |b| = |a + b| ⇒ a ⋅ b ≥ ۰ ⇒ ( + x − ۲)(x − ۵) ≥ ۰x۲

+ x − ۲ = ۰x۲ ⇒ (x − ۱)(x + ۲) = ۰⇒ x = ۱ , x = −۲

x

( + x − ۲)(x − ۵)x۲

−∞

−

−۲
۰ +

۱
۰ −

۵
۰

+∞

+
⇒ −۲ ≤ x ≤ ۱ x ≥ یا۵

xx۳|x − ۳|x−۲|x + ۲|

|x − ۳| ≥ |x + ۲| ⇒ ≥ ⇒ − ۶x + ۹ ≥ + ۴x + ۴(x − ۳)۲ (x + ۲)۲ x۲ x۲

⇒ ۹ − ۴ ≥ ۴x + ۶x ⇒ ۱۰x ≤ ۵ ⇒ x ≤
۱
۲

۴ ≤ |۲x − ۱| < ۳x →

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

|۲x − ۱| < ۳x → { ۲x − ۱ < ۳x
۲x − ۱ > −۳x

و ∩

|۲x − ۱| ≥ ۴ → { ۲x − ۱ ≥ ۴
۲x − ۱ ≤ ۴

(I)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۲x − ۱ ≥ ۴ ⇒ ۲x ≥ ۵ ⇒ x ≥
۵
۲

۲x − ۱ ≤ −۴ ⇒ ۲x ≤ −۳ ⇒ x ≤
−۳
۲

(II)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۲x − ۱ < ۳x ⇒ x > −۱

۲x − ۱ > −۳x ⇒ ۵x > ۱ ⇒ x >
۱
۵

۳x ≥ ۰ → x ≥ ۰(III) |x| < a(a ≥ ۰)

I ∩ II ∩ III : x ∈ [ , +∞)
۵
۲

= |x + ۱|
x

x − ۱

x < −۱⇒ = −(x + ۱)
x

x − ۱
−(x + ۱)(x − ۱) = x− →−−−

x≠۱

x(x−۱)
⇒ −( − ۱) = xx۲

30

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



   

    

 

  40

 

 با فرض  و  داریم:

  ‌
‌جدول تعین علامت زیر را در نظر بگیرید:‌

 

  41

  :جمع ريشه‌ها

جواب‌های معادله     42

 

 

  43

  

 

 

 

  44

⇒ + x − ۱ = ۰x۲ ⇒ Δ = ۱ − ۴ × ۱ × (−۱) = ۵ ⇒ x =
−۱ ± ۵

−−
√

۲
x =− →−−

x<−۱ −۱ − ۵
−−

√

۲

x ≥ −۱⇒ = x + ۱
x

x − ۱
− ۱ = x− →−−−

x≠۱

x(x−۱)
x۲ ⇒ − x − ۱ = ۰x۲ ⇒ Δ = ۵

⇒ x = ≥ ۱
 ± ۵

−−
√

۲
⇒ هردو قابل قبول هستند.

|۱ − ۳x| = |۳x − ۱| ⇒ |۳x − ۱| + |x + ۴| > |۴x + ۳|

a = ۳x − ۱b = x + ۴a + b = ۴x + ۳

|a + b| < |a| + |b| ⇒ a ⋅ b < ۰ ⇒ (۳x − ۱)(x + ۴) < ۰

x

(۳x − ۱)(x + ۴)

−∞

+

−۴

۰ −

۱
۳
۰

+∞

+

⇒ −۴ < x <
۱
۳

||۲ − x| − ۳| = ۴
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
|۲ − x| − ۳ = ۴ ⇒ |۲ − x| = ۷ ⇒ ۲ − x = ±۷ ⇒ { ۲ − x = ۷ ⇒ x = −۵

۲ − x = −۷ ⇒ x = ۹
|۲ − x| − ۳ = −۴ ⇒ |۲ − x| = غ ق ق۱−

۹ − ۵ = ۴

= ۱, = −۱, = ۳, = −۳x۱ x۲ x۳ x۴

≥ ۱
∣

∣
∣
۳ − ۲x
x − ۴

∣

∣
∣ ⇒ ≥ ۱

|۳ − ۲x|
|x − ۴|

|۳ − ۲x| ≥ |x − ۴|− →−−−
x≠۴

×|x−۴|

(۳ − ۲x ≥ (x − ۴− →−−
۲ توان

)۲ )۲ ⇒ (۳ − ۲x − (x − ۴ ≥ ۰)۲ )۲

⇒ (۳ − ۲x − x + ۴)(۳ − ۲x + x − ۴) ≥ ۰⇒ (−۳x + ۷)(−x − ۱) ≥ ۰

x

(−۳x + ۷)(−x − ۱)

−∞

+

−۱

۰ −

۷
۳
۰

+∞

+

⇒ x ≤ −۱ x یا≤
۷
۳

≤ ۱ ⇒ ≤ ۱
∣

∣
∣

− ۵x + ۴x۲

− ۴x۲

∣

∣
∣

− ۵x + ۴∣∣x
۲ ∣∣

− ۴∣∣x۲ ∣∣
− →−−−−

x≠±۲

× −۴∣
∣x
۲ ∣

∣

− ۵x + ۴ ≤ − ۴ ⇒ ≤∣
∣x

۲ ∣
∣

∣
∣x

۲ ∣
∣ ( − ۵x + ۴)x۲


( − ۴)x۲
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  ریشه   

  یا   

طرفین را در عبارت مثبت  ضرب می‌کنیم.   45

  46

          47

‌

غلط 

نقطه‌ی  در هیچکدام از دو خط  و  صدق نمی‌کند، پس شکل آن به صورت زیر است.   48

x 2 y+ =5 0+

a

b A

x2 y- =15 0+

 

 فاصله‌ی  تا خط 

 فاصله‌ی  تا خط 

 مساحت مستطیل

  49

 شیب خط

  50

⇒ − ≤ ۰ ⇒ ( − ۵x + ۴ + − ۴)( − ۵x + ۴ − + ۴) ≤ ۰( − ۵x + ۴)x۲


( − ۴)x۲


x۲ x۲ x۲ x۲

x = ۰ , ,
۵
۲

۸
۵

⇒ (۲ − ۵x)(−۵x + ۸) ≤ ۰ ⇒x۲

x ≥
۵
۲

⇒ ۰ ≤ x ≤
x

(۲ − ۵x)(−۵x + ۸)x۲ +

۰

 −

۸
۵

۰ +

۵
۲

۰ −

۸
۵

|x| + ۲

≤ ۲ − |x| ≤ ۲ |x| + ۴ ⇒ − ۳ |x| − ۴ ≤ ۰
− |x|x۲

|x| + ۲
− →−−−
×|x|+۲

x۲ x۲

⇒ − ۳ |x| − ۴ ≤ ۰ ⇒ (|x| − ۴) ≤ ۰ ⇒ |x| − ۴ ≤ ۰ ⇒ |x| ≤ ۴ ⇒ −۴ ≤ x ≤ ۴|x|۲ (|x| + ۱)
  

همواره مثبت 

> ⇒ − > ۰(۲ − ۳x + ۵)x۲


( + ۵x − ۲)x۲


(۲ − ۳x + ۵)x۲


( + ۵x − ۲)x۲


⇒ (۲ − ۳x + ۵ − − ۵x + ۲)(۲ − ۳x + ۵ + + ۵x − ۲) > ۰x۲ x۲ x۲ x۲

⇒ ( − ۸x + ۷)( ) > ۰ ⇒ − ۸x + ۷ > ۰x۲ ۳ + ۲x + ۳x۲
  
Δ<۰ همواره مثبت

x۲

⇒ (x − ۱)(x − ۷) > ۰ ⇒ x < ۱ یا x > ۷x

⊕

۱
۰ −

۷
۰ ⊕

y = ۲x ⇒ M(x, ۲x) ⇒ OM + MA = ۵

⇒ + = ۵ ⇒ + = ۵+ ۴x۲ x۲
− −−−−−−

√ +(x − ۲)۲ (۲x − ۴)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۵x۲
−−−

√ +(x − ۲)۲ [۲(x − ۲)]۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ |x| + = ۵ ⇒ |x| + = ۵
−−

√ + ۴(x − ۲)۲ (x − ۲)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۵
−−

√ ۵(x − ۲)۲
− −−−−−−−

√

⇒ |x| + |x − ۲| = ۵ ⇒ (|x| + |x − ۲|) = ۵
−−

√ ۵
−−

√ ۵
−−

√

⇒ |x| + |x − ۲| = ۵
−−

√

x < ۰ → −x − x + ۲ = ⇒ x = →۵
−−

√
۲ − ۵

−−
√

۲
M( , ۲ − )

۲ − ۵
−−

√

۲
۵
−−

√

۰ ≤ x ≤ ۲ ⇒ x − x + ۲ = → ۲ =۵
−−

√ ۵
−−

√

x > ۲ → x + x − ۲ = → x = →۵
−−

√
۲ + ۵

−−
√

۲
M( , ۲ + )

۲ + ۵
−−

√

۲
۵
−−

√

A(۱, ۲)x + ۲y + ۵ = ۰۲x − y + ۱۵ = ۰

= = = ۲
|۱ + ۴ + ۵|

۱ + ۴
− −−−−

√

۱۰

۵
−−

√
۵
−−

√Aa : x + ۲y + ۵ = ۰

Ab : ۲x − y + ۱۵ = ۰

= = = ۳
|۲ − ۲ + ۱۵|

۴ + ۱
− −−−−

√

۱۵


−−

√
۵
−−

√

S = ab = ۲ × ۳ = ۳۰۵
−−

√ ۵
−−

√

= m = tan = ۱ ⇒ y = mx + h ⇒ y = x + h۴۵∘

x = ۰ → y = h ⇒ B(۰, h) , y = ۰ → x = −h ⇒ A(−h, ۰)

M = = (− , ) ⇒ ۲x + y = ۲ ⇒ ۲(− ) + = ۲
A + B

۲
h

۲
h

۲
h

۲
h

۲

⇒ − = ۲ → h = −۴ →
h

۲
y = x − ۴
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



A

CB 3 x _ y = 1

x + y =0x_2 y +3 =0
M     

  

    

   

 

 

  51

4A ( 2 (,

1B ( 1 (, - H M C 8( 2 (, -
 

 

معادله‌ی 

  52

2B ( 1 (,- H C 0( 1 (, -

1A ( 1 (,

معادله‌ی ضلع 

معادله‌ی ارتفاع 

  53

{ x + y = ۰ ⇒ y = −x

x − ۲y + ۳ = ۰
⇒ x − ۲(−x) = −۳ ⇒ x = −۱ ⇒ y = ۱⇒ A(−۱, ۱)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x − ۲y = −۳

x − y = ۱ {− →−−
×(−۲) x − ۲y = −۳

−۶x + ۲y = −۲
⇒ −۵x = −۵⇒ x = ۱

x − ۲y = −۳ ⇒ ۱ − ۲y = −۳ ⇒ ۴ = ۲y ⇒ y = ۲⇒ B(۱, ۲)

{ x + y = ۰ ⇒ y = −x

۳x − y = ۱
⇒ ۳x − (−x) = ۱ ⇒ x =

۱
۴

⇒ y = −
۱
۴

⇒ C( , − ) , = = = ۰
۱
۴

۱
۴

x
M

+x
A

x
B

۲
−۱ + ۱

۲
, = = =y

M

+y
A

y
B

۲
۱ + ۲


۳
۲

M(۰, )
۳
۲

⇒ = = = = −۷m
CM

−y
M

y
C

−x
M

x
C

+
۳
۲

۱
۴

۰ −
۱
۴

۷
۴

−
۱
۴

M = ⇒ M = ( , − )
B + C

۲
۹
۲

۳
۲

= = − ⇒ y + ۱ = − (x − ۱)mBC

−۱ + ۲
۱ − ۸

۱
۷

۱
۷

⇒ ۷y + ۷ = −x + ۱ ⇒ x + ۷y = −۶ → BC

= − = ۷ → y − ۲ = ۷(x − ۴) ⇒ y − ۲ = ۷x − ۲۸ ⇒ ۷x − y = ۲۶mAH

۱
mBC

{ { ⇒ −۵۰y = ۶۸ ⇒ y = − = −۱٫۳۶x + ۷y = −۶− →−−
×(−۷)

۷x − y = ۲۶
−۷x − ۴۹y = ۴۲
۷x − y = ۲۶

۸
۵۰

x = −۶ − ۷y = −۶ − ۷(−۱٫۳۶) = −۶ + ۹٫۵۲ ⇒ x = ۳٫۵۲ ⇒ M(۳٫۵۲ , −۱٫۳۶)

MH = = =+(۳٫۵۲ − )
۹
۲

۲

(−۱٫۳۶ + )
۳
۲

۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷
 ۰٫۹۶۰۴ + ۰٫۰۱۹۶

− −−−−−−−−−−−−−
√ ۰٫۹۸

− −−−
√

= = −۳ , y + ۱ = −۳(x − ۰)mBC

۲ − (−۱)
−۱ − ۰

⇒ y = −۳x − ۱ ⇒ BC

= − ⇒ = ⇒ y − ۱ = (x − ۱)mAH

۱
mBC

mAH

۱
۳

۱
۳

⇒ y = x − + ۱

۳

۱
۳

⇒ y = x + → AH
۱
۳

۲
۳

⇒ x + = −۳x − ۱ x + ۲ = −۹x − ۳
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
y = x +

۱
۳

۲
۳

y = −۳x − ۱


۳

۲
۳

−→
×۳

⇒ ۱۰x = −۵ → x = − ⇒ y = −۳x − ۱ = − ۱ = ⇒ H(− , )
۱
۲

۳
۲

۱
۲

۱
۲

۱
۲
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



H

A

A ( (32 ,

 

 شیب خط 

  54

M

A C

D B قطر  

قطر 

  55

   

‌چون رأس  روی خط  صدق نمی‌کند، بنابراین شکل مسئله به‌صورت مقابل است.
الف(

 

B

C

A

D

))2 1,

x+ 2 y _
3= 0

H
 

 

  

‌ب( فاصلۀ  تا قطر  برابر با نصف قطر مربع است.

 

‌در نتیجه:

الف(   56

H

M

C ( (

3B ( 3 (,-

11A ( 13 (,- -

3 , 1 

 

ب(

= ⇒ = −
۲
۵

mAH

۵
۲

۲x − ۵y = ۱۸ ⇒

AH : y − ۳ = − (x − ۲) ⇒ ۲y − ۶ = −۵x + ۱۰
۵
۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
۵x + ۲y = ۱۶ ۲۵x + ۱۰y = ۸۰−→

×۵

۲x − ۵y = ۱۸−→
×۲

۴x − ۱۰y = ۳۶
– ––––––––––––––

۲۹x = ۱۶ → x = ۴

۲x − ۵y = ۱۸ → ۸ − ۵y = ۱۸ → y = −۲ → H(۴, −۲)

H = ⇒ A + = ۲H → = ۲H − A = ۲(۴, −۲) − (۲, ۳)A + A′

۲
A

′
A

′

⇒ = (۸ − ۲, −۴ − ۳) = (۶, −۷)A′

M = = (۱, )
A + B

۲
۵
۲

= = , A(−۱, ۴)mAB

۱ − ۴
۳ − (−۱)

−۳
۴

⇒ y − ۴ = − (x + ۱) ⇒ ۴y − ۱۶ = −۳x − ۳ ⇒ ۳x + ۴y = ۱۳AB
۳
۴

⋅ = −۱ ⇒ = , M(۱, ) ⇒ y − = (x − ۱) ۶y − ۱۵ = ۸x − ۸mAB mCD mCD

۴
۳

۵
۲

۵
۲

۴
۳

−→
×۶

⇒ ۶y − ۸x = ۷ → CD

x + ۲y = ۳ , A(۲, ۱) ۲ + ۲ × ۱ = ۳ ⇒ ۴ = ۳⇒ نادرست.

A(۲, ۱)x + ۲y − ۳ = ۰

۲y = −x + ۳ ⇒ y = − x +
۱
۲

۳
۲

BD = شیب قطر−
۱
۲
⇒ AC = ۲ , A(۲, شیب قطر(۱

⇒ y − = (x −y
A

m
AC

x
A
⇒ y − ۱ = ۲(x − ۲) ⇒ y = ۲x − ۳

ABD

AH = =
|۲ + ۲ × ۱ − ۳|

۱ + ۴
− −−−−

√

۱

۵
−−

√
⇒ d = ۲ × قطر مربع=

۱

۵
−−

√

۲

۵
−−

√

: S = = × مساحت مربع=
۱
۲
d۲ ۱

۲
۴
۵

۲
۵

M = = (−۷, −۵)
A + B

۲

= =m
CM

−۵ − ۱
−۷ − ۳

۳
۵

y − ۱ = (x − ۳) ⇒ ۵y − ۵ = ۳x − ۹ ⇒ ۳x − ۵y − ۴ = ۰
۳
۵

BH = = =
|۳(−۳) − ۵ × ۳ − ۴|

۹ + ۲۵
− −−−−−

√

|−۹ − ۱۵ − ۴|

۳۴
−−

√

۲۸

۳۴
−−

√
34

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



A B

D C

 + = + ⇒ −۱ + ۳ = −۳ +x
A

x
C

x
B

x
D

x
D

⇒ = −۵x
D

+ = + ⇒ −۱۳ + ۱ = ۳ + ⇒ = −۱۵y
A

y
C

y
B

y
D

y
D

y
D

D = (−۵, −۱۵)

الف(    57

M

A 2( - (, 3

C 4( - (, 2B 4( - (, 4 H
 

معادله‌ی میانه 

ب(

معادله‌ی ضلع 

یادآوری: فاصله نقطه  از خط  برابر است با:

‌

شکل فرضی زیر را در نظر بگیرید. باید ابتدا معادلۀ میانۀ  را یافته و سپس فاصلۀ رأس  از این خط را بیابیم.‌   58

A

B
C M

))_1 7,

))_6 , _2
))10 4,

H

 

  

‌در نتیجه داریم:‌

       ‌    59

 )ب

 

 

مثلث متساوی‌الساقین 
)الف

1 2

1
2

B

A

1-2-

3

3- 34

5

-

-

6-

4
5
6
7

C

x

y

1-
2-

 وسط 

عمودمنصف  شیب عمودمنصف

M = → M = (۰, −۱)
B + C

۲

= = −۲mAM

−۱ − ۳
۰ + ۲

⇒ y + ۱ = −۲(x − ۰) ⇒ y = −۲x − ۱ ⇒ AM

= = = − , C(−۴, ۲) ⇒ y − ۲ = − (x + ۴)mBC

۲ − (−۴)
−۴ − ۴

۶
−۸

۳
۴

۳
۴

⇒ ۴y − ۸ = −۳x − ۱۲ ⇒ ۳x + ۴y + ۴ = ۰ ⇒ BC

AH = = = = ۲
|۳(−۲) + ۴ × ۳ + ۴|

۹ + ۱۶
− −−−−−

√

|−۶ + ۱۲ + ۴|
۵

۱۰
۵

BC = = = ۱۰ → = AH ⋅ BC = × ۲ × ۱۰ = ۱۰+(−۴ − ۴)۲ (۲ + ۴)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۶۴ + ۳۶
− −−−−−−

√ SABC

۱
۲

۱
۲

A( , )x۰ y۰ax + by + c = ۰

d =
a + b + c∣∣ x۰ y۰ ∣∣

+a۲ b۲
− −−−−−

√

AMC

= = = ۲ , = = = ۱x
M

+x
B

x
C

۲
−۶ + ۱۰

۲
y
M

+y
B

y
C

۲
−۲ + ۴

۲
⇒ M(۲, ۱)

= = = −۲m
AM

−y
M

y
A

−x
M

x
A

۱ − ۷
۲ − (−۱)

⇒ y − = (x −y
M

m
AB

x
M

⇒ y − ۱ = −۲(x − ۲) = −۲x + ۴

⇒ ۲x + y − ۵ = ۰ : AM معادلۀ میانه

CH = = =
|۲ × ۱۰ + ۴ − ۵|

۴ + ۱
− −−−−

√

۱۹

۵
−−

√

۱۹ ۵
−−

√

۵

AB = =۲۵ + ۸۱
− −−−−−−

√ ۱۰۶
−−−

√

AC = = ۴۱۶ + ۱۶
− −−−−−−

√ ۲
−−

√

BC = =۸۱ + ۲۵
− −−−−−−

√ ۱۰۶
−−−

√

AB = BC ⇒

M = ⇒ M = (− , ) , = =
B + C

۲
۳
۲

۱
۲

mBC

۳ − (−۲)
۳ − (−۶)

۵
۹

BC

m = − ⇒ y − = − (x + ) ⇒ y = − x − → BC
۹
۵

۱
۲

۹
۵

۳
۲

۹
۵

۲
۱۰

35

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



معادلۀخط 

 فاصلۀ  تا ضلع 

شیب خط مورد نظر را برابر  در نظر می‌گیریم:    60

 فاصله‌ی مبدأ مختصات تا خط

y + ۲ = (x + ۶) ⇒ ۵x − ۹y + ۱۲ = ۰ → BC
۵
۹

AH = =
|۵(−۱) − ۹ × ۷ + ۱۲|

۲۵ + ۸۱
− −−−−−−

√

۵۶

۱۰۶
−−−

√
ABC

my − ۲ = m(x − ۱)

y − ۲ = mx − m ⇒ mx − y + ۲ − m = ۰

= = ۱ ⇒ |۲ − m| =
|۰ − ۰ + ۲ − m|

+ ۱m۲
− −−−−−

√
+ ۱m۲

− −−−−−
√ ابتدا باید ضابطه سهمی را بیابیم.   61

 :رأس

ها  محل برخورد سهمی با محور 

 )ب

  62

     ‌    63

3
5-

3-
2-

2

4

y

x

 

  64
 

 

  65

۴ − ۴m + = + ۱ ⇒ ۳ = ۴m ⇒ m =− →−−
۲ توان

m۲ m۲ ۳
۴

y − ۲ = (x − ۱) ⇒ ۴y − ۸ = ۳x − ۳ ⇒ ۳x − ۴y + ۵ = ۰
۳
۴

y = a + bx + cx۲

x = − = ۲ → b = −۴a
b

۲a

(۲, ۶) → ۴a + ۲b + c = ۶ → ۴a − ۸a + c = ۶ → −۴a + c = ۶ (۱)

(۵, ۰) → ۲۵a + ۵b + c = ۰ → ۲۵a − ۲۰a + c = ۰ → c = −۵a (۲)

(۱), (۲) → −۴a − ۵a = ۶ → a = − → a = − → b = , c =
۶
۹

۲
۳

۸
۳

۱۰
۳

→ → (۰, ), (−۴, ۰)
∣

∣

∣
∣

x = ۰

y = c =
۱۰
۳

۱۰
۳

y

m = = → y − ۰ = (x + ۴) → y = x +
− ۰۱۰

۳

۰ − (−۴)
۵
۶

۵
۶

۵
۶

۱۰
۳

f(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x + x < ۰
۵
۶

۱۰
۳

− + x + x ≥ ۰
۲
۳
x۲

۸
۳

۱۰
۳

f(۵) − ۲f(−۳) = + + − ۲(− + ) = ۰ − ۲( ) = −
−۵۰
۳

۴۰
۳

۱۰
۳

۱۵
۶

۱۰
۳

۵
۶

۵
۳

f (a + ) = = = = a −
۱
a

− ۴(a + )
۱
a

۲
− −−−−−−−−−−−

⎷
 +a۲

۱
a۲

+۲ − ۴
  

−۲

− −−−−−−−−−−−

⎷

 (a − )
۱
a

۲
− −−−−−−−−

⎷
 ∣

∣
∣

۱
a

∣

∣
∣

g(a − ) = = = = a +
۱
a

+ ۴(a − )
۱
a

۲
− −−−−−−−−−−−

⎷
 +a۲

۱
a۲

−۲ + ۴
  

۲

− −−−−−−−−−−−

⎷

 (a + )
۱
a

۲
− −−−−−−−−

⎷
 ∣

∣
∣

۱
a

∣

∣
∣

f (a + ) + g(a + ) = a − + a + = −a + − a − = −۲a
۱
a

۱
a

∣

∣
∣

۱
a

∣

∣
∣

∣

∣
∣

۱
a

∣

∣
∣ − →−−

a<−۱
a

۱
a

⇒ f(x) =
f(−۵) = −۲
f(۲) = ۳

= RDf
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + ۳

x۲

x < ۰
 ≤ x ≤ ۲

x > ۲

⇒ m = = ۱ ⇒
∣

∣
∣
−۳
۰

∣

∣
∣
−۵
−۲

−۲ − ۰
−۵ + ۳

y − ۰ = ۱(x + ۳)
y = x + ۳
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 

 

با توجه به دامنۀ داده شده،  تنها ریشۀ مخرج است. پس  دو حالت زیر را داریم:‌   66

   

 

 

x = −۳

a + bx + ۱۸ = ۰x۲

۱ ) a = حالت۰ ⇒ bx + ۱۸ = ۰ −۳b + ۱۸ = ۰− →−−
x=−۳

⇒ b = ۶

۲ ) a ≠ حالت۰ ⇒ a + bx + ۱۸ = a(x + ۳ = a( + ۶x + ۹)x۲ )۲ x۲

⇒ a + bx + ۱۸ = a + ۶ax + ۹ax۲ x۲

⇒ ۹a = ۱۸ ⇒ a = ۲ , b = ۶a = ۶ × ۲ = ۱۲

  67

  68

 

‌با توجه به نمودار  ، تعین علامت آن به‌صورت زیر است:

‌

  69

 ها را حذف قرینۀ سمت راست را در سمت چپ رسم می نمایم.  تذکر: برای رسم نمودار  ابتدا  را رسم کرده سپس سمت چپ محور 

0 1

y

x
    

11-

y

x

  70

  و  

 توان  

      

  71

  72

  و  

 توان  
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y = ۴ − x۲
− −−−−

√

= ۴ − ⇒ = ⇒ − ۴ ≤ ۰y ۲ x۲ − ۴y ۲
  

−

−x۲ 
−

y ۲

− ۴ ≤ ۰ ⇒ ≤ ۴ ⇒ −۲ ≤ y ≤ ۲ ۰ ≤ y ≤ ۲y ۲ y ۲ −→−
y≥۰

g(x) = (۳ − x)f(x)
− −−−−−−−−−

√ ⇒ (۳ − x)f(x) ≥ ۰

f

x

f(x)

۳ − x

(۳ − x)f(x)

−∞

−

+

−

−۳
۰



+

+

+

−۱
۰



−

+

−

۲
۰



+

+

+

۳

۰


+

−

−

۴
۰



−

−

+

+∞

−۳ ≤ x ≤ −۱ ۲ ≤ x ≤ ۳ x ≥ یا۴ یا

= [−۳, −۱] ∪ [۲, ۳] ∪ [۴, +∞)Df

y = f(x)f(x)y

y = f(|x|) = ⇒|x| − ۱
− −−−−−

√f(x) = ⇒x − ۱
− −−−−

√

f(x) = +۴ − ۲ − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√ ۳ − x−−√
− −−−−−

√

(II) x ≥ ۰(I) ۲ − x ≥ ۰ ⇒ x ≤ ۲

⇒ ۲ − x ≤ ۱۶ ⇒ x ≥ −۱۴۲⇒(III) ۴ − ≥ ۰ ⇒ ≤ ۴۲ − x
− −−−−

√ ۲ − x
− −−−−

√

(I) ∩ (II) ∩ (III) ∩ (IV ) ⇒ = [۰, ۲]Df(IV ) ۳ − ≥ ۰ ⇒ ≤ ۳ ⇒ x ≤ ۹x−−√ x−−√

f(x) =
x( − ۱)x۲
− −−−−−−−

√

x + |x|
− −−−−−

√

(I) x + |x| > ۰ ⇒ |x| > −x ⇒ x > ۰ x

x ⋅ ( − ۱) ≥ ۰x۲ −

−۱
۰ +

۰
 −

۱
۰ +

(II) x( − ۱) ≥ ۰ ⇒ −۱ ≤ x ≤ ۰ ∪ x ≥ ۱x۲

(I) ∩ (II) = [۱, +∞)

(II) ۲x + ۱ ≥ ۰ ⇒ x ≥ −
۱

۲
f(x) = → (I) x + ۳ ≥ ۰ ⇒ x ≥ −۳−x + ۳

− −−−−
√ ۲x + ۱

− −−−−−
√

− −−−−−−−−−−−−−−−
√

⇒ x + ۳ ≥ ۲x + ۱ ⇒ x ≤ ۲⇒(III) − ≥ ۰ ⇒ ≥x + ۳
− −−−−

√ ۲x + ۱
− −−−−−

√ x + ۳
− −−−−

√ ۲x + ۱
− −−−−−

√

(I) ∩ (II) ∩ (III) ⇒ = [− , ۲]Df

۱
۲

f(x) = ۰ ⇒ = RDf

g(x) = [ ] , + ۱ = ۰
x۲

+ ۱x۲
x۲ ⇒ ریشه ندارد. ⇒ = R =Dg Df 37

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 با فرض داریم:   = t
x۲

+ ۱x۲
= t + tx۲ x۲ ⇒ (۱ − t) = tx۲ ⇒ =x۲

t

۱ − t

    می‌دانیم

  

‌پس دو تابع  و  برابرند.‌

  74

1

1

2-2

y

1-

-
-

2

 یا 

می‌دانیم حاصل جزء صحیح  عددی صحیح است و از طرفی ضرب دو عدد صحیح زمانی برابر  است که داشته باشیم:   75

x

y

1 2 31

2
3

2_
1_2_ 1_

 

 

  76

 

  

 

  

x1
1

y

1
_

_ 1

2_

2_

  77

با فرض  داریم 

: ≥ ۰x۲ ⇒ ≥ ۰
t

۱ − t
⇒

t
t

۱−t
−

۰
 +

۱
ت ن −

⇒ ۰ ≤ t < ۱

⇒ ۰ ≤ < ۱
x۲

+ ۱x۲
⇒ g(x) = [ ] = ۰

x۲

+ ۱x۲
⇒ f(x) = g(x) = ۰

fg

−۲ < x < ۲ ⇒ ۰ ≤ |x| < ۲

۰ ≤ |x| < ۱ ⇒ y = [ |x| ] = ۰ ⇒ −۱ < x < ۱

 ≤ x < ۲۱ ≤ |x| < ۲ ⇒ y = [ |x| ] = ۱ ⇒ −۲ < x ≤ −۱

x = −۲ ⇒ y = ۲

−۲

[x][y] = −۲

{ [x] = ۱ ⇒ ۱ ≤ x < ۲
[y] = −۲ ⇒ −۲ ≤ y < −۱

{
[x] = −۱ ⇒ −۱ ≤ x < ۰
[y] = ۲ ⇒ ۲ ≤ y < ۳

{
[x] = ۲ ⇒ ۲ ≤ x < ۳
[y] = −۱ ⇒ −۱ ≤ y < ۰

{
[x] = −۲ ⇒ −۲ ≤ x < −۱
[y] = ۱ ⇒ ۱ ≤ y < ۲

y = |x|[−x] − ۱ ; −۲ < x < ۱ ⇒ −۱ < −x < ۲

−۱ < −x < ۰⇒ ۰ < x < ۱ , y = x(−۱) − ۱ = −x − ۱→
x

y

۰
−۱


−۲

۰ ≤ −x < ۱ ⇒ −۱ < x ≤ ۰ , y = −x × ۰ − ۱ = −۱

 ≤ −x < ۲ ⇒ −۲ < x ≤ −۱ , y = −x × ۱ − ۱ = −x − ۱→
x

y

−۲
۱

−۱
۰

[x − ۱] = [ + ]⇒ [x] − ۱ = [ ] + ۱ ⇒ [x] − [ ] = ۲
x

۲
۲


x

۲
x

۲
= t

x

۲
x = ۲t

[۲t] − [t] = ۲ ⇒ [t] + [t + ] − [t] = ۲
۱
۲

38

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



نکته:

 از این نکته نتیجه می گیریم:

  78

می دانیم که: 

غ ق ق 

  79

  نکته

  

‌دو حالت زیر را درنظر می‌گیریم.‌

   

  

  

    80

  حاصل براکت عددی صحیح است پس، از صورت سؤال می‌توان نتیجه گرفت که چون  برابر جمع و تفریق چند عدد صحیح است، باید عددی صحیح باشد یعنی باید 

بنابراین   هم عددی صحیح است و داریم:

 

جواب  

  81
برای یک به یک بودن باید همه ی ضابطه ها یک به یک باشند و سپس اشتراک بردهای آنها تهی باشد.

  82

[t + ] = ۲ ⇒ ۲ ≤ t + < ۳ ⇒ ۲ ≤ + < ۳
۱
۲

۱
۲

x

۲
۱
۲

⇒ ۴ ≤ x + ۱ < ۶ ⇒ ۳ ≤ x < ۵

[nx] = [x] + [x + ] + [x + ] + ⋯ + [x + ]
۱
n

۲
n

n − ۱
n

[۲x] = [x] + [x + ]
۱
۲

{
۱)if : x ∈ Z → [−x] = −[x]

۲)if : x Z → [−x] = −[x] − ۱∈

(۱) x ∈ Z ⇒ x − (−x) = ۵ ⇒ x =
۵
۲

(۲) x ∉ Z ⇒ [x] − (− [x] − ۱) = ۵ ⇒ [x] + [x] + ۱ = ۵

⇒ [x] = ۲ ⇒ ۲ ≤ x < ۳ ۲ < x < ۳→
x∉z

: x ∉ Z[x] + [−x] = −۱ ⇒ [−x] = −۱ − [x]

۳[x] − [۱ − x] = ۸ ⇒ ۳[x] − ۱ − [−x] = ۸ ⇒ ۳[x] − [−x] = ۹

۱ ) x ∈ Zحالت ⇒ ۳x − (−x) = ۹ ⇒ ۴x = ۹ ⇒ x = ∉ Z
۹
۴

غیرقابل قبول

۲ ) x ∉ Zحالت ⇒ ۳[x] − (−۱ − [x]) = ۹ ⇒ ۳[x] + ۱ + [x] = ۹

⇒ ۴[x] = ۸ ⇒ [x] = ۲  < x < ۳−→−
x∈Z

۳[ ] + ۲[x] − ۲ = x → x ∈ Zx۲

xx ∈ Z

x۲

x ∈ Z → ∈ Z → ۳ + ۲x − ۲ = x → ۳ + x − ۲ = ۰x۲ x۲ x۲

Δ = ۱ − ۴ × ۳ × (−۲) = ۲۵ → x = → x = غ ق ق , x = −۱
−۱ ± ۵

۶
۲
۳

[x] + [x + ] − [x − ] = ۵ → [x] + [x + ] − [x + ۱ − − ۱] = ۵
۱
۲

۱
۲

۱
۲

۱
۲

→ [x] + [x + ] − [x + − ۱] = ۵ → [x] + [x + ] − [x + ] + ۱ = ۵
۱
۲

۱
۲

۱
۲

۱
۲

→ [x] = ۴ → ۴ ≤ x < ۵

f(x) = {
+ ax۲

x + ۳
x ≥ ۱ → + ax۲

x < ۱ → ۲x + ۳
یک به یک
یک به یک

✓

✓

⇒ x ≥ ۱ ⇒ ≥ ۱ ⇒ + a ≥ ۱ + a ⇒ y ≥ ۱ + aR۱ x۲ x۲

⇒ x < ۱ ⇒ ۲x < ۲ ⇒ ۲x + ۳ < ۵ ⇒ y < ۵R۲

∩ = ∅ ⇒ ۱ + a ≥ ۵ ⇒ a ≥ ۴R۱ R۲

39

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



هر ضابطه در محدوده خودش یک به یک است. زیرا:‌

‌حال برد هر ضابطه را می‌یابیم. اشتراک برد ضابطه‌ها باید تهی باشد.‌

  

   

‌برای آن اشتراک  و  تهی شود، باید داشته باشیم:

‌

يک به يک بودن را در تک‌تک بازه‌هاي که تابع در آن تعريف شده است، بررسي مي‌کنيم.   83
يک به يک است

يک به يک نيست

يک به يک است.

تابع در بازه‌ي دوم يک به يک نمي‌باشد پس در کل وارون‌پذير نخواهد بود.

فرض می‌کنیم  در این صورت داریم:  .‌   84

   

  

  

‌در نتیجه:‌

  85

   

   

‌چون اشتراک  و  تهی است، پس تابع  یک به یک و وارون‌پذیر است.‌

   

   

‌با توجه به اینکه دامنه تابع وارون برابر با برد تابع اصلی است داریم:‌

  86

  

 

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

, x ≥ ۴ ⇒ f( ) = f( ) ⇒ = ⇒ =x + ۵
− −−−−

√ x۱ x۲ + ۵x۱
− −−−−

√ + ۵x۲
− −−−−

√ x۱ x۲

x + m , x < ۲ ⇒ f( ) = f( ) ⇒ + m = + m ⇒ =
۱
۲

x۱ x۲
۱
۲
x۱


۲
x۲ x۱ x۲

x ≥ ۴ ⇒ x + ۵ ≥ ۹ ⇒ ≥ ۳x + ۵
− −−−−

√ ⇒ ≥ ۳ (۱)y۱

x < ۲⇒ x < ۱

۲

⇒ x + m < ۱ + m
۱
۲

⇒ < ۱ + m (۲)y۲

(۱)(۲)

۱ + m ≤ ۳ ⇒ m ≤ ۲

x ≤ −۱ : + ۲ = + ۲ ⇒ = =x
۲
۱ x

۲
 x

۲
۱ x

۲
 − →−−

x≤−۱
x۱ x۲

−۱ < x < ۱ : = ⇒ = ±x
۲
۱ x

۲
 x۱ x۲

۱ ≤ x : ۱ + = ۱ + ⇒ =x۱ x۲ x۱ x۲

(۴) = af −۱f(a) = ۴

f(x) = a + ۲x − ۱ f(a) = a + ۲a − ۱−→−
x=a

⇒ ۴ = ۳a − ۱⇒ a = ۵

⇒ (۴) = ۵f −۱ ⇒ f(x) = ۵ + ۲x − ۱ ⇒ f(x) = ۲x − ۶

۲x − ۶ = y ⇒ x =
y + ۶
۲

⇒ y = (x) =f −۱ x + ۶
۲

(۲۶) = = ۱۶f −۱ ۲۶ + ۶
۲

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

, x ≥ ۲ ⇒ f( ) = f( ) ⇒ = ⇒ =۵x − ۲
− −−−−−

√۳ x۱ x۲ ۵ − ۲x۱
− −−−−−

√۳ ۵ − ۲x۲
− −−−−−

√۳ x۱ x۲

− ۱۲ , x < ۲ ⇒ f( ) = f( ) ⇒ − ۱۲ = − ۱۲ ⇒ = ⇒ =x۳ x۱ x۲ x
۳
۱ x

۳
۲ x

۳
۱ x

۳
۲ x۱ x۲

x ≥ ۲ ⇒ ۵x ≥ ۱۰ ⇒ ۵x − ۲ ≥ ۸ ⇒ ≥ ۲۵x − ۲
− −−−−−

√۳ ⇒ y ≥ ۲ (۱)

x < ۲⇒ < ۸x۳ ⇒ − ۱۲ < ۸ − ۱۲x۳ ⇒ y < −۴ (۲)

(۱)(۲)f

y = ۵x − ۲
− −−−−−

√۳ ⇒ ۵x − ۲ = y ۳ ⇒ x = ( + ۲)
۱
۵

y ۳ ⇒ (x) = y = ( + ۲)f −۱
۵

x۳

y = − ۱۲x۳ ⇒ = y + ۱۲x۳ ⇒ x = y + ۱۲
− −−−−

√۳ ⇒ (x) = y =f −۱ x + ۱۲
− −−−−−

√۳

(x) =f −۱

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

( + ۲) , x ≥ ۲
۱
۵

x۳

, x < −۴x + ۱۲
− −−−−−

√۳

f(x) = , x < ۰
− ۱x۲

 + ۳x۲
⇒ = y

− ۱x۲

 + ۳x۲
⇒ − ۱ = ۲ y + ۳yx۲ x۲

⇒ (۱ − ۲y) = ۱ + ۳yx۲ ⇒ =x۲
۱ + ۳y
۱ − ۲y

40
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  87

  

    

‌با توجه به روابط بالا، تساوی  زمانی برقرار است که  باشد، پس داریم:‌

 

  88

يک به يک است. 

   توان  

  89

پس يک به يک است و تابع معکوس دارد.

> ۰x۲ ⇒ > ۰
۱ + ۳y
۱ − ۲y

⇒
y

۱+۳y
۱−۲y

−∞

−

−
۱
۳

۰ +

۱
۲

ت ن

+∞

−
⇒ − < y <

۱
۳

۱
۲

(۱) ⇒ =x۲
−−

√ ۱ + ۳y
۱ − ۲y

− −−−−−

√ ⇒ |x| =
۱ + ۳y
۱ − ۲y

− −−−−−

√ −x =−→−
x<۰ ۱ + ۳y

۱ − ۲y

− −−−−−

√

⇒ x = −
۱ + ۳y
۱ − ۲y

− −−−−−

√ ⇒ y = (x) = − , = = ( , )f −۱  + ۳x
۱ − ۲x

− −−−−−

√ D
f−۱ Rf

−۱
۳

۱
۲

f(x) = ۴ − , x − ۱ ≥ ۰x − ۱
− −−−−

√ ⇒ x ≥ ۱ ⇒ = [۱, +∞)Df

≥ ۰x − ۱
− −−−−

√ ⇒ − ≤ ۰x − ۱
− −−−−

√ ⇒ ۴ − ≤ ۴x − ۱
− −−−−

√ ⇒ f(x) ≤ ۴ ⇒ = (−∞, ۴]Rf

( of)(x) = x , x ∈f −۱ Df

(fo )(x) = x , x ∈f −۱ Rf

( of)(x) = (fo )(x)f −۱ f −۱x ∈ ∩Df Rf

∩ = [۱, +∞) ∩ (−∞, ۴] = [۱, ۴]Df Rf ⇒ = [۱, جواب[۴

f(x) = x + ۲ ⇒ + ۲x − ۳
− −−−−

√ ( + ۱)x − ۳
− −−−−

√
۲

f( ) = f( ) ⇒ + ۲ = + ۲x۱ x۲ ( + ۱)− ۳x۱
− −−−−

√
۲

( + ۱)− ۳x۲
− −−−−

√
۲

⇒ + ۱ = + ۱ ⇒ =− ۳x۱
− −−−−

√ − ۳x۲
− −−−−

√ x۱ x۲

y = + ۲ (x ≥ ۳) ⇒ y ≥ ۳( + ۱)x − ۳
− −−−−

√
۲

y − ۲ = ⇒ = + ۱( + ۱)x − ۳
− −−−−

√
۲

y − ۲
− −−−−

√ x − ۳
− −−−−

√

⇒ + ۳ = x y = + ۳( − ۱)y − ۲
− −−−−

√
۲

− →−−
y→x

( − ۱)x − ۲
− −−−−

√
۲

⇒ − ۱ = ⇒y − ۲
− −−−−

√ x − ۳
− −−−−

√

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

: [۳, +∞) ⇒ [۳, +∞)f −۱

(x) = + ۳f −۱ ( − ۱)x − ۲
− −−−−

√
۲

{
f : [۱, +∞) → R

f(x) = − ۲x + ۵ = − ۲x + ۱ + ۴ = (x − ۱ + ۴ ⇒ (x − ۱ ≥ ۰ ⇒ (x − ۱ + ۴ ≥ ۴ ⇒ y ≥ ۴x۲ x۲ )۲ )۲ )۲

f( ) = f( ) ⇒ ( − ۱ + ۴ = ( − ۱ + ۴x۱ x۲ x۱ )۲ x۲ )۲

⇒ ( − ۱ = ( − ۱ → | − ۱| = | − ۱| − ۱ = − ۱ → =x۱ )۲ x۲ )۲ x۱ x۲ −→−
x≥۱

x۱ x۲ x۱ x۲

y = + ۴(x − ۱)۲

y − ۴ = ⇒ = |x − ۱|(x − ۱)۲ y − ۴
− −−−−

√

x = + ۱ y = + ۱→
x≥۱

y − ۴
− −−−−

√ − →−−
x→y

x − ۴
− −−−−

√
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  90

 

‌یعنی در تابع  به جای  ،  را قرار دهیم، پس داریم:‌

  

    

  91

  

  

‌تابع یک به یک و وارون‌پذیر است.‌

  

 

  92

  )الف

  )ب

يعني امکان ندارد که سنگ در دو زمان در يک مکان قرارداشته باشد.

د( نشان مي‌دهد سنگ در چه زمانی به ارتفاع خاص می رسد و ارتفاع را به زمان تبدیل می کند.

  93

⎧
⎩⎨

: [۴, +∞) → [۱, +∞)f −۱

(x) = + ۱f −۱ x − ۴
− −−−−

√

f(x) = ۲ − ۳x

(fo )(x) = ۵x − ۶g−۱ ⇒ f( (x)) = ۵x − ۶g−۱

fx(x)g−۱

۲ − ۳ (x) = ۵x − ۶g−۱ ⇒ −۳ (x) = ۵x − ۸g−۱ ⇒ (x) = (۸ − ۵x)g−۱
۳

y = (۸ − ۵x)
۱
۳

⇒ ۳y = ۸ − ۵x⇒ ۵x = ۸ − ۳y⇒ x = − y
۸
۵

۳
۵

⇒ y = g(x) = − x
۸
۵

۳
۵

f(x) = − + ۹ − ۲۷x − ۱ = − + ۹ − ۲۷x + ۲۷ − ۲۷ − ۱x۳ x۲ x۳ x۲

⇒ f(x) = −( − ۹ + ۲۷x − ۲۷) − ۲۸ = −(x − ۳ − ۲۸x۳ x۲ )۳

f( ) = f( )x۱ x۲ ⇒ −( − ۳ − ۲۸ = −( − ۳ − ۲۸x۱ )۳ x۲ )۳ ⇒ −( − ۳ = −( − ۳x۱ )۳ x۲ )۳

⇒ ( − ۳ = ( − ۳x۱ )۳ x۲ )۳ ⇒ − ۳ = − ۳x۱ x۲ ⇒ =x۱ x۲

y = −(x − ۳ − ۲۸)۳ ⇒ (x − ۳ = −y − ۲۸)۳ ⇒ x − ۳ = −y − ۲۸
− −−−−−−

√۳

⇒ x = ۳ + −y − ۲۸
− −−−−−−

√۳ ⇒ y = (x) = ۳ +f −۱ −x − ۲۸
− −−−−−−

√۳

h(t) = ۱۰ −
۴۹
۱۰

t۲

= ۱۰ ⇒ h = ۱۰ ⇒ t = ۰hmax

= ۰ ⇒ h = ۰ ⇒ = ⇒ t =hmin t۲
۱۰
۴۹

۱۰ ۱۰
−−

√

۷

: ۰ ≤ t ≤ ⇒ = ۰,Dh(t)

۱۰ ۱۰
−−

√

۷
Dh(t)

⎡

⎣
⎢⎢

۱۰ ۱۰
−−

√

۷

⎤

⎦
⎥⎥

: ۰ ≤ h(t) ≤ ۱۰ ⇒ = [۰, ۱۰]Rh(t) Rh(t)

۱۰ − = ۱۰ − ⇒ = =
۴۹t۲۱
۰

۴۹t۲
۱۰

t
۲
۱ t

۲
 −→−

t>۰
t۱ t۲

(ج y = h(t) = ۱۰ − ⇒ = ۱۰ − y
۴۹
۱۰

t۲
۴۹
۱۰

t۲

⇒ = (۱۰ − y) ⇒ t =t۲
۱۰
۴۹

۱
۷

۱۰(۱۰ − y)
− −−−−−−−−−

√

⇒ (h) =f −۱
۷

۱۰(۱۰ − h)
− −−−−−−−−−

√

f(x) =
⎧

⎩⎨
x + ۱ , x < ۰ → f( ) = f( ) ⇒ + ۱ = + ۱ ⇒ =x۱ x۲ x۱ x۲ x۱ x۲

+ ۱ , x ≥ ۰ → f( ) = f( ) ⇒ + ۱ = + ۱ ⇒ | | = | | =x۲ x۱ x۲ x
۲
۱ x

۲
 x۱ x۲ −→−

x≥۰
x۱ x۲

x < ۰ → x + ۱ < ۱ → y < ۱ → = (−∞, ۱)Rf۱

x ≥ to ≥ ۰ → + ۱ ≥ ۱ → y ≥ ۱ → = [۱٫ + ∞)x۲ x۲ Rf۲

→ ∩ = ∅✓ →Rf۱
Rf۲

تابع یک به یک است
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



اً اشتراک برد ظابطه ها سهمی باشد. ‌تذکر: برای توابع  چند ضابطه ای تابعی یک به یک است که اولاً هر کدام از ظابطه ها به تهای در محور خود یک به یک باشند ثانی

  94

محدوده‌های دو تابع  و  را به صوت زیر یکسان می‌کنیم.‌   95

  96

  97

  و  

  

  98

  99

y = x + ۱ → x = y − ۱ ⇒ y = x − ۱
x < ۰ → x + ۱ < ۱ ⇒ y < ۱ ⇒ = (−∞, ۱)D

f
−۱


y = + ۱ → = y − ۱ ⇒ |x| = x = ⇒ y =x۲ x۲ y − ۱
− −−−−

√ −→−
x≥۰

y − ۱
− −−−−

√ x − ۱
− −−−−

√

x ≥ ۰ ⇒ ≥ ۰ ⇒ + ۱ ≥ ۱ ⇒ y ≥ ۱ ⇒ = [۱, +∞)x۲ x۲ D
f
−۱
۲

(x) = {f −۱
x − ۱ , x < ۱

, x ≥ ۱x − ۱
− −−−−

√

= {(۵, ۳), (۴, ۴), (۶, ۵), (۰, ۲)}g−۱

= {(۳, )}
f

g

۴
۵

fo = {(۵, ۴), (۰, ۴)}g−۱

fg

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲x x ≥ ۳
۲x ۱ < x < ۳

− ۱ x ≤ ۱x۲

g(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x − ۳ x ≥ ۳
۱ + x ۱ < x < ۳
۱ + x x ≤ ۱

(f − g)(x) = f(x) − g(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲x − (x − ۳) x ≥ ۳
۲x − (۱ + x) ۱ < x < ۳

− ۱ − (۱ + x) x ≤ ۱x۲

(f − g)(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + ۳ , x ≥ ۳
x − ۱ , ۱ < x < ۳

− x − ۲ , x ≤ ۱x۲

= [۲, ۵]Df

f( ) ⇒ ۲ ≤ ≤ ۵ ⇒ ۴ ≤ x ≤ ۱۰
x

۲
x

۲
= [۴, ۱۲]Dg

g(۲x) ⇒ ۴ ≤ ۲x ≤ ۱۲ ⇒ ۲ ≤ x ≤ ۶

∩ = [۴, ۶]D
f( )

x

۲
Dg(۲x)

= {−۲, ۵, ۰, ۲}Dg= [x] ≥ ۱ ⇒ x ≥ ۱Df

∩ − {x|g(x) = ۰} = {۵, ۲}Df Dg

= {(۲, )(۵, )}
−۱
۴

−۵
۳

= {(۲, )(۵, )}
۲f − ۳g

g

۲ − ۲۴
۸

۴ − ۹
۳

f(x) + ۲f(−x) = ۲x f(−x) + ۲f(x) = −۲x− →−−
x→−x

{ ⇒ −۳f(x) = ۶x ⇒ f(x) = −۲x
−۲×

f(x) + ۲f(−x) = ۲x
۲f(x) + f(−x) = −۲x

: x ≥ ۲ , = {۰, ۳, ۵}Df Dg
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  100

دو جواب برای  بدست می آید:

  101

  102

 

 

‌در نتیجه داریم:‌

  103

    

‌الف(

‌
‌ب(‌

= {x ∈ |g(x) ∈ } = {x = ۰, ۳, ۵ | g(x) ≥ ۲} = {۰, ۳}Dfog Dg Df

fog(۰) = f (g(۰)) = f(۴) = = , fog(۳) = f(g(۳)) = f(۲) = ۰۴ − ۲
− −−−−

√ ۲
−−

√

fog = {(۰, ), (۳, ۰)}۲
−−

√

= {x ∈ |f(x) ∈ } = {x ≥ ۳|f(x) = ۰, ۳, ۵}Dgof Df Dg

f(x) = ۰ → = ۰ → x = ۲ → f(x) = ۳ → = ۳ → x = ۱x − ۲
− −−−−

√ x − ۲
− −−−−

√

f(x) = ۵ → = ۵ → x = ۲۷ → = {۲, ۱, ۲۷}x − ۲
− −−−−

√ Dgof

gof(۲) = g (f(۲)) = g(۰) = ۴ , gof(۱) = g (f(۱)) = g(۳) = ۲

gof(۲۷) = g (f(۲۷)) = g(۵) = −۹ → gof = {(۲, ۴), (۱, ۲), (۲۷, −۹)}

f (g(x)) = (x) + ۲g(x) = − ۲ + ۲g۲ x۴ x۲

(x) + ۲g(x) + ۱ − ۱ = − ۲ + ۲ ⇒ = − ۲ + ۳g۲ x۴ x۲ (g(x) + ۱)۲ x۴ x۲

⇒ = + ۲ ⇒ |g(x) + ۱| =(g(x) + ۱)۲ ( − ۱)x۲


+ ۲( − ۱)x۲
− −−−−−−−−−−

√

g(x)

g(x) = ± − ۱+ ۲( − ۱)x۲
− −−−−−−−−−−

√

f = {(۱, ۲) , (۲, ۰) , (۳, ۱) , (۴, ۳)} , g = {(۲, ۱) , (۳, ۲) , (۰, ۳) , (۱, ۴)}
→ = {(۱, ۲) , (۲, ۳) , (۳, ۰) , (۴, ۱)}g−۱

fo = {(۱ , ۰) , (۲ , ۱) , (۴ , ۲)} , ۳f = {(۱ , ۶) , (۲ , ۰) , (۳, ۳), (۴ , ۹)}g−۱

→ ۳f×fo = {(۱, ۰) , (۲, ۰) , (۴, ۱۸)}g−۱

(fog)(x) = f(g(x))

x ≥ ۲⇒ f(−x + ۱) = {−x + ۱ + ۲ , −x + ۱ > ۱ ⇒ (x < ۰) ∩ (x ≥ ۲) ⇒ ∅

۲(−x + ۱) , −x + ۱ ≤ ۱ ⇒ (x ≥ ۰) ∩ (x ≥ ۲) ⇒ x ≥ ۲

x < ۲⇒ f(۳x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۳x + ۲ , ۳x > ۱ ⇒ (x > ) ∩ (x < ۲) ⇒ < x < ۲
۱
۳

۱
۳

۲(۳x) , ۳x ≤ ۱ ⇒ (x ≤ ) ∩ (x < ۲) ⇒ x ≤
۱
۳

۱
۳

(fog)(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

−۲x + ۲ , x ≥ ۲

۳x + ۲ , < x < ۲۱
۳

۶x , x ≤
۱
۳

f = {(−۲, ۲), (−۱, ۱), (۰, ۴), (۵, ۰), (۱, −۱)}

= {−۲, −۱, ۰, ۵, ۱}Df

g(x) = ۱ − x۲
− −−−−

√ ⇒ ۱ − ≥ ۰x۲ ⇒ ≤ ۱x۲ ⇒ −۱ ≤ x ≤ ۱⇒ = [−۱, ۱]Dg

∩ = {−۱, ۰, ۱} , g(−۱) = ۰ , g(۰) = ۱ , g(۱) = ۰Df Dg

f − g + ۲ = {(−۱, ۱ − ۰ + ۲), (۰, ۴ − ۱ + ۲), (۱, −۱ − ۰ + ۲)} = {(−۱, ۳), (۰, ۵), (۱, ۱)}

= {x ∈ |f(x) ∈ } = {x ∈ {−۲, −۱, ۰, ۵, ۱}|f(x) ∈ [−۱, ۱]}Dgof Df Dg

= {−۱, ۵, ۱}Dgof
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ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



‌در نتیجه:‌

با توجه به نمودار سؤال داریم:‌   104

  

 

  105

  

  

 

  

  
‌در نتیجه:‌

 

  106

‌

  

‌از طرفی داریم:

 

 ‌

  107

  108

می دانیم: 

(gof)(−۱) = g(f(−۱)) = g(۱) = ۰ , (gof)(۵) = g(f(۵)) = g(۰) = ۱

(gof)(۱) = g(f(۱)) = g(−۱) = ۰

gof = {(−۱, ۰), (۵, ۱), (۱, ۰)}

f(−۶) = −۵ ⇒ (−۵) = −۶ , f(۳) = ۳f −۱ ⇒ (۳) = ۳f −۱

=
(gof)(−۲) + (gog)(۴)
( og)(۳) − (−۵)f −۱ f −۱

g(f(−۲)) + g(g(۴))
(g(۳)) − (−۶)f −۱

= = =
g(۰) + g(۰)

(۳) + ۶f −۱

۴ + ۴
۳ + ۶

۸
۹

f(x) = , x − ≠ ۰
x − ۱

x − ۲
−−

√
− −−−−−

√۳
۲
−−

√ ⇒ x ≠ ۲
−−

√ ⇒ = R − { }Df ۲
−−

√

g(x) = , ≥ ۰
|x| + ۳
|x| − ۱

− −−−−−

√
|x| + ۳
  همواره مثبت

|x| − ۱
⇒ |x| − ۱ > ۰⇒ |x| > ۱

⇒ x < −۱ x > یا۱ ⇒ = (−∞,−۱) ∪ (۱, +∞)Dg

= {x ∈ |g(x) ∈ } = {x ∈ (−∞,−۱) ∪ (۱, +∞) | g(x) ∈ R − { }}Dfog Dg Df ۲
−−

√

⇒ = {x < −۱ x > ۱ | g(x) ≠ }Dfog یا ۲
−−

√ ⇒ ≠
|x| + ۳
|x| − ۱

− −−−−−

√ ۲
−−

√ ⇒ ≠ ۲
|x| + ۳
|x| − ۱

⇒ ۲|x| − ۲ ≠ |x| + ۳ ⇒ |x| ≠ ۵ ⇒ x ≠ ±۵

= {x < −۱ x > ۱|x ≠ ±۵}Dfog یا = (−∞,−۱) ∪ (۱, +∞) − {۵, −۵}

f(g(x)) = ۴ − ۱۶x + ۲۷x۲

f(x) = ۴x + ۳ ⇒ f(g(x)) = ۴(g(x)) + ۳

⇒ ۴(g(x)) + ۳ = ۴ − ۱۶x + ۲۷x۲ ⇒ ۴(g(x)) = ۴ − ۱۶x + ۲۴x۲ ⇒ g(x) = − ۴x + ۶x۲

gof(x) = g(f(x)) = (f(x) − ۴f(x) + ۶)۲ = (۴x + ۳ − ۴(۴x + ۳) + ۶)۲

= ۱۶ + ۲۴x + ۹ − ۱۶x − ۱۲ + ۶x۲ ⇒ gof(x) = ۱۶ + ۸x + ۳ gof(۱) = ۲۷x۲ −→−
x=۱

f(x − ۲) + ۲f(۲ − x) = ۲x f(۲ − x) + ۲f(x − ۲) = ۲(۴ − x)− →−−−
x→۴−x

{ ⇒ −۳f(۲ − x) = −۴x + ۸ − ۲x ⇒ f(۲ − x) = ۲x −
−۲×

f(۲ − x) + ۲f(x − ۲) = ۸ − ۲x
f(x − ۲) + ۲f(۲ − x) = ۲x

۸

۳

۲ − x = t ⇒ x = ۲ − t ⇒ f(t) = ۲(۲ − t) − = −۲t +
۸
۳

۴
۳

t → x : f(x) = −۲x +
۴
۳

(x − = + − ۲
۱
x
)۲ x۲

۱
x۲

45
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مثل آ



  109

110    

 ابتدا نمودار تابع  را رسم می‌کنیم.

x

y

1

y 1
3 ))=

x

x

y

1

y 1 ))=
x

-

-

x

y

13
f )x) =1 - 3 x-

 

 ابتدا نمودار تابع  را رسم می‌کنیم.

x

y

1

y 1
3 ))=

x

x

y

1

y 1 ))=
x

-

-

x

y

13
f )x) =1 - 3 x-

‌

   دامنه  

روش اول:   111

‌

‌روش دوم: با فرض  داریم:

f (g(x)) = + − ۴ f (x − ) = − ۲x۲
۱

x۲
− →−−−−−−−
g(x)=x−

۱
x ۱

x
(x − )

۱
x

۲

f(t) = − ۲ f(x) = − ۲− →−−−−−
x− →t

۱
x

t۲ − →−−
t→x

x۲

= R , = (−∞ , ۴] → = {x ∈ R| } = [−۱, ۱]Dg Df Dfog + ۳ ∈ (−∞ , ۴]x۲

  
∗

∗ : + ۳ ≤ ۴ → ≤ ۱ → −۱ ≤ x ≤ ۱x۲ x۲

fog(x) = =۴ − ( + ۳)x۲
− −−−−−−−−−

√ ۱ − x۲
− −−−−

√

f(x) = ۱ − ۳−x

f(x) = ۱ − = ۱ −۳−x
( )
۱
۳

x

y = → f(x) ≥ ۰ ⇒ x ≥ ۰ → = [۰, +∞)f(x)
− −−−

√ Dy

f(x) = ۱ − ۳−x

f(x) = ۱ − = ۱ −۳−x
( )
۱
۳

x

y = ⇒ xf(x) ≥ ۰xf(x)
− −−−−

√ ⇒ {
x ≥ ۰
f(x) ≥ ۰

  
↓

x ≥ ۰

یا

یا

{
x ≤ ۰
f(x) ≤ ۰

  
↓

x ≤ ۰ ⇒ x ∈ R

= R⇒

y = = = ۱ −
− ۱۳x

+ ۴۳x
+ ۴ − ۴ − ۱۳x

+ ۴۳x
۵
+ ۴۳x

۰ < < +∞ ⇒ ۴ < + ۴ < +∞ ⇒ ۰ < <۳x ۳x
۱
+ ۴۳x

۱
۴

⇒ < < ۰ ⇒ < ۱ − < ۱ ⇒ < y < ۰
−۵
۴

−۵
+ ۴۳x

−۱
۴

۵
+ ۴۳x

−۱
۴

= t۳x

y = → t − ۱ = yt + ۴y → t − yt = ۴y + ۱ → t(۱ − y) = ۴y + ۱
t − ۱
t + ۴

46

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



  1   برد تابع 

+-

∞ ∞- +

ج

y

4 y+1
1 - y

ن-

4
1-

ت

  112

x

y

1

y 1
2 ))=

x

x

y

1

y 1
2 ))=

x

-

-

x

y

1

y 1
2 ))=

x

-

-

2 1
1-

-

+ 1
21-2

  113

   

‌می‌دانیم  ، پس داریم:‌

  

‌پس برد تابع بازۀ  است.

  114

  نقطه‌ی برخورد    

  115

x

y

1

1-

gf

معادله فقط یک ریشه دارد  
  116

  تابع یک به یک است.  

t = ⇒ = ⇒ > ۰ ⇒ > ۰
۴y + ۱
 − y

۳x
۴y + ۱
 − y

۳x
۴y + ۱
 − y

= (− , ۱)
۱
۴

− < y < ۱ ⇒
۱
۴

y = = − = − = −
− ۱۲x−۱

۲x
۲x−۱

۲x
۱
۲x

۲x−۱−x ۲−x ۲−۱
( )
۱
۲

x

⇒ y = − +( )
۱
۲

x ۱
۲

y =
۳

۵ + ۲x
⇒ ۵ + =۲x

۳
y
⇒ = − ۵۲x

۳
y

⇒ =۲x
۳ − ۵y

y

> ۰۲x

> ۰
۳ − ۵y

y
⇒

y

۳−۵y
y

−∞

−

۰

ت . ن +

۳
۵

۰

+∞

−
⇒ ۰ < y <

۳
۵

= (۰, )Rf

۳
۵

(−۱, ۴)x = −۱ → g(−۱) = = ۴ →( )
۱
۴

−۱

(−۱, ۴) → f(x) = ⇒ f(−۱) = ۴ → = ۴ = ⇒ −a + b = ۲ax+b ۲−a+b ۲

f(۲) = → = → ۲a + b = −۳
۱
۸

۲a+b ۲−۳

{ { ⇒ ۳a = −۵ →−a + b = ۲− →−−
×(−۱)

۲a + b = −۳
a − b = −۲
a + b = −۳

a = −
۵
۳

b = a + ۲ = − + ۲ = → f(x) =
۵
۳

۱
۳

b =
۱
۳

۲
− x+
۵
۳

۱
۳

= x + ۱۳−x

f(x) = =۳−x
( )
۱
۳

x

g(x) = x + ۱

x = ۰

f( ) = f( ) ⇒ ( ) = ( ) ⇒ =x۱ x۲ log۲
− ۱x۱

+ ۳x۱
log۲

− ۱x۲

+ ۳x۲

− ۱x۱

+ ۳x۱

− ۱x۲

+ ۳x۲

⇒ + ۳ − − = − + ۳ − ⇒ ۴ = ۴x۱x۲ x۱ x۲ ۳ x۱x۲ x۱ x۲ ۳ x۱ x۲

⇒ = ⇒x۱ x۲

y = ( ) ⇒ = ⇒ =log۲
x − ۱
x + ۳

x − ۱
x + ۳

۲y
x + ۳ − ۴
x + ۳

۲y
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 نمودار  بالاتر از  قرار دارد.  

نمودار  بالاتر از  قرار دارد.  

نمودار  بالاتر از  قرار دارد.  

نمودار  بالاتر از  قرار دارد.  

4

6

8

1 x

y

1
2
3
4
5

7

9
10
11
12
13
14
15
16

x0

g f

2 3

  117

  118

   شرط لگاریتم

  شرط رادیکال

   

‌با توجه به این که صورت کسر فوق عمودی منفی است. داریم:

 

 

  119

  )الف

تابع یک به یک است.  

  120

‌

مثلث قائم‌الزاویه است. 

⇒ ۱ − = ⇒ ۱ − = ⇒ x + ۳ =
۴

x + ۳
۲y ۲y

۴
x + ۳

۴
۱ − ۲y

x = − ۳ = = ⇒ (x) =
۴

۱ − ۲y
۴ − ۳ + ۳ × ۲y

۱ − ۲y
۱ + ۳ × ۲y

۱ − ۲y
f −۱  + ۳ × ۲x

۱ − ۲x

fgx < ⇒x۰

gf< x < ۲ ⇒x۰

fg۲ < x < ۴ ⇒

gfx > ۴ ⇒

: > ۰
x − ۱
x + ۲

⇒

x
x−۱
x+۲

−∞

+

−۲

۰

ت.ن

−

۱

۰

+∞

+ ⇒ x < −۲ x > ۱ یا(۱)

: ( ) ≥ ۰log۰٫۳
x − ۱
x + ۲

⇒ ( ) ≥log۰٫۳
x − ۱
x + ۲

log
۱
۰٫۳

⇒ ≤ ۱
x − ۱
x + ۲

⇒ − ۱ ≤ ۰
x − ۱
x + ۲

⇒ ≤ ۰
x − ۱ − x − ۲

x + ۲
⇒ ≤ ۰

−۳
x + ۲

x + ۲ > ۰ ⇒ x > −۲ (۲)

(۱) ∩ (۲) : x > ۱ ⇒ = (۱, +∞)Df

f( ) = f( ) ⇒ =x۱ x۲
− ۱۳x۱

+ ۲۳x۱
− ۱۳x۲

+ ۲۳x۲

⇒ + ۲ × − − ۲ = + ۲ × − − ۲۳ +x۱ x۲ ۳x۱ ۳x۲ ۳ +x۱ x۲ ۳x۲ ۳x۱

⇒ ۳ × = ۳ × ⇒ = ⇒۳x۱ ۳x۲ x۱ x۲

y = ⇒ − ۱ = y × + ۲y ⇒ − y × = ۲y + ۱
− ۱۳x

+ ۲۳x
۳x ۳x ۳x ۳x

(۱ − y) × = ۲y + ۱ ⇒ = ⇒ x = ( )۳x ۳x
۲y + ۱
 − y

log۳
۲y + ۱
 − y

y = (x) = ( )f −۱ log۳
۲x + ۱
 − x

= + , =log
(ac)
b

logab logcb logab
۱

logb
a

+ = ۲ ⋅logac+b logac−b logac+b logac−b

+ = ۲ × ×
۱

log
(c+b)
a

۱

log
(c−b)
a

۱

log
(c+b)
a

۱

log
(c−b)
a

= ⇒
+log

(c−b)
a log

(c+b)
a

⋅log
(c+b)
a log

(c−b)
a

۲

⋅log
(c+b)
a log

(c−b)
a

(c − b) + (c + b) = ۲ ⇒ (c − b)(c + b) = ۲loga loga loga

( − ) = ۲ ⇒ − = → = + →loga c۲ b۲ c۲ b۲ a۲ c۲ a۲ b۲
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  121

‌

  122

‌

  123

 نکته

  124

 نکته

  

 

 

‌در نتیجه بنابر نکته و رابطۀ  داریم:‌

 

= , + + +⋯ =logab
۱

logba
logak logbk logck log

(abc⋯)
k

x = ⇒ ۱ + x = + ⇒ ۱ + x =logbca logaa logbca logabca

y = ⇒ ۱ + y = + ⇒ ۱ + y =logacb logbb logacb logabcb

z = ⇒ ۱ + z = + ⇒ ۱ + z =logabc logcc logabc logabcc

+ + = + + = + +
۱

 + x

۱
 + y

۱
 + z

۱

logabca

۱

logabcb

۱

logabcc

logaabc logbabc logcabc

= = ۱
(۱ + y)(۱ + z) + (۱ + x)(۱ + z) + (۱ + x)(۱ + y)

(۱ + x)(۱ + y)(۱ + z)
logabcabc

⇒ ۱ + y + z + yz + ۱ + x + z + xz + ۱ + x + y + xy = (۱ + x + y + xy)(۱ + z)

⇒ ۳ + ۲y + ۲x + ۲z + + + = ۱ + x + y + + z + + + xyzyz xy xz xy xz yz

⇒ ۲ + y + x + z = xyz

= , = + , =loga
n

bm
n

m
logab log

(ac)
b

logab logcb logab
logac

logbc

= a ⇒ = a ⇒ = alog
۲۷
۱۲

log۳

log(۳ × )۲
۳ log ۳

log ۳ + ۲ log ۲

۳ log ۳ = a log ۳ + ۲a log ۲ ⇒ (۳ − a) log ۳ = ۲a log ۲ ⇒ log ۳ = ( ) log ۲
a

۳ − a

= = = =log
۱۶


log ۲۴

log ۲ × ۳
۴ log ۲

log ۲ + log ۳
۴ log ۲

log ۲ + ( ) log ۲a
۳−a

۴ log ۲

(۱ + ) log ۲a
۳−a

= = =
۴

۳−a+۲a
۳−a

۴(۳ − a)

a + ۳
۱۲ − ۴a
a + ۳

: =logab
۱

logba

A = + − = + −
۱

log
۳
۲

۱

log
۹
۱۶

۱

log
۳
۸

log
۲
۳ log

۱۶
۹ log

۸
۳

A = + − = + −۳log
۲
۳ log

۲۴

۳۲
log

۲۳

 log
۲
۳

۴
۲
log

۲
۳ log

۲
۳

A = +۲ −۳ = ۰log
۲
۳ log

۲
۳ log

۲
۳

: = , =logab
log a

log b
logab

۱

logb
a

=
logxab

logxa

۱
۴
⇒ = ۴logxa logxab ⇒ = ۴ ×

log x

log a

log x

log ab

⇒ =
۱

log a

۴
log ab

⇒ log ab = ۴ log a

log a + log b = ۴ log a⇒ log b = ۳ log a (۱)

(۱)

+ = +
۱

logab

۱

logba
logba logab = +

log b

log a

log a

log b
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  125

 نکته

  126

 نکته

   

  

‌در نتیجه:‌

  127

از طرفین معادله در مبنای  لگاریتم می‌گیریم.

‌ 

 

با فرض  داریم:

 

  128

‌

غیر قابل قبول 

= + = ۳ + =
۳ log a
log a

log a

۳ log a
۱
۳

۱۰
۳

: =logab
log a

log b

× ( ) × × = × × ×log
۱۶
۹ log۲ log

۵۳

۵ log
۴۹
۵√

log
۲۵

۷√۳
log ۱۶
log ۹

log
۳
۲

log ۴۹

log ۵
−−

√

log ۲۵

log ۷
−−

√۳

= × × ×
log ۲۴

log ۳۲
log ۳
log ۲

log ۷۲

log ۵
۱
۲

log ۵۲

log ۷
۱
۳

= × × × = × ۴ × ۶ = ۴۸
۴ log ۲
 log ۳

log ۳
log ۲

۲ log ۷

log ۵۱
۲

۲ log ۵

log ۷۱
۳

۴
۲

: =logab
log a

log b

= mlog
۲۷
۲۴ ⇒ = m

log ۲۷
log ۲۴

⇒ = m
log ۳

log(۳ × )۲۳
⇒ = m

۳ log ۳
log ۳ + ۳ log ۲

⇒ ۳ log ۳ = m log ۳ + ۳m log ۲ ⇒ (۳ − m) log ۳ = ۳m log ۲⇒ log ۳ = ( ) log ۲ (۱)
۳m

۳ − m

= = =log
۱۶


log ۱۶
log ۶

log ۲۴

log(۲ × ۳)
۴ log ۲

log ۲ + log ۳
==
(۱) ۴ log ۲

log ۲ + ( ) log ۲۳m
۳−m

= = =
۴

۱ +
۳m
۳−m

۴
۳−m+۳m
۳−m

۱۲ − ۴m
۳ + ۲m

۱۰

=loga
n

bm

n

m
logab

log = log ۱۰ ⇒ (۲ − log x) log x = ۲x
(۲− )

log x

۲
۱
۲

t = log x

(۲ − t)t = ۲ ⇒ ۲t − = ۲ ⇒ − ۲t + ۲ = ۰
۱
۲

۱
۲
t۲

۱
۲
t۲

− ۴t + ۴ = ۰ → = ۰ ⇒ t = ۲ ⇒ log x = ۲−→
×۲

t۲ (t − ۲)۲

⇒ x = →۱۰۲ x = ۱۰

= + , = , =log
(ac)
b

logab logcb loga
n

bm
n

m
logab logab

۱

logba

= ⇒ = − ۵logx (۵x)
۱
۲

− −−−−−−−

√ −۱
xlog۵

(۵x)
۱
۲
logx

− −−−−−−−

√ logx

= − ۵ ⇒ = − ۵ + x
۱
۲
logx

۱
۲
logx

− −−−−−−−−−−−−−

√ logx ۵ +
۱
۲
logx

۱
۲

− −−−−−−−−−

√ logx

۵ = t → = −t → t + =logx t +
۱
۲

۱
۲

− −−−−−

√
۱
۲

۱
۲

t۲

t + ۱ = ۲ → ۲ − t − ۱ = ۰ ⇒ (t − ۱)(۲t + ۱) = ۰ ⇒ t = ۱ , −t۲ t۲
۱
۲

t = ۱ → = −۱ → ۱ = −۱+
۱
۲

۱
۲

− −−−−−

√
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  قابل قبول 

129  

از طرفین معادله در مبنای  لگاریتم می‌گیریم:‌   130

 

‌با فرض  داریم:‌

   

   

  131

‌

  132

‌

ت
x

+ +-
ج ج

-2 1

ج
ن

 

  یا  

x

+ +-
ج ج

-1 1

ن

  : شرط لگاریتم   

  یا  

  جواب  یا  

در تابع  داریم:     133

    134

⇒ ۵ = −logx
۱
۲

t = − → = → =
۱
۲

− +
۱
۴

۱
۲

− −−−−−−

√
۱
۲

۱
۴

−−

√
۱
۲

= − ⇒ = −۲ → x = →
۱

logx۵

۱
۲

logx۵ −۲
x =

۱
۲۵

۱ = ۲۰( ⇒ log ۱ = log ۲۰ + log( )
۱
۲
)

t

۸ t

۸
۱
۲

⇒ ۰ = log ۲ + log ۱۰ + (− log ۲) ⇒ ۰ = ۰٫۳ + ۳ + (−۰٫۳) ⇒ t = ۸t

۸
t

۸
۳

= ۹x
۲−

۱
۲
logx۳ ⇒ =logx

(۲− )
۱
۲
logx۳

 logx۳

⇒ (۲ − ) = = ۲
۱
۲
logx۳ logx۳ log

۳۲

۳

t = logx۳

(۲ − t)t = ۲
۱
۲

⇒ ۲t − = ۲
۱
۲
t۲ ۴t − = ۴−→

×۲
t۲ ⇒ − ۴t + ۴ = ۰t۲

⇒ (t − ۲ = ۰)۲ ⇒ t = ۲⇒ = ۲logx۳ ⇒ x = = ۹۳۲

= −log
( )
a
c

b
logab logcb

= ⇒ = ⇒ = ۲y + ۲( )۳
۱
۲

x−۱

( )۳۲
y+۱

۳
x−۱
۲ ۳۲y+۲ x − ۱

۲
⇒ x − ۱ = ۴y + ۴ → x = ۴y + ۵ (۱)

log(x + ۱) − log y = ۱ ⇒ log( ) = ۱ ⇒ = ۱۰ = ۱۰
x + ۱
y

x + ۱
y

−→
(۱) ۴y + ۵ + ۱

y

⇒ ۱۰y = ۴y + ۶ → y = ۱ x = ۹−→
(۱)

≥ ⇒ {logab logcb
b > ۱
۰ < b < ۱

a ≥ c

a ≤ c

( ) ≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ۰log۳
x + ۱
x − ۱

log۳
−۱ x + ۱

x − ۱
۱
۳

x + ۱
x − ۱

۱
۳

≥ ۰ → ≥ ۰ ⇒
۳x + ۳ − x + ۱

۳(x − ۱)
۲x + ۴
۳(x − ۱)

x > ۱ (۱)x ≤ −۲

> ۰ ⇒
x + ۱
x − ۱

x > ۱ (۲)x < −۱

= (−∞,−۲] ∪ (۱, +∞)x > ۱ ⇒(۱) ∩ (۲) x ≤ −۲

g(x) = logfa
−−−

√: {Dg
a > ۱ → f ≥ ۱
۰ < a < ۱ → ۰ < f ≤ ۱

f(x) = log
۹−x۲
۱
۲

− −−−−−

⎷


۰ < < ۱ → ۰ < ۹ − ≤ ۱ → ۹ − ≤ ۱ ⇒ ≥ ۸ ⇒ x ≥ ۲ ∪ x ≤ −۲ (I)
۱
۲

x۲ x۲ x۲
−−

√ ۲
−−

√

۹ − > ۰ ⇒ < ۹ ⇒ −۳ < x < ۳ (II)x۲ x۲

: (I) ∩ (II) = (−۳, −۲ ] ∪ [۲ , ۳)Df ۲
−−

√ ۲
−−

√

51

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



‌

  جواب  

جواب  

    135

با فرض  داریم:

جواب  غ ق ق 

جواب 

جواب  

  136

 

 

  137

  138

=loga
n

bm
n

m
logab

× × × = ⇒ × × × =logx۲ logx
۲

logx
۲۳

logx
۲۴

۲
۳

logx۲
۱
۲
logx۲

۱
۳
logx۲

۱
۴
logx۲


۳

⇒ × × = ⇒ = × ۲۴ = ۱۶ =
۱
۲

۱
۳

۱
۴
( )logx۲

۴ ۲
۳

( )logx۲
۴ ۲

۳
۲۴

= ± ۲logx۲
↗

↘

= ۲ → x = = ۴ logx۲جواب

= −۲ → x = = logx۲جواب −۲ ۱
۴

=loga
n

bm
n

m
logab

log x = t → + = ۳ ⇒ = ۳
۱

 − ۴t
۴

۲ + t

۲ + t + ۴ − ۱۶t
(۱ − ۴t)(۲ + t)

۳(۲ + t − ۸t − ۴ ) = ۶ − ۱۵t ⇒ ۶ + ۳t − ۲۴t − ۱۲ = ۶ − ۱۵tt۲ t۲

, log x = −
۱
۲

۱۲ + ۶t = ۰ ⇒ t = ۰ , t = − ⇒ log x = ۰ →t۲
۱
۲

x = ۱

⇒ x = →۱۰
−
۱
۲ x =

۱

۰
−−

√

= ۵ + ۴ × ⇒ − ۴ × − ۵ = ۰( )۵۲
log x

۵log x
( )۵log x ۲

۵log x

= t۵log x

− ۴t − ۵ = ۰ → (t − ۵)(t + ۱) = ۰ → t = −۱ , t = ۵t۲

, t = ۵ → = ۵ → log x = ۱ →۵log x
x = ۱۰t = −۱ → = −۱۵log x

+ = ⇒ = a → a + =logx۲
۱

logx۲

۱۷
۴

logx۲
۱
a

۱۷
۴

−→−
×۴a

۴ + ۴ = ۱۷a → ۴ − ۱۷a + ۴ = ۰ → Δ = ۲۸۹ − ۶۴ = ۲۵a۲ a۲

a = ⇒ a = , a = ۴ ⇒ = → x = =
۱۷ ± ۱۵

۸
۱
۴

logx۲
۱
۴

۲
۱
۴ ۲

−−
√۴

= ۴ → x = = ۱۶logx۲ ۴

= × = ⇒ =C ∘ ۴۵
π

Brad

C ∘

۱۸۰
Crad

π
C ∘ ۱۸۰Crad

π

⇒ = ⇒ ۱۸۰C = ۴۵B ⇒ ۴C = B , B + C =
۱۸۰C
π

۴۵B
π

π

۲

⇒ ۴C + C = ⇒ C = → B = ۴C = ۴ × =
π

۲
π

۱۰
π

۱۰
۲π
۵

A =
۳ sin( + − ) + ۲ sin( − )۳۶۰∘ ۹۰∘ ۷۵∘ ۱۸۰∘ ۷۵∘

cos( + ) − ۲ cos( + )۹۰∘ ۷۵∘ ۱۸۰∘ ۷۵∘

= =
۳ cos + ۲ sin۷۵∘ ۷۵∘

− sin + ۲ cos۷۵∘ ۷۵∘
+

۳ cos ۷۵
cos ۷۵

۲ sin ۷۵
cos ۷۵

− +
sin ۷۵
cos ۷۵

۲ cos ۷۵
cos ۷۵

= = =
۳ + ۲ tan ۷۵
− tan ۷۵ + ۲

۳ + ۲(۲ + )۳
−−

√

−۲ − + ۲۳
−−

√

۷ + ۲ ۳
−−

√

− ۳
−−

√
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  139

  140

  141

  142

  143

     

  144

۲ sin(۵π − ) − sin(π + ) + sin(۴π − ) − ۲ cos(π − )π

۱۰
۲π
۵

۲π
۵

۲π
۵

cos(π − ) + ۲ cos(۳π − ) − sin(۲π − )
۲π
۵

۲π
۵

π

۱۰

= =
۲ sin + sin − sin + ۲ cosπ

۱۰
۲π
۵

۲π
۵

۲π
۵

−cos − ۲ cos + sin
۲π
۵

۲π
۵

π

۱۰

۲ sin( ) + ۲ cos( )π

۱۰
۴π
۱۰

−۳ cos( ) + sin( )
۴π
۱۰

π

۱۰

= = = = −۲
 sin + ۲ cos( − )π

۱۰
π

۲
π

۱۰

−۳ cos( − ) + sinπ

۲
π

۱۰
π

۱۰

۲ sin + ۲ sinπ

۱۰
π

۱۰

−۳ sin + sinπ

۱۰
π

۱۰

۴ sin π

۱۰

−۲ sin π

۱۰

sin( + ) cos + cos( − ) sin۱۸۰∘ ۴۵∘ ۳۰∘ ۱۸۰∘ ۴۵∘ ۶۰∘

tan( + ) cot + cot( + ) tan( + )۱۸۰∘ ۳۰∘ ۶۰∘ ۱۸۰∘ ۶۰∘ ۳۶۰∘ ۳۰∘

= = = = −
− sin cos − cos sin۴۵∘ ۳۰∘ ۴۵∘ ۶۰∘

tan cot + cot tan۳۰∘ ۶۰∘ ۶۰∘ ۳۰∘
− × − ×

۲√

۲

۳√

۲

۲√

۲

۳√

۲

× + ×
۳√

۳

۳√

۳

۳√

۳

۳√

۳

−
۶√

۲

۲
۳

۳ ۶
−−

√

۴

tan(۳π + + x) + sin(π − x) + ۳ cos(۵π + − x) − cot(۸π − x)π

۲
π

۲

−cot(۲π + − x) + sin(۳π + + x) + ۳ cos(۱۲π − x) − tan(۷π − x)π

۲
π

۲

=
tan( + x) + sin x − ۳ cos( − x) − cot(−x)π

۲
π

۲

−cot( − x) − sin( + x) + ۳ cos(−x) − tan(−x)π

۲
π

۲

= = = − tan x
−cot x + sin x − ۳ sin x + cot x

− tan x − cos x + ۳ cos x + tan x

−۲ sin x
۲ cos x

۲ sin(۴π + ) − sin + sin(۳π − ) − ۲ sin(π + )π

۱۰
π

۱۰
π

۱۰
π

۱۰

cos tan(π + ) + ۲ cos( ) + sin(۲π − )π

۱۰
π

۱۰
۴π
۱۰

π

۱۰

= =
۲ sin( ) − sin( ) + sin( ) + ۲ sinπ

۱۰
π

۱۰
π

۱۰
π

۱۰

cos tan + ۲ cos( − ) − sinπ

۱۰
π

۱۰
π

۲
π

۱۰
π

۱۰

۴ sin π

۱۰

cos × + ۲ sin − sinπ

۱۰

sin
π

۱۰

cos
π

۱۰

π

۱۰
π

۱۰

= = = ۲
۴ sin π

۱۰

sin + sinπ

۱۰
π

۱۰

۴ sin π

۱۰

۲ sin π

۱۰

۳a + ۲b = ۳π ⇒ ۳a − ۳b + ۵b = ۳π ⇒ ۳(a − b) = ۳π − ۵b

⇒ a − b = π − ⇒ tan(a − b) = tan(π − ) = − tan
۵b
۳

۵b
۳

۵b
۳

۳a + ۲b = ۳π ⇒ ۲a + ۲b + a = ۳π ⇒ ۲a + ۲b = ۳π − a

a + b = − ⇒ tan(a + b) = tan( − ) = tan(π + − )
۳π
۲

a

۲
۳π
۲

a

۲
π

۲
a

۲

⇒ tan(a + b) = tan( − ) = cot
π

۲
a

۲
a

۲

tan(a + b) ⋅ tan(a − b) = cot × (− tan ) = − cot tan
a

۲
۵b
۳

a

۲
۵b
۳

A =

sin + cot
۵π
۳

۱π
۶

۲ cos + sin
۸π
۳

۵π
۶

=

sin(۲π − ) + cot(۲π − )
π

۳
π

۶

۲ cos(۳π − ) + sin(π − )
π

۳
π

۶

=

− sin − cot
π

۳
π

۶

−۲ cos + sin
π

۳
π

۶

=

− −
۳
−−

√

۲
۳
−−

√

−۲( ) +
۱
۲

۱
۲

=

−۳
−−

√

۲

−
۱
۲

= ۳
−−

√

x = ۰ → y = ۱
x = ۲π → y = ۱
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+

0

-

2

+

این تابع یک به یک نیست زیرا برای دو  متفاوت یک  بدست می آید.

  145

نکته: 

    146

 

 

  برد

  147

( قرار ( یا )  حاصل  عددی صحیح است پس  برابر با مضارب صحیح  است و از روی دایرۀ مثلثاتی مضارب صحیح  روی نقاط )

دارند و در این دو نقطه مقدار سینوس صفر است. یعنی به ازای هر  حقیقی  برابر صفر است و داریم:
12

  148
 

 

  149

 

 

  150

 

  

xy

y = ۲ sin x + cos x

− ≤ a sin x + b cos x ≤+a۲ b۲
− −−−−−

√ +a۲ b۲
− −−−−−

√

− ≤ ۲ sin x + cos x ≤ → − ≤ y ≤۴ + ۱
− −−−−

√ ۴ + ۱
− −−−−

√ ۵
−−

√ ۵
−−

√

= [۰, ۱]

[x]π [x]ππ۱۲

xsin π [x]

x ∈ R ⇒ sin π [x] = ۰ → f(x) = = = = ۰− π [x]sin۲
− −−−−−−−

√ −۰
−−−

√ ۰
−−

√

⇒ = RDf

= t ⇒ ۲t + t sin x = − sin x ⇒ (۱ + t) sin x = −۲t− sin x

۲+sin x

sin x = − ۱ ≤ sin x ≤ ۱ ⇒ |sin x| ≤ ۱ ⇒ ≤ ۱−۲t
۱+t

∣
∣
−۲t
۱+t

∣
∣

|۲t| ≤ |۱ + t| ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ۰− →−−
t≠−۱

(۲t)۲ (t + ۱)۲ (۲t)۲ (t + ۱)۲

⇒ (۲t + t + ۱)(۲t − t − ۱) ≤ ۰ ⇒ (۳t + ۱)(t − ۱) ≤ ۰

− ≤ t ≤ ۱ ⇒ t = [t] = −۱, ۰, ۱

۳

برد تابع R = {−۱, ۰, ۱}

y = ⇒ cos x − ۱ = ۲y cos x + y
cos x−۱
۲ cos x+۱

⇒ (۱ − ۲y) cos x = y + ۱ ⇒ cos x = , −۱ ≤ cos x ≤ ۱y+۱
−۲y

⇒ |cos x| ≤ ۱ ⇒ ≤ ۱ |y + ۱| ≤ |۱ − ۲y|
∣

∣
∣
y + ۱
 − ۲y

∣

∣
∣ − →−−

y≠
۱
۲

⇒ + ۲y + ۱ ≤ ۱ − ۴y + ۴ ⇒ ۳ − ۶y ≥ ۰ ⇒ ۳y(y − ۲) ≥ ۰y ۲ y ۲ y ۲

⇒ y ≤ ۰ ⇒ = (−∞, ۰] ∪ [۲, یا(∞+ y ≥ ۲ Rf
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y cosxy cosx

  151
روش اول:

‌

 

y 0 1- +

- ننتت + عبارت0-

 
y 0

1
- +

- ننتت + عبارت0-

2
  

‌روش دوم:

‌

ها است را حذف می کنیم و سپس قرینه ی قسمت برای رسم نمودار تابع  ابتدا نمودار  را رسم کرده و آن قسمت از نمودار که پائین محور    152

ها رسم می کنیم. باقی مانده را نسبت به محور 

 

    153

از روی دایرۀ مثلثاتی باید کمان‌های را بیابیم که سینوس آن‌ها بزرگ‌تر مساوی  باشد.

π
6

π
6π -

1
2

 

از روی دایره مثلثاتی باید کمان‌های را بیابیم که کوسینوس آن‌ها کم‌تر از  باشد.

y = ⇒ ۳ + sin x = → sin x = − ۳
۲

۳ + sin x

۲
y

۲
y

−۱ ≤ sin x ≤ ۱ ⇒ −۱ ≤ − ۳ ≤ ۱
۲
y

⇒ ۰ < y ≤ ۱ (۱)− ۳ ≥ −۱ ⇒ ≥ ۰ ⇒
۲
y

۲ − ۲y
y

(۲)y < ۰ یا y ≥
۱
۲

− ۳ ≤ ۱ ⇒ ≤ ۰ ⇒
۲
y

۲ − ۴y
y

(۱) ∩ (۲) ⇒ ≤ y ≤ ۱ ⇒ = [ , ۱]
۱
۲

Rf

۱
۲

−۱ ≤ sin x ≤ ۱ → ۲ ≤ sin x + ۳ ≤ ۴ → ≥ ≥ → ۱ ≥ ≥
۱
۲

۱
sin x + ۳

۱
۴

۲
sin x + ۳

۱
۲

→ ≤ le۱ → ≤ y ≤ ۱ → = [ , ۱]
۱
۲

۲
sin x + ۳

۱
۲

Rf

۱
۲

|y| = f(x)y = f(x)x

x

|y| = cos x

f(x) = ⇒ ۲ sin x − ۱ ≥ ۰ ⇒ sin x ≥۲ sin x − ۱
− −−−−−−−

√
۱
۲

۱
۲

sin ≥ ⇒ ≤ x ≤
۱
۲

π

۶
۵π
۶

g(x) = ۱ − ۲ cos x > ۰ ⇒ cos x <
۱

 − ۲ cos x
− −−−−−−−−

√

۱
۲

۱
۲
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π
3

1
2

π
3π -2
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y

x

1

1-

π
2 π

π
2

3 π2

y

x

1

1-
π
2

π
π

2
3 π2

2-

3-

2

3

    155

باید ابتدا  را رسم کرد و سپس قسمت‌های از نمودار که بین خطوط افقی  و  قرار دارد را روی خط  تصویر نمود.  

y

x

1

1-

π
2 π

π
2

3
π2

y xsin=

  

y

x

1

1-
π
2

π

π
2

3
π2

y xsin=

ابتدا  را رسم کرده و سپس قسمت‌های از نمودار که بین خطوط افقی  و  قرار دارد را روی خط  تصویر می‌کنیم.  

y

x

1

1-

π
2 π π

2
3

π2

y= xcos

  

y

x

1

1-
π
2

π

π
2

3 π2

y xcos=

cos x < ⇒ < x < ۲π − ⇒ < x <
۱
۲

π

۳
π

۳
π

۳
۵π
۳

y = sin x − = {
|sin x|

sin x

sin x − = sin x − ۱ , sin x > ۰ → ۰ < x < πsin x

sin x

sin x − = sin x + ۱ , sin x < ۰ → π < x < ۲π− sin x

sin x

y = + cos x =
۲ |cos x|
cos x

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

+ cos x = cos x + ۲ , cos x > ۰ ⇒ ۰ ≤ x <
۲ cos x

cos x
π

۲ یا < x ≤ ۲π۳π
۲

+ cos x = cos x − ۲ , cos x < ۰ ⇒ < x <
−۲ cos x

cos x
π

۲
۳π
۲

y = sin xy = Ky = K + ۱y = K(K ∈ Z)

y = cos xy = Ky = K + ۱y = K(K ∈ Z)
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y

x

1

2

π
2

π
2

3 π2π

3

 

y

x

1

2

π
2

π
2

3 π2π
1-

2-

3-

4-

    157

 

y

x

1

2

π
2

π
2

3 π2π

y

x

1

π
2

π
2

3
π2

π
1-

 

  158

y = ۲ |cos x| − cos x =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۲ cos x − cos x = cos x , cos x ≥ ۰ → ۰ ≤ x ≤
π

۲
یا ≤ x ≤ ۲π
۳π
۲

−۲ cos x − cos x = −۳ cos x , cos x < ۰ → < x <
π

۲
۳π
۲

y = − ۱
|۳ cos x|
cos x

=

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

− ۱ = ۳ − ۱ = ۲ , cos x > ۰ → ۰ ≤ x < , < x ≤ ۲π
۳ cos x
cos x

π

۲
۳π
۲

− ۱ = −۳ − ۱ = −۴ , cos x < ۰ → < x <
−۳ cos x
cos x

π

۲
۳π
۲

y = |sin x| + sin x = { sin x + sin x = ۲ sin x sin x ≥ ۰ → ۰ ≤ x ≤ π

− sin x + sin x = ۰ sin x < ۰ → π < x ≤ ۲π

y =
|sin x|

sin x
=

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= ۱ , sin x > ۰ → ۰ < x < π
sin x

sin x

= −۱ , sin x < ۰ → π < x < ۲π
− sin x

sin x
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  159

  160

  161

    162

 

 

    163

tan x tan y = , x + y = ⇒ tan(x + y) = tan
۱
۶

π

۴
π

۴

⇒ = ۱ ⇒ tan x + tan y = ۱ − tan x tan y = ۱ − =
tan x + tan y

۱ − tan x tan y

۱
۶

۵
۶

tan x + tan y = → tan y = − tan x , tan x tan y = ⇒ tan x( − tan x) =
۵
۶

۵
۶

۱
۶

۵
۶

۱
۶

⇒ tan x − x = ⇒ x − tan x + = ۰ ⇒ ۶ x − ۵ tan x + ۱ = ۰
۵
۶

tan۲
۱
۶

tan۲
۵
۶

۱
۶

tan۲

Δ = ۲۵ − ۲۴ = ۱ → tan x = ⇒ tan x =
۵ ± ۱
۲

۱
۲

یا
۱
۳

tan x = ⇒ tan y = − = =
۱
۲

۵
۶

۱
۲

۵ − ۳
۶

۱
۳

tan x = ⇒ tan y = − = =
۱
۳

۵
۶

۱
۳

۵ − ۲
۶

۱
۲

tan ۲a = tan((a + b) + (a − b)) = = ⇒ tan ۲a = = −
tan(a + b) + tan(a − b)

۱ − tan(a + b) tan(a − b)

۹ + ۵

۱ − ۹ × ۵

۱۴

−۴

۷

۲

tan ۲b = tan((a + b) − (a − b)) = = ⇒ tan ۲b = =
tan(a + b) − tan(a − b)

۱ + tan(a + b) tan(a − b)

۹ − ۵

۱ + ۹ × ۵

۴

۶

۲

۳

sin y = → y = ۱ − y = ۱ − = → cos y =
۳ ۱۰√

۱۰
cos۲ sin۲

۹
۱۰

۱
۰

۱۰√

۱۰

tan y = = ۳ , tan(x + y) = −۷ → = −۷
sin y

cos y

tan x + tan y

۱ − tan x tan y

⇒ = −۷ ⇒ tan x + ۳ = −۷ + ۲۱ tan x ⇒ ۱۰ = ۲۰ tan x → tan x =
tan x + ۳
۱ − ۳ tan x

۱
۲

sinα = cosα = =
۴
۵
− →−−
α حاده

۱ − (
۴
۵
)۲

− −−−−−−

√
۳
۵

cos β = − sin β = − = −
۱۲
۱۳

− →−−−−−
βدر ربع سوم

۱ − (−
۱۲
۱۳

)۲
− −−−−−−−−−

√
۵
۱۳

sin(α − β) = sinα cos β − cosα sin β = ( )(− ) − ( )(− ) = = −
۴
۵

۱۲
۱۳

۳
۵

۵
۱۳

−۴۸ + ۱۵
۶۵

۳
۶۵

x + y = π − z ⇒ tan(x + y) = tan(π − z)

⇒ = − tan z ⇒ tan x + tan y = − tan z + tan x tan y tan z
tan x + tan y

۱ − tan x tan y

⇒ tan x + tan y + tan z = tan x tan y tan z

x + y = π − z ⇒ cot(x + y) = cot(π − z) ⇒ = − cot z
cot x cot y − ۱
cot x + cot y

⇒ cot x cot y − ۱ = −cot x cot z − cot z cot y ⇒ cot x cot y + cot x cot z + cot z cot y = ۱

+ = → tan( + ) = tan۲۳∘ ۲∘ ۴۵∘ ۲۳∘ ۲∘ ۴۵∘

⇒ = ۱ ⇒ tan + tan = ۱ − tan × tan
tan + tan۲۳∘ ۲∘

۱ − tan × tan۲۳∘ ۲∘
۲۳∘ ۲∘ ۲۳∘ ۲∘

⇒ tan + tan + tan tan = ۱۲۳∘ ۲∘ ۲۳∘ ۲∘

+ = ⇒ tan( + ) = tan۳۹∘ ۲۱∘ ۶۰∘ ۳۹∘ ۲۱∘ ۶۰∘
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    164

 )الف

 

 

    165

  166

-2
π

-4
π3

با توجه به دایره مثلثاتی  از  کمتر است.-1

  167

⇒ = ⇒ tan + tan = − tan × tan
tan + tan۳۹∘ ۲۱∘

۱ − tan × tan۳۹∘ ۲۱∘
۳
−−

√ ۳۹∘ ۲۱∘ ۳
−−

√ ۳
−−

√ ۳۹∘ ۲۱∘

⇒ tan + tan + tan tan =۳۹∘ ۲۱∘ ۳
−−

√ ۳۹∘ ۲۱∘ ۳
−−

√

cosα + sinα = tan cosα + sinα = cosα + sinα۳
−−

√
π

۳

sin π

۳

cos π

۳

= = = ۲ sin(α + )
sin cosα + cos sinαπ

۳
π

۳

cos π

۳

sin( + α)π

۳

۱
۲

π

۳

(sin a cos b + cos a sin b)(sin a cos b − cos a sin b)

= a b − a b = a(۱ − b) − (۱ − a) bsin۲ cos۲ cos۲ sin۲ sin۲ sin۲ sin۲ sin۲

a − a b − b + a b = a − bsin۲ sin۲ sin۲ sin۲ sin۲ sin۲ sin۲ sin۲

x + y = − z → cot(x + y) = cot( − z)
π

۲
π

۲

= tan z = ⇒ cot x + cot y = cot x cot y cot z − cot z
cot x cot y − ۱
cot x + cot y

۱
cot z

⇒ cot x + cot y + cot z = cot x cot y cot z

x + y = − z ⇒ tan(x + y) = tan( − z)
π

۲
π

۲

⇒ = cot z = ⇒ tan x tan z + tan y tan z = ۱ − tan x tan y
tan x + tan y

۱ − tan x tan y

۱
tan z

tan x tan y + tan x tan z + tan y tan z = ۱

sinα = − α ∈ [π, ]
۱۲
۱۳

۳π
۲

tan =?α

۲

π ≤ α ≤ ⇒ ≤ ≤ ۳πدر ربع دوم قرار دارد
۲

π

۲
α

۲
۳π
۴

α

۲

tan
α

۲
−۱

sinα = ⇒ = ⇒ −۶ − ۶ = ۱۳ tan
۲ tan α

۲

۱ + tan۲ α

۲

−۱۲
۱۳

۲ tan α

۲

۱ + tan۲ α

۲

tan۲
α

۲
α

۲

۶ + ۱۳ tan + ۶ = ۰tan۲ α

۲
α

۲

Δ = ۱۶۹ − ۱۴ = ۲۵

tan = ⇒α

۲
−۱۳±۵
۱۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− = − ۱۸ق ق
۱۲

۳
۲

− = − ۸غ  ق ق
۱۲

۲
۳

+ − cos ۲a cos ۲b =(cos a cos b − sin a sin b)۲ (cos a cos b + sin a sin b)۲

a b + a b − ۲ cos a cos b sin a sin b + a b + a bcos۲ cos۲ sin۲ sin۲ cos۲ cos۲ sin۲ sin۲

+۲ cos a cos b sin a sin b − cos ۲a cos ۲b
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  168

  169

  170

    171

 

  172

2
1

0-

با توجه به دایره مثلثاتی تابع در همسایگی صفر تعریف نشده است یعنی زمانی که  داخل رادیکال منفی می شود و حد موجود نیست.
  173

با استفاده از قضایای حد داریم:   174

= ۲ a b + ۲ a b − ( a − a)( b − b)cos۲ cos۲ sin۲ sin۲ cos۲ sin۲ cos۲ sin۲

= ۲ a b + ۲ a b − a b + a b + a b − a bcos۲ cos۲ sin۲ sin۲ cos۲ cos۲ cos۲ sin۲ sin۲ cos۲ sin۲ sin۲

= a b + a b + a b + a bcos۲ cos۲ sin۲ sin۲ cos۲ sin۲ sin۲ cos۲

= a( ) + a( ) = a + a = ۱cos۲ b + bcos۲ sin۲  
۱

sin۲ b + bsin۲ cos۲  
۱

cos۲ sin۲

۴ cosα(cos cosα + sin sinα)(cos cosα − sin sinα)
π

۳
π

۳
π

۳
π

۳

= ۴ cosα( α − α) = ۴ cosα( α − α)cos
۲ π

۳
cos

۲
sin

۲ π

۳
sin

۲ ۱
۴
cos

۲ ۳
۴
sin

۲

= α − ۳ cosα α = α − ۳ cosα(۱ − α)cos۳ sin۲ cos۳ cos۲

= α − ۳ cosα + ۳ α = ۴ α − ۳ cosα = cos ۳αcos۳ cos۳ cos۳

cos ۶۷٫۵ = cos(۹۰ − ۲٫۵) = sin ۲٫۵
α = ۲٫۵ ⇒ ۲α = ۴۵° , sin ۲٫۵ = x

cos ۲α = ۱ − ۲ α ⇒ cos ۴۵ = ۱ − ۲ ٫۵ ⇒ = ۱ − ۲sin۲ sin۲
√

۲
x۲

⇒ ۲ = ۱ − = → = ⇒ x =x۲

−−

√

۲

۲ − ۲
−−

√

۲
x۲

 − ۲
−−

√

۲

۲ − ۲
−−

√
− −−−−−

√

۲

cos ۳α = cos(۲α + α) = cos ۲α cosα − sin ۲α sinα

= (۲ α − ۱) cosα − (۲ sinα ⋅ cosα) ⋅ sinαcos۲

= (۲ α − cosα − ۲ α ⋅ cosαcos۳ sin۲

= ۲ α − cosα − ۲(۱ − α) ⋅ cosαcos۳ cos۲

 α − cosα − ۲ cosα + ۲ α = ۴ α − ۳ cosαcos۳ cos۳ cos۳

= =
sin cos cos cos۲۰∘ ۲۰∘ ۴۰∘ ۸۰∘

sin ۲۰∘
sin cos cos

۱
۲

۴۰∘ ۴۰∘ ۸۰∘

sin ۲۰∘
× sin cos

۱
۲

۱
۲

۸۰∘ ۸۰∘

sin ۲۰∘

= = = =
× × sin

۱
۲

۱
۲

۱
۲

۱۶۰∘

sin ۲۰∘
sin( − )۱۸۰∘ ۲۰∘

۸ sin ۲۰∘
sin ۲۰∘

۸ sin ۲۰∘
۱
۸

− = = = = ۲ cot = ۲
cos π

۱۲

sin π

۱۲

sin π

۱۲

cos π

۱۲

−cos۲ π

۱۲
sin۲ π

۱۲

sin cosπ

۱۲
π

۱۲

cos ۲( )π

۱۲

sin ۲( )
۱
۲

π

۱۲

۲ cos π

۶

sin π

۶

π

۶
۳
−−

√

۱ − ۲ cos ۲x > ۰ ⇒ cos ۲x <
۱
۲

x → ۰−

(f + g)(x) = { = ۰ (x ≠ ۰)
f(x) = { ۱ x > ۰

−۱ x < ۰

g(x) = {−۱ x > ۰
۱ x < ۰

 x > ۰
 x < ۰

(f + g)(x) = ۰
f(x) = ۱ g(x) = −۱lim

x→۰+
lim
x→۰+

f(x) = −۱ g(x) = +۱lim
x→۰−

lim
x→۰−

lim
x→۰
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  را باید تابعی درنظر بگیریم که در  حد  داشته باشد، یکی از آن توابع می‌تواند به صورت فوق باشد.

1

1_

2_

x

y

با استفاده از فرمول  داریم:   175

( (π
4
3 +

π
4
3

( (π
4

3 ( (2
2 +

2
2

( (2
2

 

حد ندارد. 

  176

1( (
+

( (π
2

3 π
2

3
( (π

2
3 +

0+0

 

    177

( (
+π

6 π
6

( (π
6

( (
+

2
1

( (2
1 2

1

  حد ندارد. 

( (
+π

3
π
3

( (π
3

2
1

( (2
1 ( (

+
2
1

  حد ندارد. 

    178

lim
x→۱

۲f(x) − ۱
f(x) + ۱

= = ۵
۲ f(x) − ۱limx→۱

f(x) + ۱limx→۱
⇒ ۲ f(x) − ۱lim

x→۱
= ۵ f(x) + ۵lim

x→۱
⇒ ۳ f(x) = −۶lim

x→۱
⇒ f(x) = −۲lim

x→۱

f(x)x = ۱−۲

sin x + cos x = sin(x + )۲
−−

√
π

۴

= [ sin(x + )] = [ sin( − ε + )] = [ sin( − ε)]L− lim
x→( )

π

۲
−

۲
−−

√ π

۴
۲
−−

√ π

۲
π

۴
۲
−−

√
۳π
۴

= [ sin ] = [ ( + ε)] = [۱ + ε] = ۱۲
−−

√ ( )
۳π
۴

−

۲
−−

√
۲
−−

√

۲
۲
−−

√

= [ sin(x + )] = [ sin( + ε + )] = [ sin( + ε)]L+ lim
x→( )

π

۲
+

۲
−−

√
π

۴
۲
−−

√
π

۲
π

۴
۲
−−

√
۳π
۴

= [ sin ] = [ ( − ε)] = [۱ − ε] = ۰۲
−−

√ ( )
۳π
۴

+

۲
−−

√
۲
−−

√

۲
۲
−−

√

= ([sin x] + [cos x]) = [ ] + [ ] = −۱ − ۱ = −۲L− lim

x→( )
۳π
۲

−
(−۱)+ ۰−

= ([sin x] + [cos x]) = [ ] + [ ] = −۱ + ۰ = −۱L+ lim

x→( )
۳π
۲

+
(−۱)+ ۰+

([sin x] + [cos x]) =lim
x→

۳π
۲

حد ندارد.

= [۲ sin x] = [۲( − ε)] = [۱ − ۲ε] = ۰L− lim
x→( )

π

۶
−

۱
۲

= [۲ sin x] = [۲( + ε)] = [۱ + ۲ε] = ۱L+ lim
x→( )

π

۶
+

۱
۲

= [۲ cos x] = [۲( + ε)] = [۱ + ۲ε] = ۱L− lim
x→( )

π

۳
−

۱
۲

= [۲ cos x] = [۲( − ε)] = [۱ − ۲ε] = ۰L+ lim
x→( )

π

۳
+

۱
۲
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0+

0+π
π 

حد ندارد . 

0+

0

از آنجائیکه  مخرج کسر را صفر می‌کند پس باید صورت کسر هم صفر شود تا مبهم صفر صفرم تولید شود بنابراین داریم:   179

  180

 )الف

 )ب

    181

  182

حد ندارد.  

  183

[sin x] = [ ] = ۰lim
x→π−

۰+

[sin x] = [ ] = −۱ ⇒lim
x→π+

۰−

[cos x] = [ ] = [۱ − ε] = ۰ ⇒lim
x→۰

۱−

x → −۲

+ ax + b = ۰ ۴ − ۲a + b = ۰ ⇒ b = ۲a − ۴x
۲

− →−−
x=−۲

= =lim
x→−۲

+ ax + bx۲

+ ۸x۳
lim
x→−۲

+ ax + ۲a − ۴x۲

+ ۸x۳
lim
x→−۲

− ۴ + ax + ۲ax۲

+ ۸x۳

= =lim
x→−۲

(x − ۲)(x + ۲) + a(x + ۲)
+ ۸x۳

lim
x→−۲

(x + ۲)(x − ۲ + a)

(x + ۲)( − ۲x + ۴)x۲

= = = ۴ ⇒ −۴ + a = ۴۸ ⇒lim
x→−۲

x − ۲ + a

− ۲x + ۴x۲

−۴ + a

۱۲
a = ۵۲

b = ۲a − ۴ = ۲ × ۵۲ − ۴ = ۱۰۴ − ۴ = ۱۰ → b = ۱۰

=lim
x→−۱

+ ۱ − ۲x − ۲x۳

− ۱x۲
lim
x→−۱

(x + ۱)( − x + ۱) − ۲(x + ۱)x۲

− ۱x۲

= = = =lim
x→−۱

(x + ۱)( − x + ۱ − ۲)x۲

(x + ۱)(x − ۱)
lim
x→−۱

− x − ۱x۲

x − ۱
۱ + ۱ − ۱
−۱ − ۱

−۱
۲

=lim
x→۱

− ۱ + ۲x − ۲x۳

+ x − ۲x۲
lim
x→۱

(x − ۱)( + x + ۱) + ۲(x − ۱)x۲

+ x − ۲x۲

= = =lim
x→۱

(x − ۱)( + x + ۱ + ۲)x۲

(x − ۱)(x + ۲)
lim
x→۱

+ x + ۳x۲

x + ۲
۵
۳

× ×lim
x→۱

− ۲۳x + x−−√
− −−−−−−

√

− ۱x−−√
۳

+ ۲۳x + x−−√
− −−−−−−

√

+ ۲۳x + x−−√
− −−−−−−

√

+ + ۱x۲
−−√۳ x−−√

۳

+ + ۱x۲
−−√۳ x−−√

۳

= =lim
x→۱

(۳x + − ۴)( + + ۱)x−−√ x۲
−−√۳ x−−√

۳

(x − ۱)( + ۲۳x + )x−−√
− −−−−−−−

√
lim
x→۱

۳(۳x + − ۴)x−−√

۴(x − ۱)

= = = =lim
x→۱

۳( − ۱)(۳ + ۴)x−−√ x−−√

۴( − ۱)( + ۱)x−−√ x−−√
lim
x→۱

۳(۳ + ۴)x−−√

۴( + ۱)x−−√

۳ × ۷
۴ × ۲

۲۱
۸

= t ⇒ x = , x → ۱ ⇒ t → ۱ =x−−√
۴ t۴ lim

x→۱

− ۱x−−√
۴

x − ۱x−−√
lim
t→۱

t − ۱

− ۱t۴ t۴
−−√

= = = =lim
t→۱

t − ۱

− ۱t۶
lim
t→۱

t − ۱

(t − ۱)( + + ⋯ + t + ۱)t۵ t۴
lim
t→۱



+ + ⋯ + ۱t۵ t۴

۱
۶

= ⇒ =lim
x→۰

sin ۲x
۱ − cos x

۰


lim
x→۰

۲ sin x cos x

۲ xsin۲
x

۲

lim
x→۰

۴ sin cos cos xx

۲
x

۲

۲ sin۲ x

۲

= = =lim
x→۰

۲ cos cos xx

۲

sin x

۲

lim
x→۰

۲ × ۱ × ۱

sin
x

۲

۲
۰
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  185
روش اول(

روش دوم(

    186

  187

می دانیم: 

‌

  ناپیوسته است. فقط پیوستگی راست دارد.      تابع در 

  188

1
1 -

( π4 (
-

  189

× =lim
x→۰

−cos x− −−−
√ cos ۲x

− −−−−
√

x۲

+cos x− −−−
√ cos ۲x

− −−−−
√

+cos x− −−−
√ cos ۲x

− −−−−
√

lim
x→۰

cos x − cos ۲x

x۲( + )cos x− −−−
√ cos ۲x

− −−−−
√

  
۲

= =lim
x→۰

cos x − ۱ + ۱ − cos ۲x
۲x۲

lim
x→۰

−(۱ − cos x) + ۱ − cos ۲x
۲x۲

= = = = =lim
x→۰

−۲ + ۲ xsin۲
x

۲
sin۲

x۲
lim
x→۰

−۲ × + ۲( )x
۲

۲
x۲

x۲
lim
x→۰

− + ۲۱
۲
x۲ x۲

x۲
lim
x→۰

۳
۲
x۲

x۲
۳
۴

= ⇒ = = ۲lim
x→

π

۲

sin(۲x − π)

x −
π

۲

۰


lim
x→

π

۲

sin(۲x − π)

x −
π

۲

lim
x→

π

۲

۲ sin(۲x − )
π

۲
۲x − π

= = = =lim
x→۰

۱ − cos x

x۲
lim
x→۰

۲ sin۲
x

۲
x۲

lim
x→۰

۲ ×

⎛

⎝

⎜⎜⎜
x

۲

sin
x

۲
x

۲

⎞

⎠

⎟⎟⎟

۲

x۲
lim
x→۰

۲ ×
x۲

۴
x۲

۱
۲

× = = =lim
x→۰

۱ − cos x

x۲

۱ + cos x

۱ + cos x
lim
x→۰

۱ − xcos۲

(۱ + cos x)x۲
lim
x→۰

xsin۲

(۱ + cos x)x۲

۱
۲

= ⇒ = = ۳lim
x→

π

۳

sin(۳x − π)

x −
π

۳

۰


lim
x→

π

۳

sin(۳x − π)

x −
π

۳

lim
x→

π

۳

۳ sin(۳x − π)

(۳x − π)

= ⇒ = =lim
x→۰

x sin x

۱ − cos ۲x
۰


lim
x→۰

x sin x

۲ xsin۲
lim
x→۰

x

۲ sin x
۱
۲

∼ u , ∼ usin u
u→۰

tan u
u→۰

= = = =L− lim
x→۱−

۱ − x

cot πx

۲

lim
x→۱−

۱ − x

tan( − )π

۲
πx

۲

lim
x→۱−

۱ − x

(۱ − x)π

۲

۲
π

= × =L+ lim
x→۱+

cos πx

۲

۱ − x−−√

۱ + x−−√

۱ + x−−√
lim
x→۱+

sin( − )(۱ + )π

۲
πx

۲
x−−√

۱ − x

= = × ۲ = πlim
x→۱+

(۱ − x)(۱ + )π

۲
x−−√

۱ − x

π

۲
x = ۱f(۱) = π = ≠L+ L−

= a[tan x] + x = a[ ] + = a × ۰ + =L− lim
x→( )

π

۴
−

۱−
π

۴
π

۴
π

۴

= b cos[ ] = b cos[ ] = b cos ۰ = b × ۱ = bL+ lim
x→( )

π

۴
+

x

۲
( )
π

۸
+

f( ) = [ ] + a = [ ] + a = ۱ + a
π

۴
۱
π

۴

۴
π

, ۱ + a = →b =
π

۴
π

۴
a = − ۱

π

۴

f(x) = [۲x] − ۱ ≤ x ≤ ۲ ⇒ −۲ ≤ ۲x ≤ ۴
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 :اعداد صحیح

  پیوستگی راست دارد. تابع در 

  

  پیوستگی چپ ندارد. تابع در 

  نقاط ناپیوستگی

  190

12- - 1 2

1
2

4

 

تابع در دو نقطه از این فاصله ناپیوستگی دارد. نقاط 

۲x = −۲, −۱, ۰, ۱, ۲, ۳, ۴ ⇒ x = −۱, − , ۰, , ۱, , ۲
۱
۲

۱
۲

۳
۲

x = −۱ → f(−۱) = [−۲] = −۲ , = [۲x] = [۲(−۱ + ε)] = [−۲ + ۲ε] = −۲L+ lim
x→(−۱)+

x = −۱

x = ۲ → f(۲) = [۴] = ۴ , = [۲x] = [۲(۲ − ε)] = [۴ − ۲ε] = ۳L− lim
x→۲−

x = ۲

x : − , ۰, , ۱, , ۲
۱
۲

۱
۲

۳
۲

y = x[x] , x ∈ (−۲, ۲)

− ۲ < x < −۱ ⇒ y = −۲x A B
∣

∣
∣
−۲
۴

∣

∣
∣
−۱
۲

− ۱ ≤ x < ۰ ⇒ y = −x A B
∣

∣
∣
−۱


∣

∣
∣
۰


 ≤ x < ۱ ⇒ y = ۰ A B
∣

∣
∣
۰


∣

∣
∣
۱
۰

۱ ≤ x < ۲ ⇒ y = x

x = −۱, ۱
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