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درس اول : مجموع جملات دنباله هاي حسابی و هندسی

دودنبالۀ  و  مفروضند، مجموع چند جمله از دنبالۀ جملات مشترك دنباله هاي  و    1

برابر  است؟

: 1, 4, 7, 10,⋯an: −5, −1, 3,⋯bnanbn

610

در  جملۀ اول یک دنبالۀ حسابی مجموع جملات شماره هاي فرد  و مجموع جملات شماره هاي زوج  می باشد. جملۀ اول و قدر  2
نسبت دنباله را مشخص کنید.

20135150

از رابطۀ زیر مقدار  را بیابید.  3

 

x

(x + 3) + (x + 5) + (x + 7) + ⋯ + (x + 23) = 253

در یک دنبالۀ حسابی، مجموع  جملۀ اول  و مجموع  جملۀ دوم  می باشد: مجموع  جملۀ اول را بیابید.  4657616520

در یک دنباله ي حسابی اگر   با شرط  ثابت کنید:  5=Sm Snm ≠ n= 0Sm+n

ثابت کنید اگر به قدر نسبت یک دنباله ي حسابی  واحد اضافه کنیم، به مجموع  جمله ي اول آن مقدار   واحد اضافه  6

می شود.

kn( − n)
k

2
n2

7 شخصی می خواهد بدهی  تومانی خود به دوستش را به اقساط پرداخت کند به گونه اي که اولین قسط  تومان و پس

از آن هر قسط  تومان بیشتر از قسط قبل باشد، آخرین قسط پرداختی این شخص چقدر خواهد بود؟

57000020000

5000

اگر جملات چهارم و ششم و دوازدهم یک دنباله ي  حسابی به ترتیب سه جمله ي متوالی از یک دنباله ي هندسی باشند قدر نسبت  8
دنباله ي هندسی را به دست آورید.

عبارت زیر را تا حد امکان ساده کنید.   9
(x + 1)( + 1)( + 1)( + 1)x2 x4 x8

+ + ⋯ + x + 1x15 x14

1



حداقل چند جمله از دنبالۀ  را جمع کنیم تا حاصل بیشتر از  باشد؟  10, , 1,⋯
1
4

1
2

500

، مجموع جملات ردیف فرد چند برابرمجموع جملات ردیف زوج است؟ در یک دنبالۀ هندسی  جمله اي با قدرنسبت   11202

در یک دنبالۀ هندسی مجموع جملات اول و پنجم برابر  و مجموع جملات دوم و ششم برابر  است. تعیین کنید مجموع چند  12

جمله از این دنباله برابر  است؟

82246

3280

جملۀ عمومی یک دنباله به صورت  است. جملات اول تا سوم این دنباله را بنویسید و سپس با استفاده از فرمول، تعیین  13

کنید چند جملۀ اول از این دنباله را با هم جمع کنیم تا مجموع آنها برابر  شود؟

=an 2n−1

255

1)14 حاصل  به ازاي  را به دست آورید. + x + + ⋯ + )(1 − x + − ⋯ + )x2 x8 x2 x8x = 2√

درس دوم : معادلات درجه دوم

در معادلۀ درجه دوم  اگر  و  ریشه هاي معادله بوده و  آن گاه ثابت کنید.  15

 

a + bx + c = 0x2x1x2= kx2 x1

=
(k + 1)2

k

b2

a ⋅ c

1)16 حاصل  را بیابید. − + (1 +5√ )5 5√ )5

را بیابید. اگر   و   ریشه هاي معادله ي باشند، بدون یافتن ریشه ها، حاصل   17αβ− 2x − 1 = 0x2+α6 β6

اگر  و   ریشه هاي معادله  باشند، حاصل عبارت زیر را بیابید.   18αβ− 3x + 1 = 0x2

+
α7

(3 − β)5
β7

(3 − α)5

اگر و  ریشه هاي معادلۀ  باشند، حاصل  را بیابید.  19αβ3 − 5x + 1 = 0x2
(3α +

1
α
)2

(3 + 1 + 25β2 )2 α2

اگر  و  ریشه هاي معادلۀ درجه دوم  باشند، حاصل  را بیابید.  20αβ− 5x − 3 = 0x2
α

β − 5

به ازاي کدام مقدار  مجموع مجذورات دو ریشه ي حقیقی معادله ي  برابر  است؟  21m2 − mx + m − 1 = 0x24

اگر  و  ریشه هاي معادله ي   باشند، حاصل عبارت زیر را به دست آورید.  22αβ− 7x + 2 = 0x2

+
1

(2α − 1)2
1

(2β − 1)2

2

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



اگر  و  جواب هاي معادله  باشند، معادلۀ درجه دومی بنویسید که ریشه هاي آن  و  باشد؟  23αβ+ x − 3 = 0x2+α2 1
β

+β
2 1

α

24f(x) صفرهاي تابع  را بیابید. = ( + x + 1 − 3 − 3x − 1x2 )2 x2

درس سوم : معادلات گویا و گنگ

معادلۀ زیر را حل کنید:   25

− − = + 1
x + 5
x − 1

6
+ x + 1x2

6( + 2)x2

− 1x3
x2

معادله زیر را حل کنید.  26

+ =+ x + 4x2
− −−−−−−−−

√ + x + 1x2
− −−−−−−−−

√ 2 + 2x + 9x2
− −−−−−−−−−−

√

معادلۀ  را حل کنید.  27+ = 4x + x + 11
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−

√ x − x + 11
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−

√

معادلۀ  را حل کنید:  284x − =x2 6 − 24x + 7x2
− −−−−−−−−−−−

√

درس چهارم : قدر مطلق و ویژگی هاي آن

برد تابع   را بیابید.  29y = ||x + 2| − |x − 4||

عبارت مقابل را تا حد امکان ساده کنید.  30

A = −x + 2 + 4 x − 2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−

√ x + 2 − 4 x − 2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−

√

31y خط  و نمودار  در چند نقطه تلاقی دارند؟ = 1y = | − 2|x||x2

32m|x حدود  را طور بیابید که معادله  حداقل یک جواب داشته باشد. − 1| − |x + 3| = m + 4

11- 2

نمودار تابع  در زیر داده شده است. نمودار  و  را رسم کنید.  33y = f(x)y = f (|x|)|y| = f(x)

نامعادله  ي مقابل را حل کنید.  34

|x − 1| + 2 |x| > |3x − 1|

3
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اگر  برقرار باشد حدود  را به دست آورید.  35|x − 1| + |x + 1| > 2 |x|x

معادلۀ زیر را حل کنید.   36

| + x − 2| + |5 − x| = | + 2x − 7|x2 x2

اعدادي را روي محور   پیدا کنید که فاصله ي آنها از عدد  کمتر از فاصله ي آن ها از عدد  نباشد.  37oxx′3−2

نامعادله ي قدر مطلقی  را حل کنید.  384 ≤ |2x − 1| < 3x

معادلۀ زیر را حل کنید.  39

 = |x + 1|x

x − 1

نامعادلۀ  را حل کنید:  40|1 − 3x| + |x + 4| > |4x + 3|

2||41 جمع ریشه هاي معادله  را به دست آورید. − x| − 3| = 4

معادله  را به روش هندسی حل کنید.  42||x| − 2| = 1

نامعادلۀ  را حل کنید.  43≥ 1
∣

∣
∣
3 − 2x
x − 4

∣

∣
∣

نامعادله ي مقابل را حل کنید.  44

≤ 1
∣

∣
∣

− 5x + 4x2

− 4x2

∣

∣
∣

نامعادله ي مقابل را حل کنید.  45

≤ 2
− |x|x2

|x| + 2

نامعادله ي مقابل را حل کنید.  46

2 − 3x + 5 > + 5x − 2∣∣ x2 ∣∣ ∣∣x
2 ∣∣

درس پنجم : آشنایی با هندسه تحلیلی

نقطه اي روي خط  تعیین کنید که مجموع فاصله هاي آن تا مبدأ مختصات و نقطۀ  برابر  باشد.  47y = 2xA(2, 4)5

4
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نقطه ي  رأس مستطیلی است که معادله ي دو ضلع آن به صورت  و  می  باشد؛ مساحت  48
این مستطیل را بیابید.
A(1, 2)x + 2y + 5 = 02x − y + 15 = 0

ها زاویه ي  ساخته و خط به معادله ي  را در  و محور معادله ي خط راستی را بنویسید که با جهت مثبت محور   49

طول ها را در  و محور عرض ها را در  قطع نماید بطوریکه  وسط  باشد.

x45∘2x + y = 2M

ABMAB

معادلات اضلاع مثلث  به صورت   ،  و  است. شیب میانه  50

رأس  را بیابید.

ABCAC : x + y = 0BC : 3x − y = 1AB : x − 2y + 3 = 0

C

نقاط  و  و  سه رأس مثلث  هستند. اگر  و  به ترتیب پاي ارتفاع  و میانه  باشند  51

طول  را بیابید.

A(4, 2)B(1, −1)C(8, −2)ABCHMAHAM

MH

،  و  رئوس مثلث  هستند، اگر  ارتفاع وارد بر  باشد، مختصات نقطه ي  را نقاط   52
بیابید.

A(1, 1)B(−1, 2)C(0, −1)ABCAHBCH

مختصات قرینه ي نقطه ي  را نسبت به خط  تعیین کنید.  53A(2, 3)2x − 5y = 18

اگر  و  دو رأس مقابل یک مربع باشند، معادله ي قطرهاي مربع را بیابید.  54A(−1, 4)B(3, 1)

اگر یکی از رئوس مربع  و  معادلۀ یک قطر آن باشد:  55
الف) معادلۀ قطر دیگر مربع را بیابید.

ب) مساحت مربع را بیابید.

A(2, 1)ABCDx + 2y = 3

،  و  می باشند.  ، 56 سه رأس مثلث 

الف) طول عمودي را که از رأس  بر میانۀ نظیر رأس  وارد می شود به دست آورید.
ب) مختصات رأس  را چنان تعیین کنید که  یک متوازي الاضلاع باشد.

ABCA(−11, −13)B(−3, 3)C(3, 1)

BC

DABCD

،  و  سه رأس مثلث  باشند: اگر   57

الف) معادله ي میانه ي  را بیابید.    ب) مساحت مثلث را بیابید.
A(−2, 3)B(4, −4)C(−4, 2)ABC

AM

مثلث  با رئوس  و  مفروض است. فاصلۀ رأس   از میانۀ نظیر رأس  چقدر است؟  58ABCB(−6, −2) ⋅ A(−1, 7)C(10, 4)CA

5
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فصل دوم : تابع

مثلث  به رأس هاي  و  و  را در نظر بگیرید.  59
الف) مثلث را رسم کنید.

ب) نشان دهید مثلث متساوي الساقین است.
پ) معادلۀ عمودمنصف ضلع  را به دست آورید.

ت) طول ارتفاع  چقدر است؟

ABCA(−1, 7)B(−6, −2)C(3, 3)

BC

AH

معادله ي خطی را بنویسید که از نقطه ي  گذشته و فاصله ي مبدأ مختصات تا آن خط برابر یک باشد.  60A(1, 2)

درس اول : آشنایی بیشتر با تابع

x

y

2 5

6

4-

ها را در تابع  براي اعداد حقیقی نامنفی یک سهمی مطابق شکل مقابل است و براي اعداد حقیقی منفی خط راستی است که محور   61

نقطه اي به طول  قطع می کند.  الف) ضابطه  را بیابید.

 ب) حاصل   را بیابید.

fx

−4f

f(5) − 2f(−3)

اگر  و  باشد حاصل  با شرط   را به دست آورید.  62f(x) = − 4x2
− −−−−

√g(x) = + 4x2
− −−−−

√f (a + ) + g(a − )1
a

1
a

a < −1

تابع  در همۀ شرایط زیر صدق می کند.  را رسم کنید و ضابطۀ آن را بنویسید.  63
الف) دامنۀ  مجموعه اعداد حقیقی است و  و 

ب)  در بازه  ثابت است.

پ) تابع  به هر عدد بزرگ تر از  مربع آن را نسبت می دهد.

ها را در نقطه اي به طول  قطع می کند. ت) تابع  براي اعداد منفی، خطی است و نمودار آن محور 

ff

ff(2) = 3f(−5) = −2
f[0, 2]

f2

fx−3

نمودار تابع f را چنان رسم کنید که همه شرایط زیر را داشته باشد:  64

الف) دامنه آن  باشد،
ب) به هر عدد کمتر از صفر، قدرمطلق آن را نسبت دهد،

، مربع آن را نسبت دهد، پ) به هر عدد در بازه 

ت) در سایر نقاط دامنه ثابت باشد و 

[−4, 5]

[0, 1]

f(5) = 2

6
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نمودار تابع  را چنان رسم کنید که همۀ شرایط زیر را داشته باشد:  65

، الف) 

ب) تابع در بازه  ثابت است،
پ) تابع در بازه  خطی است و موازي خط  است.

ت) تابع به هر عدد مثبت، جذر آن را نسبت می دهد.

f

f(0) = 2, f(−2) = 5

(−∞,−2]
(−2, 0]y + x = 5

درس دوم : انواع توابع

اگر دامنۀ تابع  به صورت  باشد،  و  را بیابید.  66f(x) =
+ 3x2

a + bx + 18x2
R − {−3}ab

برد تابع زیر را بیابید.  67

y = 4 − x2
− −−−−

√

x

y

2 41

3_

_

f

نمودارتابع  به صورت مقابل است. دامنۀ تابع  را بیابید.  68fg(x) = (3 − x)f(x)
− −−−−−−−−

√

نمودار تابع زیر را رسم کنید.  69

y = |x| − 1
− −−−−−

√

دامنه ي تابع زیر را بدست آورید.  70

f(x) = +4 − 2 − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√ 3 − x−−√
− −−−−−

√

دامنه ي تابع زیر را بدست آورید.  71

f(x) =
x( − 1)x2
− −−−−−−−

√

x + |x|− −−−−−√

دامنه ي تابع زیر را بدست آورید.  72

f(x) = −x + 3
− −−−−

√ 2x + 1
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

تساوي تابع  و  را بررسی کنید.  73f(x) = 0g(x) = [ ]
x2

+ 1x2

7
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نمودار تابع  را براي  رسم کنید.  74y = [|x|]−2 ≤ x < 2

نمودار رابطۀ  را رسم کنید. ( [ ]،  نماد جزء صحیح است)  75[x][y] = −2

 76
نمودار تابع زیر را رسم کنید  .

y = |x|[−x] − 1 ; −2 < x < 1

معادله زیر را حل کنید.  77

[x − 1] = [ ]x + 2
2

معادله زیر را حل کنید.  78

[x] − [−x] = 5

معادلۀ زیر را حل کنید.  79

 3[x] − [1 − x] = 8

معادلات زیر را حل کنید.  80

3[ ] + 2[x] = 2 + xx2

[x] + [x + ] − [x − ] = 5
1
2

1
2

درس سوم : وارون تابع

81af(x)  را طوري تعیین کنید که تابع  یک به یک باشد. = { + ax2

2x + 3
x ≥ 1
x < 1

اگر تابع  یک به یک باشد، حدود  را بیابید.  82

 

m

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

, x ≥ 4x + 5− −−−−√

x + m , x < 2
1
2
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در مورد وارون پذیري تابع  تحقیق کنید.  83f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

+ 2x2

x2

x + 1

x ≤ −1
-1 < x < 1
1 ≤ x

اگر  ، آن گاه حاصل  را بیابید.  84f(x) = (4) + 2x − 11f−1(26)f−1

تابع وارون تابع   را در صورت وجود بیابید.  85f(x) = { x ≥ 25x − 2− −−−−−√3

− 12 x < 2x3

تابع وارون تابع  را بیابید و دامنۀ آن را تعیین کنید.  86f(x) = , x < 0
− 1x2

2 + 3x2

اگر  ، مجموعه جواب هاي معادلۀ  را بیابید.  87f(x) = 4 − x − 1
− −−−−

√(fo )(x) = ( of)(x)f−1 f−1

معکوس پذیري تابع زیر را بررسی کنید و تابع وارون آن را بیابید.  88

f(x) = x + 2 x − 3
− −−−−

√

معکوس پذیري تابع زیر را بررسی کنید و در صورت امکان تابع معکوس تابع را بیابید.  89

{
f : [1, +∞) → R

f(x) = − 2x + 5x
2

، ضابطۀ تابع  را بیابید. اگر  و   90f(x) = 2 − 3x(fo )(x) = 5x − 6g−1g

91f(x) ضابطۀ تابع وارون تابع  را بیابید. = − + 9 − 27x − 1x3 x2

اگر سنگی از ارتفاع  متري سقوط کند، ارتفاع آن ( بر حسب متر) بعد از  ثانیه از رابطه ي  به دست  92

می آید.

الف) دامنه و برد تابع  را به دست آورید.

ب) چرا  تابعی یک به یک است و معناي فیزیکی آن چیست؟

ج) تابع وارون  را به دست آورید.
د) معناي فیزیکی تابع وارون  چیست و چه مقدارهایی را به چه مقدارهایی تبدیل می کند؟

100hth(t) = 100 −
49
10

t2

h(t)

h(t)

h

h

ابتدا یک به یک بودن تابع  با ضابطه ي زیر را بررسی کنید. سپس در صورت وجود تابع معکوس  را بنویسید.  93ff

f(x) = { x + 1 x < 0
+ 1 x ≥ 0x2

، توابع زیر را به دست آورید: اگر  و   94f = {(1, 5), (−1, 3), (2, 4), (3, 4)}g = {(3, 5), (4, 4), (5, 6), (2, 0)}

9
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g−1

f

g

fog−1

درس چهارم : اعمال روي توابع

اگر  و  ، آنگاه تابع  را بیابید.  95f(x) = { 2x , x > 1
− 1 , x ≤ 1x2

g(x) = { x − 3 , x ≥ 3
1 + x , x < 3

f − g

اگر  و  آنگاه دامنه ي  را بدست آورید.  96= [2, 5]Df= [4, 12]Dgf( ) + g(2x)x

2

اگر  و  باشد در این صورت  را به دست آورید.  97f(x) = [x] − 1
− −−−−−

√g = {(−2, 0)(5, 3)(0, 7)(2, 8)}2f − 3g
g

98f(x)  اگر   مطلوب است محاسبه ي  + 2f(−x) = 2xf(x)

اگر   و   مفروض باشند، توابع   و   را بیابید.  99f(x) = x − 2
− −−−−

√g = {(0, 4), (3, 2), (5, −9)}foggof

. اگر  و   باشد مطلوب است تعیین ضابطه ي   100f(x) = + 2xx
2fog(x) = − 2 + 2x

4
x
2g(x)

اگر  و   حاصل  را بیابید.  101f = {(1, 2) , (2, 0) , (3, 1) , (4, 3)}g = {(2, 1) , (3, 2) , (0, 3) , (1, 4)}3f × (fo )g
−1

توابع  و  مفروضند، تابع  را بیابید.  102f(x) = { x + 2 , x > 1
2x , x ≤ 1

g(x) = {−x + 1 , x ≥ 2
3x , x < 2

fog

توابع  و  مفروضند، مطلوب است:  103

الف) تابع                                                   ب) تابع 

f = {(−2, 2), (−1, 1), (0, 4), (5, 0)(, 1 − 1)}g(x) = 1 − x2
− −−−−

√

f − g + 2gof

10
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فصل سوم : تابع نمایی و لگاریتمی

 

x

y

3

4
3

4

5

2

6

_

_
_

f
g نمودار تابع  و  به صورت مقابل است.   104

حاصل عبارت زیر را بیابید.
 

fg

(gof)(−2) + (gog)(4)
( og)(3) − (−5)f−1 f−1

اگر  و  مفروض باشند، دامنۀ تابع  را با استفاده از تعیف بیابید.  105f(x) =
x − 1

x − 2√
− −−−−−

√3
g(x) =

|x| + 3
|x| − 1

− −−−−−

√fog

اگر  و  باشد، ضابطۀ تابع  و مقدار  را به دست آورید.  106fog(x) = 4 − 16x + 27x2f(x) = 4x + 3g(x)gof(1)

اگر  مطلوب است محاسبه ي   107f(x − 2) + 2f(2 − x) = 2xf(x)

اگر  و  ضابطه ي  را به دست آورید.  108f (g(x)) = + − 4x
2 1

x2
g(x) = x −

1
x

f(x)

109f(x) فرض کنیم  و  = 4 − x
− −−−−

√g(x) = + 3x2

fogدامنه تابع  را با استفاده از تعریف به دست آورید.

fogضابطۀ تابع  را به دست آورید.

درس اول : تابع نمایی

اگر  باشد، دامنه ي تابع هاي زیر را بیابید.  110f(x) = 1 − 3−x

y = f(x)
− −−−

√

y = xf(x)
− −−−−

√

11

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



برد تابع  را بیابید.  111y =
− 13x

+ 43x

نمودار تابع  را رسم کنید.  112y =
− 12x−1

2x

برد تابع  را بیابید.  113f(x) =
3

5 + 2x

نمودارهاي دو تابع  و  در نقطه اي به طول  متقاطع هستند، اگر  باشد، ضابطه ي  114

 را بیابید.

f(x) = 2ax+b
g(x) = ( )

1
4

x

x = −1f(2) =
1
8

f(x)

معادله ي زیر را به روش هندسی حل کنید.  115

= x + 13−x

درس دوم : تابع لگاریتمی و لگاریتم

تابع معکوس تابع زیر را در صورت وجود بیابید.  116

f(x) = ( )log2
x − 1
x + 3

نمودار دو تابع  و  را رسم کنید و سپس آ نها را با هم مقایسه کنید.  117f(x) = x2g(x) = 2x

دامنۀ تابع  را بیابید.  118f(x) = ( )log0٫3
x − 1
x + 2

− −−−−−−−−−−

√

تابع معکوس تابع زیر را در صورت وجود بیابید.  119

f(x) =
− 13x

+ 23x

درس سوم : ویژگی هاي لگاریتم و حل معادله هاي لگاریتمی

اگر  و  و  اضلاع مثلثی باشند و رابطه ي  بین اضلاع مثلث برقرار باشد، ثابت کنید  120
مثلث قائم الزاویه است.

abc+ = 2 ⋅logac+b logac−b logac+b logac−b

،  و  باشند، ثابت کنید: اگر   121x = bclogay = aclogbz = ablogc

x + y + z + 2 = xyz

12
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اگر  باشد،  را برحسب  بیابید.  122= alog2712log166a

حاصل عبارت زیر را بیابید.    123

 A = + −
1

log32

1

log916

1

log38

اگر  ، آنگاه حاصل  را بیابید.  124=
logxab
logxa

1
4

+
1

logab

1
logba

حاصل عبارت زیر را بیابید.   125

× ( ) × ×log169 log2 log1255 log49
5√

log25
7√3

اگر  ، آنگاه   را برحسب  بیابید.  126= mlog2724log166m

معادله ي زیر را حل کنید.      127

= 100x
(2− )

log x

2

معادله ي زیر را حل کنید.  128

× = −1logx 5x
−−

√
− −−−−−−

√ logx5

نیم عمر ماده اي  روز است. اگر جرم اولیه این ماده  گرم باشد، پس از چه مدت جرم این ماده به  گرم می رسد؟  129820001

(log2 = 0٫3)

معادلۀ زیر را حل کنید:   130

= 9x
(2− )

1
2
logx3

131 دستگاه مقابل را حل کنید.

{ =( )3√ x−1 9y+1

log(x + 1) − log y = 1

نامعادله ي زیر را حل کنید.  132

( ) ≥ −1log3
x + 1
x − 1

13
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فصل چهارم : مثلثات

دامنه ي تابع زیر را بدست آورید.  133

f(x) = log9−x2

1
2

− −−−−−

√

معادلات زیر را حل کنید.  134

 × × × =logx2 logx4 logx8 logx16
2
3

+ = 31
1 − 4 log x

4
2 + log x

معادلات زیر را حل کنید.  135

+ =logx2 log2x
17
4

= 5 + 4 ×25log x 5log x

درس اول : رادیان

،  و اندازة  بر حسب درجه  برابر اندازة  بر حسب رادیان است، اندازة  و  را بر حسب در مثلث   136

رادیان بیابید.

ABC=A
∧

90∘
C

45
π

BB
∧

C
∧

درس دوم : نسبت هاي مثلثاتی برخی زاویه ها

، حاصل عبارت زیر را بیابید. اگر   137

 

tan = 2 +75∘ 3√

A =
3 sin + 2 sin375∘ 105∘

cos − 2 cos165∘ 255∘

14
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مقدار عددي عبارت زیر را حساب کنید.  138

  
2 sin( ) − sin( ) + sin( ) − 2 cos( )

49π
10

7π
5

18π
5

3π
5

cos(− ) + 2 cos( ) − sin( )
3π
5

13π
5

19π
10

مقدار عددي عبارت زیر را بیابید.  139

  sin × cos + cos × sin225∘ 30∘ 135∘ 60∘

tan × cot + cot × tan210∘ 60∘ 240∘ 390∘

درستی تساوي زیر را بررسی کنید.  140

  = − tan x
tan(x + ) + sin(7π − x) + 3 cos(x − ) + cot(x − 8π)7π

2
11π
2

cot(x − ) + sin( + x) + 3 cos(x − 12π) + tan(x − 7π)5π
2

7π
2

ثابت کنید:  141

  = 2
2 sin( ) + sin(− ) + sin( ) − 2 sin( )

41π
10

π

10
29π
10

11π
10

cos(− ) tan( ) + 2 cos + sin( )π

10
11π
10

2π
5

19π
10

اگر  ثابت کنید  1423a + 2b = 3π

tan(a + b) tan(a − b) = − cot tan
a

2
5b
3

143A حاصل عبارت  را به دست آورید. =

sin + cot
5π
3

11π
6

2 cos + sin
8π
3

5π
6

درس سوم : توابع مثلثاتی

یک به یک بودن تابع زیر را بررسی کنید.  144

f(x) = sin x + cos x

برد تابع زیر را بیابید.  145

y = 2 sin x + cos x

نمودار تابع   را در بازه  رسم کنید و برد آن را بنویسید.  146f(x) = 1 − | cos x|[0, 2π]

دامنۀ تابع زیر را بیابید.  147

f(x) = − π [x]sin2− −−−−−−−
√

15
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نمودار تابع  را در بازه  رسم کنید و برد آن را تعیین کنید.  148f(x) = 1 − | sin x|[0, 2π]

برد تابع زیر را بیابید. ( نماد جزء صحیح است)  149[ ]

y = [ ]− sin x

2 + sin x

برد تابع زیر را بیابید.  150

f(x) =
cos x − 1
2 cos x + 1

برد تابع زیر را بیابید.  151

f(x) =
2

3 + sin x

نمودار تابع زیر را رسم کنید.  152

|y| = cos x

دامنه توابع زیر را در بازة   تعیین کنید.  153[0, 2π]

f(x) = 2 sin x − 1
− −−−−−−−−

√

 g(x) =
1

1 − 2 cos x− −−−−−−−−√

نمودار تابع هاي زیر را در بازه  رسم کنید.  154[0, 2π]

y = sin x −
|sin x|

sin x

 y = + cos x
2 |cos x|
cos x

نمودار توابع زیر را در بازه  رسم کنید. (  جزء صحیح است)  155[0, 2π][ ]

16

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



y = [sin x]

 y = [cos x]

نمودار توابع زیر را در بازه  رسم کنید.  156[0, 2π]

y = 2 |cos x| − cos x

y = − 1
|3 cos x|
cos x

نمودار توابع زیر را در بازه  رسم کنید.  157[0, 2π]

y = |sin x| + sin x

y =
|sin x|

sin x

درس چهارم : روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا

اگر  و  دو زاویۀ حاده و  و  باشد، تانژانت این دو زاویه را بیابید.  158xyx + y =
π

4
tan x tan y =

1
6

، مقادیر  را بیابید.  ، اگر   159tan(a − b) = 5tan(a + b) = 9tan 2b , tan2a

اگر  و  حاده بوده و داشته باشیم:  و  حاصل  را بیابید.  160xytan(x + y) = −7sin y =
3 10−−√

10
tan x

اگر  ,  ,  زاویه اي حاده و انتهاي کمان رو به رو به زاویه  در ربع سوم باشد، حاصل  را به  161

دست آورید.

sinα =
4
5

cos β =
−12
13

αβsin(α − β)

، آن گاه ثابت کنید. اگر   162x + y + z = π

17
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tan x + tan y + tan z = tan x tan y tan z

cot x cot y + cot y cot z + cotxcot z = 1

مقدار عددي عبارات زیر را بیابید.  163

tan + tan + tan tan23∘ 22∘ 23∘ 22∘

tan + tan + tan tan39∘ 21∘ 3√ 39∘ 21∘

164 درستی تساوي هاي زیر را ثابت کنید.

cosα + sinα = 2 sin(α + )3√
π

3

sin(a + b) sin(a − b) = a − bsin2 sin2

اگر  آن گاه ثابت کنید.  165x + y + z =
π

2

cot x + cot y + cot z = cot x cot y cot z

tan x tan y + tan x tan z + tan y tan z = 1

اگر  زاویه اي دربازه ي  باشد که  ، مقدار   را حساب کنید.  166α[π, ]
3π
2

sinα = −
12
13

tan
α

2

درستی اتحاد زیر را بررسی کنید.  167

(a + b) + (a − b) − cos 2a cos 2b = 1cos2 cos2

18
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فصل پنجم : حد و پیوستگی

درستی رابطۀ زیر را ثابت کنید.  168

4 cosα cos( − α) cos( + α) = cos 3α
π

3
π

3

مقدار      را محاسبه کید.  169cos 67٫5∘

درستی تساوي زیر را اثبات کنید.  170

cos 3α = 4 α − 3 cosαcos3

مقدار عددي عبارت هاي زیر را بیابید.  171

cos cos cos20∘ 40∘ 80∘

cot − tan
π

12
π

12

درس سوم : قضایاي حد

حد زیر را در صورت وجود تعیین کنید.  172

lim
x→0−

sin 2x
1 − 2 cos 2x− −−−−−−−−−√

دو تابع  مثال بزنید که در اطراف صفر تعریف شده اند و هیچ کدام در صفر حد ندارند ولی  در صفر حد دارد.  173g, ff + g

. تابع  را طوري تعریف کنید که داشته باشیم:   174f= 5lim
x→1

2f(x) − 1
f(x) + 1

حاصل حد زیر را بیابید.  175

[sin x + cos x]lim
x→ π

2

حاصل حد زیر را بیابید.  176

([sin x] + [cos x])lim
x→

3π
2

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  177

19
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[2 sin x]lim
x→ π

6

[2 cos x]lim
x→ π

3

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  178

[sin x]lim
x→π

[cos x]lim
x→0

درس چهارم : محاسبه حد توابع کسري (حالت صفر صفرم)

، مقادیر  و  را بیابید. اگر   179= 4lim
x→−2

+ ax + bx2

+ 8x3
ab

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  180

lim (ب                  (الف
x→1

+ 2x − 3x3

+ x − 2x2
lim

x→−1

− 2x − 1x3

− 1x2

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  181

lim
x→1

− 23x + x−−√
− −−−−−−

√

− 1x−−√3

lim
x→1

− 1x−−√4

x − 1x−−√

حد زیر را در صورت وجود بدست آورید.  182

lim
x→0

sin 2x
1 − cos x

20

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



حاصل حد زیر را بیابید.  183

lim
x→0

−cos x− −−−√ cos 2x− −−−−√

x2

حد تابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.  184

lim
x→

π

2

sin(2x − π)

x − π

2

حد زیر را محاسبه کنید.  185

lim
x→0

1 − cos x

x2

186 حدهاي زیر را محاسبه کنید.

lim
x→

π

3

sin(3x − π)

x −
π

3

lim
x→0

x sin x

1 − cos 2x

درس پنجم : پیوستگی

پیوستگی تابع مقابل را در   بررسی کنید.  187x = 1

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

1 − x

cot πx

2
π

cos πx

2

1 − x−−√

x < 1

x = 1

x > 1

پیوستگی تابع مقابل را در نقطۀ   بررسی کنید.  188x =
π

4

f(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a[tan x] + x

[ ] + a
1
x

b cos[ ]x
2

x < π

4

x = π

4

x > π

4

نقاط ناپیوستگی تابع   را در بازة   تعیین کنید.  189f(x) = [2x][−1, 2]

21
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نقاط ناپیوستگی تابع  را با رسم شکل در بازه  تعیین کنید.  190f(x) = x[x](−2, 2)

22
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 1

 دنبالۀ جملات مشترك، دنباله اي حسابی با جملۀ اول  و قدر نسبت  است، پس داریم:

  

  

  

جملات فرد دنبالۀ حسابی با جملۀ اول   و قدر نسبت  می باشد و تعداد آنها  تا است. پس:  2

  فرد

جملات زوج نیز دنباله اي حسابی با جمله اول  و قدرنسبت  می باشد و تعداد آنها   تا است پس:

  زوج

روش دوم:

 3

  

  

 با توجه به این که مقدار ها برابر  عدد است، داریم: 

  

 4

  

 مجموع  جملۀ دوم، خود دنباله اي حسابی با جملۀ اول  و جملۀ آخر  است، پس داریم: 

 

   

= 1, 4, 7, 10,⋯ d = 3an

= −5, −1, 3, 7,⋯ = 4bn d ′

7d = 3 × 4 = 12

= 7 , = 12c1 d ′′ ⇒ = (2 + (n − 1)d) = 610Sn

n

2
c1 ⇒ (14 + (n − 1) × 12) = 610

n

2

⇒ (12n + 2) = 610
n

2
⇒ 6 + n − 610 = 0n2 ⇒ Δ = 1 + 4 × 6 × 610 = 14641

n =
−1 ± 121

12
⇒ {

n = − 122غ ق ق
12

n = 10
a12d10

S = (2 + 9 × 2d) = 135 → 2 + 18d = 27
10
2

a1 a1

a22d10

S = (2 + 9 × 2d) = 150 → 2( + d) + 18d = 30 → + 10d = 15
10
2

a2 a1 a1

{ ⇒ d = 1٫5 , = 0
2 + 18d = 27a1

+ 10d = 15a1
a1

−
{

+ + ⋯ + = 150a2 a4 a20

+ + ⋯ + = 135a1 a3 a19
– –––––––––––––––––––––––––––

+ + ⋯ + = 150 − 135 ⇒ 10d = 15 → d = 1٫5−a2 a1  
d

−a4 a3  
d

−a20 a19  
d

= 135 + 150 → 10(2 + 19d) = 285 ⇒ 2 + 19 × 1٫5 = 28٫5 → = 0S20 a1 a1 a1

(x + 3) + (x + 5) + (x + 7) + ⋯ + (x + 23) = 253

⇒ (x + x + ⋯ + x) + (3 + 5 + 7 + ⋯ + 23) = 253

= 3 , d = 2 , = 23a1 an ⇒ + (n − 1)d = 23a1 ⇒ 3 + 2(n − 1) = 23

⇒ 2(n − 1) = 20 ⇒ n = 11 ⇒ = (2 + 10d ) = 11( + 5d )S11
11
2

a1 a1

⇒ = 11(3 + 10) = 11 × 13 = 143S11

x11

11x + 143 = 253 ⇒ 11x = 110⇒ x = 10

= (2 + (n − 1)d) ⇒Sn

n

2
a2 = (2 + 5d) = 6 + 15d = 57S6

6
2

a1 a1 2 + 5d = 19−→
÷3

a1

6a7a12

+ + ⋯ + = ( + )a7 a8 a12
6
2

a7 a12 = 3( + 6d + + 11d) = 3(2 + 17d) = 165a1 a1 a1

2 + 17d = 55−→
÷3

a1 ⇒ {
2 + 5d = 19a1

2 + 17d = 55a1
⇒ 12d = 36 ⇒ d = 3
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 در نتیجه مجموع  جملۀ اول برابر است با: 

 5

 6

 7

: دنباله ي اقساط

جواب  ، غ ق ق  

آخرین قسط  

فرض کنیم  جمله عمومی دنباله ي حسابی باشد. بنابراین:  8

  دنباله ي هندسی 

 یادآوري: اگر  و  و  تشکیل دنباله هندسی بدهند داریم:

 

صورت و مخرج را در  ضرب می کنیم.   9

 10

 

2 + 5d = 19a1 2 + 15 = 19−→−
d=3

a1 ⇒ = 2a1

20

= (2 + 19d) = 10(4 + 19 × 3) = 610S20
20
2

a1

= → (2 + (m − 1)d) = (2 + (n − 1)d)Sm Sn

m

2
a1

n

2
a1

2m + ( − m)d = 2n + ( − n)d ⇒ 2m + ( − m)d − 2n − ( − n)d = 0−→
×2

a1 m2 a1 n2 a1 m2 a1 n2

⇒ (m − n)2 + d [ − m − + n] = 0 ⇒ (m − n)2 + d [ − − m + n] = 0a1 m2 n2 a1 m2 n2

⇒ (m − n)2 + d [(m − n)(m + n) − (m − n)] = 0a1

⇒ (m − n)2 + d(m − n)(m + n − 1) = 0 ⇒ (m − n) [2 + (m + n − 1)d] = 0a1 a1

m ≠ n → 2 + (m + n − 1) d = 0 (1)a1

= ( ) [2 + (m + n − 1)d] ( ) × 0 = 0Sm+n

m + n

2
a1 ===

(1) m + n

2

= (2 + (n − 1)d) , = (2 + (n − 1)(d + k))Sn

n

2
a1 S ′

n

n

2
a1

− = (2 + (n − 1)d + (n − 1)k) − (2 + (n − 1)d)S ′
n Sn

n

2
a1

n

2
a1

= (2 + (n − 1)d) + (n − 1)k − (2 + (n − 1)d)
n

2
a1

n

2
n

2
a1

= (n − 1)k = ( − n)
n

2
k

2
n2

= [2 + (n − 1)d]Sn

n

2
a1

20000 , 25000 , 30000 , ⋯ = 20000 , d = 5000a1

= 570000 → (40000 + 5000(n − 1)) = 570000Sn

n

2
⇒ (5000n + 35000) = 570000 → (5n + 35) = 570

n

2
n

2
→ 5 + 35n − 1140 = 0 → Δ = 1225 + 22800 = 24025n2

n = 12 →n = = −19
−35 ± 155

10
= + 11d = 20000 + 11 × 5000 = 75000 →a12 a1

an

⇒ = ×a
2
6 a4 a12, ,a4 a6 a12

⇒ ( + 5d = ( + 3d)( + 11d)a1 )2 a1 a1

⇒ + 10 d + 25 = + 14 d + 33 ⇒ −4 d = 8 ⇒ = −2da
2
1 a1 d2 a

2
1 a1 d2 a1 d2 a1

q = = = = 3
a6

a4

+ 5da1

+ 3da1

−2d + 5d
−2d + 3d

abc

= acb2

x − 1

=
(x − 1)(x + 1)( + 1)( + 1)( + 1)x2 x4 x8

(x − 1)( + + ⋯ + x + 1)x15 x14

( − 1)( + 1)( + 1)( + 1)x2 x2 x4 x8

− 1x16

= = = = 1
( − 1)( + 1)( + 1)x4 x4 x8

− 1x16

( − 1)( + 1)x8 x8

− 1x16

− 1x16

− 1x16

, , 1⋯
1
4

1
2

⇒ = , q = 2a1
1
4
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اگر قدرنسبت دنبالۀ هندسی  باشد، جملات زوج دنبالۀ هندسی با جملۀ اول  و قدرنسبت  و جملات فرد دنبالۀ هندسی با جملۀ اول  و قدرنسبت  می باشند،  11
پس: 

 

با توجه به فرض سؤال داریم:   12

  

  

   با توجه به رابطۀ  و  : 

   

 در نتیجه: 

    

 13

 14

می دانیم: 

 

 15

  

  

   

معادلۀ درجه دومی می نویسیم که ریشه هایش  و   باشند.   16

  

 حال باید  را بیابیم. 

 

> 500Sn ⇒ > 500
( − 1)a1 qn

q − 1
⇒ > 500

( − 1)1
4
2n

2 − 1

⇒ − 1 > 20002n ⇒ > 20012n ⇒ n ≥ 11

qa2q2a1q2

= =
Sجملات فرد
Sجملات زوج

(( −1)a1 q 2)10

−1q 2

(( −1)a2 q 2)10

−1q 2

( − 1)a1 q20

( − 1)a2 q20
= = = =

a1

a2

a1

qa1

1
q

1
2

+ = 82a1 a5 ⇒ + = 82a1 a1q
4 ⇒ (1 + ) = 82 (1)a1 q4

+ = 246a2 a6 ⇒ q + = 246a1 a1q
5 ⇒ q(1 + ) = 246 (2)a1 q4

(1)(2)

⇒ =
q(1 + )a1 q4

(1 + )a1 q4

246
82

⇒ q = 3⇒ (1 + ) = 82a1 34 ⇒ = 1a1

= = 3280Sn

( − 1)a1 qn

q − 1
⇒ = 3280

1( − 1)3n

3 − 1
⇒ − 1 = 65603n ⇒ = 6561 =3n 38 ⇒ n = 8

1, 2, 4,⋯ ⇒ = = 255 ⇒ = 256 ⇒ n = 8Sn

1(1 − )2n

1 − 2
2n

=Sn

(1 − )a1 qn

1 − q

1 + x + + ⋯ +x2 x8

⇒ =
⎧
⎩⎨

= 1a1

q = x = 2
−−

√
S9

1(1 − )( )2
−−

√
9

1 − 2
−−

√

1 − x + ⋯ + x8

⇒ =
⎧
⎩⎨

= 1a1

q = − 2
−−

√
S ′
9

1(1 − )(− )2
−−

√
9

1 + 2
−−

√

× = × = = − 1 = 511S9 S ′
9

(1 − )( )2
−−

√
9

1 − 2
−−

√

(1 + )( )2
−−

√
9

1 + 2
−−

√

1 − 29

1 − 2
29

+ = − , = kx1 x2
b

a
x2 x1 ⇒ + k = −x1 x1

b

a
⇒ (1 + k) = −x1

b

a

⇒ = −x1
b

a(k + 1)
⇒ =x2

−kb

a(k + 1)
⇒ =x1x2

c

a

⇒ =
kb2

(k + 1a2 )2

c

a
⇒ ak = c(k + 1b2 a2 )2 ⇒ k = a ⋅ c(k + 1b2 )2 ⇒ =

(k + 1)2

k

b2

a ⋅ c

α = 1 + 5
−−

√β = 1 − 5
−−

√

: S = 2 , : P = (1 + )(1 − ) = 1 − 5 = جمع ریشھ ھا4− ضرب ریشھ ھا 5
−−

√ 5
−−

√ ⇒ − Sx + P = 0x2 ⇒ − 2x − 4 = 0x2

= +S5 α5 β5

− 2x − 4 = 0x2 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

− 2α − 4 = 0 − 2 − 4 = 0α2 − →−−−
×αn−2

αn αn−1 αn−2

− 2β − 4 = 0β2 − →−−−
×β n−2

− 2 − 4 = 0βn βn−1 βn−2
– –––––––––––––––––––––––
+ − 2( + ) − 4( + ) = 0αn βn αn−1 βn−1 αn−2 βn−2
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 17

 18

 

  در نتیجه: 

  

چون  و   ریشه هاي معادله هستند، در معادله صدق می کنند.   19

 

  

 

  در نتیجه بنابر رابطۀ  و  داریم: 

   

 20

  

  در نتیجه:

 21

حال باید  را جایگذاري کنیم تا ببینیم که  می شود تا معادله دو ریشه داشته باشد.
   

غ ق ق  

ق ق  

 22

⇒ − 2 − 4 = 0 , = α + β = 2 , = + = − 2P = − 2(−4) = 12Sn Sn−1 Sn−2 S1 S2 α2 β2 S
2
1 22

= 2 + 4Sn Sn−1 Sn−2 ⇒ = 2 + 4 = 2 × 12 + 4 × 2 = 24 + 8 = 32S3 S2 S1

= 2 + 4 = 2 × 32 + 4 × 12 = 64 + 48 = 112S4 S3 S2

= 2 + 4 = 2 × 112 + 4 × 32 = 224 + 128 = 352S5 S4 S3

− 2x − 1 = 0 → S = α + β = = 2,P = αβ = = −1x2
−b

a

c

a

+ = − 3PS = 8 − 3 × (−1) × 2 = 8 + 6 = 14α3 β3 S3

= → + + 2 = 196 ⇒ + + 2 = 196( + )α3 β3 2
142 α6 β6 α3β3 α6 β6 P 3

⇒ + + 2 = 196 → + − 2 = 196 ⇒ + = 198α6 β6 (−1)3 α6 β6 α6 β6

A = − 3x + 1 = 0x2 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

S = α + β = − = − = 3 ⇒ {
b

a

−3
1

α = 3 − β

β = 3 − α

P = α ⋅ β = = 1
c

a

A = +
α7

(3 − β)5

β7

(3 − α)5
= +

α7

(α)5

β7

(β)5
= + = − 2P = 9 − 2 × 1 = 7α2

β
2

S
2

αβ

3 − 5x + 1 = 0x2 ⇒ : S = α + β = = , : P = α ⋅ β = جمع ریشھ ھا=
−b

a

5
3

ضرب ریشھ ھا
c

a

1
3

3 − 5α + 1 = 0α2 ⇒ 2 + 1 = 5αα2 3α + = 5 (1)−→−
÷α 1

α

3 − 5β + 1 = 0β2 ⇒ 3 + 1 = 5β (2)β2

(1)(2)

=
(3α +

1
α
)2

(3 + 1 + 25β2 )2 α2

52

(5β + 25)2 α2
= =

25
25( + )β2 α2

1
− 2PS2

= =
1

( − 2 ×
5
3
)2

1
3

1

−
25
9

2
3

= =
1

25−6
9

9
19

− 5x − 3 = 0x2 − 5β − 3 = 0−→−
x=β

β2 ⇒ β(β − 5) = 3

: α ⋅ β = = ضرب ریشھ ھا3−
c

a

= = = −1
α

β − 5
αβ

β(β − 5)
−3
3

+ = 4α2 β2

− 2αβ = 4 − 2( ) = 4(α + β)2 − →−−−−−−−−−

αβ= =
c
a

m−1
2

α+β=− =b
a

m

2 m2

4
m − 1

2

⇒ − 4m + 4 = 16 ⇒ − 4m − 12 = 0 ⇒ (m − 6)(m + 2) = 0 ⇒ m = −2, 6m
2

m
2

mΔ > 0

m = 6 ⇒ 2 − 6x + 5 = 0 ⇒ Δ = 36 − 4(5)(2) < 0x2

m = −2 ⇒ 2 + 2x − 3 = 0 ⇒ Δ = 4 − 4(−3)(2) > 0x2

26
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 23

 

 

  جدید

  جدید

  

 24

  

 

 25

 

  

 26

− 7x + 3 = 0 → = 7x − 2{ S = α + β = = 7 , P = α ⋅ β = = 2x2 x2
= 7α − 2α2

= 7β − 2β2

−b

a

c

a

+ = +
1

4 − 4α + 1α2

1
4 − 4β + 1β2

1
4(7α − 2) − 4α + 1

1
4(7β − 2) − 4β + 1

= + =
1

24α − 7
1

24β − 7
24(α + β) − 14

576αβ − 168(α + β) + 49

= = =
24 × 7 − 14

576 × 2 − 168 × 7 + 49
154

1152 − 1176 + 49
154
25

+ x − 3 = 0x2 ⇒ : S = α + β = −1 , : P = α ⋅ β = = جمع ریشھ ھا3−
−b

a
ضرب ریشھ ھا

c

a

⇒ = + + + = + + جدید+ S ′ α2 1
β

β2 1
α

α2 β2 1
α

1
β

= − 2P + = 1 − 2(−3) +S2 S

P

−1
−3

= 7 + =S ′ 1
3

22
3

= ( + )( + ) = (αβ + α + β +P ′ α2 1
β

β2 1
α

)2
1
αβ

= + S + = 9 − 1 +P 2 1
P

1
−3

⇒ = 8 − Pجدید= ′ 1
3

23
3

⇒ − x + = 0x2 S
′

P
′ ⇒ − x + = 0x2

22
3

23
3

⇒ 3 − 22x + 23 = 0x2

f(x) = 0 ⇒ ( + x + 1 − 3 − 3x − 1 = 0x2 )2 x2 ⇒ ( + x + 1 − 3( + x + 1 − 1) − 1 = 0x2 )2 x2

⇒ ( + x + 1 − 3( + x + 1) + 3 − 1 = 0 , + x + 1 = tx2 )2 x2 x2

⇒ − 3t + 2 = 0t2 ⇒ t = 1 , t = 2

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

t = 1 ⇒ + x + 1 = 1 ⇒ x(x + 1) = 0 ⇒ x = 0 , x = −1x2

t = 2 ⇒ + x + 1 = 2 ⇒ + x − 1 = 0 ⇒ Δ = 5 ⇒ x =x2 x2
−1± 5√

2

− − = + 1
x + 5
x − 1

6
+ x + 1x2

6 + 12x2

(x − 1)( + x + 1)x2
x2

(x + 5)( + x + 1) − 6(x − 1) − 6 − 12 = ( + 1)( − 1)− →−−−−−−−−−
x≠1

(x−1)( +x+1)×x2

x2 x2 x2 x3

+ + + + + + 5 − + 6 − 6 − 12 = ( + 1)( − 1)x3 x2 x 5x2 5x 6x x2 x2 x3

⇒ − 1 = ( + 1)( − 1)x3 x2 x3 ⇒ ( + 1)( − 1) − ( − 1) = 0x2 x3 x3

⇒ ( − 1)( + 1 − 1) = 0x3 x2 ⇒ ( − 1) = 0x2 x3 ⇒ {
= 0 ⇒ x = 0x2 جواب
− 1 = 0 ⇒ x = 1x3 غیر قابل قبول

+ x + 1 = t → + = (1)x2 t + 3
− −−−

√ t√ 2t + 7
− −−−−

√

t + 3 + t + 2 = 2t + 7 → = 2−→−
توان2

+ 3tt2
− −−−−−

√ + 3tt2
− −−−−−

√

+ 3t − 4 = 0 → t = 1 , t = −4t2

27
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قابل قبول 

غیر قابل قبول 

 27

 

  

   حال  را در معادلۀ اولیه امتحان می کنیم. 

  

 28

 

  با فرض  داریم: 

  

 

 در نتیجه: 

  

 29

 نمودار سرسره اي  

برد تابع  

 30

 : شرط رادیکال

t = 1 + = → 2 + 1 = 3−→
(1)

4
−−

√ 1
−−

√ 9
−−

√

t = −4 + =−→
(1)

−1
−−−

√ −4
−−−

√ −1
−−−

√

t = 1 → + x + 1 = 1 → x(x + 1) = 0 → x = 0 , x = −1x2

+ = 4x + x + 11
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−

√ x − x + 11
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−

√

x + + x − + 2 = 16− →−−
2 توان

x + 11
− −−−−−

√ x + 11
− −−−−−

√ (x + )(x − )x + 11
− −−−−−

√ x + 11
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ 2x + 2 = 16− x − 11x2
− −−−−−−−−−

√ ⇒ = 8 − x− x − 11x2
− −−−−−−−−−

√

− x − 11 = 64 − 16x +− →−−
2 توان

x2 x2 ⇒ 15x = 75 ⇒ x = 5

x = 5

x = 5⇒ +5 + 16
−−

√
− −−−−−−

√ 5 − 16
−−

√
− −−−−−−

√ = + = 3 + 1 = 45 + 4
− −−−−

√ 5 − 4
− −−−−

√

4x − =x2 6 − 24x + 7x2
− −−−−−−−−−−−

√ ⇒ 4x − =x2 6( − 4x) + 7x2
− −−−−−−−−−−−

√

− 4x = tx2

= −t6t + 7
− −−−−

√ 6t + 7 =− →−−
2 توان

t2 ⇒ − 6t − 7 = 0t2

⇒ (t − 7)(t + 1) = 0⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

t = −1 ⇒ = −(−1) ⇒ 1 = 1 ⇒ t = −1−6 + 7
− −−−−−

√ درست جواب

t = 7 ⇒ = −7 ⇒ 7 = −7 ⇒ t = 742 + 7
− −−−−−

√ غلط غ ق ق

− 4x = −1x2 ⇒ − 4x + 1 = 0x2 ⇒ Δ = 16 − 4 = 12

= = = 2 ±x1,2

4 ± 12
−−

√

2

4 ± 2 3
−−

√

2
3
−−

√

f(x) = |x + 2| − |x − 4|

x = −2 ⇒ f(−2) = −6 , x = 4 ⇒ f(4) = 6 ⇒ −6 ≤ f(x) ≤ 6

⇒ y = ||x + 2| − |x − 4|| = |f(x)| − 6 ≤ f(x) ≤ 6 ⇒ 0 ≤ |f(x)| ≤ 6

⇒ 0 ≤ y ≤ 6 ⇒ R = [0, 6]

A = −x − 2 + 4 + 4x − 2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ x − 2 − 4 + 4x − 2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√

A = − = | | − | |( + 2)x − 2
− −−−−

√
2− −−−−−−−−−−−

√ ( − 2)x − 2
− −−−−

√
2− −−−−−−−−−−−

√ + 2x − 2
− −−−−

√
  

مثبت

− 2x − 2
− −−−−

√
  

p

x − 2 ≥ 0 ⇒ (1)x ≥ 2

A = + 2 − − 2 ⇒ {x − 2
− −−−−

√ ∣
∣ x − 2

− −−−−
√ ∣

∣
a : p ≤ 0
b : p ≥ 0

a : − 2 ≤ 0 ⇒ ≤ 2 ⇒ x − 2 ≤ 4 ⇒ x ≤ 6 2 ≤ x ≤ 6 ⇒x − 2
− −−−−

√ x − 2
− −−−−

√ −→
(1)

A = + 2 + − 2 = 2x − 2
− −−−−

√ x − 2
− −−−−

√ x − 2
− −−−−

√

b : − 2 ≥ 0 ⇒ ≥ 2 ⇒ x − 2 ≥ 4 ⇒ x ≥ 6 x ≥ 6 ⇒x − 2
− −−−−

√ x − 2
− −−−−

√ −→
(1)

A = + 2 − + 2 = 4x − 2
− −−−−

√ x − 2
− −−−−

√
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می دانیم  ، پس داریم:   31

با فرض  داریم،  ، پس: 

 بنابراین ابتدا  را رسم می کنیم.

  

  

x

y

1 2

1

_

(f x ( =x2 2_ x

   

2

11_

1_
2_ x

y

(f x ( =x 2 2_ x

   

211_2_ x

y

1
y =1

y = (f x (

خط  در  نقطه با تابع  تلاقی دارد. در نقاط  بر این تابع مماس است.

ابتدا نمودار تابع   را رسم می کنیم.  32

2_

4_

1_3_
1

4

y= 4m +

y

x

 

 

 

  

 

 براي این که خط افقی  نمودار  را حداقل در یک نقطه قطع کند، با توجه به شکل باید داشته باشیم. 

 

براي رسم  ابتدا  را حذف کرده سپس قسمت باقیمانده آن را نسبت به محور  ها تقارن می دهیم.  33

1- 2 2
 

22-

xy -- f ((

براي رسم ابتدا  را حذف کرده سپس قسمت باقیمانده آن را نسبت به محور  ها تقارن می دهیم.

1- 2 21-
2

 34

نکته: اگر  آنگاه 

 

A = { 2 , 2 ≤ x ≤ 6x − 2
− −−−−

√
4 , x ≥ 6

= |xx2 |2

y = | − 2|x|| = ||x − 2|x||x2 |2

f(x) = − 2xx2f(|x|) = |x − 2|x||2

y = ||x − 2|x|| = |f(|x|)||2

f(x) = − 2xx2

x = − = − = رأس1
b

2a
−2
2

⇒ y = f(1) = 1 − 2 = رأس1−

f(x) = 0 ⇒ − 2x = 0x2 ⇒ x = 0 , x = 2

y = 14y = | − 2|x||x2x = ±1

f(x) = |x − 1| − |x + 3|

x < −3⇒ y = −x + 1 + x + 3 = 4

−3 ≤ x < 1 ⇒ y = −x + 1 − x − 3 = −2x − 2⇒ x

y

−3
4

1
−4

x ≥ 1⇒ y = x − 1 − x − 3 = −4

y = m + 4y = |x − 1| + |x + 3|

−4 ≤ m + 4 ≤ 4 ⇒ −8 ≤ m ≤ 0

y = f(|x|)x < 0y

− →−−−−−−−−−−−
yھا قرینھ نسبت بھ محور

− →−−−−−
حذف x<0

|y| = f(x)y < 0x

− →−−−−−−−−−−−
xھا قرینھ نسبت بھ محور

− →−−−−−
حذف y<0

|a| + |b| > |a + b|a ⋅ b < 0

|x − 1| + |2x| > |3x − 1| , a = x − 1 , b = 2x ⇒ a + b = 3x − 1

29

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 

 35

نکته: نامساوي  زمانی برقرار است که  باشد.

می دانیم  ، پس  بنابراین داریم:   36

 حال با فرض  و  داریم: 

  

  

 

اعداد مورد نظر را  در نظر بگیریم، فاصله ي  تا  بصورت   و فاصله ي  تا  بصورت   می باشد. پس داریم:  37

ابتدا نامعادله را به شکل نامعادله هاي ساده تفکیک می کنیم و سپس بین جواب ها اشتراك می گیریم:  38

  : باتوجه به نکته  

 

 

2
3 0- 1-

5
1 5

2

I :

II :

III :

 39

   

⇒ |a| + |b| > |a + b| ⇒ a ⋅ b < 0 ⇒ (x − 1)(2x) < 0

⇒ ⇒ xجواب

+

0
0 −

1
0 +

0 < x < 1

|2x| < |x − 1| + |x + 1| ⇒ a = x − 1, b = x + 1 ⇒ a + b = 2x

⇒ |a + b| < |a| + |b| ⇒ a ⋅ b < 0 ⇒ (x − 1)(x + 1) < 0 ⇒ − 1 < 0x2

< 1 ⇒ −1 < x < 1x2

|a + b| < |a| + |b|ab < 0

|A| = | − A||5 − x| = |x − 5|

| + x − 2| + |x − 5| = | + 2x − 7|x2 x2

a = + x − 2x2b = x − 5

|a| + |b| = |a + b| ⇒ a ⋅ b ≥ 0 ⇒ ( + x − 2)(x − 5) ≥ 0x2

+ x − 2 = 0x2 ⇒ (x − 1)(x + 2) = 0⇒ x = 1 , x = −2

x

( + x − 2)(x − 5)x2

−∞

−

−2
0 +

1
0 −

5
0

+∞

+
⇒ −2 ≤ x ≤ 1 x ≥ یا5

xx3|x − 3|x−2|x + 2|

|x − 3| ≥ |x + 2| ⇒ ≥ ⇒ − 6x + 9 ≥ + 4x + 4(x − 3)2 (x + 2)2 x2 x2

⇒ 9 − 4 ≥ 4x + 6x ⇒ 10x ≤ 5 ⇒ x ≤
1
2

4 ≤ |2x − 1| < 3x →

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

|2x − 1| < 3x → { 2x − 1 < 3x
2x − 1 > −3x

و ∩

|2x − 1| ≥ 4 → { 2x − 1 ≥ 4
2x − 1 ≤ 4

(I)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

2x − 1 ≥ 4 ⇒ 2x ≥ 5 ⇒ x ≥
5
2

2x − 1 ≤ −4 ⇒ 2x ≤ −3 ⇒ x ≤
−3
2

(II)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

2x − 1 < 3x ⇒ x > −1

2x − 1 > −3x ⇒ 5x > 1 ⇒ x >
1
5

3x ≥ 0 → x ≥ 0(III) |x| < a(a ≥ 0)

I ∩ II ∩ III : x ∈ [ , +∞)
5
2

= |x + 1|
x

x − 1

x < −1⇒ = −(x + 1)
x

x − 1
−(x + 1)(x − 1) = x− →−−−

x≠1

x(x−1)
⇒ −( − 1) = xx2

30

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



   

    

 

 40

 

 با فرض  و  داریم:

   
  جدول تعیین علامت زیر را در نظر بگیرید: 

 

 41

  :جمع ریشه ها

جواب هاي معادله    42

 

 

 43

  

 

 

 

 44

⇒ + x − 1 = 0x2 ⇒ Δ = 1 − 4 × 1 × (−1) = 5 ⇒ x =
−1 ± 5

−−
√

2
x =− →−−

x<−1 −1 − 5
−−

√

2

x ≥ −1⇒ = x + 1
x

x − 1
− 1 = x− →−−−

x≠1

x(x−1)
x2 ⇒ − x − 1 = 0x2 ⇒ Δ = 5

⇒ x = ≥ 1
1 ± 5

−−
√

2
⇒ ھردو قابل قبول ھستند.

|1 − 3x| = |3x − 1| ⇒ |3x − 1| + |x + 4| > |4x + 3|

a = 3x − 1b = x + 4a + b = 4x + 3

|a + b| < |a| + |b| ⇒ a ⋅ b < 0 ⇒ (3x − 1)(x + 4) < 0

x

(3x − 1)(x + 4)

−∞

+

−4

0 −

1
3
0

+∞

+

⇒ −4 < x <
1
3

||2 − x| − 3| = 4
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
|2 − x| − 3 = 4 ⇒ |2 − x| = 7 ⇒ 2 − x = ±7 ⇒ { 2 − x = 7 ⇒ x = −5

2 − x = −7 ⇒ x = 9
|2 − x| − 3 = −4 ⇒ |2 − x| = غ ق ق1−

9 − 5 = 4

= 1, = −1, = 3, = −3x1 x2 x3 x4

≥ 1
∣

∣
∣
3 − 2x
x − 4

∣

∣
∣ ⇒ ≥ 1

|3 − 2x|
|x − 4|

|3 − 2x| ≥ |x − 4|− →−−−
x≠4

×|x−4|

(3 − 2x ≥ (x − 4− →−−
2 توان

)2 )2 ⇒ (3 − 2x − (x − 4 ≥ 0)2 )2

⇒ (3 − 2x − x + 4)(3 − 2x + x − 4) ≥ 0⇒ (−3x + 7)(−x − 1) ≥ 0

x

(−3x + 7)(−x − 1)

−∞

+

−1

0 −

7
3
0

+∞

+

⇒ x ≤ −1 x یا≤
7
3

≤ 1 ⇒ ≤ 1
∣

∣
∣

− 5x + 4x2

− 4x2

∣

∣
∣

− 5x + 4∣∣x
2 ∣∣

− 4∣∣x2 ∣∣
− →−−−−

x≠±2

× −4∣
∣x
2 ∣

∣

− 5x + 4 ≤ − 4 ⇒ ≤∣
∣x

2 ∣
∣

∣
∣x

2 ∣
∣ ( − 5x + 4)x2

2
( − 4)x2

2

31

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



   ریشه 

   یا 

طرفین را در عبارت مثبت  ضرب می کنیم.  45

 46

        47

 

غلط 

نقطه ي  در هیچکدام از دو خط  و  صدق نمی کند، پس شکل آن به صورت زیر است.  48

x 2 y+ =5 0+

a

b A

x2 y- =15 0+

 

 فاصله ي  تا خط 

 فاصله ي  تا خط 

 مساحت مستطیل

 49

 شیب خط

 50

⇒ − ≤ 0 ⇒ ( − 5x + 4 + − 4)( − 5x + 4 − + 4) ≤ 0( − 5x + 4)x2
2

( − 4)x2
2

x2 x2 x2 x2

x = 0 , ,
5
2

8
5

⇒ (2 − 5x)(−5x + 8) ≤ 0 ⇒x2

x ≥
5
2

⇒ 0 ≤ x ≤
x

(2 − 5x)(−5x + 8)x2 +

0

0 −

8
5

0 +

5
2

0 −

8
5

|x| + 2

≤ 2 − |x| ≤ 2 |x| + 4 ⇒ − 3 |x| − 4 ≤ 0
− |x|x2

|x| + 2
− →−−−
×|x|+2

x2 x2

⇒ − 3 |x| − 4 ≤ 0 ⇒ (|x| − 4) ≤ 0 ⇒ |x| − 4 ≤ 0 ⇒ |x| ≤ 4 ⇒ −4 ≤ x ≤ 4|x|2 (|x| + 1)
  

ھمواره مثبت 

> ⇒ − > 0(2 − 3x + 5)x2
2

( + 5x − 2)x2
2

(2 − 3x + 5)x2
2

( + 5x − 2)x2
2

⇒ (2 − 3x + 5 − − 5x + 2)(2 − 3x + 5 + + 5x − 2) > 0x2 x2 x2 x2

⇒ ( − 8x + 7)( ) > 0 ⇒ − 8x + 7 > 0x2 3 + 2x + 3x2
  
Δ<0 ھمواره مثبت

x2

⇒ (x − 1)(x − 7) > 0 ⇒ x < 1 یا x > 7x

⊕

1
0 −

7
0 ⊕

y = 2x ⇒ M(x, 2x) ⇒ OM + MA = 5

⇒ + = 5 ⇒ + = 5+ 4x2 x2
− −−−−−−

√ +(x − 2)2 (2x − 4)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ 5x2
−−−

√ +(x − 2)2 [2(x − 2)]2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ |x| + = 5 ⇒ |x| + = 55
−−

√ + 4(x − 2)2 (x − 2)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ 5
−−

√ 5(x − 2)2
− −−−−−−−

√

⇒ |x| + |x − 2| = 5 ⇒ (|x| + |x − 2|) = 55
−−

√ 5
−−

√ 5
−−

√

⇒ |x| + |x − 2| = 5
−−

√

x < 0 → −x − x + 2 = ⇒ x = →5
−−

√
2 − 5

−−
√

2
M( , 2 − )

2 − 5
−−

√

2
5
−−

√

0 ≤ x ≤ 2 ⇒ x − x + 2 = → 2 =5
−−

√ 5
−−

√

x > 2 → x + x − 2 = → x = →5
−−

√
2 + 5

−−
√

2
M( , 2 + )

2 + 5
−−

√

2
5
−−

√

A(1, 2)x + 2y + 5 = 02x − y + 15 = 0

= = = 2
|1 + 4 + 5|

1 + 4
− −−−−

√

10

5
−−

√
5
−−

√Aa : x + 2y + 5 = 0

Ab : 2x − y + 15 = 0

= = = 3
|2 − 2 + 15|

4 + 1
− −−−−

√

15

5
−−

√
5
−−

√

S = ab = 2 × 3 = 305
−−

√ 5
−−

√

= m = tan = 1 ⇒ y = mx + h ⇒ y = x + h45∘

x = 0 → y = h ⇒ B(0, h) , y = 0 → x = −h ⇒ A(−h, 0)

M = = (− , ) ⇒ 2x + y = 2 ⇒ 2(− ) + = 2
A + B

2
h

2
h

2
h

2
h

2

⇒ − = 2 → h = −4 →
h

2
y = x − 4

32

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



A

CB 3 x _ y = 1

x + y =0x_2 y +3 =0
M     

  

    

   

 

 

 51

4A ( 2 (,

1B ( 1 (, - H M C 8( 2 (, -
 

 

معادله ي 

 52

2B ( 1 (,- H C 0( 1 (, -

1A ( 1 (,

معادله ي ضلع 

معادله ي ارتفاع 

 53

{ x + y = 0 ⇒ y = −x

x − 2y + 3 = 0
⇒ x − 2(−x) = −3 ⇒ x = −1 ⇒ y = 1⇒ A(−1, 1)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x − 2y = −3

3x − y = 1 {− →−−
×(−2) x − 2y = −3

−6x + 2y = −2
⇒ −5x = −5⇒ x = 1

x − 2y = −3 ⇒ 1 − 2y = −3 ⇒ 4 = 2y ⇒ y = 2⇒ B(1, 2)

{ x + y = 0 ⇒ y = −x

3x − y = 1
⇒ 3x − (−x) = 1 ⇒ x =

1
4

⇒ y = −
1
4

⇒ C( , − ) , = = = 0
1
4

1
4

x
M

+x
A

x
B

2
−1 + 1

2
, = = =y

M

+y
A

y
B

2
1 + 2
2

3
2

M(0, )
3
2

⇒ = = = = −7m
CM

−y
M

y
C

−x
M

x
C

+
3
2

1
4

0 −
1
4

7
4

−
1
4

M = ⇒ M = ( , − )
B + C

2
9
2

3
2

= = − ⇒ y + 1 = − (x − 1)mBC

−1 + 2
1 − 8

1
7

1
7

⇒ 7y + 7 = −x + 1 ⇒ x + 7y = −6 → BC

= − = 7 → y − 2 = 7(x − 4) ⇒ y − 2 = 7x − 28 ⇒ 7x − y = 26mAH

1
mBC

{ { ⇒ −50y = 68 ⇒ y = − = −1٫36x + 7y = −6− →−−
×(−7)

7x − y = 26
−7x − 49y = 42
7x − y = 26

68
50

x = −6 − 7y = −6 − 7(−1٫36) = −6 + 9٫52 ⇒ x = 3٫52 ⇒ M(3٫52 , −1٫36)

MH = = =+(3٫52 − )
9
2

2

(−1٫36 + )
3
2

2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷
 0٫9604 + 0٫0196

− −−−−−−−−−−−−−
√ 0٫98

− −−−
√

= = −3 , y + 1 = −3(x − 0)mBC

2 − (−1)
−1 − 0

⇒ y = −3x − 1 ⇒ BC

= − ⇒ = ⇒ y − 1 = (x − 1)mAH

1
mBC

mAH

1
3

1
3

⇒ y = x − + 1
1
3

1
3

⇒ y = x + → AH
1
3

2
3

⇒ x + = −3x − 1 x + 2 = −9x − 3
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
y = x +

1
3

2
3

y = −3x − 1

1
3

2
3

−→
×3

⇒ 10x = −5 → x = − ⇒ y = −3x − 1 = − 1 = ⇒ H(− , )
1
2

3
2

1
2

1
2

1
2

33
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مثل آ



H

A

A ( (32 ,

 

 شیب خط 

 54

M

A C

D B قطر  

قطر 

 55

   

 چون رأس  روي خط  صدق نمی کند، بنابراین شکل مسئله به صورت مقابل است.
الف)

 

B

C

A

D

))2 1,

x+ 2 y _
3= 0

H
 

 

  

 ب) فاصلۀ  تا قطر  برابر با نصف قطر مربع است.

 

  در نتیجه:

الف)  56

H

M

C ( (

3B ( 3 (,-

11A ( 13 (,- -

3 , 1 

 

ب)

= ⇒ = −
2
5

mAH

5
2

2x − 5y = 18 ⇒

AH : y − 3 = − (x − 2) ⇒ 2y − 6 = −5x + 10
5
2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
5x + 2y = 16 25x + 10y = 80−→

×5

2x − 5y = 18−→
×2

4x − 10y = 36
– ––––––––––––––

29x = 116 → x = 4

2x − 5y = 18 → 8 − 5y = 18 → y = −2 → H(4, −2)

H = ⇒ A + = 2H → = 2H − A = 2(4, −2) − (2, 3)A + A′

2
A

′
A

′

⇒ = (8 − 2, −4 − 3) = (6, −7)A′

M = = (1, )
A + B

2
5
2

= = , A(−1, 4)mAB

1 − 4
3 − (−1)

−3
4

⇒ y − 4 = − (x + 1) ⇒ 4y − 16 = −3x − 3 ⇒ 3x + 4y = 13AB
3
4

⋅ = −1 ⇒ = , M(1, ) ⇒ y − = (x − 1) 6y − 15 = 8x − 8mAB mCD mCD

4
3

5
2

5
2

4
3

−→
×6

⇒ 6y − 8x = 7 → CD

x + 2y = 3 , A(2, 1) 2 + 2 × 1 = 3 ⇒ 4 = 3⇒ نادرست.

A(2, 1)x + 2y − 3 = 0

2y = −x + 3 ⇒ y = − x +
1
2

3
2

BD = شیب قطر−
1
2
⇒ AC = 2 , A(2, شیب قطر(1

⇒ y − = (x −y
A

m
AC

x
A
⇒ y − 1 = 2(x − 2) ⇒ y = 2x − 3

ABD

AH = =
|2 + 2 × 1 − 3|

1 + 4
− −−−−

√

1

5
−−

√
⇒ d = 2 × قطر مربع=

1

5
−−

√

2

5
−−

√

: S = = × مساحت مربع=
1
2
d2 1

2
4
5

2
5

M = = (−7, −5)
A + B

2

= =m
CM

−5 − 1
−7 − 3

3
5

y − 1 = (x − 3) ⇒ 5y − 5 = 3x − 9 ⇒ 3x − 5y − 4 = 0
3
5

BH = = =
|3(−3) − 5 × 3 − 4|

9 + 25
− −−−−−

√

|−9 − 15 − 4|

34
−−

√

28

34
−−

√
34

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



A B

D C

 + = + ⇒ −11 + 3 = −3 +x
A

x
C

x
B

x
D

x
D

⇒ = −5x
D

+ = + ⇒ −13 + 1 = 3 + ⇒ = −15y
A

y
C

y
B

y
D

y
D

y
D

D = (−5, −15)

الف)   57

M

A 2( - (, 3

C 4( - (, 2B 4( - (, 4 H
 

معادله ي میانه 

ب)

معادله ي ضلع 

یادآوري: فاصله نقطه  از خط  برابر است با:

 

شکل فرضی زیر را در نظر بگیرید. باید ابتدا معادلۀ میانۀ  را یافته و سپس فاصلۀ رأس  از این خط را بیابیم.   58

A

B
C M

))_1 7,

))_6 , _2
))10 4,

H

 

  

  در نتیجه داریم: 

           59

 (ب

 

 

مثلث متساوي الساقین 
(الف

1 2

1
2

B

A

1-2-

3

3- 34

5

-

-

6-

4
5
6
7

C

x

y

1-
2-

 وسط 

عمودمنصف  شیب عمودمنصف

M = → M = (0, −1)
B + C

2

= = −2mAM

−1 − 3
0 + 2

⇒ y + 1 = −2(x − 0) ⇒ y = −2x − 1 ⇒ AM

= = = − , C(−4, 2) ⇒ y − 2 = − (x + 4)mBC

2 − (−4)
−4 − 4

6
−8

3
4

3
4

⇒ 4y − 8 = −3x − 12 ⇒ 3x + 4y + 4 = 0 ⇒ BC

AH = = = = 2
|3(−2) + 4 × 3 + 4|

9 + 16
− −−−−−

√

|−6 + 12 + 4|
5

10
5

BC = = = 10 → = AH ⋅ BC = × 2 × 10 = 10+(−4 − 4)2 (2 + 4)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ 64 + 36
− −−−−−−

√ SABC

1
2

1
2

A( , )x0 y0ax + by + c = 0

d =
a + b + c∣∣ x0 y0 ∣∣

+a2 b2
− −−−−−

√

AMC

= = = 2 , = = = 1x
M

+x
B

x
C

2
−6 + 10

2
y
M

+y
B

y
C

2
−2 + 4

2
⇒ M(2, 1)

= = = −2m
AM

−y
M

y
A

−x
M

x
A

1 − 7
2 − (−1)

⇒ y − = (x −y
M

m
AB

x
M

⇒ y − 1 = −2(x − 2) = −2x + 4

⇒ 2x + y − 5 = 0 : AM معادلۀ میانھ

CH = = =
|2 × 10 + 4 − 5|

4 + 1
− −−−−

√

19

5
−−

√

19 5
−−

√

5

AB = =25 + 81
− −−−−−−

√ 106
−−−

√

AC = = 416 + 16
− −−−−−−

√ 2
−−

√

BC = =81 + 25
− −−−−−−

√ 106
−−−

√

AB = BC ⇒

M = ⇒ M = (− , ) , = =
B + C

2
3
2

1
2

mBC

3 − (−2)
3 − (−6)

5
9

BC

m = − ⇒ y − = − (x + ) ⇒ y = − x − → BC
9
5

1
2

9
5

3
2

9
5

22
10
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معادلۀخط 

 فاصلۀ  تا ضلع 

شیب خط مورد نظر را برابر  در نظر می گیریم:   60

 فاصله ي مبدأ مختصات تا خط

y + 2 = (x + 6) ⇒ 5x − 9y + 12 = 0 → BC
5
9

AH = =
|5(−1) − 9 × 7 + 12|

25 + 81
− −−−−−−

√

56

106
−−−

√
ABC

my − 2 = m(x − 1)

y − 2 = mx − m ⇒ mx − y + 2 − m = 0

= = 1 ⇒ |2 − m| =
|0 − 0 + 2 − m|

+ 1m2
− −−−−−

√
+ 1m2

− −−−−−
√ ابتدا باید ضابطه سهمی را بیابیم.  61

 :رأس

ها  محل برخورد سهمی با محور 

 (ب

 62

         63

3
5-

3-
2-

2

4

y

x

 

 64
 

 

 65

4 − 4m + = + 1 ⇒ 3 = 4m ⇒ m =− →−−
2 توان

m2 m2 3
4

y − 2 = (x − 1) ⇒ 4y − 8 = 3x − 3 ⇒ 3x − 4y + 5 = 0
3
4

y = a + bx + cx2

x = − = 2 → b = −4a
b

2a

(2, 6) → 4a + 2b + c = 6 → 4a − 8a + c = 6 → −4a + c = 6 (1)

(5, 0) → 25a + 5b + c = 0 → 25a − 20a + c = 0 → c = −5a (2)

(1), (2) → −4a − 5a = 6 → a = − → a = − → b = , c =
6
9

2
3

8
3

10
3

→ → (0, ), (−4, 0)
∣

∣

∣
∣

x = 0

y = c =
10
3

10
3

y

m = = → y − 0 = (x + 4) → y = x +
− 010

3

0 − (−4)
5
6

5
6

5
6

10
3

f(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x + x < 0
5
6

10
3

− + x + x ≥ 0
2
3
x2

8
3

10
3

f(5) − 2f(−3) = + + − 2(− + ) = 0 − 2( ) = −
−50
3

40
3

10
3

15
6

10
3

5
6

5
3

f (a + ) = = = = a −
1
a

− 4(a + )
1
a

2
− −−−−−−−−−−−

⎷
 +a2

1
a2

+2 − 4
  

−2

− −−−−−−−−−−−

⎷

 (a − )
1
a

2
− −−−−−−−−

⎷
 ∣

∣
∣

1
a

∣

∣
∣

g(a − ) = = = = a +
1
a

+ 4(a − )
1
a

2
− −−−−−−−−−−−

⎷
 +a2

1
a2

−2 + 4
  

2

− −−−−−−−−−−−

⎷

 (a + )
1
a

2
− −−−−−−−−

⎷
 ∣

∣
∣

1
a

∣

∣
∣

f (a + ) + g(a + ) = a − + a + = −a + − a − = −2a
1
a

1
a

∣

∣
∣

1
a

∣

∣
∣

∣

∣
∣

1
a

∣

∣
∣ − →−−

a<−1 1
a

1
a

⇒ f(x) =
f(−5) = −2
f(2) = 3

= RDf
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + 3
3
x2

x < 0
0 ≤ x ≤ 2

x > 2

⇒ m = = 1 ⇒
∣

∣
∣
−3
0

∣

∣
∣
−5
−2

−2 − 0
−5 + 3

y − 0 = 1(x + 3)
y = x + 3
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با توجه به دامنۀ داده شده،  تنها ریشۀ مخرج است. پس  دو حالت زیر را داریم:   66

   

 

 

x = −3

a + bx + 18 = 0x2

1 ) a = حالت0 ⇒ bx + 18 = 0 −3b + 18 = 0− →−−
x=−3

⇒ b = 6

2 ) a ≠ حالت0 ⇒ a + bx + 18 = a(x + 3 = a( + 6x + 9)x2 )2 x2

⇒ a + bx + 18 = a + 6ax + 9ax2 x2

⇒ 9a = 18 ⇒ a = 2 , b = 6a = 6 × 2 = 12

 67

 68

 

 با توجه به نمودار  ، تعیین علامت آن به صورت زیر است:

 

 69

تذکر: براي رسم نمودار  ابتدا  را رسم کرده سپس سمت چپ محور  ها را حذف قرینۀ سمت راست را در سمت چپ رسم می نماییم. 

0 1

y

x
   

11-

y

x

 70

    و    

 توان  

      

 71

 72

   و    

 توان  
 

 73

 

  

y = 4 − x2
− −−−−

√

= 4 − ⇒ = ⇒ − 4 ≤ 0y 2 x2 − 4y 2
  

−

−x2 
−

y 2

− 4 ≤ 0 ⇒ ≤ 4 ⇒ −2 ≤ y ≤ 2 0 ≤ y ≤ 2y 2 y 2 −→−
y≥0

g(x) = (3 − x)f(x)
− −−−−−−−−−

√ ⇒ (3 − x)f(x) ≥ 0

f

x

f(x)

3 − x

(3 − x)f(x)

−∞

−

+

−

−3
0

0

+

+

+

−1
0

0

−

+

−

2
0

0

+

+

+

3

0
0

+

−

−

4
0

0

−

−

+

+∞

−3 ≤ x ≤ −1 2 ≤ x ≤ 3 x ≥ یا4 یا

= [−3, −1] ∪ [2, 3] ∪ [4, +∞)Df

y = f(x)f(x)y

y = f(|x|) = ⇒|x| − 1
− −−−−−

√f(x) = ⇒x − 1
− −−−−

√

f(x) = +4 − 2 − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√ 3 − x−−√
− −−−−−

√

(II) x ≥ 0(I) 2 − x ≥ 0 ⇒ x ≤ 2

⇒ 2 − x ≤ 16 ⇒ x ≥ −142⇒(III) 4 − ≥ 0 ⇒ ≤ 42 − x
− −−−−

√ 2 − x
− −−−−

√

(I) ∩ (II) ∩ (III) ∩ (IV ) ⇒ = [0, 2]Df(IV ) 3 − ≥ 0 ⇒ ≤ 3 ⇒ x ≤ 9x−−√ x−−√

f(x) =
x( − 1)x2
− −−−−−−−

√

x + |x|
− −−−−−

√

(I) x + |x| > 0 ⇒ |x| > −x ⇒ x > 0 x

x ⋅ ( − 1) ≥ 0x2 −

−1
0 +

0
0 −

1
0 +

(II) x( − 1) ≥ 0 ⇒ −1 ≤ x ≤ 0 ∪ x ≥ 1x2

(I) ∩ (II) = [1, +∞)

(II) 2x + 1 ≥ 0 ⇒ x ≥ −
1

2
f(x) = → (I) x + 3 ≥ 0 ⇒ x ≥ −3−x + 3

− −−−−
√ 2x + 1

− −−−−−
√

− −−−−−−−−−−−−−−−
√

⇒ x + 3 ≥ 2x + 1 ⇒ x ≤ 22⇒(III) − ≥ 0 ⇒ ≥x + 3
− −−−−

√ 2x + 1
− −−−−−

√ x + 3
− −−−−

√ 2x + 1
− −−−−−

√

(I) ∩ (II) ∩ (III) ⇒ = [− , 2]Df

1
2

f(x) = 0 ⇒ = RDf

g(x) = [ ] , + 1 = 0
x2

+ 1x2
x2 ⇒ ریشھ ندارد. ⇒ = R =Dg Df 37
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=   با فرض داریم: t
x2

+ 1x2
= t + tx2 x2 ⇒ (1 − t) = tx2 ⇒ =x2

t

1 − t

    می دانیم

  

 پس دو تابع  و  برابرند. 

 74

1

1

2-2

y

1-

-
-

2

 یا 

می دانیم حاصل جزء صحیح  عددي صحیح است و از طرفی ضرب دو عدد صحیح زمانی برابر  است که داشته باشیم:  75

x

y

1 2 31

2
3

2_
1_2_ 1_

 

 

 76

 

  

 

  

x1
1

y

1
_

_ 1

2_

2_

 77

با فرض  داریم 

: ≥ 0x2 ⇒ ≥ 0
t

1 − t
⇒

t
t

1−t
−

0
0 +

1
ت ن −

⇒ 0 ≤ t < 1

⇒ 0 ≤ < 1
x2

+ 1x2
⇒ g(x) = [ ] = 0

x2

+ 1x2
⇒ f(x) = g(x) = 0

fg

−2 < x < 2 ⇒ 0 ≤ |x| < 2

0 ≤ |x| < 1 ⇒ y = [ |x| ] = 0 ⇒ −1 < x < 1

1 ≤ x < 21 ≤ |x| < 2 ⇒ y = [ |x| ] = 1 ⇒ −2 < x ≤ −1

x = −2 ⇒ y = 2

−2

[x][y] = −2

{ [x] = 1 ⇒ 1 ≤ x < 2
[y] = −2 ⇒ −2 ≤ y < −1

{
[x] = −1 ⇒ −1 ≤ x < 0
[y] = 2 ⇒ 2 ≤ y < 3

{
[x] = 2 ⇒ 2 ≤ x < 3
[y] = −1 ⇒ −1 ≤ y < 0

{
[x] = −2 ⇒ −2 ≤ x < −1
[y] = 1 ⇒ 1 ≤ y < 2

y = |x|[−x] − 1 ; −2 < x < 1 ⇒ −1 < −x < 2

−1 < −x < 0⇒ 0 < x < 1 , y = x(−1) − 1 = −x − 1→
x

y

0
−1

1
−2

0 ≤ −x < 1 ⇒ −1 < x ≤ 0 , y = −x × 0 − 1 = −1

1 ≤ −x < 2 ⇒ −2 < x ≤ −1 , y = −x × 1 − 1 = −x − 1→
x

y

−2
1

−1
0

[x − 1] = [ + ]⇒ [x] − 1 = [ ] + 1 ⇒ [x] − [ ] = 2
x

2
2
2

x

2
x

2
= t

x

2
x = 2t

[2t] − [t] = 2 ⇒ [t] + [t + ] − [t] = 2
1
2

38
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نکته:

 از این نکته نتیجه می گیریم:

 78

می دانیم که: 

غ ق ق 

 79

  نکته

  

  دو حالت زیر را درنظر می گیریم. 

   

  

  

  80

حاصل براکت عددي صحیح است پس، از صورت سؤال می توان نتیجه گرفت که چون  برابر جمع و تفریق چند عدد صحیح است، باید عددي صحیح باشد یعنی باید  

بنابراین   هم عددي صحیح است و داریم:

 

جواب  

 81
براي یک به یک بودن باید همه ي ضابطه ها یک به یک باشند و سپس اشتراك بردهاي آنها تهی باشد.

 82

[t + ] = 2 ⇒ 2 ≤ t + < 3 ⇒ 2 ≤ + < 3
1
2

1
2

x

2
1
2

⇒ 4 ≤ x + 1 < 6 ⇒ 3 ≤ x < 5

[nx] = [x] + [x + ] + [x + ] + ⋯ + [x + ]
1
n

2
n

n − 1
n

[2x] = [x] + [x + ]
1
2

{
1)if : x ∈ Z → [−x] = −[x]

2)if : x Z → [−x] = −[x] − 1∈

(1) x ∈ Z ⇒ x − (−x) = 5 ⇒ x =
5
2

(2) x ∉ Z ⇒ [x] − (− [x] − 1) = 5 ⇒ [x] + [x] + 1 = 5

⇒ [x] = 2 ⇒ 2 ≤ x < 3 2 < x < 3→
x∉z

: x ∉ Z[x] + [−x] = −1 ⇒ [−x] = −1 − [x]

3[x] − [1 − x] = 8 ⇒ 3[x] − 1 − [−x] = 8 ⇒ 3[x] − [−x] = 9

1 ) x ∈ Zحالت ⇒ 3x − (−x) = 9 ⇒ 4x = 9 ⇒ x = ∉ Z
9
4

غیرقابل قبول

2 ) x ∉ Zحالت ⇒ 3[x] − (−1 − [x]) = 9 ⇒ 3[x] + 1 + [x] = 9

⇒ 4[x] = 8 ⇒ [x] = 2 2 < x < 3−→−
x∈Z

3[ ] + 2[x] − 2 = x → x ∈ Zx2

xx ∈ Z

x2

x ∈ Z → ∈ Z → 3 + 2x − 2 = x → 3 + x − 2 = 0x2 x2 x2

Δ = 1 − 4 × 3 × (−2) = 25 → x = → x = غ ق ق , x = −1
−1 ± 5

6
2
3

[x] + [x + ] − [x − ] = 5 → [x] + [x + ] − [x + 1 − − 1] = 5
1
2

1
2

1
2

1
2

→ [x] + [x + ] − [x + − 1] = 5 → [x] + [x + ] − [x + ] + 1 = 5
1
2

1
2

1
2

1
2

→ [x] = 4 → 4 ≤ x < 5

f(x) = {
+ ax2

2x + 3
x ≥ 1 → + ax2

x < 1 → 2x + 3
یک بھ یک
یک بھ یک

✓

✓

⇒ x ≥ 1 ⇒ ≥ 1 ⇒ + a ≥ 1 + a ⇒ y ≥ 1 + aR1 x2 x2

⇒ x < 1 ⇒ 2x < 2 ⇒ 2x + 3 < 5 ⇒ y < 5R2

∩ = ∅ ⇒ 1 + a ≥ 5 ⇒ a ≥ 4R1 R2

39
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هر ضابطه در محدوده خودش یک به یک است. زیرا: 

  حال برد هر ضابطه را می یابیم. اشتراك برد ضابطه ها باید تهی باشد. 

  

   

 براي آن اشتراك  و  تهی شود، باید داشته باشیم:

 

یک به یک بودن را در تک تک بازه هایی که تابع در آن تعریف شده است، بررسی می کنیم.  83
یک به یک است

یک به یک نیست

یک به یک است.

تابع در بازه ي دوم یک به یک نمی باشد پس در کل وارون پذیر نخواهد بود.

فرض می کنیم  در این صورت داریم:  .   84

   

  

  

 در نتیجه: 

 85

   

   

 چون اشتراك  و  تهی است، پس تابع  یک به یک و وارون پذیر است. 

   

   

  با توجه به اینکه دامنه تابع وارون برابر با برد تابع اصلی است داریم: 

 86

  

 

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

, x ≥ 4 ⇒ f( ) = f( ) ⇒ = ⇒ =x + 5
− −−−−

√ x1 x2 + 5x1
− −−−−

√ + 5x2
− −−−−

√ x1 x2

x + m , x < 2 ⇒ f( ) = f( ) ⇒ + m = + m ⇒ =
1
2

x1 x2
1
2
x1

1
2
x2 x1 x2

x ≥ 4 ⇒ x + 5 ≥ 9 ⇒ ≥ 3x + 5
− −−−−

√ ⇒ ≥ 3 (1)y1

x < 2⇒ x < 1
1
2

⇒ x + m < 1 + m
1
2

⇒ < 1 + m (2)y2

(1)(2)

1 + m ≤ 3 ⇒ m ≤ 2

x ≤ −1 : + 2 = + 2 ⇒ = =x
2
1 x

2
2 x

2
1 x

2
2 − →−−

x≤−1
x1 x2

−1 < x < 1 : = ⇒ = ±x
2
1 x

2
2 x1 x2

1 ≤ x : 1 + = 1 + ⇒ =x1 x2 x1 x2

(4) = af −1f(a) = 4

f(x) = a + 2x − 11 f(a) = a + 2a − 11−→−
x=a

⇒ 4 = 3a − 11⇒ a = 5

⇒ (4) = 5f −1 ⇒ f(x) = 5 + 2x − 11 ⇒ f(x) = 2x − 6

2x − 6 = y ⇒ x =
y + 6
2

⇒ y = (x) =f −1 x + 6
2

(26) = = 16f −1 26 + 6
2

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

, x ≥ 2 ⇒ f( ) = f( ) ⇒ = ⇒ =5x − 2
− −−−−−

√3 x1 x2 5 − 2x1
− −−−−−

√3 5 − 2x2
− −−−−−

√3 x1 x2

− 12 , x < 2 ⇒ f( ) = f( ) ⇒ − 12 = − 12 ⇒ = ⇒ =x3 x1 x2 x
3
1 x

3
2 x

3
1 x

3
2 x1 x2

x ≥ 2 ⇒ 5x ≥ 10 ⇒ 5x − 2 ≥ 8 ⇒ ≥ 25x − 2
− −−−−−

√3 ⇒ y ≥ 2 (1)

x < 2⇒ < 8x3 ⇒ − 12 < 8 − 12x3 ⇒ y < −4 (2)

(1)(2)f

y = 5x − 2
− −−−−−

√3 ⇒ 5x − 2 = y 3 ⇒ x = ( + 2)
1
5

y 3 ⇒ (x) = y = ( + 2)f −1 1
5

x3

y = − 12x3 ⇒ = y + 12x3 ⇒ x = y + 12
− −−−−

√3 ⇒ (x) = y =f −1 x + 12
− −−−−−

√3

(x) =f −1

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

( + 2) , x ≥ 2
1
5

x3

, x < −4x + 12
− −−−−−

√3

f(x) = , x < 0
− 1x2

2 + 3x2
⇒ = y

− 1x2

2 + 3x2
⇒ − 1 = 2 y + 3yx2 x2

⇒ (1 − 2y) = 1 + 3yx2 ⇒ =x2
1 + 3y
1 − 2y
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 87

  

    

 با توجه به روابط بالا، تساوي  زمانی برقرار است که  باشد، پس داریم: 

 

 88

یک به یک است. 

 توان   

 89

پس یک به یک است و تابع معکوس دارد.

> 0x2 ⇒ > 0
1 + 3y
1 − 2y

⇒
y

1+3y
1−2y

−∞

−

−
1
3

0 +

1
2

ت ن

+∞

−
⇒ − < y <

1
3

1
2

(1) ⇒ =x2
−−

√ 1 + 3y
1 − 2y

− −−−−−

√ ⇒ |x| =
1 + 3y
1 − 2y

− −−−−−

√ −x =−→−
x<0 1 + 3y

1 − 2y

− −−−−−

√

⇒ x = −
1 + 3y
1 − 2y

− −−−−−

√ ⇒ y = (x) = − , = = ( , )f −1 1 + 3x
1 − 2x

− −−−−−

√ D
f−1 Rf

−1
3

1
2

f(x) = 4 − , x − 1 ≥ 0x − 1
− −−−−

√ ⇒ x ≥ 1 ⇒ = [1, +∞)Df

≥ 0x − 1
− −−−−

√ ⇒ − ≤ 0x − 1
− −−−−

√ ⇒ 4 − ≤ 4x − 1
− −−−−

√ ⇒ f(x) ≤ 4 ⇒ = (−∞, 4]Rf

( of)(x) = x , x ∈f −1 Df

(fo )(x) = x , x ∈f −1 Rf

( of)(x) = (fo )(x)f −1 f −1x ∈ ∩Df Rf

∩ = [1, +∞) ∩ (−∞, 4] = [1, 4]Df Rf ⇒ = [1, جواب[4

f(x) = x + 2 ⇒ + 2x − 3
− −−−−

√ ( + 1)x − 3
− −−−−

√
2

f( ) = f( ) ⇒ + 2 = + 2x1 x2 ( + 1)− 3x1
− −−−−

√
2

( + 1)− 3x2
− −−−−

√
2

⇒ + 1 = + 1 ⇒ =− 3x1
− −−−−

√ − 3x2
− −−−−

√ x1 x2

y = + 2 (x ≥ 3) ⇒ y ≥ 3( + 1)x − 3
− −−−−

√
2

y − 2 = ⇒ = + 1( + 1)x − 3
− −−−−

√
2

y − 2
− −−−−

√ x − 3
− −−−−

√

⇒ + 3 = x y = + 3( − 1)y − 2
− −−−−

√
2

− →−−
y→x

( − 1)x − 2
− −−−−

√
2

2⇒ − 1 = ⇒y − 2
− −−−−

√ x − 3
− −−−−

√

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

: [3, +∞) ⇒ [3, +∞)f −1

(x) = + 3f −1 ( − 1)x − 2
− −−−−

√
2

{
f : [1, +∞) → R

f(x) = − 2x + 5 = − 2x + 1 + 4 = (x − 1 + 4 ⇒ (x − 1 ≥ 0 ⇒ (x − 1 + 4 ≥ 4 ⇒ y ≥ 4x2 x2 )2 )2 )2

f( ) = f( ) ⇒ ( − 1 + 4 = ( − 1 + 4x1 x2 x1 )2 x2 )2

⇒ ( − 1 = ( − 1 → | − 1| = | − 1| − 1 = − 1 → =x1 )2 x2 )2 x1 x2 −→−
x≥1

x1 x2 x1 x2

y = + 4(x − 1)2

y − 4 = ⇒ = |x − 1|(x − 1)2 y − 4
− −−−−

√

x = + 1 y = + 1→
x≥1

y − 4
− −−−−

√ − →−−
x→y

x − 4
− −−−−

√
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 90

 

 یعنی در تابع  به جاي  ،  را قرار دهیم، پس داریم: 

  

    

 91

  

  

  تابع یک به یک و وارون پذیر است. 

  

 

 92

  (الف

  (ب

یعنی امکان ندارد که سنگ در دو زمان در یک مکان قرارداشته باشد.

د) نشان می دهد سنگ در چه زمانی به ارتفاع خاص می رسد و ارتفاع را به زمان تبدیل می کند.

 93

⎧
⎩⎨

: [4, +∞) → [1, +∞)f −1

(x) = + 1f −1 x − 4
− −−−−

√

f(x) = 2 − 3x

(fo )(x) = 5x − 6g−1 ⇒ f( (x)) = 5x − 6g−1

fx(x)g−1

2 − 3 (x) = 5x − 6g−1 ⇒ −3 (x) = 5x − 8g−1 ⇒ (x) = (8 − 5x)g−1 1
3

y = (8 − 5x)
1
3

⇒ 3y = 8 − 5x⇒ 5x = 8 − 3y⇒ x = − y
8
5

3
5

⇒ y = g(x) = − x
8
5

3
5

f(x) = − + 9 − 27x − 1 = − + 9 − 27x + 27 − 27 − 1x3 x2 x3 x2

⇒ f(x) = −( − 9 + 27x − 27) − 28 = −(x − 3 − 28x3 x2 )3

f( ) = f( )x1 x2 ⇒ −( − 3 − 28 = −( − 3 − 28x1 )3 x2 )3 ⇒ −( − 3 = −( − 3x1 )3 x2 )3

⇒ ( − 3 = ( − 3x1 )3 x2 )3 ⇒ − 3 = − 3x1 x2 ⇒ =x1 x2

y = −(x − 3 − 28)3 ⇒ (x − 3 = −y − 28)3 ⇒ x − 3 = −y − 28
− −−−−−−

√3

⇒ x = 3 + −y − 28
− −−−−−−

√3 ⇒ y = (x) = 3 +f −1 −x − 28
− −−−−−−

√3

h(t) = 100 −
49
10

t2

= 100 ⇒ h = 100 ⇒ t = 0hmax

= 0 ⇒ h = 0 ⇒ = ⇒ t =hmin t2
1000
49

10 10
−−

√

7

: 0 ≤ t ≤ ⇒ = 0,Dh(t)

10 10
−−

√

7
Dh(t)

⎡

⎣
⎢⎢

10 10
−−

√

7

⎤

⎦
⎥⎥

: 0 ≤ h(t) ≤ 100 ⇒ = [0, 100]Rh(t) Rh(t)

100 − = 100 − ⇒ = =
49t21
10

49t22
10

t
2
1 t

2
2 −→−

t>0
t1 t2

(ج y = h(t) = 100 − ⇒ = 100 − y
49
10

t2
49
10

t2

⇒ = (100 − y) ⇒ t =t2
10
49

1
7

10(100 − y)
− −−−−−−−−−

√

⇒ (h) =f −1 1
7

10(100 − h)
− −−−−−−−−−

√

f(x) =
⎧

⎩⎨
x + 1 , x < 0 → f( ) = f( ) ⇒ + 1 = + 1 ⇒ =x1 x2 x1 x2 x1 x2

+ 1 , x ≥ 0 → f( ) = f( ) ⇒ + 1 = + 1 ⇒ | | = | | =x2 x1 x2 x
2
1 x

2
2 x1 x2 −→−

x≥0
x1 x2

x < 0 → x + 1 < 1 → y < 1 → = (−∞, 1)Rf1

x ≥ to ≥ 0 → + 1 ≥ 1 → y ≥ 1 → = [1٫ + ∞)x2 x2 Rf2

→ ∩ = ∅✓ →Rf1
Rf2

تابع یک بھ یک است
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مثل آ



 تذکر: براي توابع  چند ضابطه اي تابعی یک به یک است که اولاً هر کدام از ظابطه ها به تهایی در محور خود یک به یک باشند ثانیاً اشتراك برد ظابطه ها سهمی باشد.

 94

محدوده هاي دو تابع  و  را به صوت زیر یکسان می کنیم.   95

 96

 97

   و   

  

 98

 99

y = x + 1 → x = y − 1 ⇒ y = x − 1
x < 0 → x + 1 < 1 ⇒ y < 1 ⇒ = (−∞, 1)D

f
−1
1

y = + 1 → = y − 1 ⇒ |x| = x = ⇒ y =x2 x2 y − 1
− −−−−

√ −→−
x≥0

y − 1
− −−−−

√ x − 1
− −−−−

√

x ≥ 0 ⇒ ≥ 0 ⇒ + 1 ≥ 1 ⇒ y ≥ 1 ⇒ = [1, +∞)x2 x2 D
f
−1
2

(x) = {f −1
x − 1 , x < 1

, x ≥ 1x − 1
− −−−−

√

= {(5, 3), (4, 4), (6, 5), (0, 2)}g−1

= {(3, )}
f

g

4
5

fo = {(5, 4), (0, 4)}g−1

fg

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2x x ≥ 3
2x 1 < x < 3

− 1 x ≤ 1x2

g(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x − 3 x ≥ 3
1 + x 1 < x < 3
1 + x x ≤ 1

(f − g)(x) = f(x) − g(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2x − (x − 3) x ≥ 3
2x − (1 + x) 1 < x < 3

− 1 − (1 + x) x ≤ 1x2

(f − g)(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + 3 , x ≥ 3
x − 1 , 1 < x < 3

− x − 2 , x ≤ 1x2

= [2, 5]Df

f( ) ⇒ 2 ≤ ≤ 5 ⇒ 4 ≤ x ≤ 10
x

2
x

2
= [4, 12]Dg

g(2x) ⇒ 4 ≤ 2x ≤ 12 ⇒ 2 ≤ x ≤ 6

∩ = [4, 6]D
f( )

x

2
Dg(2x)

= {−2, 5, 0, 2}Dg= [x] ≥ 1 ⇒ x ≥ 1Df

∩ − {x|g(x) = 0} = {5, 2}Df Dg

= {(2, )(5, )}
−11
4

−5
3

= {(2, )(5, )}
2f − 3g

g

2 − 24
8

4 − 9
3

f(x) + 2f(−x) = 2x f(−x) + 2f(x) = −2x− →−−
x→−x

{ ⇒ −3f(x) = 6x ⇒ f(x) = −2x
−2×

f(x) + 2f(−x) = 2x
2f(x) + f(−x) = −2x

: x ≥ 2 , = {0, 3, 5}Df Dg
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 100

دو جواب براي  بدست می آید:

 101

 102

 

 

 در نتیجه داریم: 

 103

    

 الف)

 
  ب) 

= {x ∈ |g(x) ∈ } = {x = 0, 3, 5 | g(x) ≥ 2} = {0, 3}Dfog Dg Df

fog(0) = f (g(0)) = f(4) = = , fog(3) = f(g(3)) = f(2) = 04 − 2
− −−−−

√ 2
−−

√

fog = {(0, ), (3, 0)}2
−−

√

= {x ∈ |f(x) ∈ } = {x ≥ 3|f(x) = 0, 3, 5}Dgof Df Dg

f(x) = 0 → = 0 → x = 2 → f(x) = 3 → = 3 → x = 11x − 2
− −−−−

√ x − 2
− −−−−

√

f(x) = 5 → = 5 → x = 27 → = {2, 11, 27}x − 2
− −−−−

√ Dgof

gof(2) = g (f(2)) = g(0) = 4 , gof(11) = g (f(11)) = g(3) = 2

gof(27) = g (f(27)) = g(5) = −9 → gof = {(2, 4), (11, 2), (27, −9)}

f (g(x)) = (x) + 2g(x) = − 2 + 2g2 x4 x2

(x) + 2g(x) + 1 − 1 = − 2 + 2 ⇒ = − 2 + 3g2 x4 x2 (g(x) + 1)2 x4 x2

⇒ = + 2 ⇒ |g(x) + 1| =(g(x) + 1)2 ( − 1)x2
2

+ 2( − 1)x2
2− −−−−−−−−−−

√

g(x)

g(x) = ± − 1+ 2( − 1)x2
2− −−−−−−−−−−

√

f = {(1, 2) , (2, 0) , (3, 1) , (4, 3)} , g = {(2, 1) , (3, 2) , (0, 3) , (1, 4)}
→ = {(1, 2) , (2, 3) , (3, 0) , (4, 1)}g−1

fo = {(1 , 0) , (2 , 1) , (4 , 2)} , 3f = {(1 , 6) , (2 , 0) , (3, 3), (4 , 9)}g−1

→ 3f×fo = {(1, 0) , (2, 0) , (4, 18)}g−1

(fog)(x) = f(g(x))

x ≥ 2⇒ f(−x + 1) = {−x + 1 + 2 , −x + 1 > 1 ⇒ (x < 0) ∩ (x ≥ 2) ⇒ ∅

2(−x + 1) , −x + 1 ≤ 1 ⇒ (x ≥ 0) ∩ (x ≥ 2) ⇒ x ≥ 2

x < 2⇒ f(3x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

3x + 2 , 3x > 1 ⇒ (x > ) ∩ (x < 2) ⇒ < x < 2
1
3

1
3

2(3x) , 3x ≤ 1 ⇒ (x ≤ ) ∩ (x < 2) ⇒ x ≤
1
3

1
3

(fog)(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

−2x + 2 , x ≥ 2

3x + 2 , < x < 21
3

6x , x ≤
1
3

f = {(−2, 2), (−1, 1), (0, 4), (5, 0), (1, −1)}

= {−2, −1, 0, 5, 1}Df

g(x) = 1 − x2
− −−−−

√ ⇒ 1 − ≥ 0x2 ⇒ ≤ 1x2 ⇒ −1 ≤ x ≤ 1⇒ = [−1, 1]Dg

∩ = {−1, 0, 1} , g(−1) = 0 , g(0) = 1 , g(1) = 0Df Dg

f − g + 2 = {(−1, 1 − 0 + 2), (0, 4 − 1 + 2), (1, −1 − 0 + 2)} = {(−1, 3), (0, 5), (1, 1)}

= {x ∈ |f(x) ∈ } = {x ∈ {−2, −1, 0, 5, 1}|f(x) ∈ [−1, 1]}Dgof Df Dg

= {−1, 5, 1}Dgof
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 در نتیجه: 

با توجه به نمودار سؤال داریم:   104

  

 

 105

  

  

 

  

  
 در نتیجه: 

 

 106

 

  

 از طرفی داریم:

 

  

 107

 108

می دانیم: 

(gof)(−1) = g(f(−1)) = g(1) = 0 , (gof)(5) = g(f(5)) = g(0) = 1

(gof)(1) = g(f(1)) = g(−1) = 0

gof = {(−1, 0), (5, 1), (1, 0)}

f(−6) = −5 ⇒ (−5) = −6 , f(3) = 3f −1 ⇒ (3) = 3f −1

=
(gof)(−2) + (gog)(4)
( og)(3) − (−5)f −1 f −1

g(f(−2)) + g(g(4))
(g(3)) − (−6)f −1

= = =
g(0) + g(0)

(3) + 6f −1

4 + 4
3 + 6

8
9

f(x) = , x − ≠ 0
x − 1

x − 2
−−

√
− −−−−−

√3
2
−−

√ ⇒ x ≠ 2
−−

√ ⇒ = R − { }Df 2
−−

√

g(x) = , ≥ 0
|x| + 3
|x| − 1

− −−−−−

√
|x| + 3
  ھمواره مثبت

|x| − 1
⇒ |x| − 1 > 0⇒ |x| > 1

⇒ x < −1 x > یا1 ⇒ = (−∞,−1) ∪ (1, +∞)Dg

= {x ∈ |g(x) ∈ } = {x ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) | g(x) ∈ R − { }}Dfog Dg Df 2
−−

√

⇒ = {x < −1 x > 1 | g(x) ≠ }Dfog یا 2
−−

√ ⇒ ≠
|x| + 3
|x| − 1

− −−−−−

√ 2
−−

√ ⇒ ≠ 2
|x| + 3
|x| − 1

⇒ 2|x| − 2 ≠ |x| + 3 ⇒ |x| ≠ 5 ⇒ x ≠ ±5

= {x < −1 x > 1|x ≠ ±5}Dfog یا = (−∞,−1) ∪ (1, +∞) − {5, −5}

f(g(x)) = 4 − 16x + 27x2

f(x) = 4x + 3 ⇒ f(g(x)) = 4(g(x)) + 3

⇒ 4(g(x)) + 3 = 4 − 16x + 27x2 ⇒ 4(g(x)) = 4 − 16x + 24x2 ⇒ g(x) = − 4x + 6x2

gof(x) = g(f(x)) = (f(x) − 4f(x) + 6)2 = (4x + 3 − 4(4x + 3) + 6)2

= 16 + 24x + 9 − 16x − 12 + 6x2 ⇒ gof(x) = 16 + 8x + 3 gof(1) = 27x2 −→−
x=1

f(x − 2) + 2f(2 − x) = 2x f(2 − x) + 2f(x − 2) = 2(4 − x)− →−−−
x→4−x

{ ⇒ −3f(2 − x) = −4x + 8 − 2x ⇒ f(2 − x) = 2x −
−2×

f(2 − x) + 2f(x − 2) = 8 − 2x
f(x − 2) + 2f(2 − x) = 2x

8

3

2 − x = t ⇒ x = 2 − t ⇒ f(t) = 2(2 − t) − = −2t +
8
3

4
3

t → x : f(x) = −2x +
4
3

(x − = + − 2
1
x
)2 x2

1
x2

45

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 109

110   

 ابتدا نمودار تابع  را رسم می کنیم.

x

y

1

y 1
3 ))=

x

x

y

1

y 1 ))=
x

-

-

x

y

13
f )x) =1 - 3 x-

 

 ابتدا نمودار تابع  را رسم می کنیم.

x

y

1

y 1
3 ))=

x

x

y

1

y 1 ))=
x

-

-

x

y

13
f )x) =1 - 3 x-

 

   دامنه  

روش اول:  111

 

 روش دوم: با فرض  داریم:

f (g(x)) = + − 4 f (x − ) = − 2x2
1

x2
− →−−−−−−−
g(x)=x−

1
x 1

x
(x − )

1
x

2

f(t) = − 2 f(x) = − 2− →−−−−−
x− →t

1
x

t2 − →−−
t→x

x2

= R , = (−∞ , 4] → = {x ∈ R| } = [−1, 1]Dg Df Dfog + 3 ∈ (−∞ , 4]x2

  
∗

∗ : + 3 ≤ 4 → ≤ 1 → −1 ≤ x ≤ 1x2 x2

fog(x) = =4 − ( + 3)x2
− −−−−−−−−−

√ 1 − x2
− −−−−

√

f(x) = 1 − 3−x

f(x) = 1 − = 1 −3−x
( )
1
3

x

y = → f(x) ≥ 0 ⇒ x ≥ 0 → = [0, +∞)f(x)
− −−−

√ Dy

f(x) = 1 − 3−x

f(x) = 1 − = 1 −3−x
( )
1
3

x

y = ⇒ xf(x) ≥ 0xf(x)
− −−−−

√ ⇒ {
x ≥ 0
f(x) ≥ 0

  
↓

x ≥ 0

یا

یا

{
x ≤ 0
f(x) ≤ 0

  
↓

x ≤ 0 ⇒ x ∈ R

= R⇒

y = = = 1 −
− 13x

+ 43x
+ 4 − 4 − 13x

+ 43x
5
+ 43x

0 < < +∞ ⇒ 4 < + 4 < +∞ ⇒ 0 < <3x 3x
1
+ 43x

1
4

⇒ < < 0 ⇒ < 1 − < 1 ⇒ < y < 0
−5
4

−5
+ 43x

−1
4

5
+ 43x

−1
4

= t3x

y = → t − 1 = yt + 4y → t − yt = 4y + 1 → t(1 − y) = 4y + 1
t − 1
t + 4
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1   برد تابع  

+-

∞ ∞- +

ج

y

4 y+1
1 - y

ن-

4
1-

ت

 112

x

y

1

y 1
2 ))=

x

x

y

1

y 1
2 ))=

x

-

-

x

y

1

y 1
2 ))=

x

-

-

2 1
1-

-

+ 1
21-2

 113

   

  می دانیم  ، پس داریم: 

  

 پس برد تابع بازة  است.

 114

   نقطه ي برخورد  

 115

x

y

1

1-

gf

معادله فقط یک ریشه دارد  
 116

تابع یک به یک است.   

t = ⇒ = ⇒ > 0 ⇒ > 0
4y + 1
1 − y

3x
4y + 1
1 − y

3x
4y + 1
1 − y

= (− , 1)
1
4

− < y < 1 ⇒
1
4

y = = − = − = −
− 12x−1

2x
2x−1

2x
1
2x

2x−1−x 2−x 2−1
( )
1
2

x

⇒ y = − +( )
1
2

x 1
2

y =
3

5 + 2x
⇒ 5 + =2x

3
y
⇒ = − 52x

3
y

⇒ =2x
3 − 5y

y

> 02x

> 0
3 − 5y

y
⇒

y

3−5y
y

−∞

−

0

ت . ن +

3
5

0

+∞

−
⇒ 0 < y <

3
5

= (0, )Rf

3
5

(−1, 4)x = −1 → g(−1) = = 4 →( )
1
4

−1

(−1, 4) → f(x) = ⇒ f(−1) = 4 → = 4 = ⇒ −a + b = 22ax+b 2−a+b 22

f(2) = → = → 2a + b = −3
1
8

22a+b 2−3

{ { ⇒ 3a = −5 →−a + b = 2− →−−
×(−1)

2a + b = −3
a − b = −2
2a + b = −3

a = −
5
3

b = a + 2 = − + 2 = → f(x) =
5
3

1
3

b =
1
3

2
− x+
5
3

1
3

= x + 13−x

f(x) = =3−x
( )
1
3

x

g(x) = x + 1

x = 0

f( ) = f( ) ⇒ ( ) = ( ) ⇒ =x1 x2 log2
− 1x1

+ 3x1
log2

− 1x2

+ 3x2

− 1x1

+ 3x1

− 1x2

+ 3x2

⇒ + 3 − − = − + 3 − ⇒ 4 = 4x1x2 x1 x2 3 x1x2 x1 x2 3 x1 x2

⇒ = ⇒x1 x2

y = ( ) ⇒ = ⇒ =log2
x − 1
x + 3

x − 1
x + 3

2y
x + 3 − 4
x + 3

2y
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 نمودار  بالاتر از  قرار دارد.  

نمودار  بالاتر از  قرار دارد.  

نمودار  بالاتر از  قرار دارد.  

نمودار  بالاتر از  قرار دارد.  

4

6

8

1 x

y

1
2
3
4
5

7

9
10
11
12
13
14
15
16

x0

g f

2 3

 117

 118

   شرط لگاریتم

  شرط رادیکال

   

  با توجه به این که صورت کسر فوق عمودي منفی است. داریم:

 

 

 119

  (الف

تابع یک به یک است.   

 120

 

مثلث قائم الزاویه است. 

⇒ 1 − = ⇒ 1 − = ⇒ x + 3 =
4

x + 3
2y 2y

4
x + 3

4
1 − 2y

x = − 3 = = ⇒ (x) =
4

1 − 2y
4 − 3 + 3 × 2y

1 − 2y
1 + 3 × 2y

1 − 2y
f −1 1 + 3 × 2x

1 − 2x

fgx < ⇒x0

gf< x < 2 ⇒x0

fg2 < x < 4 ⇒

gfx > 4 ⇒

: > 0
x − 1
x + 2

⇒

x
x−1
x+2

−∞

+

−2

0

ت.ن

−

1

0

+∞

+ ⇒ x < −2 x > 1 یا(1)

: ( ) ≥ 0log0٫3
x − 1
x + 2

⇒ ( ) ≥log0٫3
x − 1
x + 2

log
1
0٫3

⇒ ≤ 1
x − 1
x + 2

⇒ − 1 ≤ 0
x − 1
x + 2

⇒ ≤ 0
x − 1 − x − 2

x + 2
⇒ ≤ 0

−3
x + 2

x + 2 > 0 ⇒ x > −2 (2)

(1) ∩ (2) : x > 1 ⇒ = (1, +∞)Df

f( ) = f( ) ⇒ =x1 x2
− 13x1

+ 23x1
− 13x2

+ 23x2

⇒ + 2 × − − 2 = + 2 × − − 23 +x1 x2 3x1 3x2 3 +x1 x2 3x2 3x1

⇒ 3 × = 3 × ⇒ = ⇒3x1 3x2 x1 x2

y = ⇒ − 1 = y × + 2y ⇒ − y × = 2y + 1
− 13x

+ 23x
3x 3x 3x 3x

(1 − y) × = 2y + 1 ⇒ = ⇒ x = ( )3x 3x
2y + 1
1 − y

log3
2y + 1
1 − y

y = (x) = ( )f −1 log3
2x + 1
1 − x

= + , =log
(ac)
b

logab logcb logab
1

logb
a

+ = 2 ⋅logac+b logac−b logac+b logac−b

+ = 2 × ×
1

log
(c+b)
a

1

log
(c−b)
a

1

log
(c+b)
a

1

log
(c−b)
a

= ⇒
+log

(c−b)
a log

(c+b)
a

⋅log
(c+b)
a log

(c−b)
a

2

⋅log
(c+b)
a log

(c−b)
a

(c − b) + (c + b) = 2 ⇒ (c − b)(c + b) = 2loga loga loga

( − ) = 2 ⇒ − = → = + →loga c2 b2 c2 b2 a2 c2 a2 b2

48

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 121

 

 122

 

 123

 نکته

 124

 نکته

  

 

 

 در نتیجه بنابر نکته و رابطۀ  داریم: 

 

= , + + +⋯ =logab
1

logba
logak logbk logck log

(abc⋯)
k

x = ⇒ 1 + x = + ⇒ 1 + x =logbca logaa logbca logabca

y = ⇒ 1 + y = + ⇒ 1 + y =logacb logbb logacb logabcb

z = ⇒ 1 + z = + ⇒ 1 + z =logabc logcc logabc logabcc

+ + = + + = + +
1

1 + x

1
1 + y

1
1 + z

1

logabca

1

logabcb

1

logabcc

logaabc logbabc logcabc

= = 1
(1 + y)(1 + z) + (1 + x)(1 + z) + (1 + x)(1 + y)

(1 + x)(1 + y)(1 + z)
logabcabc

⇒ 1 + y + z + yz + 1 + x + z + xz + 1 + x + y + xy = (1 + x + y + xy)(1 + z)

⇒ 3 + 2y + 2x + 2z + + + = 1 + x + y + + z + + + xyzyz xy xz xy xz yz

⇒ 2 + y + x + z = xyz

= , = + , =loga
n

bm
n

m
logab log

(ac)
b

logab logcb logab
logac

logbc

= a ⇒ = a ⇒ = alog
27
12

log33

log(3 × )22
3 log 3

log 3 + 2 log 2

3 log 3 = a log 3 + 2a log 2 ⇒ (3 − a) log 3 = 2a log 2 ⇒ log 3 = ( ) log 2
2a

3 − a

= = = =log
16
6

log 24

log 2 × 3
4 log 2

log 2 + log 3
4 log 2

log 2 + ( ) log 22a
3−a

4 log 2

(1 + ) log 22a
3−a

= = =
4

3−a+2a
3−a

4(3 − a)

a + 3
12 − 4a
a + 3

: =logab
1

logba

A = + − = + −
1

log
3
2

1

log
9
16

1

log
3
8

log
2
3 log

16
9 log

8
3

A = + − = + −3log
2
3 log

24

32
log

23

3 log
2
3

4
2
log

2
3 log

2
3

A = +2 −3 = 0log
2
3 log

2
3 log

2
3

: = , =logab
log a

log b
logab

1

logb
a

=
logxab

logxa

1
4
⇒ = 4logxa logxab ⇒ = 4 ×

log x

log a

log x

log ab

⇒ =
1

log a

4
log ab

⇒ log ab = 4 log a

log a + log b = 4 log a⇒ log b = 3 log a (1)

(1)

+ = +
1

logab

1

logba
logba logab = +

log b

log a

log a

log b
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 125

 نکته

 126

 نکته

   

  

 در نتیجه: 

 127

از طرفین معادله در مبناي  لگاریتم می گیریم.

  

 

با فرض  داریم:

 

 128

 

غیر قابل قبول 

= + = 3 + =
3 log a
log a

log a

3 log a
1
3

10
3

: =logab
log a

log b

× ( ) × × = × × ×log
16
9 log2 log

53

5 log
49
5√

log
25

7√3
log 16
log 9

log
3
2

log 49

log 5
−−

√

log 25

log 7
−−

√3

= × × ×
log 24

log 32
log 3
log 2

log 72

log 5
1
2

log 52

log 7
1
3

= × × × = × 4 × 6 = 48
4 log 2
2 log 3

log 3
log 2

2 log 7

log 51
2

2 log 5

log 71
3

4
2

: =logab
log a

log b

= mlog
27
24 ⇒ = m

log 27
log 24

⇒ = m
log 33

log(3 × )23
⇒ = m

3 log 3
log 3 + 3 log 2

⇒ 3 log 3 = m log 3 + 3m log 2 ⇒ (3 − m) log 3 = 3m log 2⇒ log 3 = ( ) log 2 (1)
3m

3 − m

= = =log
16
6

log 16
log 6

log 24

log(2 × 3)
4 log 2

log 2 + log 3
==
(1) 4 log 2

log 2 + ( ) log 23m
3−m

= = =
4

1 +
3m
3−m

4
3−m+3m
3−m

12 − 4m
3 + 2m

10

=loga
n

bm

n

m
logab

log = log 100 ⇒ (2 − log x) log x = 2x
(2− )

log x

2
1
2

t = log x

(2 − t)t = 2 ⇒ 2t − = 2 ⇒ − 2t + 2 = 0
1
2

1
2
t2

1
2
t2

− 4t + 4 = 0 → = 0 ⇒ t = 2 ⇒ log x = 2−→
×2

t2 (t − 2)2

⇒ x = →102 x = 100

= + , = , =log
(ac)
b

logab logcb loga
n

bm
n

m
logab logab

1

logba

= ⇒ = − 5logx (5x)
1
2

− −−−−−−−

√ −1
xlog5

(5x)
1
2
logx

− −−−−−−−

√ logx

= − 5 ⇒ = − 55 + x
1
2
logx

1
2
logx

− −−−−−−−−−−−−−

√ logx 5 +
1
2
logx

1
2

− −−−−−−−−−

√ logx

5 = t → = −t → t + =logx t +
1
2

1
2

− −−−−−

√
1
2

1
2

t2

t + 1 = 2 → 2 − t − 1 = 0 ⇒ (t − 1)(2t + 1) = 0 ⇒ t = 1 , −t2 t2
1
2

t = 1 → = −1 → 1 = −1+
1
2

1
2

− −−−−−

√
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  قابل قبول 

129  

از طرفین معادله در مبناي  لگاریتم می گیریم:   130

 

  با فرض  داریم: 

   

   

 131

 

 132

 

ت
x

+ +-
ج ج

-2 1

ج
ن

 

  یا  

x

+ +-
ج ج

-1 1

ن

    : شرط لگاریتم

   یا     

  جواب  یا  

در تابع  داریم:    133

  134

⇒ 5 = −logx
1
2

t = − → = → =
1
2

− +
1
4

1
2

− −−−−−−

√
1
2

1
4

−−

√
1
2

= − ⇒ = −2 → x = →
1

logx5

1
2

logx5 5−2
x =

1
25

1 = 2000( ⇒ log 1 = log 2000 + log( )
1
2
)

t

8 t

8
1
2

⇒ 0 = log 2 + log 1000 + (− log 2) ⇒ 0 = 0٫3 + 3 + (−0٫3) ⇒ t = 88t

8
t

8
3

= 9x
2−

1
2
logx3 ⇒ =logx

(2− )
1
2
logx3

3 logx3

⇒ (2 − ) = = 2
1
2
logx3 logx3 log

32

3

t = logx3

(2 − t)t = 2
1
2

⇒ 2t − = 2
1
2
t2 4t − = 4−→

×2
t2 ⇒ − 4t + 4 = 0t2

⇒ (t − 2 = 0)2 ⇒ t = 2⇒ = 2logx3 ⇒ x = = 932

= −log
( )
a
c

b
logab logcb

= ⇒ = ⇒ = 2y + 2( )3
1
2

x−1

( )32
y+1

3
x−1
2 32y+2 x − 1

2
⇒ x − 1 = 4y + 4 → x = 4y + 5 (1)

log(x + 1) − log y = 1 ⇒ log( ) = 1 ⇒ = 10 = 10
x + 1
y

x + 1
y

−→
(1) 4y + 5 + 1

y

⇒ 10y = 4y + 6 → y = 1 x = 9−→
(1)

≥ ⇒ {logab logcb
b > 1
0 < b < 1

a ≥ c

a ≤ c

( ) ≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ 0log3
x + 1
x − 1

log33
−1 x + 1

x − 1
1
3

x + 1
x − 1

1
3

≥ 0 → ≥ 0 ⇒
3x + 3 − x + 1

3(x − 1)
2x + 4
3(x − 1)

x > 1 (1)x ≤ −2

> 0 ⇒
x + 1
x − 1

x > 1 (2)x < −1

= (−∞,−2] ∪ (1, +∞)x > 1 ⇒(1) ∩ (2) x ≤ −2

g(x) = logfa
−−−

√: {Dg
a > 1 → f ≥ 1
0 < a < 1 → 0 < f ≤ 1

f(x) = log
9−x2
1
2

− −−−−−

⎷


0 < < 1 → 0 < 9 − ≤ 1 → 9 − ≤ 1 ⇒ ≥ 8 ⇒ x ≥ 2 ∪ x ≤ −2 (I)
1
2

x2 x2 x2 2
−−

√ 2
−−

√

9 − > 0 ⇒ < 9 ⇒ −3 < x < 3 (II)x2 x2

: (I) ∩ (II) = (−3, −2 ] ∪ [2 , 3)Df 2
−−

√ 2
−−

√
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  جواب  

جواب  

  135

با فرض  داریم:

جواب  غ ق ق 

جواب 

جواب  

 136

 

 

 137

 138

=loga
n

bm
n

m
logab

× × × = ⇒ × × × =logx2 logx
22

logx
23

logx
24

2
3

logx2
1
2
logx2

1
3
logx2

1
4
logx2

2
3

⇒ × × = ⇒ = × 24 = 16 =
1
2

1
3

1
4
( )logx2

4 2
3

( )logx2
4 2

3
24

= ± 2logx2
↗

↘

= 2 → x = = 4 logx2جواب 22

= −2 → x = = logx2جواب 2−2 1
4

=loga
n

bm
n

m
logab

log x = t → + = 3 ⇒ = 3
1

1 − 4t
4

2 + t

2 + t + 4 − 16t
(1 − 4t)(2 + t)

3(2 + t − 8t − 4 ) = 6 − 15t ⇒ 6 + 3t − 24t − 12 = 6 − 15tt2 t2

, log x = −
1
2

12 + 6t = 0 ⇒ t = 0 , t = − ⇒ log x = 0 →t2
1
2

x = 1

⇒ x = →10
−
1
2 x =

1

10
−−

√

= 5 + 4 × ⇒ − 4 × − 5 = 0( )52
log x

5log x
( )5log x 2

5log x

= t5log x

− 4t − 5 = 0 → (t − 5)(t + 1) = 0 → t = −1 , t = 5t2

, t = 5 → = 5 → log x = 1 →5log x
x = 10t = −1 → = −15log x

+ = ⇒ = a → a + =logx2
1

logx2

17
4

logx2
1
a

17
4

−→−
×4a

4 + 4 = 17a → 4 − 17a + 4 = 0 → Δ = 289 − 64 = 225a2 a2

a = ⇒ a = , a = 4 ⇒ = → x = =
17 ± 15

8
1
4

logx2
1
4

2
1
4 2

−−
√4

= 4 → x = = 16logx2 24

= × = ⇒ =C ∘ 45
π

Brad

C ∘

180
Crad

π
C ∘ 180Crad

π

⇒ = ⇒ 180C = 45B ⇒ 4C = B , B + C =
180C
π

45B
π

π

2

⇒ 4C + C = ⇒ C = → B = 4C = 4 × =
π

2
π

10
π

10
2π
5

A =
3 sin( + − ) + 2 sin( − )360∘ 90∘ 75∘ 180∘ 75∘

cos( + ) − 2 cos( + )90∘ 75∘ 180∘ 75∘

= =
3 cos + 2 sin75∘ 75∘

− sin + 2 cos75∘ 75∘
+

3 cos 75
cos 75

2 sin 75
cos 75

− +
sin 75
cos 75

2 cos 75
cos 75

= = =
3 + 2 tan 75
− tan 75 + 2

3 + 2(2 + )3
−−

√

−2 − + 23
−−

√

7 + 2 3
−−

√

− 3
−−

√
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 139

 140

 141

 142

 143

     

 144

2 sin(5π − ) − sin(π + ) + sin(4π − ) − 2 cos(π − )π

10
2π
5

2π
5

2π
5

cos(π − ) + 2 cos(3π − ) − sin(2π − )
2π
5

2π
5

π

10

= =
2 sin + sin − sin + 2 cosπ

10
2π
5

2π
5

2π
5

−cos − 2 cos + sin
2π
5

2π
5

π

10

2 sin( ) + 2 cos( )π

10
4π
10

−3 cos( ) + sin( )
4π
10

π

10

= = = = −2
2 sin + 2 cos( − )π

10
π

2
π

10

−3 cos( − ) + sinπ

2
π

10
π

10

2 sin + 2 sinπ

10
π

10

−3 sin + sinπ

10
π

10

4 sin π

10

−2 sin π

10

sin( + ) cos + cos( − ) sin180∘ 45∘ 30∘ 180∘ 45∘ 60∘

tan( + ) cot + cot( + ) tan( + )180∘ 30∘ 60∘ 180∘ 60∘ 360∘ 30∘

= = = = −
− sin cos − cos sin45∘ 30∘ 45∘ 60∘

tan cot + cot tan30∘ 60∘ 60∘ 30∘
− × − ×

2√

2

3√

2

2√

2

3√

2

× + ×
3√

3

3√

3

3√

3

3√

3

−
6√

2

2
3

3 6
−−

√

4

tan(3π + + x) + sin(π − x) + 3 cos(5π + − x) − cot(8π − x)π

2
π

2

−cot(2π + − x) + sin(3π + + x) + 3 cos(12π − x) − tan(7π − x)π

2
π

2

=
tan( + x) + sin x − 3 cos( − x) − cot(−x)π

2
π

2

−cot( − x) − sin( + x) + 3 cos(−x) − tan(−x)π

2
π

2

= = = − tan x
−cot x + sin x − 3 sin x + cot x

− tan x − cos x + 3 cos x + tan x

−2 sin x
2 cos x

2 sin(4π + ) − sin + sin(3π − ) − 2 sin(π + )π

10
π

10
π

10
π

10

cos tan(π + ) + 2 cos( ) + sin(2π − )π

10
π

10
4π
10

π

10

= =
2 sin( ) − sin( ) + sin( ) + 2 sinπ

10
π

10
π

10
π

10

cos tan + 2 cos( − ) − sinπ

10
π

10
π

2
π

10
π

10

4 sin π

10

cos × + 2 sin − sinπ

10

sin
π

10

cos
π

10

π

10
π

10

= = = 2
4 sin π

10

sin + sinπ

10
π

10

4 sin π

10

2 sin π

10

3a + 2b = 3π ⇒ 3a − 3b + 5b = 3π ⇒ 3(a − b) = 3π − 5b

⇒ a − b = π − ⇒ tan(a − b) = tan(π − ) = − tan
5b
3

5b
3

5b
3

3a + 2b = 3π ⇒ 2a + 2b + a = 3π ⇒ 2a + 2b = 3π − a

a + b = − ⇒ tan(a + b) = tan( − ) = tan(π + − )
3π
2

a

2
3π
2

a

2
π

2
a

2

⇒ tan(a + b) = tan( − ) = cot
π

2
a

2
a

2

tan(a + b) ⋅ tan(a − b) = cot × (− tan ) = − cot tan
a

2
5b
3

a

2
5b
3

A =

sin + cot
5π
3

11π
6

2 cos + sin
8π
3

5π
6

=

sin(2π − ) + cot(2π − )
π

3
π

6

2 cos(3π − ) + sin(π − )
π

3
π

6

=

− sin − cot
π

3
π

6

−2 cos + sin
π

3
π

6

=

− −
3
−−

√

2
3
−−

√

−2( ) +
1
2

1
2

=

−3 3
−−

√

2

−
1
2

= 3 3
−−

√

x = 0 → y = 1
x = 2π → y = 1

53

ب خوردن 20 بگیر
مثل آ



 

+

0

-

2

+

این تابع یک به یک نیست زیرا براي دو  متفاوت یک  بدست می آید.

 145

نکته: 

   146

 

 

  برد

 147

) قرار ) یا (  حاصل  عددي صحیح است پس  برابر با مضارب صحیح  است و از روي دایرة مثلثاتی مضارب صحیح  روي نقاط (

دارند و در این دو نقطه مقدار سینوس صفر است. یعنی به ازاي هر  حقیقی  برابر صفر است و داریم:
12

 148
 

 

 149

 

 

 150

 

  

xy

y = 2 sin x + cos x

− ≤ a sin x + b cos x ≤+a2 b2
− −−−−−

√ +a2 b2
− −−−−−

√

− ≤ 2 sin x + cos x ≤ → − ≤ y ≤4 + 1
− −−−−

√ 4 + 1
− −−−−

√ 5
−−

√ 5
−−

√

= [0, 1]

[x]π [x]ππ12

xsin π [x]

x ∈ R ⇒ sin π [x] = 0 → f(x) = = = = 0− π [x]sin2
− −−−−−−−

√ −0
−−−

√ 0
−−

√

⇒ = RDf

= t ⇒ 2t + t sin x = − sin x ⇒ (1 + t) sin x = −2t− sin x

2+sin x

sin x = − 1 ≤ sin x ≤ 1 ⇒ |sin x| ≤ 1 ⇒ ≤ 1−2t
1+t

∣
∣
−2t
1+t

∣
∣

|2t| ≤ |1 + t| ⇒ ≤ ⇒ − ≤ 0− →−−
t≠−1

(2t)2 (t + 1)2 (2t)2 (t + 1)2

⇒ (2t + t + 1)(2t − t − 1) ≤ 0 ⇒ (3t + 1)(t − 1) ≤ 0

− ≤ t ≤ 1 ⇒ t = [t] = −1, 0, 1
1
3

برد تابع R = {−1, 0, 1}

y = ⇒ cos x − 1 = 2y cos x + y
cos x−1
2 cos x+1

⇒ (1 − 2y) cos x = y + 1 ⇒ cos x = , −1 ≤ cos x ≤ 1y+1
1−2y

⇒ |cos x| ≤ 1 ⇒ ≤ 1 |y + 1| ≤ |1 − 2y|
∣

∣
∣
y + 1
1 − 2y

∣

∣
∣ − →−−

y≠
1
2

⇒ + 2y + 1 ≤ 1 − 4y + 4 ⇒ 3 − 6y ≥ 0 ⇒ 3y(y − 2) ≥ 0y 2 y 2 y 2

⇒ y ≤ 0 ⇒ = (−∞, 0] ∪ [2, یا(∞+ y ≥ 2 Rf
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y cosxy cosx

 151
روش اول:

 

 

y 0 1- +

- ننتت + عبارت0-

 
y 0

1
- +

- ننتت + عبارت0-

2
  

 روش دوم:

 

ها است را حذف می کنیم و سپس قرینه ي قسمت براي رسم نمودار تابع  ابتدا نمودار  را رسم کرده و آن قسمت از نمودار که پائین محور   152

ها رسم می کنیم. باقی مانده را نسبت به محور 

 

  153

از روي دایرة مثلثاتی باید کمان هایی را بیابیم که سینوس آن ها بزرگ تر مساوي  باشد.

π
6

π
6π -

1
2

 

از روي دایره مثلثاتی باید کمان هایی را بیابیم که کوسینوس آن ها کم تر از  باشد.

y = ⇒ 3 + sin x = → sin x = − 3
2

3 + sin x

2
y

2
y

−1 ≤ sin x ≤ 1 ⇒ −1 ≤ − 3 ≤ 1
2
y

⇒ 0 < y ≤ 1 (1)− 3 ≥ −1 ⇒ ≥ 0 ⇒
2
y

2 − 2y
y

(2)y < 0 یا y ≥
1
2

− 3 ≤ 1 ⇒ ≤ 0 ⇒
2
y

2 − 4y
y

(1) ∩ (2) ⇒ ≤ y ≤ 1 ⇒ = [ , 1]
1
2

Rf

1
2

−1 ≤ sin x ≤ 1 → 2 ≤ sin x + 3 ≤ 4 → ≥ ≥ → 1 ≥ ≥
1
2

1
sin x + 3

1
4

2
sin x + 3

1
2

→ ≤ le1 → ≤ y ≤ 1 → = [ , 1]
1
2

2
sin x + 3

1
2

Rf

1
2

|y| = f(x)y = f(x)x

x

|y| = cos x

f(x) = ⇒ 2 sin x − 1 ≥ 0 ⇒ sin x ≥2 sin x − 1
− −−−−−−−

√
1
2

1
2

sin ≥ ⇒ ≤ x ≤
1
2

π

6
5π
6

g(x) = 1 − 2 cos x > 0 ⇒ cos x <
1

1 − 2 cos x
− −−−−−−−−

√

1
2

1
2
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π
3

1
2

π
3π -2

 

  154

y

x

1

1-

π
2 π

π
2

3 π2

y

x

1

1-
π
2

π
π

2
3 π2

2-

3-

2

3

  155

باید ابتدا  را رسم کرد و سپس قسمت هایی از نمودار که بین خطوط افقی  و  قرار دارد را روي خط  تصویر نمود.  

y

x

1

1-

π
2 π

π
2

3
π2

y xsin=

  

y

x

1

1-
π
2

π

π
2

3
π2

y xsin=

ابتدا  را رسم کرده و سپس قسمت هایی از نمودار که بین خطوط افقی  و  قرار دارد را روي خط  تصویر می کنیم.  

y

x

1

1-

π
2 π π

2
3

π2

y= xcos

  

y

x

1

1-
π
2

π

π
2

3 π2

y xcos=

cos x < ⇒ < x < 2π − ⇒ < x <
1
2

π

3
π

3
π

3
5π
3

y = sin x − = {
|sin x|

sin x

sin x − = sin x − 1 , sin x > 0 → 0 < x < πsin x

sin x

sin x − = sin x + 1 , sin x < 0 → π < x < 2π− sin x

sin x

y = + cos x =
2 |cos x|
cos x

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

+ cos x = cos x + 2 , cos x > 0 ⇒ 0 ≤ x <
2 cos x

cos x
π

2 یا < x ≤ 2π3π
2

+ cos x = cos x − 2 , cos x < 0 ⇒ < x <
−2 cos x

cos x
π

2
3π
2

y = sin xy = Ky = K + 1y = K(K ∈ Z)

y = cos xy = Ky = K + 1y = K(K ∈ Z)
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  156

 

y

x

1

2

π
2

π
2

3 π2π

3

 

y

x

1

2

π
2

π
2

3 π2π
1-

2-

3-

4-
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y

x

1

2

π
2

π
2

3 π2π

y

x

1

π
2

π
2

3
π2

π
1-

 

 158

y = 2 |cos x| − cos x =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

2 cos x − cos x = cos x , cos x ≥ 0 → 0 ≤ x ≤
π

2
یا ≤ x ≤ 2π
3π
2

−2 cos x − cos x = −3 cos x , cos x < 0 → < x <
π

2
3π
2

y = − 1
|3 cos x|
cos x

=

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

− 1 = 3 − 1 = 2 , cos x > 0 → 0 ≤ x < , < x ≤ 2π
3 cos x
cos x

π

2
3π
2

− 1 = −3 − 1 = −4 , cos x < 0 → < x <
−3 cos x
cos x

π

2
3π
2

y = |sin x| + sin x = { sin x + sin x = 2 sin x sin x ≥ 0 → 0 ≤ x ≤ π

− sin x + sin x = 0 sin x < 0 → π < x ≤ 2π

y =
|sin x|

sin x
=

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= 1 , sin x > 0 → 0 < x < π
sin x

sin x

= −1 , sin x < 0 → π < x < 2π
− sin x

sin x
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 159

 160

 161

  162

 

 

  163

tan x tan y = , x + y = ⇒ tan(x + y) = tan
1
6

π

4
π

4

⇒ = 1 ⇒ tan x + tan y = 1 − tan x tan y = 1 − =
tan x + tan y

1 − tan x tan y

1
6

5
6

tan x + tan y = → tan y = − tan x , tan x tan y = ⇒ tan x( − tan x) =
5
6

5
6

1
6

5
6

1
6

⇒ tan x − x = ⇒ x − tan x + = 0 ⇒ 6 x − 5 tan x + 1 = 0
5
6

tan2
1
6

tan2
5
6

1
6

tan2

Δ = 25 − 24 = 1 → tan x = ⇒ tan x =
5 ± 1
12

1
2

یا
1
3

tan x = ⇒ tan y = − = =
1
2

5
6

1
2

5 − 3
6

1
3

tan x = ⇒ tan y = − = =
1
3

5
6

1
3

5 − 2
6

1
2

tan 2a = tan((a + b) + (a − b)) = = ⇒ tan 2a = = −
tan(a + b) + tan(a − b)

1 − tan(a + b) tan(a − b)

9 + 5

1 − 9 × 5

14

−44

7

22

tan 2b = tan((a + b) − (a − b)) = = ⇒ tan 2b = =
tan(a + b) − tan(a − b)

1 + tan(a + b) tan(a − b)

9 − 5

1 + 9 × 5

4

46

2

23

sin y = → y = 1 − y = 1 − = → cos y =
3 10√

10
cos2 sin2

9
10

1
10

10√

10

tan y = = 3 , tan(x + y) = −7 → = −7
sin y

cos y

tan x + tan y

1 − tan x tan y

⇒ = −7 ⇒ tan x + 3 = −7 + 21 tan x ⇒ 10 = 20 tan x → tan x =
tan x + 3
1 − 3 tan x

1
2

sinα = cosα = =
4
5
− →−−
α حاده

1 − (
4
5
)2

− −−−−−−

√
3
5

cos β = − sin β = − = −
12
13

− →−−−−−
βدر ربع سوم

1 − (−
12
13

)2
− −−−−−−−−−

√
5
13

sin(α − β) = sinα cos β − cosα sin β = ( )(− ) − ( )(− ) = = −
4
5

12
13

3
5

5
13

−48 + 15
65

33
65

x + y = π − z ⇒ tan(x + y) = tan(π − z)

⇒ = − tan z ⇒ tan x + tan y = − tan z + tan x tan y tan z
tan x + tan y

1 − tan x tan y

⇒ tan x + tan y + tan z = tan x tan y tan z

x + y = π − z ⇒ cot(x + y) = cot(π − z) ⇒ = − cot z
cot x cot y − 1
cot x + cot y

⇒ cot x cot y − 1 = −cot x cot z − cot z cot y ⇒ cot x cot y + cot x cot z + cot z cot y = 1

+ = → tan( + ) = tan23∘ 22∘ 45∘ 23∘ 22∘ 45∘

⇒ = 1 ⇒ tan + tan = 1 − tan × tan
tan + tan23∘ 22∘

1 − tan × tan23∘ 22∘
23∘ 22∘ 23∘ 22∘

⇒ tan + tan + tan tan = 123∘ 22∘ 23∘ 22∘

+ = ⇒ tan( + ) = tan39∘ 21∘ 60∘ 39∘ 21∘ 60∘
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  164

 (الف

 

 

  165

 166

-2
π

-4
π3

با توجه به دایره مثلثاتی  از  کمتر است.-1

 167

⇒ = ⇒ tan + tan = − tan × tan
tan + tan39∘ 21∘

1 − tan × tan39∘ 21∘
3
−−

√ 39∘ 21∘ 3
−−

√ 3
−−

√ 39∘ 21∘

⇒ tan + tan + tan tan =39∘ 21∘ 3
−−

√ 39∘ 21∘ 3
−−

√

cosα + sinα = tan cosα + sinα = cosα + sinα3
−−

√
π

3

sin π

3

cos π

3

= = = 2 sin(α + )
sin cosα + cos sinαπ

3
π

3

cos π

3

sin( + α)π

3

1
2

π

3

(sin a cos b + cos a sin b)(sin a cos b − cos a sin b)

= a b − a b = a(1 − b) − (1 − a) bsin2 cos2 cos2 sin2 sin2 sin2 sin2 sin2

a − a b − b + a b = a − bsin2 sin2 sin2 sin2 sin2 sin2 sin2 sin2

x + y = − z → cot(x + y) = cot( − z)
π

2
π

2

= tan z = ⇒ cot x + cot y = cot x cot y cot z − cot z
cot x cot y − 1
cot x + cot y

1
cot z

⇒ cot x + cot y + cot z = cot x cot y cot z

x + y = − z ⇒ tan(x + y) = tan( − z)
π

2
π

2

⇒ = cot z = ⇒ tan x tan z + tan y tan z = 1 − tan x tan y
tan x + tan y

1 − tan x tan y

1
tan z

tan x tan y + tan x tan z + tan y tan z = 1

sinα = − α ∈ [π, ]
12
13

3π
2

tan =?α

2

π ≤ α ≤ ⇒ ≤ ≤ 3πدر ربع دوم قرار دارد
2

π

2
α

2
3π
4

α

2

tan
α

2
−1

sinα = ⇒ = ⇒ −6 − 6 = 13 tan
2 tan α

2

1 + tan2 α

2

−12
13

2 tan α

2

1 + tan2 α

2

tan2
α

2
α

2

6 + 13 tan + 6 = 0tan2 α

2
α

2

Δ = 169 − 144 = 25

tan = ⇒α

2
−13±5
12

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− = − 18ق ق
12

3
2

− = − 8غ  ق ق
12

2
3

+ − cos 2a cos 2b =(cos a cos b − sin a sin b)2 (cos a cos b + sin a sin b)2

a b + a b − 2 cos a cos b sin a sin b + a b + a bcos2 cos2 sin2 sin2 cos2 cos2 sin2 sin2

+2 cos a cos b sin a sin b − cos 2a cos 2b
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 169

 170

  171

 

 172

2
1

0-

با توجه به دایره مثلثاتی تابع در همسایگی صفر تعریف نشده است یعنی زمانی که  داخل رادیکال منفی می شود و حد موجود نیست.
 173

با استفاده از قضایاي حد داریم:  174

= 2 a b + 2 a b − ( a − a)( b − b)cos2 cos2 sin2 sin2 cos2 sin2 cos2 sin2

= 2 a b + 2 a b − a b + a b + a b − a bcos2 cos2 sin2 sin2 cos2 cos2 cos2 sin2 sin2 cos2 sin2 sin2

= a b + a b + a b + a bcos2 cos2 sin2 sin2 cos2 sin2 sin2 cos2

= a( ) + a( ) = a + a = 1cos2 b + bcos2 sin2  
1

sin2 b + bsin2 cos2  
1

cos2 sin2

4 cosα(cos cosα + sin sinα)(cos cosα − sin sinα)
π

3
π

3
π

3
π

3

= 4 cosα( α − α) = 4 cosα( α − α)cos
2 π

3
cos

2
sin

2 π

3
sin

2 1
4
cos

2 3
4
sin

2

= α − 3 cosα α = α − 3 cosα(1 − α)cos3 sin2 cos3 cos2

= α − 3 cosα + 3 α = 4 α − 3 cosα = cos 3αcos3 cos3 cos3

cos 67٫5 = cos(90 − 22٫5) = sin 22٫5
α = 22٫5 ⇒ 2α = 45° , sin 22٫5 = x

cos 2α = 1 − 2 α ⇒ cos 45 = 1 − 2 22٫5 ⇒ = 1 − 2sin2 sin2
2√

2
x2

⇒ 2 = 1 − = → = ⇒ x =x2
2
−−

√

2

2 − 2
−−

√

2
x2

2 − 2
−−

√

2

2 − 2
−−

√
− −−−−−

√

2

cos 3α = cos(2α + α) = cos 2α cosα − sin 2α sinα

= (2 α − 1) cosα − (2 sinα ⋅ cosα) ⋅ sinαcos2

= (2 α − cosα − 2 α ⋅ cosαcos3 sin2

= 2 α − cosα − 2(1 − α) ⋅ cosαcos3 cos2

2 α − cosα − 2 cosα + 2 α = 4 α − 3 cosαcos3 cos3 cos3

= =
sin cos cos cos20∘ 20∘ 40∘ 80∘

sin 20∘
sin cos cos

1
2

40∘ 40∘ 80∘

sin 20∘
× sin cos

1
2

1
2

80∘ 80∘

sin 20∘

= = = =
× × sin

1
2

1
2

1
2

160∘

sin 20∘
sin( − )180∘ 20∘

8 sin 20∘
sin 20∘

8 sin 20∘
1
8

− = = = = 2 cot = 2
cos π

12

sin π

12

sin π

12

cos π

12

−cos2 π

12
sin2 π

12

sin cosπ

12
π

12

cos 2( )π

12

sin 2( )
1
2

π

12

2 cos π

6

sin π

6

π

6
3
−−

√

1 − 2 cos 2x > 0 ⇒ cos 2x <
1
2

x → 0−

(f + g)(x) = { = 0 (x ≠ 0)
f(x) = { 1 x > 0

−1 x < 0

g(x) = {−1 x > 0
1 x < 0

0 x > 0
0 x < 0

(f + g)(x) = 0
f(x) = 1 g(x) = −1lim

x→0+
lim
x→0+

f(x) = −1 g(x) = +1lim
x→0−

lim
x→0−

lim
x→0
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  را باید تابعی درنظر بگیریم که در  حد  داشته باشد، یکی از آن توابع می تواند به صورت فوق باشد.

1

1_

2_

x

y

با استفاده از فرمول  داریم:  175

( (π
4
3 +

π
4
3

( (π
4

3 ( (2
2 +

2
2

( (2
2

 

حد ندارد. 

 176

1( (
+

( (π
2

3 π
2

3
( (π

2
3 +

0+0

 

   177

( (
+π

6 π
6

( (π
6

( (
+

2
1

( (2
1 2

1

حد ندارد.  

( (
+π

3
π
3

( (π
3

2
1

( (2
1 ( (

+
2
1

حد ندارد.  

  178

lim
x→1

2f(x) − 1
f(x) + 1

= = 5
2 f(x) − 1limx→1

f(x) + 1limx→1
⇒ 2 f(x) − 1lim

x→1
= 5 f(x) + 5lim

x→1
⇒ 3 f(x) = −6lim

x→1
⇒ f(x) = −2lim

x→1

f(x)x = 1−2

sin x + cos x = sin(x + )2
−−

√
π

4

= [ sin(x + )] = [ sin( − ε + )] = [ sin( − ε)]L− lim
x→( )

π

2
−

2
−−

√ π

4
2
−−

√ π

2
π

4
2
−−

√
3π
4

= [ sin ] = [ ( + ε)] = [1 + ε] = 12
−−

√ ( )
3π
4

−

2
−−

√
2
−−

√

2
2
−−

√

= [ sin(x + )] = [ sin( + ε + )] = [ sin( + ε)]L+ lim
x→( )

π

2
+

2
−−

√
π

4
2
−−

√
π

2
π

4
2
−−

√
3π
4

= [ sin ] = [ ( − ε)] = [1 − ε] = 02
−−

√ ( )
3π
4

+

2
−−

√
2
−−

√

2
2
−−

√

= ([sin x] + [cos x]) = [ ] + [ ] = −1 − 1 = −2L− lim

x→( )
3π
2

−
(−1)+ 0−

= ([sin x] + [cos x]) = [ ] + [ ] = −1 + 0 = −1L+ lim

x→( )
3π
2

+
(−1)+ 0+

([sin x] + [cos x]) =lim
x→

3π
2

حد ندارد.

= [2 sin x] = [2( − ε)] = [1 − 2ε] = 0L− lim
x→( )

π

6
−

1
2

= [2 sin x] = [2( + ε)] = [1 + 2ε] = 1L+ lim
x→( )

π

6
+

1
2

= [2 cos x] = [2( + ε)] = [1 + 2ε] = 1L− lim
x→( )

π

3
−

1
2

= [2 cos x] = [2( − ε)] = [1 − 2ε] = 0L+ lim
x→( )

π

3
+

1
2
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0+

0+π
π 

حد ندارد . 

0+

0

از آنجائیکه  مخرج کسر را صفر می کند پس باید صورت کسر هم صفر شود تا مبهم صفر صفرم تولید شود بنابراین داریم:  179

 180

 (الف

 (ب

  181

 182

حد ندارد.   

 183

[sin x] = [ ] = 0lim
x→π−

0+

[sin x] = [ ] = −1 ⇒lim
x→π+

0−

[cos x] = [ ] = [1 − ε] = 0 ⇒lim
x→0

1−

x → −2

+ ax + b = 0 4 − 2a + b = 0 ⇒ b = 2a − 4x
2

− →−−
x=−2

= =lim
x→−2

+ ax + bx2

+ 8x3
lim
x→−2

+ ax + 2a − 4x2

+ 8x3
lim
x→−2

− 4 + ax + 2ax2

+ 8x3

= =lim
x→−2

(x − 2)(x + 2) + a(x + 2)
+ 8x3

lim
x→−2

(x + 2)(x − 2 + a)

(x + 2)( − 2x + 4)x2

= = = 4 ⇒ −4 + a = 48 ⇒lim
x→−2

x − 2 + a

− 2x + 4x2

−4 + a

12
a = 52

b = 2a − 4 = 2 × 52 − 4 = 104 − 4 = 100 → b = 100

=lim
x→−1

+ 1 − 2x − 2x3

− 1x2
lim
x→−1

(x + 1)( − x + 1) − 2(x + 1)x2

− 1x2

= = = =lim
x→−1

(x + 1)( − x + 1 − 2)x2

(x + 1)(x − 1)
lim
x→−1

− x − 1x2

x − 1
1 + 1 − 1
−1 − 1

−1
2

=lim
x→1

− 1 + 2x − 2x3

+ x − 2x2
lim
x→1

(x − 1)( + x + 1) + 2(x − 1)x2

+ x − 2x2

= = =lim
x→1

(x − 1)( + x + 1 + 2)x2

(x − 1)(x + 2)
lim
x→1

+ x + 3x2

x + 2
5
3

× ×lim
x→1

− 23x + x−−√
− −−−−−−

√

− 1x−−√
3

+ 23x + x−−√
− −−−−−−

√

+ 23x + x−−√
− −−−−−−

√

+ + 1x2
−−√3 x−−√

3

+ + 1x2
−−√3 x−−√

3

= =lim
x→1

(3x + − 4)( + + 1)x−−√ x2
−−√3 x−−√

3

(x − 1)( + 23x + )x−−√
− −−−−−−−

√
lim
x→1

3(3x + − 4)x−−√

4(x − 1)

= = = =lim
x→1

3( − 1)(3 + 4)x−−√ x−−√

4( − 1)( + 1)x−−√ x−−√
lim
x→1

3(3 + 4)x−−√

4( + 1)x−−√

3 × 7
4 × 2

21
8

= t ⇒ x = , x → 1 ⇒ t → 1 =x−−√
4 t4 lim

x→1

− 1x−−√
4

x − 1x−−√
lim
t→1

t − 1

− 1t4 t4
−−√

= = = =lim
t→1

t − 1

− 1t6
lim
t→1

t − 1

(t − 1)( + + ⋯ + t + 1)t5 t4
lim
t→1

1

+ + ⋯ + 1t5 t4

1
6

= ⇒ =lim
x→0

sin 2x
1 − cos x

0
0

lim
x→0

2 sin x cos x

2 xsin2
x

2

lim
x→0

4 sin cos cos xx

2
x

2

2 sin2 x

2

= = =lim
x→0

2 cos cos xx

2

sin x

2

lim
x→0

2 × 1 × 1

sin
x

2

2
0
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 184

 185
روش اول)

روش دوم)

  186

 187

می دانیم: 

 

تابع در   ناپیوسته است. فقط پیوستگی راست دارد.     

 188

1
1 -

( π4 (
-

 189

× =lim
x→0

−cos x− −−−
√ cos 2x

− −−−−
√

x2

+cos x− −−−
√ cos 2x

− −−−−
√

+cos x− −−−
√ cos 2x

− −−−−
√

lim
x→0

cos x − cos 2x

x2( + )cos x− −−−
√ cos 2x

− −−−−
√

  
2

= =lim
x→0

cos x − 1 + 1 − cos 2x
2x2

lim
x→0

−(1 − cos x) + 1 − cos 2x
2x2

= = = = =lim
x→0

−2 + 2 xsin2
x

2
sin2

2x2
lim
x→0

−2 × + 2( )x
2

2
x2

2x2
lim
x→0

− + 21
2
x2 x2

2x2
lim
x→0

3
2
x2

2x2
3
4

= ⇒ = = 2lim
x→

π

2

sin(2x − π)

x −
π

2

0
0

lim
x→

π

2

sin(2x − π)

x −
π

2

lim
x→

π

2

2 sin(2x − )
π

2
2x − π

= = = =lim
x→0

1 − cos x

x2
lim
x→0

2 sin2
x

2
x2

lim
x→0

2 ×

⎛

⎝

⎜⎜⎜
x

2

sin
x

2
x

2

⎞

⎠

⎟⎟⎟

2

x2
lim
x→0

2 ×
x2

4
x2

1
2

× = = =lim
x→0

1 − cos x

x2

1 + cos x

1 + cos x
lim
x→0

1 − xcos2

(1 + cos x)x2
lim
x→0

xsin2

(1 + cos x)x2

1
2

= ⇒ = = 3lim
x→

π

3

sin(3x − π)

x −
π

3

0
0

lim
x→

π

3

sin(3x − π)

x −
π

3

lim
x→

π

3

3 sin(3x − π)

(3x − π)

= ⇒ = =lim
x→0

x sin x

1 − cos 2x
0
0

lim
x→0

x sin x

2 xsin2
lim
x→0

x

2 sin x
1
2

∼ u , ∼ usin u
u→0

tan u
u→0

= = = =L− lim
x→1−

1 − x

cot πx

2

lim
x→1−

1 − x

tan( − )π

2
πx

2

lim
x→1−

1 − x

(1 − x)π

2

2
π

= × =L+ lim
x→1+

cos πx

2

1 − x−−√

1 + x−−√

1 + x−−√
lim
x→1+

sin( − )(1 + )π

2
πx

2
x−−√

1 − x

= = × 2 = πlim
x→1+

(1 − x)(1 + )π

2
x−−√

1 − x

π

2
x = 1f(1) = π = ≠L+ L−

= a[tan x] + x = a[ ] + = a × 0 + =L− lim
x→( )

π

4
−

1−
π

4
π

4
π

4

= b cos[ ] = b cos[ ] = b cos 0 = b × 1 = bL+ lim
x→( )

π

4
+

x

2
( )
π

8
+

f( ) = [ ] + a = [ ] + a = 1 + a
π

4
1
π

4

4
π

, 1 + a = →b =
π

4
π

4
a = − 1

π

4

f(x) = [2x] − 1 ≤ x ≤ 2 ⇒ −2 ≤ 2x ≤ 4
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 :اعداد صحیح

تابع در   پیوستگی راست دارد.

  

تابع در   پیوستگی چپ ندارد.

  نقاط ناپیوستگی

 190

12- - 1 2

1
2

4

 

تابع در دو نقطه از این فاصله ناپیوستگی دارد. نقاط 

2x = −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4 ⇒ x = −1, − , 0, , 1, , 2
1
2

1
2

3
2

x = −1 → f(−1) = [−2] = −2 , = [2x] = [2(−1 + ε)] = [−2 + 2ε] = −2L+ lim
x→(−1)+

x = −1

x = 2 → f(2) = [4] = 4 , = [2x] = [2(2 − ε)] = [4 − 2ε] = 3L− lim
x→2−

x = 2

x : − , 0, , 1, , 2
1
2

1
2

3
2

y = x[x] , x ∈ (−2, 2)

− 2 < x < −1 ⇒ y = −2x A B
∣

∣
∣
−2
4

∣

∣
∣
−1
2

− 1 ≤ x < 0 ⇒ y = −x A B
∣

∣
∣
−1
1

∣

∣
∣
0
0

0 ≤ x < 1 ⇒ y = 0 A B
∣

∣
∣
0
0

∣

∣
∣
1
0

1 ≤ x < 2 ⇒ y = x

x = −1, 1
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