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تعریف تابع )دهم(

مرجع: سراسری- 1402 ، یک تابع باشد؟ حداقل چند عضو از مجموعۀ  حذف شود تا    1f = {(x, y)|x, y ∈ Z, x = }
۷۲
− ۱y۲

f

۲۳۴۵

مرجع: سراسری- 1403

،  است؟  ضابطۀ تابع قطعه‌ای  به‌صورت  است. برای چند مقدار  2ff(x) = { − x − ۷x۲

x − ۱
x ≥ ۱
x < ۱

af(۱ − |a|) = f(۲ + |a|)

۴۳۲۱

مرجع: خارج از کشور- 1403

   ضابطۀ تابع قطعه‌ای  به صورت  است. اگر  باشد، اختلاف مقادیر 3

کدام است؟

صفر

ff(x) = { ۷ − ۳x
−۲x

|x| > ۱
|x| < ۱

f(۱ + ) = f( )a۲ −a۲

۱ + a۲
a

۳۲۱

دامنه‌ی توابع )دهم و یازدهم(

مرجع: خارج از کشور- 1398

، بازۀ  زیرمجموعه‌ای از دامنۀ تابع  است؟ به‌ازای کدام مجموعۀ مقادیر    4k(k − ۲, ۳k + ۲)f(x) =
۹ − x۲
− −−−−

√

x − ۱

( , ۳]
۱
۳

[− , )
۱
۳

۱
۳

[−۱, )
۱
۳

[−۱, − )
۱
۳
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مرجع: سراسری- 1402
نمودار زیر، تابع  را نشان می‌دهد. دامنۀ تابع  شامل چند عدد صحیح است؟   5

                                                                                                                                 

 

fg(x) = −
f(x)

f(۲ + x)

− −−−−−−−−

√

۳۶۴۵

برد توابع )دهم و یازدهم(

مرجع: خارج از کشور- 1400 ، کدام است؟  فرض کنید  برد تابع  باشد. مقدار  6[a , b]f(x) = ۲− ۵ (x)−۱sin۲√
a + b

۱
۴

۱
۲

۳
۴

۵
۴

مرجع: سراسری- 1403 اگر  و  باشد، کدام می‌تواند مقدار  باشد؟   7f(x) = − [x]x۲f(af( )) = ۲۵√a

۱
۳

−
۱
۳

۱
۵

−
۱
۵

تبدیل نمودار توابع

مرجع: سراسری- 1398

نمودار تابع  را  واحد به طرف  های مثبت، سپس  واحد به طرف  ‌های منفی انتقال می‌دهیم. نمودار   8
جدید در کدام بازه، بالای نیمساز ربع اول است؟

y = − + ۲x + ۵x۲۳x۲y

(۳, ۴)(۲, ۵)(۳, ۵)(۲, ۶)

مرجع: خارج از کشور- 1398

‌های منفی انتقال می‌دهیم. نمودار جدید، در ‌های منفی و سپس  واحد به طرف  نمودار تابع  را  واحد به طرف    9
‌ها است؟ کدام بازه، زیر محور 

y = − x − ۳x۲x۹y

x

(−۵, ۲)(−۵, ۳)(−۲, ۳)(−۲, ۵)

مرجع: سراسری- 1400

ها قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به خط  رسم کرده و سپس نمودار حاصل را  واحد در جهت مثبت محور    10

ها انتقال می‌دهیم و آن را  می‌نامیم. مقدار  کدام است؟ و  واحد در جهت منفی محور 

y = ۲ + x − ۱
− −−−−

√y = x۲x

۳yy = g(x)g(۴)

۳−۳−۲−۴
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مرجع: خارج از کشور- 1401

ها را در امتداد محور  ها،  واحد در جهت مثبت و سپس قرینۀ آن نسبت به محور  نمودار تابع  را در امتداد محور    11

ها،  واحد در جهت منفی انتقال می‌دهیم? فاصلۀ نقطه‌های برخورد منحنی حاصل با نمودار تابع  از مبدا مختصات، کدام است؟

f(x) =
۱
x

x۱xy

۲f

۲√

۲
۵√

۲
۳ ۲√

۲
۱۰−−√

۲

مرجع: سراسری- 1399

ها تعین کرده، سپس منحنی حاصل را  واحد به سمت راست، انتقال می‌دهیم. قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به محور    12
منحنی اخیر و منحنی اصلی نسبت به کدام خط، متقارن هستند؟

f(x) = x−−√y۴

x = ۱x = ۱٫۵x = ۲x = ۲٫۵

مرجع: خارج از کشور- 1399

ابتدا قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به مبدأ مختصات رسم کرده، سپس منحنی حاصل را  واحد به سمت بالا   13
انتقال می‌دهیم. طول نقاط تلاقی منحنی اخیر با منحنی اصلی کدام است؟

 ،  ،  ،  ، 

f(x) = (x − ۱)۲۴

۲۰۱−۱۲−۱ −۲

مرجع: سراسری- 1400

نمودار منحنی  را  واحد در راستای قائم و  واحد در جهت افقی چنان انتقال می‌دهیم که منحنی جدید وارون   14

تابع خود را در نقطه‌ای با عرض  قطع کند. سپس منحنی حاصل را  واحد در راستای قائم به‌سمت پاین انتقال می‌دهیم. طول نقطۀ

ها کدام است؟ برخورد منحنی به‌دست‌آمده با محور 

y = ۴ − x
− −−−−

√kk − ۲

۱

x

−۴−۳۱۲

مرجع: سراسری- 1401

ها،  واحد در جهت منفی انتقال می‌دهیم. فاصلۀ نقطۀ برخورد منحنی نمودار تابع با ضابطه  را در امتداد محور    15

، از مبدأ مختصات کدام است؟ حاصل با نمودار تابع 

f(x) = ۴x − x۲x۲

f

۱۲ ۵√۱۰
−−

√

مرجع: سراسری- 1402

ها،  ها،  واحد در جهت مثبت انتقال داده و آن را  می‌نامیم. سپس تابع  را در امتداد محور  نمودار  را در امتداد محور    16

واحد در جهت منفی انتقال می‌دهیم. طول نقطۀ برخورد منحنی حاصل با نمودار تابع  برابر  است. اگر  تابع همانی باشد، اختلاف

مقادیر در تساوی  کدام است؟ 

۱
f

xag|g|y۲

۱
|f|

۲√

۲
f

f(x + a) = ۳

۲ + ۲√۲ − ۲√۲√

ترکیب توابع

مرجع: سراسری- 1402 اگر  و  باشد،  کدام است؟   17f(x) = ۲[x] − xg(x) = f([x + f(x)])gof(− )
۵
۳

۴−۴−۶
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مرجع: خارج از کشور- 1400

، کدام است؟ ، ماکزیم مقدار تابع   فرض کنید  و  18

صفر

f(x) =
⎧
⎩⎨

−۱
x

۱

x < −۱
−۱ ≤ x ≤ ۱
x > ۱

g(x) = ۱ − x۲gof − fog

−۱

۲

۱

مرجع: سراسری- 1401 اگر  و  باشد، کمترین مقدار  چقدر است؟   19gof(x) = ۵ + ۱x۲f(x) = ۲xg(x − ۷)

۳۷۹۱

مرجع: سراسری- 1401
اگر  باشد، حاصل  کدام است؟   20f(x) =

x۲√

۳x − ۲√
fofof( )۲√

۱
۲√

۲√۲
۱
۲

انواع تابع

مرجع: سراسری- 1401

دو تابع  و  ثابت هستند. اگر  باشد، حاصل  چقدر است؟   21f(x) = b − ۳axg(x) = c − (۳b − ۳)xf + g = ۵bc

−۶−۴۶

مرجع: خارج از کشور- 1401 اگر  ضابطۀ یک تابع ثابت باشد، برد تابع  کدام است؟    22f(x) = (ax + ۲)(b − x) − ۷x۲f

−
۲
۷

۲
۷

−
۴
۷

۴
۷

مرجع: سراسری- 1403

اگر بزرگ‌ترین بازه‌ای که نمودار تابع  در آن اکیداً صعودی است، بازه  باشد، عرض رأس سهمی   23
کدام است؟

y = −۵ + ax − ۸x۲(−∞, ۲٫۵]

۱۳٫۷۵۱۴٫۲۵۲۳٫۲۵۲۴٫۷۵

مرجع: خارج از کشور- 1403

  در آن اکیداً صعودی است، بازه  باشد، عرض رأس سهمی اگر بزرگ‌ترین بازه‌ای که نمودار تابع    24
کدام است؟

y = a + ۷x − ۱x۲[−۰٫۷, +∞)

−۳٫۴۵−۴٫۵−۵٫۲۵−۶٫۳۵

مرجع: سراسری- 1398 ، روی کدام بازه، اکیداً نزولی است؟ تابع با ضابطۀ    25f(x) = |x + ۲| + |x − ۱|

(−∞, −۲)(−∞, ۱)(−۲, ۱)(۱, +∞)

مرجع: خارج از کشور- 1398 ، روی کدام بازه، اکیداً صعودی است؟ تابع با ضابطۀ    26f(x) = |x + ۱| − |x − ۲|

(−∞, ۲)(−۱, +∞)(−۱, ۲)(۲, +∞)
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مرجع: سراسری- 1400  فرض کنید برد تابع  به‌صورت  باشد، مقدار  کدام است؟ 27f(x) = −۲ ۹ (x)−۱cos۲√۳ ۲ ۱−۹ (x)cos۲√۳
[a, b]b − a

۹
۴

۱۵
۴

۹
۲

۲۱
۴

مرجع: سراسری- 1401 ، چقدر است؟ تابع  اکیداً نزولی است. مجموع مقادیر صحیح    28

صفر

f(x) = (−۹ + ) + ۵k۲ x۳k

۱۲۶

مرجع: خارج از کشور- 1401

تابع  روی  اکیداً نزولی است. اگر  باشد، دامنۀ  شامل چند عدد صحیح نامنفی است؟   29

صفر

fRf(۳) = ۰g(x) = f(x)x۲
− −−−−−

√

۲۳۴

مرجع: خارج از کشور- 1401

تابع با ضابطۀ  در یک بازه نزولی است. ضابطۀ وارون تابع در این بازه، کدام است؟   30y = − |۳x − ۶|(x + ۱)۲− −−−−−−
√

− x − ۷ , x ≥ ۲۱
۲

− x + , x ≤ ۳۱
۲

۷
۲

−۲x + ۱۴ , x ≤ ۳−۲x − , x ≥ ۲۱۴
۳

مرجع: سراسری- 1402

تابع   در هر بازه، هم صعودی و هم نزولی است. اگر مجموعۀ زیر، تابع باشد، مقدار  کدام است؟    31

‌

f(x) = m − nx − kx۲
f( )۵√

{(m , n − ۱) , (۰, k) , (n − ۱, + ۲m − ۱) , (۳k + ۲, ۲k + ۱)}m۲

−۱− ۵√۱۵√

 

مرجع: سراسری- 1402

  و شکل زیر نمودار تابع  باشد، معادله  چند ریشه  اگر    32

دارد؟ 

f(x) − | x − ۱|
۱
۲

g(x)g(f(g(x + ۲)))

۱۲

۳۴

مرجع: سراسری- 1402

تابع  اکیداً نزولی و دامنۀ آن مجموعه‌ای از مقادیر منفی است. اگر  باشد،  دارای   33
چند مقدار صحیح است؟

صفر

ff( − m − ۵) < f(−۳ + ۲m − )m۲ m۲
m

۱۲۳

مرجع: خارج از کشور- 1402

تابع  اکیداً صعودی و دامنۀ آن، مجموعه‌ای از مقادیر مثبت است. اگر  باشد،    34
دارای چند مقدار صحیح است؟ 

ff(۲ − ۹m − ۲) < f( − ۴m + ۴)m۲ m۲
m

۱۲۵۶
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مرجع: سراسری- 1403   اکیداً نزولی است. مقدار  کدام است؟ تابع   در بازۀ    35y = (x − ۱)|x|(a, b)a + b

۱
۴

۱
۲

۳
۲

۳
۴

وارون تابع

مرجع: خارج از کشور- 1400

 فرض کنید  نقطۀ تلاقی نمودار تابع  با تابع وارون خود باشد. فاصلۀ نقطۀ  از مبدأ مختصات کدام است؟ 36My = − ۱x + ۳
− −−−−

√M

۲√

۲
۲√۳۲ √

مرجع: خارج از کشور- 1400

نمودار منحنی  را  واحد در راستای قائم چنان انتقال می‌دهیم، که منحنی جدید وارون تابع خود را در نقطه‌ای با   37

ها قرینه کرده و  واحد در جهت افقی به سمت چپ انتقال می‌دهیم. کدام‌یک از عرض  قطع کند. سپس منحنی حاصل را نسبت به محور 
نقاط زیر روی نمودار منحنی به‌دست آمده، قرار دارد؟

y = + ۳x−−√
− −−−−−

√k

۱x۴

(۱ − ,۵√

۰)
(− , ۰)۵√

(۰ , ۱

− )۵√
(۰ , − )۵√

مرجع: سراسری- 1401 وارون تابع  از کدام نقطه عبور می‌کند؟   38y = − x + ۱x۳

(−۱, −۲)( , )
۵
۸

۱
۲

(۱, ۲)(− , − )
۱
۲

۱
۸

مرجع: سراسری- 1401 تابع  در یک بازه نزولی است. ضابطۀ وارون تابع در این بازه، کدام است؟   39f(x) = x۲ x۲
−−

√

− , xx
۳

−−
√

≤ ۰
− , x ≤ ۰x−−√۳− , xx

۳
−−

√

≥ ۰
− , x ≥ ۰x−−√۳

مرجع: خارج از کشور- 1401 وارون تابع  از کدام نقطه عبور می‌کند؟   40y = −۳ + ۲x − ۱x۳

(۹, −۲)(۲, −۳۱)(−۱, ۱۰)(−۱۲, −۱)

مرجع: خارج از کشور- 1401 فاصلۀ نقطۀ تقاطع تابع  با وارون خود، از مبدأ مختصات کدام است؟   41y = + ۳x − ۱۲x۳

۲ ۳√۳√۲ √۲√

مرجع: سراسری- 1402

تابع  روی دامنۀ تعریف خود، وارون‌پذیر است. اگر  وارون تابع  به‌ازای   42

مقدار صحیح  باشد، مقدار  کدام است؟

صفر

‌f(x) = { ۲ − ۳x
۲ + ۲mx − x۲

,

,

۲x + ۳ ≤ ۰
۲x + ۳ > ۰

f−۱f

m(−۱۹)f
−۱

۳۲۱
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مرجع: سراسری- 1402

    قطع می‌کند. مقدار   را در نقطه‌ای به عرض وارون تابع  در دامنۀ محدود، خط   43

 کدام است؟

1

f(x) = x − ۲ mx − ۱
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−−

√y = ۱۲ − x۱۰

f(m + ۴)

۱
۲

۱
۴

۲

مرجع: خارج از کشور- 1402

وارون تابع  در دامنۀ محدود، خط  را در نقطه‌ای به عرض  قطع می‌کند. مقدار    44

کدام است؟ 

f(x) = x−−√ mx − ۱
− −−−−−

√۵y − ۱۰x = ۱۲۷٫۲f( )
۴
m

۲ ۳√۴ ۳√۴ ۱۵
−−

√۲ ۱۵
−−

√

مرجع: سراسری- 1403

، نمودار تابع وارون تابع  خط  را در نقطه‌ای به عرض  قطع به‌ازای کدام مقدار    45
می‌کند؟

af(x) = + ۶ + ax + ۱x۳ x۲۱۰y − x = −۱۰۱

۵۱۲۹۵

مرجع: سراسری- 1403 ، در چند نقطه تابع وارون خود را قطع می‌کند؟ نمودار تابع    46f(x) = ۱ − ۱ + x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

۴۳۲۱

مرجع: خارج از کشور- 1403 نمودار تابع  در چند نقطه، تابع وارون خود را قطع می‌کند؟   47f(x) = ۱ + ۱ + x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

۴۳۲۱

مرجع: سراسری- 1398

، کدام است؟ اگر  و  باشند. تابع    48f = {(۱, ۲), (۲, ۵), (۳, ۴), (۴, ۶)}g = {(۲, ۳), (۴, ۲), (۵, ۶), (۳, ۱)}
g

gof−۱

{(۴, ۲), (۵, ۲)

}

{(۴, ۲), (۳, ۵)

}

{(۵, ۲), (۲, ۴)

}

{(۳, ۵), (۲, ۴)

}

مرجع: خارج از کشور- 1398

اگر  و  دو تابع باشند، برد تابع   49

، کدام است؟

f = {(۱ , ۲) , (۲ , ۵) , (۳ , ۴) , (۴, ۶)}g = {(۲ , ۳) , (۴ , ۲) , (۵ , ۶) , (۳ , ۱)}

( of) − fg
−۱

{−۱, ۴}{۲, ۳}{۳, ۴}{۲, −۱}

مرجع: خارج از کشور- 1398 ، کدام است؟ اگر  و  باشند، مقدار    50f(x) = x − ۴۲
۵

g(x) = + xx۳( o )(۸)g−۱ f−۱

٫۵۲٫۵۳
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مرجع: سراسری- 1399 ، کدام است؟ اگر  و  باشند، مقدار    51f(x) = x + x−−√g(x) =
۹x + ۶
۱ − x

( o )(۲۰)g
−۱

f
−۱

۲
۵

۳
۵

۲
۳

۳
۴

مرجع: خارج از کشور- 1399 با فرض  و  ، حاصل  کدام است؟   52f(x) = − ۴x + ۹ ; x ≥ ۲x۲g(x) =
۳ − x

۲
( o )(−۹)f−۱ g−۱

۳۴۵۶

 

مرجع: خارج از کشور- 1401 با توجه به نمودارهای  و  در شکل زیر، حاصل  کدام است؟   53fggo (−۲) × gog(۰)f
−۱

۶۴

−۴−۶

مرجع: سراسری- 1402

ها را در  قطع   و  را در نظر بگیرید. اگر نمودار  محور  توابع    54

کند، مقدار  کدام است؟

f(x) = log(۲x − ۵)g(x) = x + ۲x − ۴
− −−−−−

√y = o (x)g−۱ f−۱ya

a

۴ − ۲√۴ − ۳√۴ + ۲√۴ + + ۳√

بخش‌پذیری )دوازدهم(

مرجع: سراسری- 1399

باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای  بر  و  به‌ترتیب  و  است. باقی‌ماندۀ تقسیم  بر  کدام   55
است؟

P (x)x − ۱۲x + ۱۸۵P (x)۲ − x − ۱x۲

−x + ۴x + ۳۲x + ۶۲x − ۳

مرجع: خارج از کشور- 1399

، چندجمله‌ای  ، بر  بخش‌پذیر است. در این حالت باقی‌ماندۀ به ازای یک مقدار    56

 بر  ، کدام است؟

aP (x) = ۲ + a + ۲ − ۳xx۴ x۳ x۲x − ۱

P (x)x + ۲

−۱۰−۸۴۶

مرجع: سراسری- 1400

تابع چند جمله‌ای درجۀ دوم با ضرایب طبیعی  مفروض‌ است. اگر باقی‌مانده و خارج‌قسمت تقسیم  به  )مشتق تابع   57

( به‌ترتیب  و  باشند کمترین مقدار مجموع ضرایب  کدام است؟

p(x)p(x)(x)p′

p(x)−۲x + ۱

۲

p(x)

۴۶۷۹

8
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مرجع: خارج از کشور- 1400

، آنگاه مقدار باقیمانده و خارج‌قسمت تقسیم چندجمله‌ای  بر  به‌ترتیب  و  است. اگر    58

، کدام است؟ باقیماندۀ تقسیم  بر 

P (x)+ ۲xx۲۳x + ۱Q(x)Q(−۲) = ۳

(x)P ′x + ۲

−۶−۵−۴−۳

مرجع: سراسری- 1401

، ، به‌ازای هر عدد طبیعی  بر  بخش‌پذیر است. برای     چندجمله‌ای 59

باقی‌مانده تقسیم  بر  کدام است؟

p(x) = + ۲ + + ۳ + ۱۶ax۳n+۱ x۳n x۶ x۵nx + ۲n = ۱

p(x)+ ۲x − ۳x۲

−۱۵x + ۲۴−۱۵x + ۱۴−۵x + ۳۴−۵x + ۴

مرجع: سراسری- 1401 نقطۀ  اکسترم نسبی تابع  است. مقدار  کدام است؟   60

 

A(−۱, ۱)y = |x| + ۳a + bx۲ x۲b

a

−۳−
۱
۳

۳
۱
۳

مرجع: سراسری- 1401

  است. نمودار این   نقطۀ مینیم تابع  محل تلاقی مجانب‌های تابع هموگرافیک 61

ها را در نقطه‌ای با کدام طول قطع می‌کند؟ تابع هموگرافیک، محور 

 

y =
ax + ۳

(a + ۱)x + (a − ۱)
y = + x +

۳
۲
x۲ ۵

۶
x

۳−۳

۲

−
۳
۲

مرجع: خارج از کشور- 1401

باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای  بر  برابر  است. اگر  و  باشد،   62
خارج‌قسمت این تقسیم کدام مورد می‌تواند باشد؟

f(x)p(x) = + ۴x + ۵x۲x + ۲f(۱) = ۱۳f(−۱) = ۱

−x + ۲x − ۱۳x − ۲−۲x + ۳

مرجع: سراسری- 1403

) اگر  باقیماندۀ تقسیم  بر  باشد، مجموع ضرایب چندجمله‌ای  کدام است؟ )   63

صفر

r(x)۲ − x۱۴+ x + ۱x۲r(x)x ≠ ۱

−۱−۲۴

مرجع: خارج از کشور- 1403

)   باقیماندۀ تقسیم  بر  باشد، حاصل‌ضرب ضرایب چندجمله‌ای کدام است؟ ) اگر   64r(x)− ۵x۱۷− x + ۱x۲r(x)x ≠ −۱

−۴−۶

9
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مثلثات

مفاهیم مقدماتی

A

B C
H

مرجع: خارج از کشور- 1399
. اندازۀ ارتفاع  کدام است؟ در شکل زیر،  و    65

 

cotC =
۵√

۲
AC = ۹۶AH

۴۸

۵۶

۴

۷۲

مرجع: سراسری- 1402

 

 در شکل زیر، مساحت مثلث  برابر  است. فاصلۀ  از  کدام است؟    66ABC۷٫۲ ۳√DC

۶ √

۳ ۶√

۲ √

۲√

مرجع: سراسری- 1398 ، کدام است؟  حاصل عبارت  67sin( ) cos( ) + tan( ) sin( )
۱۷π

۳
−۱۷π

۶
۱۹π

۴
−۱π

۶

−
۱
۴

−
۱
۲

۱
۴

۱
۲

مرجع: سراسری- 1398 ، کدام است؟  حاصل عبارت  68tan + sin cos
۱π

۴
۱۵π

۴
۱۳π

۴

−
۳
۲

−
۱
۲

۱
۲

۳
۲

مرجع: خارج از کشور- 1398 ، کدام است؟  حاصل عبارت  69

صفر

tan sin + cos
۱۷π

۶
۱π

۳
۱۰π

۳

−۱۳√

مرجع: سراسری- 1401 اگر  و  باشد، مجموعه مقادیر  کدام است؟   70− < x <
π

۴
π

۴
tan( − x) =

π

۴
۱ − m

۲ + m
m

(−۲, ۱)(−۲, ۱](−۱, ۲](−۱, ۲)
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مرجع: خارج از کشور- 1401 اگر  و  باشد، مجموعۀ مقادیر  کدام است؟   71− < x <
π

۱۲
۵π
۱۲

sin ۲x =
m − ۱

۴
m

(−۱, ۵)(−۱, ۵](−۱, ۱)(−۱, ۱]

مرجع: سراسری- 1402 اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟   72tan x + cot x = −۳π < ۴x < ۴π
۱

x + xcos۳ sin۳

−۰٫۵ ۶√۰٫۷۵ ۳√−۰٫۷۵ ۳√۰٫۵ ۶√

مرجع: سراسری- 1403  حاصل عبارت  به‌ازای  کدام است؟ 73(۳ cos ۴x + sin x − cos x)۲√ ۲√x =
π

۱۲

۱

۲

۲√
۲√

۲

مرجع: سراسری- 1403

اگر  و   باشد، انتهای کمان  در کدام ناحیۀ مثلثاتی است؟   74

اول دوم سوم چهارم

− tgα =
۱

αcos۲− −−−−√
۱ + sinα

| cosα|
= −

| sinα|

cosα

۱
cotα

α

مرجع: سراسری- 1403 اگر  باشد،  با کدام مورد برابر است؟   75۳ x + a x = ۴sin۲ cos۲xcot۲

۱
a − ۴

۱
۴ − a

۱
a − ۳

۱
۳ − a

مرجع: سراسری- 1403
، اگر  باشد، حاصل عبارت  کدام است؟ در مثلث    76ABCtan(B − C) = ۳√

۱ − ۲ cos(B + C)

۴ sinB cosC

−۱−
۱
۲

tanBtanC

مرجع: خارج از کشور- 1403 اگر  باشد، مقدار  کدام است؟   77cot x = ۴۳ cos x − sin x

cos x + sin x

۰٫۲۰٫۴۱٫۴۲٫۲

مرجع: خارج از کشور- 1403
، اگر  باشد، حاصل عبارت  کدام است؟ در مثلث    78ABCcot( − ) =B̂ Ĉ

۱
۳√

۲ cos( + ) + ۱B̂ Ĉ

۴ sin cosB̂ Ĉ

tan B̂tan Ĉcot B̂cot Ĉ

روابط مثلثاتی

مرجع: سراسری- 1398 ، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل    79π < x <
۳π
۲

(۲ − x)۱ + xtan۲
− −−−−−−−

√ sin۲ π

۴
sin۲

sin xcos x− sin x− cos x
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مرجع: خارج از کشور- 1398 ، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل عبارت    80< x < π
π

۲
( − sin x)

tan x

۱ + xtan۲
− −−−−−−−

√

۱
sin x

− xcos۲− cos xxcos۲cos x

A

B
C

H

مرجع: سراسری- 1399 ، کدام است؟ ، اندازۀ ارتفاع  در شکل زیر، فرض کنید  و    81sinC =
۵

۱۳
CH = ۹AH

۳٫۲۵

۳٫۵

۳٫۶

۳٫۷۵

مرجع: خارج از کشور- 1400

 فرض کنید زاویۀ  در ناحیۀ چهارم مثلثاتی و  باشد، حاصل عبارت  کدام است؟ 82αcos(α) =
۲
۳

sin(α + ) − sin(α − π))
π

۲
| (α) − ۱|tan۲

۴(۲ + )۵√

۳
۴(−۲ + )۵√

۳
۴(۲ − )۵√

۳
−۴(۲ + )۵√

۳

مرجع: سراسری- 1401 ) اگر  باشد، حاصل  کدام است؟ )   83۲ x + x =sin۲ cos۲ ۴
۳

xtan۲x ≠ ۰

۳
۲

۲
۳

۱
۲

۱
۴

مرجع: سراسری- 1402 اگر  و انتهای کمان  در ربع سوم مثلثاتی باشد، مقدار  کدام است؟    84sinα = ۲ cosααcosα

−
۲ ۵√

۵
−

۵√

۵
۲ ۵√

۵
۵√

۱۰

مرجع: سراسری- 1403
 حاصل عبارت  کدام است؟ 85−

α + ۴ αsin۴ cos۲

۱ + αcos۲

α + ۴ αcos۴ sin۲

۱ + αsin۲

۱۲cos ۲αsin ۲α

مرجع: سراسری- 1399
، کدام است؟ اگر انتهای کمان  در ربع دوّم دایرۀ مثلثاتی و  باشد، مقدار    86αsinα =

۲√

۱۰
cos( + α)

۱π
۴

−
۴
۵

−
۳
۵

۳
۵

۴
۵

مرجع: سراسری- 1399 ، کدام است؟  ریشه‌های معادلۀ  باشند،  اگر  و    87tanαtan β۲ + ۳x − ۱ = ۰x۲tan(α + β)

۱
۳
۲

−۳−۱
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مرجع: خارج از کشور- 1399 اگر انتهای کمان  در ربع اول دایرۀ مثلثاتی و  باشد، مقدار  کدام است؟   88αtanα =
۱
۷

sin( + α)
۱۳π

۴

−
۴
۵

−
۳
۵

۳
۵

۴
۵

A

B

T

O

مرجع: خارج از کشور- 1399 با توجه به دایرۀ مثلثاتی زیر، اگر  باشد، مقدار  کدام است؟   89BT = ۲tan( )TOB^

۱
۴

۱
۳

۱
۲

۲
۳

مرجع: سراسری- 1402

 

 در شکل زیر، مقدار  چقدر است؟    90cos a

۳√

۲
۲√

۲

−
۳√

۱۵
−

۲√

۱۰

مرجع: سراسری- 1402

 

  کدام است؟  در شکل زیر مقدار    91cotα

۱۳

۱
۲

۱
۳

مرجع: خارج از کشور- 1402

 

 در شکل زیر، مقدار  کدام است؟    92tanα

۱
۵ ۳√

۱
۳√

۳√

۲
۳√

۵

مرجع: خارج از کشور- 1403

  دو زاویۀ ایجاد‌شده در یک طرف قطر باشد، مقدار تانژانت   و  در یک مستطیل، جذر مساحت، نصف طول قطر است. اگر 93

 کدام است؟

BC

( − )B̂ Ĉ

۳
۱
۳

۱
۳√

۳√
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مرجع: سراسری- 1400 ، مقدار  کدام است؟ اگر    94f(x) = ۱۶ (۳x) (۶x) (۱۲x) (۲۴x)cos۲ cos۲ cos۲ cos۲f( )
π

۳۶
۶ − ۳ √

۱۶
۶ − ۳√

۱۶
۶ + ۳√

۱۶
۶ + ۳ √

۱۶

مرجع: سراسری- 1400

اگر زاویۀ  در ناحیۀ سوم دایرۀ مثلثاتی و  باشد، مقدار  کدام است؟   95αtanα =
۳
۴

cos(۲α − ) + cos(α + π)π

۲

cot(۲α)

−
۹۶

۱۷۵
۱۰۵۶
۱۷۵

۹۶
۱۷۵

−
۱۰۵۶
۱۷۵

 
750

H
O

B C

A

H

مرجع: سراسری- 1400 در شکل زیر مثلث  متساوی‌الساقین و طول ساق  برابر  است. مساحت مثلث  کدام است؟   96ABCAC۶OHC

۲
۳
۴
۳

۱۸
۷ + ۴ ۳√

۹
۲(۷ + ۴ )۳√

مرجع: خارج از کشور- 1400 اگر  باشد، مقدار  کدام است؟   97f(x) = ۳۲ (x) (۲x) (۴x) (۸x) (۱۶x)cos۲ cos۲ cos۲ cos۲ cos۲f( )
π

۱۲
۶ + ۲۷−−√

۳۲
۶ + ۲۷−−√

۱۶
۶ − ۲۷−−√

۱۶
۶ − ۲۷−−√

۳۲

مرجع: سراسری- 1400 اگر  باشد، حاصل  کدام است؟   98tan( ) =
α

۲
۱
۴

tan(α) − sin(α)

sin(α) − cos(α)

−
۹۱

۰۵
−

۱۶
۱۰۵

۱۶
۱۰۵

۹۱
۰۵

مرجع: سراسری- 1400 اگر  باشد مقدار  کدام است؟   99f(α) = ۴ sin(α) cos(۲α) + ۲ sin(α)f( )
۴۱π

۹

− ۳√۳√۱−۱

مرجع: خارج از کشور- 1400
، کدام است؟  ساده شدۀ عبارت  100+

sin(θ)

۱ − cos(θ)

۱ + cos(θ)

sin(θ)

cos( )
θ

۲
sin( )

θ

۲
۲ cot( )

θ

۲
۲ tan( )

θ

۲
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مرجع: خارج از کشور- 1401 اگر  باشد، مقدار  کدام عدد می‌تواند باشد؟   101۱۰(sin x + cos x) = ۶ ۵√tan x

−
۱
۳

−۲
۱
۲

۳

مرجع: سراسری- 1401

اندازۀ زاویۀ  در مثلث  ،  درجه بیشتر از اندازۀ زاویۀ  است. حاصل  کدام است؟   102AABC۴۵B۲ cosA sinB − sinC

۲√

۲
−

۲√

۲
۳√

۲
−

۳√

۲

مرجع: خارج از کشور- 1401 اگر انتهای کمان  در ربع سوم و  باشد، مقدار صحیح   کدام است؟   103x= ۴
۱ − sin x

۱ + sin x
tan

x

۲
۲−۲۳−۳

مرجع: سراسری- 1402

در معادله مثلثاتی  اگر  باشد، مقدار  کدام است؟   104m(cos x − sin x) − ۳ sin(۲x) =۶√ ۶√cos(x + ) =
π

۴
۱

۳√
m

−۶−۳۶۳

مرجع: سراسری- 1403

 

  کدام است؟ در شکل زیر، مقدار    105cos ۲α

۱
۴

۳
۴

۳
۵

۴
۵

مرجع: خارج از کشور- 1403 در شکل زیر، مقدار  کدام است؟   106

‌

cotα

۱۲√۳√

دوره تناوب و کاربرد آن

مرجع: خارج از کشور- 1398 ، کدام است؟ دورۀ تناوب تابع با ضابطۀ    107f(x) = tan(πx) − cot(πx)

۱
۲

۱۲π
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مرجع: خارج از کشور- 1400

 فرض کنید تابع  به ازای هر  نسبت به خطوط  و  متقارن باشد. کدام عبارت زیر درست است؟ 108

 تابعی متناوب با دورۀ تناوب  است. تابعی متناوب با دورۀ تناوب  است.

 تابعی متناوب با دورۀ تناوب  است. تابعی متناوب با دورۀ تناوب  است.

fx ∈ Rx = ۱x = ۳

f۵f۳

f۲f۴

 

مرجع: سراسری- 1398  شکل روبه‌رو، قسمتی از نمودار تابع  است.  کدام است؟ 109y = a + b sin(x + )
π

۳
b

۳√

۲
۳
۲

۳√۲

مرجع: سراسری- 1398  شکل روبه‌رو، نمودار تابع  است.  کدام است؟ 110y = ۱ + a sin bx cos bxa + b

۱

۳
۲

۲

۳

5
6
π_

3

y

x

مرجع: خارج از کشور- 1398  شکل روبه‌رو، قسمتی از نمودار تابع  است. مقدار تابع در  کدام است؟ 111y = a + b cos( − x)
π

۲
x =

π

۶
۱٫۵

۲

٫۵

۱ + ۳√

مرجع: سراسری- 1400

ها در جهت منفی ها در جهت مثبت و سپس  در امتداد محور  نمودار تابع  را ابتدا به اندازۀ  در امتداد محور    112

ها در فاصلۀ  کدام است؟ انتقال می‌دهیم. تعداد محل تقاطع نمودار حاصل با محور 

صفر

y = ۲|sinx|π

۲
x

۳
۲

y

x[۰, π]

۱۲۴

 

مرجع: سراسری- 1401  شکل زیر، نمودار تابع  را در یک دورۀ تناوب، نشان می‌دهد. مقدار  کدام است؟ 113y = c + a cos bxc

۵

۴

۳

۱

16
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مرجع: سراسری- 1401

  کدام   باشد، مقدار  شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  را نشان می‌دهد. اگر  و 114

است؟

f(x) = a cos(bx + c)b > ۰ < c < π
ac

b

۱
۶

۱


۴π

π

 

مرجع: خارج از کشور- 1401  شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  را نشان می‌دهد، مقدار  کدام است؟ 115y = c + a cos bxac

−۵

−۲

−
۵
۲

−
۳
۲

 

مرجع: سراسری- 1402

    را نشان می‌دهد. مقدار  شکل زیر، قسمتی از نمودار   116

 کدام است؟

y = a + b cos(cx − )
π

۳
b(c − a)

۲۳

۴۶

مرجع: سراسری- 1402  شکل زیر، نمودار تابع  در یک بازه تناوب را نشان می‌دهد. مقدار  کدام است؟ 117

                                                                                                           

 

y = a (bx − ) + ccos۲ π

۴
ab

۱۵−۱۵۷٫۵−۷٫۵

17
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مرجع: سراسری- 1402

   اگر شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع   118

، کدام است؟ باشد، اختلاف صفرهای تابع  در بازۀ 

f(x) = a + b sin(cx − ) cos(cx − )
۳π
۴

۳π
۴

f[۰, π]

π

۶
π

۴
π

۲
۲π
۳

 

مرجع: خارج از کشور- 1402

 اگر شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  باشد، مقدار   119

 کدام است؟

f(x) = −
۲
a

b

۱ + (cx − )tan۲ ۳π
۴

f( )
۳π
۴

۴٫۵

۴٫۷۵

معادلات مثلثاتی )دوازدهم(

مرجع: سراسری- 1398 ، کدام است؟ ، در بازۀ  مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی    120۴ sin x sin( − x) = ۱
۳π
۲

[۰, ۲π]

۵π
۲

۳π۴π۵π

مرجع: سراسری- 1398 ، کدام است؟ ، در بازۀ  مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی    121x + x = ۱ − sin ۲xsin۳ cos۳ ۱
۲

[۰, ۲π]

۵π
۲

۷π
۲

۲π۳π

مرجع: خارج از کشور- 1398 ، کدام است؟ ، در بازۀ  مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی    122x + x =sin۴ cos۴ ۱
۲

[۰, ۲π]

۵π
۲

۳π
۷π
۲

۴π

مرجع: خارج از کشور- 1398 ، کدام است؟ ، با شرط   جواب کلّی معادلۀ مثلثاتی  123cos ۳x + cos x = ۰cos x ≠ ۰

x =
kπ

۲

−
π

۳

x =
kπ

۲

+
π

۴

x = kπ −
π

۴
x = kπ +

π

۴

مرجع: سراسری- 1399 ، کدام است؟ ، در بازۀ  مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی    124tan(۳x) tan(x) = ۱[π, ۲π]

۵π۶π
۹π
۲

۱π
۲

18
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مرجع: خارج از کشور- 1399  جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  کدام است؟ 125sin(x + ) + cos(x + ) = cos ۲x
π

۶
π

۳

x = , k ∈ Z
۲kπ

۳
x = , k ∈ Z

kπ

۳
x = ۲kπ ± , k ∈ Z

π

۳
x = kπ ± , k ∈ Z

π

۳

مرجع: سراسری- 1400 تعداد جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  در فاصلۀ  کدام است؟   126(x) − (x) cos(۳x) = ۱cos۲ sin۲[۰, ۲π]

۱۳۵۶

مرجع: سراسری- 1400

 فرض کنید  مجموعۀ جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  باشد، 127

، کدام است؟ ماکزیم عضو مجموعۀ  

A(۱ + cos(۲α))(۱ + cos(۴α))(۱ + cos(۸α)) =
۱
۸

[۰, π]

A

π
۵
۷

π
۶
۷

π
۷
۹

π
۸
۹

مرجع: خارج از کشور- 1400 ، کدام است؟ ، در بازۀ  مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی    128۲ sin(x) cos(۲x) + sin(x) = ۱[۰ , ۲π]

۲π
۵π
۲

۳π
۷π
۲

مرجع: خارج از کشور- 1400

، در فاصلۀ  کدام است؟ تعداد جواب‌های معادلۀ مثلثاتی    129(۱ + cos(α))(۱ + cos(۲α))(۱ + cos(۴α)) =
۱
۸

[۰ , ۲π]

۷۱۰۱۲۱۴

مرجع: سراسری- 1401 تعداد جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  در بازه  کدام است؟   130۸ cos x − x = ۱tan۲[۰, ۲π]

۵۴۳۲

مرجع: سراسری- 1401 مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  در بازه  کدام است؟   131sin x + cos x =۳√ ۲√[−π, ۲π]

π

۳
۷π
۳

۹π
۴

۱π
۶

مرجع: خارج از کشور- 1401 تعداد جواب‌های معادلۀ  در بازۀ  کدام است؟   132sin(x + ) cos(x − ) = ۱
π

۶
π

۳
[۰, ۲x]

۱۲۳۴

مرجع: خارج از کشور- 1401 مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  کدام است؟   133sin(x + ) cos(x − ) = ۱
π

۴
π

۴
[۰, ۲π]

π

۲
۳π
۲

π

۴
۵π
۴
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حد

مرجع: سراسری- 1402 کمترین فاصلۀ بین دو مقدار از جواب‌های معادلۀ  کدام است؟    134=
cos x

۱ + sin x

۱ + sin x

cos x

۲ππ
π

۲
π

۳

مرجع: سراسری- 1402

 کدام است؟  در بازه  مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی    135‌cos( + x)cos( − x) = co ( )
۱۷π

۸
۳π
۸

s۲ π

۳
| − , |

π

۲
π

۲
π

۲
π

۳
۲π
۳

π

۴

مرجع: سراسری- 1402

اگر اختلاف جواب‌های معادله  در بازه  برابر  باشد، مقدار  کدام است؟   136+ = ۰
۱

sin( )
π+۴x

۲

۱

cos( )
π+۸x

۲

[۰, π]αtan(۲α)

۳√

۲
−

۳√

۲
۳√− ۳√

مرجع: خارج از کشور- 1402

در معادلۀ مثلثاتی  اگر  باشد، مقدار  کدام است؟    137۳ sin x − cos x + m sin(۲x + ) = ۱۳√ π

۶
sin(x − ) =

π

۶
۱

۳√
m

۳√− ۳√۳−۳

مرجع: سراسری- 1403 مجموع جواب‌های معادله  در بازۀ  کدام است؟   138

صفر

cos ۲x + x = ۰sin۲[−۳π , π]

−π−۳π−۴π

مرجع: سراسری- 1403 تعداد جواب‌های معادله  در بازه  کدام است؟   139cos(۲x − ) + cos(x + ) = ۰
π

۴
π

۴
[− , ]

π

۲
π

۲
۱۲۳۴

مرجع: خارج از کشور- 1403 مجموع جواب‌های معادله  در بازه  کدام است؟   140cos(x − ) + cos( − x) = ۰π

۳
π

۶
(۰, ۲π)

۳π
۲

۵π
۲

۷π
۴

۹π
۴

مفاهیم مقدماتی

مرجع: سراسری- 1398 ، بازۀ  یک همسایگی عدد  می‌باشد؟ به‌ازای کدام مجموعۀ مقادیر    141x(x + ۱, ۲x − ۱)۳

∅{۲}۲ < x < ۲٫۵۱٫۵ < x < ۲

20
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مرجع: سراسری- 1400 مقدار  کدام است؟ )]  [ نماد جزء صحیح است.(   142

وجود ندارد. صفر

[۲ sin x − ۱]lim
x→

π−

۶

−۱

o/o رفع ابهام

مرجع: سراسری- 1401
اگر  باشد، حاصل  کدام است؟   143f(x) = x(

۲x + ۱
۵x + ۹

− −−−−−

√ )۳lim
x→۰

f(x)

x

۱
۲۷

۱
۹

۲
۷

۳
۱۴

مرجع: سراسری- 1401
 حاصل  کدام است؟ 144

صفر

lim
x→۲+

− ۴x۲

− [ ]x۳ x۳

۱
۳

۱+∞

مرجع: خارج از کشور- 1401
 حاصل  کدام است؟ 145

صفر

lim
x→−۱+

|x + ۱| + [x]

x − [−x]

−∞
۱
۲

۱

مرجع: سراسری- 1402

، حد تابع  موجود بوده و تابع  در آن پیوسته نباشد، اگر در ریشه‌ای از معادله    146

مقدار  کدام است؟ 

صفر 

۵ − ax + b = ۰x۲f(x) =
+ ax + bx۲

x − ۱
f

[ ]
b − ۲a

۳
−۳−۲۱

مرجع: سراسری- 1403 مجموع مقادیر حدهای چپ و راست تابع  در نقطه  کدام است؟   147

صفر

f(x) =
x − ۲

− [ ]x۲ x۲
x = ۲

۱
۴

۱
۲

۱

مرجع: سراسری- 1398
، کدام است؟ ، وقتی   حد عبارت  148

+ ۱۰x + ۱۶x۲

۱۲ + ۶ x
−−

√۳
x → −۸

−۲۴−۱۸−۱۲−۶

مرجع: خارج از کشور- 1398
، کدام است؟ ، وقتی  حدّ عبارت    149

۲ − ۳x + ۲− −−−−−√۳

۵ − ۱۸x + ۱۶x۲
x → ۲

−
۱
۳

−
۱
۴

−
۱
۶

−
۱
۸
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مرجع: سراسری- 1399
، کدام است؟  حاصل  150lim

x→۱

۲x − ۷ + ۵x−−√

۲x − ۳x + ۱− −−−−−√

−۱٫۵−۱٫۲−۰٫۸−۰٫۶

مرجع: سراسری- 1401
 حاصل  کدام است؟ 151lim

x→−۱

−۲x + ۳− −−−−−√ ۳x + ۴− −−−−−√

۱ + x−−√۳

۳
۱
۲

−۲−
۳
۲

مرجع: سراسری- 1402

مقدار غیر‌صفر حد  کدام است؟   152lim
x→۸

b − ۲b۲ + x−−√۳
− −−−−−

√

ax − b

۱
۲

۱
۶

۱
۴۸

۱
۲۴

مرجع: سراسری- 1403

اگر  باشد، مقدار  کدام است؟   153= ۲lim
x→۰

a + (bx + ۱)(cx + ۱)
− −−−−−−−−−−−−

√

x
+

b

a

c

a

−۲−۴−
۱
۲

−
۱
۴

مرجع: خارج از کشور- 1403 اگر  باشد، مقدار  کدام است؟   154=lim
x→۰

a + bx + c
− −−−−√

x

۱
۴

ab

c

۱−۱

۲

−
۱
۲

مرجع: خارج از کشور- 1398
، کدام است؟  حاصل  155lim

x→۱+

πxsin۲

[x] + cos πx

۱۲π۲π

مرجع: خارج از کشور- 1399
 حاصل  کدام است؟ 156lim

x→۰−

−۲ + ۳x− −−−−−√ ۲ − x
− −−−−√

۱ − cos x
− −−−−−−√

−۲− ۲√۲√۲

مرجع: سراسری- 1400

 فرض کنید  مقدار  کدام است؟ 157= alim
x→۰+

t ( − ۱)g۲ ۱

−x۲√

(۱ − cos( )۲x−−√ )n
a + n

۷
۴

۹
۴

۱۵
۴

۱۷
۴
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مرجع: سراسری- 1400

 فرض کنید  و  و  مقدار  کدام است؟ 158f(x) = (۲x) + a + bcos۳ x۲= ۰lim
x→۰+

f(x)

x
= ۲lim

x→۰−

(x)f ′

x
a + b

۸۶۴−۸

مرجع: خارج از کشور- 1400

، کدام است؟ ) نماد جزء صحیح است.( ، باشد. مقدار   فرض کنید  159= alim
x→۰+

sin( − ۱) − ۲ tan[x]۱ − x۳
− −−−−

√

(۱ − cos( ))xn ۳x−−√
an[ ]

۱
۹

۲
۹

۱
۳

۲
۳

مرجع: خارج از کشور- 1401
 حاصل  کدام است؟ 160lim

x→۰−

−۲ − ۳x− −−−−−√ ۲ − ۵x− −−−−−√

۲ − ۲ cos x
− −−−−−−−−√

− ۲√۲√−
۲√

۲
۲√

۲

مرجع: سراسری- 1402
اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟   161f(x) = ( )−۱ + sin x

۱ + sin x

۲

f(x) = xg(x) + ۱g(x)lim
x→۰

۴۲−۴−۲

مرجع: خارج از کشور- 1402 اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟    162

وجود ندارد.  صفر 

f(x) =
۵ cos x

۱ − sin x
f(x) = xg(x) − ۲x + ۵g(x)lim

x→۰

۳۷

حدهای نامتناهی

مرجع: سراسری- 1398
، کدام بیان، درست است؟ در مورد تابع با ضابطۀ    163f(x) =

− ۱x۲

x + |x|

f(x) = +∞lim
x→۰−

f(x) = −∞lim
x→۰−

f(x) = +∞lim
x→۰+

f(x) = −∞lim
x→۰+

مرجع: سراسری- 1398 اگر  باشد،  کدام است؟   164

صفر

= −∞lim
x→۲

x − ۵
+ ax + bx۲

a + b

−۱۲

مرجع: خارج از کشور- 1398 ، کدام بیان، درست است؟ در مورد تابع با ضابطۀ    165f(x) =
sin x

۱ + ۲ cos x

f(x)lim

x→(
۲π
۳

)+

= −∞

f(x)lim

x→(
۲π
۳

)+

= +∞

f(x)lim

x→(
۲π
۳

)−

= −∞

f(x) =lim

x→
۴π
۳

+∞
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مرجع: سراسری- 1400
[ نماد جزء صحیح است.( مقدار  کدام است؟ )]   166

صفر

lim
x→(−

۱
۲ )−

۱۰x − ۵ + [ ]
۳
x۲

۱۶x − [− ]
۲
x۲

−∞
۵
۸

+∞

مرجع: خارج از کشور- 1400

، کدام است؟ ) نماد جزء صحیح است.( مقدار    167

صفر

lim
x→−

۱
۲

+

۱۶x − [− ]
۲
x۲

۲۴x + [ ]
۳
x۲

[ ]

−∞+∞
۲
۳

مرجع: سراسری- 1402 اگر  باشد، کمترین مقدار صحیح  کدام است؟    168= −∞lim
x→(

π

۳
)+

ax + b

a cos x − sin x
b

−۴−۳−۲−۱

مرجع: سراسری- 1403 اگر  و  باشد، نقطه تلاقی مجانب‌های نمودار تابع  کدام است؟   169f(x) =
۴

+ ۲x − ۳x۲
g(x) =

۱
x − ۱

f − g

(−۱ , ۱)(−۳ , ۰)(۳ , ۱)(۱ , ۰)

مرجع: سراسری- 1403
، تابع ‌ یک مجانب قائم دارد؟ برای چند مقدار    170af(x) =

۳ − ۸x − ۳x۲

a + (۱ − a)x + a + ۱x۲

۲۴۵۷

مرجع: خارج از کشور- 1403
برای چند مقدار  تابع  یک مجانب قائم دارد؟   171af(x) =

۲ + x − ۶x۲

a + (a − ۲)x + ۴x۲

۵۴۳۲

حد در بی‌نهایت

مرجع: خارج از کشور- 1398  کدام است؟ اگر  باشد، حاصل    172f(x) = x − ۴ + xx۲
− −−−−−

√‌، lim
x→−∞

f(x)

x

−۲−۱۲۳

مرجع: سراسری- 1399
، کدام است؟ . حاصل   فرض کنید  173n ∈ Nlim

n→+∞

−۲n+۱ ۲۱−۲n

+ ۳ ×۲n+۱ ۲۱−۲n

۱

۳

−
۱
۳

−۱
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مرجع: خارج از کشور- 1399
، کدام است؟ . حاصل   فرض کنید  174

0

n ∈ Nlim
n→+∞

−۳۲n ۳−۲n+۱

۲ × +۳۲n ۳−۲n+۱

+∞
۱
۲

−
۱
۲

مرجع: سراسری- 1400
مقدار  کدام است؟   175

صفر

( )lim
x→+∞

x−−√ −+
۱

x + ۱
۱
x

− −−−−−−−−

√ −
۱
x۲

۱
+ ۱x۲

− −−−−−−−−−−

√

۱
۲√

۲
۲√

مرجع: سراسری- 1400

اگر  آنگاه، مقادیر  و  کدام‌اند؟   176= −۱lim
x→−∞

( − ۱)( − ۱) ⋯ ( − ۱)a۲x۲ a۴x۴ a۱۰x۱۰
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√۵۰

− ۱a۴۹xk
ak

k = ۵۱ , a = −۱k = ۵۱ , a = ۱k = ۴۹ , a = −۱k = ۴۹ , a = ۱

مرجع: سراسری- 1401
اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟   177g(x) =

a + bx + cx۲− −−−−−−−−−√

|x − ۱|
(۴ − [x])g(x) = ۶lim

x→۱+
g(x)lim

x→+∞

−۱۲−۲

مرجع: خارج از کشور- 1401 اگر  و  باشد، حاصل  چقدر است؟   178f(x) = a + x + ۱x۲
− −−−−−−−−−

√=lim
x→+∞

f(x)

x + ۲
۱
۲

[ ] f(x)lim
x→−۱−

۱
x

−
۱
۲

۱

۲

−۱

 

مرجع: سراسری- 1402

 شکل زیر، نمودار تابع  را نشان می‌دهد. اگر  باشد، مقدار  کدام   179

است؟ 

f−۱= πlim
x→+∞

(x)f−۱

f(x)
m

− π−−√−
۱
π−−√

۱
π

−π π−−√
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مرجع: سراسری- 1402  شکل زیر، نمودار تابع  و  را نشان می‌دهد. حاصل  کدام است؟ 180

                                                                                                           

 

fglim
x→−∞

|f(x)|

g(x)

−۳−۴

مرجع: سراسری- 1402

    و  است، کدام عدد می‌تواند حاصل   تابع هموگرافیک، 181

باشد؟

صفر

fg(x) =
۱

f(x)
=lim

x→−∞

f(x)

(x)g−۱
lim

x→+∞

(x)g−۱

g(x)
(x)lim

x→۰+
f−۱


۲

۱۲

مرجع: خارج از کشور- 1398
، نسبت به مجانب افقی خود، در بی‌نهایت کدام وضع را دارد؟ نمودار تابع    182y =

۲ − x − ۲x۲

+ ۲xx۲

مرجع: سراسری- 1399

،  و  است.  کدام است؟ نمودار تابع  دارای خط‌های مجانب    183f(x) =
−۲ + ۳xx۲

a + bx + cx۲
y = −۱x = −۲x = ۱f(−۱)

۱٫۲۵۱٫۵۱٫۷۵−۱٫۵

مرجع: خارج از کشور- 1399

، فقط یک مجانب قائم  دارد. اگر  باشد، معادلۀ مجانب افقی آن نمودار تابع با ضابطۀ    184

کدام است؟

f(x) =
a + ۷xx۲

 + bx + cx۲
x = ۲f(۳) = ۶

y = −۱y = −
۱
۲

y =
۱
۲

y =
۳
۲

مرجع: سراسری- 1400

تابع  در دو نقطۀ ناپیوسته و فقط دو مجانب موازی با محورهای مختصات دارد مقدار  و  کدام‌اند؟   185f(x) =
a − b + ۲x۳ x۲

a − bx + ۲x۳
ab

a = ۰ , b = ۲a = ۸ , b = ۱۰a = −۲ , b = ۰a = −۸ , b = −۶
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پیوستگی

مرجع: خارج از کشور- 1400

، کدام است؟ ، فقط دارای دو مجانب باشد، مجموع مقادیر مکن برای  اگر تابع    186f(x) =
− ۵x + ۴x۳

(x − a)(۴ − ۴x + ۱)x۲
a

۱
۲

۱
۳
۲

۲

مرجع: سراسری- 1401

تابع  دارای دو مجانب افقی و دو مجانب قائم است. اگر هر ریشۀ مخرج با یکی از حدهای تابع در   187

بی‌نهایت برابر باشد، حاصل  کدام است؟

f(x) =
|ax + ۱| + ۲x

|x| + b

f(x)lim
x→۱+

−۳۱−
۱
۲

۱
۴

مرجع: خارج از کشور- 1401
نقطۀ  محل تلاقی مجانب‌های نمودار  است. مقدار  کدام است؟   188A(− , ۳)

۱
۲

y =
b + ۷x۲

۴ + ax + ۱x۲

b

a

۳

۴

۱
۴

۱

مرجع: خارج از کشور- 1402

اگر  تابع هموگرافیک و  باشد، کدام مورد می‌تواند محل تقاطع مجانب‌های تابع  باشد؟   189

) (

f=lim
x→+∞

f(x)

(x)f−۱
lim

x→−∞

(x)f−۱

f(x)
f

, ππ−−√( , )
۱
۲

۳
۲

(−۱, ۱)(۱, ۲)

پیوستگی در نقطه )یازدهم(

مرجع: سراسری- 1398

، فقط از چپ پیوسته است؟ ، در نقطۀ  ، تابع با ضابطۀ  به‌ازای کدام مقدار    190af(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۸ + x۳

|x + ۲|

a

; x ≠ −۲

; x = −۲
x = −۲

−۱۲−۶۱۲

مرجع: سراسری- 1398

، بر روی مجموعۀ اعداد حقیقی، پیوسته است؟ ، تابع با ضابطۀ  به‌ازای کدام مقدار    191af(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۳x − ۶
x − x + ۲− −−−−√

ax − ۱

; x > ۲

; x ≤ ۲
۱٫۵۲٫۵۳

27

مطابق آزمون قلمچی



مرجع: خارج از کشور- 1398

، چگونه است؟ ، از نظر پیوستگی در  تابع با ضابطۀ    192

پیوسته از چپ پیوسته

از راست پیوسته از چپ ناپیوسته و از راست ناپیوسته

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− ۴x۲

|x − ۲|

۲

; x ≠ ۲

; x = ۲
x = ۲

مرجع: سراسری- 1400
. تعداد نقاط ناپیوستگی تابع  کدام است؟  فرض کنید  و  193

صفر

g(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

۱
۰
−۱

;

;

;

x > ۰
x = ۰
x < ۰

f(x) = ۱ − x۲gof

۱۲۳

مرجع: سراسری- 1401

تابع  در چند نقطه ناپیوسته است؟   194

در همۀ نقاط پیوسته است. بی‌شمار

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|x| + [−x]

۱ + cos πx

[ ] − [x]x۲

| | <x۳ x۲

| | =x۳ x۲

| | >x۳ x۲

۳

مرجع: خارج از کشور- 1401

، یک تابع همواره پیوسته است. مقدار حقیقی  کدام است؟ تابع    195f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

۱−cos x

۲bx۲

|b − x|

[x] − ۲a

x > ۰

x = ۰
x < ۰

b − a

۲
۱
۴

۵
۴

۲۵
۱۶

مرجع: سراسری- 1402

) اگر تابع  در  پیوسته باشد، مجموعه مقادیر  شامل چند عضو است؟ )   196

صفر

f(x) = {
|x − [x]|

|x − [x − a]|

|x|زوج
|x|فرد

R|a|a < −۱

۲۱۳

مرجع: سراسری- 1402

اگر تابع  در  پیوسته باشد، مقدار  کدام می‌تواند باشد؟   197f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۳ + (m − ۱)x + (m − ۴)x۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

| + ((m − ۷)x + a |x۳ )۲

۲ sin b

۳ x + ۲− −−−−√

,

,

x ≠ a

x = a

Rb

π

۳
π

۶
۵π
۳

۵π
۶

مرجع: سراسری- 1402

، تابع  در  و  پیوسته است. کدام مورد در خصوص  برای مقدار مشخص    198

) صحیح است؟ )

 زوج فرد

برای هیچ مقداری از  پیوسته نیست. برای جمیع مقادیر  پیوسته است.

kf(x) = {
|x − [−x]|

x − [x] + k

[x]زوج
[x]فرد

x = nx = −nn

k, n ∈ N

nn

nn
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مرجع: خارج از کشور- 1402

، تابع  در  و  پیوسته است. کدام مورد در خصوص  برای مقدار مشخص    199

صحیح است؟ 

برای جمیع مقادیر  پیوسته است.  ، پیوسته نیست.  برای هیچ مقداری از 

 فرد  زوج 

kf(x) = { |[−x] − x|

k − x + |x|

[x]فرد
[x]زوج

x = nx = −nn

(k, n ∈ N)

nn

nn

پیوستگی در بازه )یازدهم(

مرجع: خارج از کشور- 1398

، بر روی  پیوسته است.  کدام است؟ ، تابع با ضابطۀ  به‌ازای مقادیری از  و    200abf(x) = { x[x]

ax + b

; |x| < ۱
; |x| ≥ ۱

Ra

−
۳
۲

−۱−
۱
۲

۱
۲

مرجع: سراسری- 1399

، کدام است؟ ، یک تابع همواره پیوسته باشد. مقدار   فرض کنید  201f(x) = {
(x − ۱)[x]

+ ax + bx۲
; |x − ۱| < ۱
; |x − ۱| ≥ ۱

a

−
۳
۲

−۱
۵
۲

مرجع: خارج از کشور- 1399 تعداد نقاط ناپیوستگی تابع  کدام است؟   202

صفر

f(x) = [x] sin πx ; |x| ≤ ۲

۳۲۱

مرجع: خارج از کشور- 1400 ، کدام است؟ ، در بازۀ  تعداد نقاط ناپیوستگی تابع    203

صفر

f(x) = (x)lim
n→+∞

sin۲n[۰ , ۲π]

۳۲۱

مرجع: سراسری- 1402

تابع  روی بازه  پیوسته است. مقدار  کدام است؟    204f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

tan
(۲x + ۱)π

۴
| + x − ۲|x۲

a(۱ − x)

b(x − [−x])

x ≤ ۱

 < x < ۵

x ≥ ۵

[۱, ۵]ab

−۰٫۷−۰٫۵۰٫۷۰٫۵

مرجع: سراسری- 1403

تابع  روی مجموعه اعداد حقیقی پیوسته است. مقدار  کدام است؟   205

صفر

f(x) =
⎧
⎩⎨

(۱ − a)[x] + (۳ − ۱)[−x]a۲

b sin( )
π

a

x ∉ Z

x ∈ Z

a

b

۱۲۳
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مشتق

مرجع: سراسری- 1403

، تابع  روی مجموعه اعداد حقیقی پیوسته است. کدام می‌تواند به‌ازای مقادیر طبیعی    206

مقدار  باشد؟

cf(x) =
⎧
⎩⎨

− ۲x + ۱x۲
− −−−−−−−−−

√

a + bx + ۲x۲

|x| ≤ c

|x| > c

[ ]a
b

−۱−۲−۳−۴

مرجع: خارج از کشور- 1403

، تابع  روی مجموعه اعداد حقیقی   به‌ازای برخی مقادیر صحیح نامنفی   207

پیوسته است. چند مقدار برای  وجود دارد؟

بیش از 

cf(x) =
⎧
⎩⎨

− ۴x + ۴x۲
− −−−−−−−−−

√

a(x − ۲ + b(x − ۲))۲

|x − ۲| ≤ c

|x − ۲| > c

[ac]

۱۲۳

تعریف مشتق و تعبیر هندسی مشتق

مرجع: سراسری- 1398 ، کدام است؟  حاصل  208lim
x→۰

sin a cos x + cos a sin x − sin a

x

− sin a− cos acos asin a

مرجع: سراسری- 1398
، کدام است؟ ، حاصل  در تابع با ضابطۀ    209f(x) =

۱ + x−−√

۵ − ۲x
lim
x→۴

f(x) − f(۴)

x − ۴
۴
۹

۵
۱۲

۷
۱۲

۵
۶

مرجع: خارج از کشور- 1398

، کدام است؟ ، حاصل  در تابع با ضابطۀ    210f(x) =
−x − ۱

x−−√
lim
h→۰

f( + h) − f( )
۱
۴

۱
۴

h

۱۲۳۴

مرجع: خارج از کشور- 1398
، کدام است؟  مشتق تابع  در نقطۀ  211f(x) = x

۳x + ۱
x + ۲

− −−−−−

√۳x = −۳

۲
۳

۳
۴

۴
۳

۳
۲

مرجع: خارج از کشور- 1398

، یکی از خطوط ماس بر نمودار موازی پاره‌خطی است که ابتدا و انتهای نمودار را به‌هم تابع  با دامنۀ    212

‌ها را با کدام عرض، قطع می‌کند؟ وصل کند. این خط ماس، محور 

f(x) =
۴x − ۵
x + ۱

[۰, ۸]

y

−۲−۱٫۵−۱−۰٫۵
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مرجع: سراسری- 1401
اگر  باشد، حاصل  کدام است؟   213f(x) = (x − ۴) x + ۳

− −−−−
√۳lim

h→۰

(۵ − h) − ۳f(۵ − h) + ۲f ۲

h(۵ − h)

۱۳
۰

−
۵

۱۲
۵
۶

۱۳
۱۵

مرجع: خارج از کشور- 1401 اگر  باشد، حاصل  کدام است؟   214f(x) =
x x−−√

۲ + x − ۱x۲
lim
x→۱

۲f(x) − ۱
۲(x − ۱)

−۱−
۱
۲

۱
۲

۱

مرجع: سراسری- 1403

اگر  و  باشد، حاصل عبارت  کدام است؟   215

صفر

f(x) = −x + ۸
− −−−−

√ x−−√g(x) =
۱

+x + ۸− −−−−√ x−−√
(۱)g(۱) − (۱)f(۱)f ′ g ′

۱۳۲

مرجع: سراسری- 1403
اگر  و  باشد، حاصل عبارت  کدام است؟   216f(x) =

۸ + xcos۳

۴ − xcos۲
g(x) =

۲
 − cos x

( ) − ۲ ( )f ′ ۷π
۶

g ′ ۷π
۶

۱
۲

−
۱
۲

−
۳√

۲
۳√

۲

مرجع: خارج از کشور- 1403

اگر  و  باشد، حاصل‌ عبارت  کدام است؟   217f(x) =
۲۷ − xsin۳

۹ − xsin۲
g(x) =

۳
 + sin x

۳ ( ) − ( )g ′ ۵π
۳

f ′ ۵π
۳

−
۳√

۲
۳√

۲
−

۱
۲

۱
۲

مرجع: خارج از کشور- 1399

در تابع  ، مقدار  کدام است؟   218f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

+ ۶xx۲
− −−−−−

√

[ ]( − ۹x)
x

۴
x۲

; ۰ ≤ x < ۴

; ۴ ≤ x < ۸
(۲) − (۵)f ′ f ′

۱
۴

۱
۲

۳
۴

۳
۲

مرجع: سراسری- 1402

ها را در دو نقطه قطع می‌کند و ماس‌های رسم‌شده در این ها، قرینه سهمی  نسبت به محور   خط  موازی محور  219

نقاط بر هم عمودند. فاصلۀ خط  از مبدأ مختصات کدام است؟

dxy = + ۱x۲x

d

۱٫۲۵۳٫۲۵۰٫۷۵۲٫۷۵

مرجع: سراسری- 1399

ها را با کدام عرض، قطع می‌کند؟ خط ماس بر منحنی تابع  در نقطۀ  واقع بر آن، محور    220f(x) =
۵x − ۴

x−−√
x = ۴y

−۴−۱۲۳
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مرجع: خارج از کشور- 1399

 فرض کنید نمودارهای دو تابع  و  در یک نقطۀ مشترک، بر یک خط ماس باشند. اگر طول نقطۀ 221

مشترک  باشد، مقدار  کدام است؟

y = x x−−√y = + ax + bx۲

۴b

۸۹۱۰۱۲

مرجع: خارج از کشور- 1400

از محل تقاطع نمودار منحنی  با وارون آن دو خط ماس یکی بر  و دیگری بر  رسم می‌کنیم. اگر  زاویۀ   222

، کدام است؟ حادۀ بین دو خط ماس باشد، مقدار 

f(x) = + ۲x−−√ff−۱α

sin(۲α)

۷
۱۵

۸
۱۵

۲۵
۲۸۹

۲۴۰
۲۸۹

مرجع: سراسری- 1401

معادلۀ خط ماس بر نمودار  در نقطه‌ای به طول واحد بر روی نمودار، به‌صورت  است. مقدار   223

 چقدر است؟

y =
+ mx + ۱x۲

x + ۳
۴y − ۳x = n

m + n

−۳−۲۳

مرجع: خارج از کشور- 1401 اگر  بر نمودار  در نقطه‌ای به طول واحد ماس باشد، مقدار  کدام است؟   224

صفر

y = ۲x + by =
x + a

ax + ۱
a − b

۱
۲

۲
۳

۱

مرجع: سراسری- 1401

در نقطه تلاقی، منحنی‌های  و  در بازه  خط ماسی بر منحنی  رسم می‌شود.   225

ها را در نقطه‌ای با کدام طول قطع می‌کند؟ این خط، محور 

f(x) = sin x + cos x
۱
۲

g(x) = sin x
۳
۲

[۰, π]f(x)

x

− ۱π

۴
− ۳π

۴+
π

۴
۱
۸

+
π

۴
۳
۸

مرجع: خارج از کشور- 1401 ، خط ماس بر منحنی، بر  عمود است؟ در کدام نقطه از منحنی    226y = − ۴x + ۵x۲۶y − ۳x = ۱

(−۲, ۱۷)(−۱, ۱۰)(۱, ۲)(۲, ۱)

مرجع: خارج از کشور- 1402

ها، سهمی  را در دو نقطه قطع می‌کند و ماس‌های رسم‌شده در این نقاط بر هم عمودند. مجموع  خط  موازی محور  227
عرض‌های این دو نقطه کدام است؟ 

dxy = − ۱x۲

−
۳
۲

−
۱
۲

−
۱
۴

−
۳
۴

مرجع: سراسری- 1403

خط ماس بر منحنی  در نقطه  از منحنی عبور می‌کند. حاصل  کدام است؟   228y = + a + bx − ۱x۳ x۲(−۱ , −۴)
a

b

۰٫۳۰٫۴۰٫۶۰٫۸
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مرجع: سراسری- 1398 اگر  و  باشد،  کدام است؟   229g(x) =
۲x + ۱
x − ۱

(fog (۲) = ۶)′(۵)f ′

−۲−۱۲۳

مرجع: سراسری- 1398
در  مشتق‌پذیر است.( اگر  و  باشد،  کدام است؟ )   230g(x) = x + x−−√=lim

x→۲

f(x) − f(۲)

x − ۲
۴
۳

(fog (۱))′fR

۲
۳

۳
۲

۲۳

مرجع: خارج از کشور- 1398

 خط به معادلۀ  در نقطۀ  بر نمودار تابع  ماس است. اگر  باشد، 231

 کدام است؟

y = ۳x − ۵x = ۲y = g(x)=lim
x→۱

f(x) − f(۱)

۲x − ۲
۲
۳

(fog (۲))′

۱۲۳۴

مرجع: سراسری- 1399
، کدام است؟ اگر  یک تابع مشتق‌پذیر،  و  باشد، مقدار    232fg(x) = f ( )۱ + xtan۲

− −−−−−−−
√( ) =g ′ π

۳
۳√

۲
(۲)f ′

−
۱
۲

۱
۴

۱
۲

۱

مرجع: خارج از کشور- 1399
اگر  یک تابع مشتق‌پذیر،  و  باشند، مقدار  کدام است؟   233fg(x) = f( )

۱ − sin x

۱ + sin x
( ) =g ′ π

۶
۳√

۳
( )f ′ ۱

۳

−
۲
۳

−
۳
۴

−
۴
۳

−
۳
۲

مرجع: سراسری- 1400

، مقدار مشتق تابع  در  چند برابر   فرض کنید  و  234

است؟

f(x) = (x[ + ] + ۱x۲ ۱
۲

)۲g(x) =
۱

− ۱x۲
− −−−−

√۳
fogx =

۳
۸√

(−۱۲۸ )۲√

−۴۱۲۴

مرجع: خارج از کشور- 1400

؛ مقدار مشتق چپ تابع  در  چند برابر  است؟  فرض کنید  و  235f(x) = (x[x])۳g(x) =
۱

− ۱x۲
− −−−−

√
fogx =

۵√

۲
(−۴۸ )۵√

۱۲۴۸

مرجع: سراسری- 1400

 فرض کنید  و  تعداد عناصر مجموعه نقاطی که  یا  در آن‌ها 236

مشتق‌پذیر نیست کدام است؟

f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

−۱ ; x < −۱
x ; −۱ ≤ x ≤ ۱
 ; x > ۱

g(x) = ۱ − x۲goffog

۲۳۴۵
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مرجع: سراسری- 1401

تابع  مشتق‌پذیر و با دورۀ تناوب  است. اگر  باشد، حاصل  کدام   237

است؟

f۵g(x) = f(x + ۱) + f(۳x + ۱۰), (−۱) =f ′ ۳
۲

(−۲)g ′

۳
۷
۲

۶
۱۳
۲

مرجع: خارج از کشور- 1401

اگر  تابع مشتق‌پذیر،  و  باشد، مقدار  چقدر است؟   238fg(x) = f( x + cos x)tan۲ √( ) =g ′ π

۴
۳√(۲)f ′

۱
۲

۲
۳

۳√
۳√

۳

مرجع: سراسری- 1402 اگر  و  باشد، مقدار  کدام است؟   239f(x) =
۱

x − |x|
− −−−−−√۳

g(x) =
۱

− | |x۳ x۳
(− ) (g(− ))g ′ ۲√۳ f ′ ۲√۳

−
۱
۲

۱
۲

۱−۱

بررسی مشتق‌پذیری

مرجع: سراسری- 1398

، روی مجموعۀ اعداد حقیقی مشتق‌پذیر است. مقدار  کدام است؟ تابع     240f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۱
x − ۱
− + ax + bx۲

; x ≥ ۲

; x < ۲
b

−۲−۱۲

مرجع: سراسری- 1398

، در نقطۀ  مشتق‌پذیر است. حاصل  کدام است؟ تابع    241f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

| − ۲x|x۲

+ ax + b
۱
۲
x۲

; x < ۲

; x ≥ ۲
x = ۲a + b

۲۳۴۵

مرجع: خارج از کشور- 1398

، اگر  موجود باشد،  کدام است؟ در تابع    242f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

۸
ax + b

− + ۶xx۳

; x > ۲

; x ≤ ۲
(۲)f ′a

۱۲۳۴

مرجع: سراسری- 1400

 فرض کنید  باشد اگر  یک تابع مشتق‌پذیر باشد حداکثر 243

مقدار  با شرط  کدام است؟

f(x) = { , (a ≠ ۰)،g(x) = a + bx + c
g(x) x ≥ k

(x) x < kg ′ x۲f

kb + c = a

۳
۴

۱۳۴
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مرجع: سراسری- 1403

، تابع  روی  مشتق‌پذیر است. مقدار  کدام است؟ به‌ازای هر مقدار حقیقی و ناصفر    244af(x) =
⎧

⎩⎨
bx + c

۱
x

x < a

x ≥ a
Rac

−۱−۲

مرجع: سراسری- 1402

  ، در نقطه   ، اختلاف شیب نیم‌خط‌های ماس چپ و راست بر منحنی تابع به‌ازای کدام مقدار    245

می‌شود؟  برابر 

af(x) = |۴x − ۳| ax−−
√x =

۳
۴

۲ ۶√

۲۸
۱
۲

۱
۸

مرجع: سراسری- 1403 ، تابع  دارای نقطه‌ گوشه‌ای است؟ به‌ازای چند مقدار صحیح    246

بیش از  صفر

mf(x) = { b

b + (x − a)m
x < a

x ≥ a

۲۱

مرجع: خارج از کشور- 1403

،  یک نقطۀ گوشه‌ای برای منحنی  است؟ به‌ازای چند مقدار صحیح نامنفی    247

صفر

m(a, b){ b

b + (x − a)m
x < a

x ≥ a

۱۲۳

مرجع: خارج از کشور- 1398
، در چند نقطه از دامنه‌اش مشتق‌ناپذیر است؟ تابع با ضابطۀ    248f(x) =

| − ۲x|x۳

x

۱۲۳۴

آهنگ تغیر )دوازدهم(

مرجع: سراسری- 1398

، کدام است؟ ، از آهنگ تغیر متوسط در بازۀ  ، اختلاف آهنگ تغیر لحظه‌ای در  در تابع با ضابطۀ    249f(x) = −
۱
۲
x۲ ۱

x
x = ۲[۱, ۴]

۰٫۲۵۰٫۵۰٫۴۵۰٫۷۵

مرجع: سراسری- 1398

، آهنگ تغیر متوسط تابع در بازۀ  از آهنگ تغیر لحظه‌ای آن در  چقدر بیشتر در تابع    250

است؟

f(x) = (x + ۲) ۴x + ۱
− −−−−−

√[۰, ۲]x =
۳
۴

۰٫۱۰٫۱۵۰٫۲۰٫۲۵

مرجع: خارج از کشور- 1398

، ، آهنگ تغیر متوسط تابع در بازۀ  از آهنگ تغیر لحظه‌ای آن در  در تابع با ضابطۀ    251

چقدر کمتر است؟

f(x) = +۲x + ۱
− −−−−−

√ ۱
x + ۱

[۰, ۴]x =
۳
۲

۰٫۰۳۰٫۰۴۰٫۰۵۰٫۰۶
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کاربرد مشتق

مرجع: سراسری- 1399

، برابر آهنگ تغیر لحظه‌ای این تابع، در کدام طول  است؟ آهنگ متوسط تغیر تابع  در بازۀ    252y = ۲۱ − + ۴xx۲
− −−−−−−−−−−

√[۵, ۶]x

۴ + ۲√۳ + ۲ √۲ +
۳
۲

۲√۲ +
۵
۲

۲√

مرجع: خارج از کشور- 1401

، آهنگ متوسط تغیر تابع  چند برابر آهنگ متوسط تغیر تابع  است؟ در بازه    253[ , ]π

۴
π

۲
y = sin x cos ۲xy = x − xsin۴ cos۴

−۱−
۱
۲

۱
۲

نقاط بحرانی )دوازدهم(

مرجع: سراسری- 1402  ‌تابع  چند نقطۀ بحرانی دارد؟ 254

صفر

f(x) =
x

۱ − x|x|

۱۲۳

مرجع: سراسری- 1403

تابع  با ضابطه  را در نظر بگیرید. اگر  و  به‌ترتیب تعداد نقاط ماکزیم و مینیم نسبی و  تعداد   255

نقاط بحرانی تابع  باشند، مقدار  کدام است؟

ff(x) = x(۱ − |x|)
− −−−−−−−

√mnk

fm + n + k

۶۵۴۳

مرجع: خارج از کشور- 1403

تابع  با ضابطه  را در نظر بگیرید. اگر  و  به ترتیب تعداد نقاط ماکزیم و مینیم نسبی و  تعداد نقاط   256

بحرانی تابع  باشند، مقدار  کدام است؟

ff(x) = x|x| − x
− −−−−−−

√mnk

f
km + n

k − n

۴۳۲۱

اکسترم‌های مطلق

مرجع: سراسری- 1398
، از خط مجانب قائم آن کدام است؟ فاصلۀ نقطۀ مینیم مطلق تابع    257f(x) =

+ ۲xx۲

(x − ۱)۲

۱
۴
۳

۳
۲

۲

مرجع: سراسری- 1402

 حاصل‌ضرب بیشترین و کمترین مقدار تابع  برابر  است. اگر  باشد، مقدار  کدام 258

است؟ 

f(x) = +x−−√ a − ۲x
− −−−−−

√۱۲
−−

√a > ۰[a]

۲۴۶۱۲
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بهینه‌سازی )دوازدهم(

مرجع: سراسری- 1398

، بیشترین مساحت مستطیلی که دو ضلع آن بر روی محورهای مختصات و رأس چهارم آن، بر روی منحنی به معادلۀ    259

در ناحیۀ اول واقع شود، کدام است؟

y = ۱۲ − x
− −−−−−

√

۸ ۲√۸ ۳√۱۶۱۸

مرجع: خارج از کشور- 1398

بیشترین مساحت مستطیلی که یک ضلع آن بر قطر نیم‌دایره به شعاع  واحد و دو رأس دیگر آن روی این نیم‌دایره باشد، کدام   260
است؟

۶

۱۸۲۴۲۷۳۶

مرجع: سراسری- 1400

قرینۀ نقطۀ  واقع بر سهمی  را نسبت به نیمساز ناحیۀ اول و سوم صفحۀ مختصات تعین کرده و آن را  می‌نامیم.   261

اگر طول نقطۀ  بین دو طول متوالی از محل‌های تقاطع تابع  با خط نیمساز موردنظر باشد، ماکزیم طول پاره‌خط  کدام است؟

Af(x) = x۲A
′

AfAA′

۲√
۲√

۲
۲√

۴
۲√

۸

مرجع: سراسری- 1400 حداکثر مساحت جانبی استوانه‌ای که درون یک کره به شعاع  محاط می‌شود، کدام است؟   262۴ ۲√

۳۲π۶۴π
۲۵۶π

۳
۵۱۲π

۳

مرجع: سراسری- 1401

از بین مخروط‌های حاصل که از دوران کامل پاره‌خط  با اندازه  حول خط  به‌ دست می‌آیند، ارتفاع مخروطی با بیشترین   263

حجم، کدام است؟ )فقط نقطۀ  روی خط  واقع است.(

AB۳ √L

AL

۶۳۲ ۳√۳√

مرجع: خارج از کشور- 1401

 در ساخت قوطی‌های حلبی درباز به شکل مکعب‌مستطیل با قاعدۀ مربع و حجم  واحد مکعب، حداقل حلب استفاده شده در هر 264
قوطی، چند واحد مربع است؟

۴

۱۴۱۲۱۰۸

مرجع: سراسری- 1402 کمترین فاصلۀ نقاط واقع بر منحنی  از خط  کدام است؟   265y = x − [ ]x۲
− −−−−−−

√۲x − y + ۲ = ۰

۵√

۵
۳ ۵√

۸
۵√

۱۰
۳ ۵√

۱۰

مرجع: خارج از کشور- 1402 کمترین فاصلۀ نقاط واقع بر منحنی  از خط  کدام است؟    266

‌ ‌

y = − −x − [x]۲
− −−−−−−−

√x − y − ۱ = ۰

۲√

۲
۳ ۲√

۵
۳ ۲√

۱۰
۳ ۲√

۸
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بررسی یکنوای تابع به کمک مشتق )دوازدهم(

مرجع: سراسری- 1400 کدام عبارت برای تابع  درست است؟   267

تابع  در بازه‌های  و   صعودی است. تابع  در مجموعۀ  صعودی است.

تابع  در بازۀ  نزولی و در بازۀ  صعودی است. تابع  در بازۀ  صعودی و در بازۀ  نزولی است.

f(x) = ۲ −x−−√
۳

۲ − ۱x۲
− −−−−

√۳

f(۰, ۱) ∪ (۱, +∞)f(۱, +∞)(۰, ۱)

f(۱, +∞)(۰, ۱)f(۱, +∞)(۰, ۱)

مرجع: سراسری- 1400

بازه‌های که تابع  در آنها اکیداً نزولی است را در نظر بگیرید. ماکزیم طول این بازه‌ها کدام است؟   268f(x) =
x۴

− ۸x۳

۲۴ − ۱
− −−−−

√۳۲ ۴√۳۲( − ۱)۴√۳

مرجع: خارج از کشور- 1400 مجموعۀ مقادیری از اعداد حقیقی که در آن تابع  صعودی باشند، کدام است؟   269f(x) = ۳ + |x|x−−√۳

[−۱ , ∞)(−∞ , ∞)
[−۱ , ۰)

∪ (۰ , ∞)
[−۳ , ۰]۳√

مرجع: خارج از کشور- 1400
، در آنها اکیداً نزولی باشد، کدام است؟ تعداد بازه‌های که تابع    270f(x) = ; x ∈ (−۲ , ۲)

− ۳x۴

− ۲x۲

۲۳۴۵

مرجع: سراسری- 1403 ، تابع  روی بازۀ  نزولی است؟  به‌ازای چند مقدار صحیح    271my =
mx + ۲

x − ۱ + m
(۱ , +∞)(m ≠ ۲)

۱۲۳۴

اکسترم‌های نسبی

مرجع: سراسری- 1398 ، فاصلۀ دو نقطۀ ماکسیم نسبی و مینیم نسبی آن، کدام است؟ در تابع با ضابطۀ    272f(x) = x|x − ۴|

۵√۲ √۳ ۲√۲ ۵√

مرجع: خارج از کشور- 1398
، از خط مجانب افقی آن، کدام است؟ فاصلۀ نقطۀ ماکسیم نسبی تابع    273f(x) =

۲x − x۲

(x + ۱)۲

۲
۳

۱
۴
۳

۳
۲

مرجع: سراسری- 1400
تعداد نقاط اکسترم نسبی تابع  کدام است؟   274f(x) = | − ۴|

x۲

− ۱x۲
x۲

۳۴۵
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مرجع: سراسری- 1400

 فرض کنید  و  نقاط اکسترم نسبی تابع  باشند. چند نقطه روی نمودار  وجود دارد که 275

خطوط ماس بر آنها موازی پاره‌خط  است؟

صفر

ABf(x) = ۲ − ۳ − ۱۲x + ۱x۳ x۲f

AB

۱۲۳

 

مرجع: سراسری- 1401 نمودار تابع  به‌صورت زیر است. طول نقطه مینیم نسبی تابع، کدام است؟   276f(x) = + a + bx + cx۳ x۲

۱
۲

۲

۳
۲

۳

مرجع: خارج از کشور- 1401

نمودار تابع  در نقاطی به طول صفر و  دارای اکسترم نسبی است. بین نقاط اکسترم نسبی این   277
تابع، چقدر است؟

y = + a − ۲bx − ۴x۳ x۲−۲

 ۵√۲ ۱
−−

√۲ ۱۵
−−

√۲ ۱۰۱
− −−

√

مرجع: خارج از کشور- 1401

نقاط  و  نقاط اکسترم نسبی تابع  هستند. حاصل  کدام است؟   278A(۰, ۰)B(۱, ۱)y = a + b + cx + dx
۳

x
۲

ab

−۳−۶۳۶

مرجع: سراسری- 1402

ها را در  و  قطع می‌کند. اگر مجموع  و  بیشترین مقدار محور  نمودار تابع    279
باشد،  کدام است؟

f(x) = ( − ۱) + (۲ − m)x + ۵m۲ x۲xαβαβ

m

۲ + ۵√۲ + ۳√۲ − ۵√۲ − ۳√

تقعر و نقطه‌ی عطف

مرجع: خارج از کشور- 1400

 فرض کنید  و  نقاط مینیم نسبی و  و  نقاط عطف تابع  باشند. زاویۀ بین پاره‌خط‌های  و 280

، کدام است؟

صفر

ABCDf(x) = − ۶ + ۵x۴ x۲
AB

CD

۳۰۴۵۶۰

مرجع: سراسری- 1402

، نقطه عطف منحنی  در ناحیۀ دوم محورهای مختصات قرار دارد؟ به‌ازای چند مقدار صحیح و منفی    281

صفر بیش از 

ky = k + (k + ۱)x۳ x۲

۱۲

مرجع: خارج از کشور- 1402

، نقطه عطف منحنی  در ناحیۀ سوم محورهای مختصات قرار دارد؟  به‌ازای چند مقدار صحیح    282

صفر  بیش از 

ky = − (k + ۲)
k

۲
x۳ x۲

۱
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رسم توابع

 
x

y

1

مرجع: سراسری- 1398  شکل روبه‌رو، نمودار تابع  است.  کدام است؟ 283f(x) = ۳ + a + b + cxx۴ x۳ x۲a

−۸−۷

−۵−۴

y

x3

 

مرجع: خارج از کشور- 1398  شکل روبه‌رو، نمودار تابع  است.  کدام است؟ 284f(x) = + a + bx۴ x۳ x۲f(−۲)

۳۲

۳۶

۴۰

۴۸
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  شمارندۀ  است؛ بنابراین: 1

‌

‌بنابراین با حذف  زوج مرتب عضو که زوج مرتب‌های  تابع می‌شود.

  2

 

 با توجه به ضابطۀ تابع داریم:   3

‌

‌بنابراین:

‌

 اختلاف مقادیر ‌a برابر است با:

‌

  4

   

   

‌اگر بازۀ  زیرمجموعه‌ای از دامنۀ تابع باشد، یکی از دو حالت زیر اتفاق می‌افتد.

  

‌یا

  

  

‌ظاهراً طراح سؤال به این نکته که  نیز می‌تواند باشد توجه نکرده است.

   

برای رسم نمودار  باید نمودار  را  واحد به سمت چپ انتقال دهیم.   5

 با توجه به شکل داده‌شده 

‌

‌

‌
‌

− ۱y ۲۷۲

= ۰, ۴, ۹, ۲۵ → y = ۰, ±۲, ±۳, ±۵y ۲

۳f

⇒
|a| + ۲ > ۱
 − |a| < ۱

f(۲ + |a|) = + ۴ + ۴|a| − ۲ − |a| − ۷a۲

f(۱ − |a|) = ۲ − ۲|a| − ۱

f(۱ − |a|) = f(۲ + |a|) ⇒ + ۵|a| − ۶ = ۰ ⇒ {a۲ |a| = ۱ ⇒ a = ±۱
|a| = −۶ غ‌ ق‌ ق

۱ + > ۱ ⇒ |۱ + | > ۱ ⇒ f(۱ + ) = ۷ − ۳(۱ + )a۲ a۲ a۲ a۲

> ۰ , ۱ + > ۱ ⇒ | | < ۱ ⇒ f( ) = −۲( )a۲ a۲ −a۲

۱ + a۲

−a۲

۱ + a۲

−a۲

۱ + a۲

۷ − ۳(۱ + ) = −۲( ) ⇒ ۴ − ۳ = ۳ + t − ۴ = ۰ ⇒ t = ۱✓, t = ✗ ⇒ a = ±۱a۲ −a۲

۱ + a۲
a۲ a۲

۱ + a۲
− →−−−

=t>۰a۲

t۲ −۴
۳

۱ − (−۱) = ۲

f(x) = ,
۹ − x۲
− −−−−

√

x − ۱
۹ − ≥ ۰x۲ ⇒ ≤ ۹x۲ ⇒ −۳ ≤ x ≤ ۳

x − ۱ ≠ ۰ ⇒ x ≠ ۱ ⇒ = [−۳, ۳] − {۱}Df = [−۳, ۱) ∪ (۱, ۳]

I = (k − ۲, ۳k + ۲)

I ⊆ [−۳, ۱) ⇒ { k − ۲ ≥ −۳
k + ۲ ≤ ۱

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

k ≥ −۱

k ≤ −
۱
۳

⇒ −۱ ≤ k ≤ − (۱)
۱
۳

I ⊆ (۱, ۳] ⇒ { k − ۲ ≥ ۱
۳k + ۲ ≤ ۳

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

k ≥ ۳

k ≤
۱
۳

⇒ ∅ (۲)

(۱) ∪ (۲) ⇒ −۱ ≤ k ≤ −
۱
۳

⇒ k ∈ [−۱, − ]
۱
۳

k = −
۱
۳

k = −
۱
۳

⇒ (k − ۲, ۳k + ۲) = (− − ۲, −۱ + ۲)
۱
۳

= (− , ۱) ⊂
۷
۳

Df

f(x + ۲)f(x)۲

= R ⇐Df

− ≥ ۰ ⇒ ≤ ۰
f(x)

f(۲ + x)

f(x)

f(۲ + x)

⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

f(x) ≥ ۰ , f(۲ + x) < ۰
 یا
f(x) ≤ ۰ , f(۲ + x) > ۰
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‌

می‌توان نوشت:   6

   

چون  زیر رادیکال است باید نامنفی باشد، پس:

‌

‌تابع  اکیداً صعودی است، پس:

   

ابتدا  را محاسبه می‌کنیم.   7

‌

‌با توجه به جای‌گذاری  جواب معادله فوق است.

‌ هاي منفي منتقل شود بايد به مي‌دانيم: براي اينکه  واحد به سمت  ‌هاي مثبت منتقل شود بايد به‌جاي  عبارت  و براي اينکه به طرف    8

کل تابع عدد  اضافه شود؛ بنابراين داريم:

  

‌و براي اينکه اين تابع بالاي نيمساز ربع اول قرار گيرد بايد:

   

  9

حال باید نامعادلۀ  را حل کنیم.

(، دقت کنید برد تابع  است پس دامنۀ تابع معکوس  خواهد بود: معکوس تابع را به‌ دست می‌آوریم )قرینه نسبت به    10

    

 

طبق تبدیل‌های گفته شده داریم:   11

 ‌  ‌

‌حال معادلۀ زیر را حل می‌کنیم تا نقطۀ برخورد تابع حاصل با  به‌دست آید.

 ‌  ‌  ‌

 ‌ ‌

‌فاصلۀ نقطۀ  تا مبدأ مختصات برابر است با:

 ‌  ‌ ‌

  12

 نمودار را در یک دستگاه رسم می‌کنیم.

  

⇒
⎧
⎩⎨

f(x) ≥ ۰ , f(۲ + x) < ۰ ⇒ [−۲, ۰] ∪ [۱, ∞) ∩ (−۲, −۱) ∪ (−∞, −۴) ⇒ (−۲, −۱) (۱)

f(x) ≤ ۰ , f(۲ + x) > ۰ ⇒ (−∞, −۲] ∪ [۰, ۱] ∩ (−۴, −۲) ∪ (−۱, +∞) ⇒ (−۴, −۲) ∪ [۰, ۱] (۲)

(۱) ∪ (۲) ⇒ (−۲, −۱) ∪ (−۴, −۲) ∪ [۰, ۱] ⇒ −۳, ۰, ۱
  

 عدد صحیح۳

−۱ ≤ sin x ≤ ۱ ⇒ ۰ ≤ x ≤ ۱sin۲ ⇒ ۰ ≤ ۵ x ≤ ۵sin۲ ⇒ −۱ ≤ ۵ x − ۱ ≤ ۴sin۲

۵ x − ۱sin۲

۰ ≤ ≤ ۲ ⇒ ۰ ≥ − ≥ −۲۵ x − ۱sin۲
− −−−−−−−−

√ ۵ x − ۱sin۲
− −−−−−−−−

√

۲t

≥ ≥۲۰ ۲− ۵ x−۱sin۲√ ۲−۲ ⇒ = [ , ۱]Rf

۱
۴

⇒ a = , b = ۱

۴

⇒ a + b =
۵
۴

f( )۵
−−

√

f( ) = ۵ − [ ] = ۳۵
−−

√ ۵
−−

√

⇒ f(af( )) = f(۳a) = ۹ − [۳a] = ۲۵
−−

√ a۲

a = −
۱
۳

۳xxx − ۳y

−۲

y = −(x − ۳ + ۲(x − ۳) + ۵ − ۲)۲ = − + ۶x − ۹ + ۲x − ۶ + ۳x۲ ⇒ y = − + ۸x − ۱۲x۲

− + ۸x − ۱۲ > xx۲ ⇒ − ۷x + ۱۲ < ۰x۲ ⇒ (x − ۳) ⋅ (x − ۴) < ۰ ⇒ ۳ < x < ۴

y = − x − ۳ y = (x + ۲ − (x + ۲) − ۳ y = (x + ۲ − (x + ۲) − ۳ − ۹ = + ۳x − ۱۰x۲ − →−−−−−
x→x+۲

واحد به چپ
)۲ − →−−−−

واحد پاین۹
)۲ x۲

y < ۰

⇒ + ۳x − ۱۰ = (x − ۲)(x + ۵) < ۰ ⇒ −۵ < x < ۲ ⇒ x ∈ (−۵, ۲)x۲

y = xy ≥ ۲x ≥ ۲

y = ۲ + x − ۱
− −−−−

√ ⇒ y − ۲ = x − ۱
− −−−−

√ ⇒ x − ۱ = (y − ۲)۲ ⇒ x = (y − ۲ + ۱)۲ ⇒ (x) = (x − ۲ + ۱; x ≥ ۲f −۱ )۲

g(x) = (x − ۴ − ۲; x ≥ ۴− →−−−−−
واحد پاین۳

واحد راست۲
)۲ ⇒ g(۴) = −۲

f(x) =
۱
x

− →−−−
x→x−۱

y = y =
۱

x − ۱
− →−−−−

xها مصدر

قرینه نسبت به −۱
x − ۱

y = = ۲− →−−−−−
واحد به پاین۲ −۱

x − ۱
f

− ۲ =
−۱

x − ۱
۱
x

− →−−−−
×x(x−۱)

−x − ۲x(x − ۱) = x − ۱ ⇒ −x − ۲ + ۲x = x − ۱x۲ ⇒ = ⇒ x = ±x۲ ۱
۲

۱

۲
−−

√

y = = = ±
۱
x

۱

±
۱

۲√

۲
−−

√ ⇒ A( , ) A(− , − نقطۀ برخورد(
۱

۲
−−

√
۲
−−

√ یا
۱

۲
−−

√
۲
−−

√

A

OA = +(± )
۱

۲
−−

√

۲

(± )۲
−−

√
۲

− −−−−−−−−−−−−−−−

⎷

 = =+ ۲
۱
۲

− −−−−

√
۵
۲

−−

√ = × =
۵
−−

√

۲
−−

√

۲
−−

√

۲
−−

√

۱۰
−−

√

۲

۲

f(x) = g(x)x−−√ − →−−−−−−−−−−
yها  قرینه نسبت به محور

= h(x)−x−−−
√ − →−−−−−−−−

واحد به سمت راست۴
= =−(x − ۴)

− −−−−−−−
√ −x + ۴

− −−−−−
√
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x

y

x =2

h = x_ 4(x) + f = x(x)

مشخص است که این دو نسبت به خط  متقارن هستند.

  13

   

     :تلاقی

  14
روش اول:

  

‌محل برخورد تابع فوق و وارونش در نقطه‌ای با عرض  است که باید روی خط  باشد، پس نقطۀ  در تابع صدق می‌کند.

      

‌روش دوم: توابع رادیکالی به فرم داده‌شده در صورت سؤال، وارون خود را روی خط  قطع می‌کند. پس منحنی جدید وارون خود را در نقطه  قطع کرده است. با

ها برابر  است. انتقال  واحد این نمودار به پاین، نقطه  به نقطه  متناظر می‌شود، درنتیجه طول نقطه برخورد نمودار نهای با محور 

ها به اندازۀ  واحد به چپ، باید  را به  تبدیل کنیم، پس: برای انتقال در راستای محور    15

 

‌حال نقطۀ تلاقی توابع  و  را می‌یابیم.

 

‌

‌

تابع  همانی است، پس  ؛ ضابطۀ تابع  نیز به‌صورت  می‌شود. طبق فرض، ریشۀ معادله زیر برابر  است:    16

‌

‌

‌

چون تابع  همانی است، پس از  نتیجه می‌شود  و اختلاف مقادیر  در آن به‌صورت زیر می‌شود: 

‌

ابتدا مقدار تابع داخلی را محاسبه می‌کنیم:    17

‌

‌

→

x = ۲

f(x) = (x − ۱)۲ g(x) = −(−x − ۱− →−−−−−−
قرینه نسبت به مبدأ

)۲ − →−−−−−−−
واحد به سمت بالا۴
h(x) = −(−x − ۱ + ۴)۲

(x − ۱ = −(−x − ۱ + ۴)۲ )۲ ⇒ + ۱ − ۲x = − − ۱ − ۲x + ۴x۲ x۲ ⇒ ۲ = ۲x۲ ⇒ = ۱x۲ ⇒ x = ۱ , x = −۱

y = ۴ − x
− −−−−

√ y = + k− →−−−−
راستای قائم

kواحد در
۴ − x
− −−−−

√ y = + k− →−−−−−
راستای افقی

k−۲واحد در
۴ − (x − (k − ۲))
− −−−−−−−−−−−−−

√

۱y = x(۱, ۱)

۱ = + k۴ − (۱ − (k − ۲))
− −−−−−−−−−−−−−

√ ⇒ + k = ۱k + ۱
− −−−−

√ ⇒ k = ۰ ⇒ y = ۲ − x
− −−−−

√ y = − ۱− →−−−−−
یک واحد پاین

۲ − x
− −−−−

√ = ۱− →−−−−−−−−
y=۰

xها محل برخورد با
۲ − x
− −−−−

√ ⇒ ۲ − x = ۱

⇒ x = ۱

y = x(۱, ۱)

۱(۱, ۱)(۱, ۰)x۱

x۲xx + ۲

f(x) = ۴x − f(x + ۲) = ۴(x + ۲) − (x + ۲x۲ − →−−−
x→x+۲

)۲ ⇒ f(x + ۲) = ۴x + ۸ − − ۴x − ۴ = ۴ −x۲ x۲

y = ۴ − x۲y = ۴x − x۲

{ y = ۴x − x۲

y = ۴ − x۲
⇒ ۴x − = ۴ − ⇒ ۴x = ۴ ⇒ x = ۱x۲ x۲

y = ۴ − = ۳ ⇒ : A(۱, ۳)۱۲ نقطه تلاقی

OA = = =+x
۲
A

y
۲
A

− −−−−−−
√ ۱ + ۹

− −−−−
√ ۱۰

−−
√

ff(x) = xgg(x) =
۱

x − a
x =

۲
−−

√

۲

|g(x)| − ۲ = ⇒ | | − ۲ =
۱

|f(x)|

۱
x − a

۱
|x|

− ۲ = ⇒ = ۲ + ⇒ | − a| = ×− →−−−

x=
۲√

۲ ∣

∣

∣
∣

۱

−a

۲√

۲

∣

∣

∣
∣

۱
۲√

۲

۱

| − a|
۲√

۲

۲
−−

√
۲
−−

√

۲
۱

۲ + ۲
−−

√

۲ − ۲
−−

√

۲ − ۲
−−

√

⇒ | − a| = = ۱ −
۲
−−

√

۲

۲ − ۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۲
⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

− a = ۱ − ⇒ a = − ۱
۲√

۲

۲√

۲
۲
−−

√

− a = − ۱ ⇒ a = ۱
۲√

۲

۲√

۲

ff(x + a) = ۳x + a = ۳x

+ = ۳ = + ⇒ − = −x۱ a۱ x۲ a۲ x۱ x۲ a۲ a۱

⇒ − = ۱ − ( − ۱) = ۲ −x۱ x۲
−−

√ ۲
−−

√

gof(− ) = g(f(− )) ⇒ f(− ) = ۲[ ] − (− ) = −۴ + = −
۵
۳

۵
۳

۵
۳

−
۵
۳

−۲

۵
۳

۵
۳

۷
۳

⇒ g(− ) = f([− + f(− )]) ⇒ f(− ) = ۲[− ] − (− ) = −۶ + = −
۷
۳

۷
۳

۷
۳

۷
۳

۷
۳

۷
۳

۷
۳

۱
۳
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‌

ضابطۀ توابع  و  را به‌دست می‌آوریم:   18

‌

 

‌

    

 ‌       

  

 در نمودار  بیشترین مقدار تابع برابر  است.

  19

ابتدا ضابطه  را می‌یابیم.

   

‌حال تابع  را به‌ دست می‌آوریم:

‌

، کمترین مقدار تابع به‌ دست می‌آید. ‌در تابع فوق به‌ازای 

‌

  20

 

چون  و  تابع ثابت هستند، در ضابطۀ داده‌شده برای آنها، ضریب  باید صفر باشد.   21

‌

⇒ g(− ) = f([− − ]) = f(−۶) = ۲[−۶] − (−۶) = −۱۲ + ۶ = −۶
۷
۳

۷
۳

۱
۳

foggof

⎧

⎩⎨
⎪

⎪

x < −۱ : gof(x) = g(−۱) = ۰
−۱ ≤ x ≤ : gof(x) = g(x) = ۱ − x۲

x > ۱ : gof(x) = g(۱) = ۰

fog = f(۱ − )x۲ =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

−۱

 − x۲

۱

 − < −۱ ⇒ > ۲ ⇒ x < − ∨ x >x۲ x۲
−−

√ ۲
−−

√

−۱ ≤ ۱ − ≤ x ⇒ ۱ ≥ − ۱ ≥ −۱ ≥ −۱ ⇒ ۰ ≤ ≤ ⇒ − ≤ x ≤x۲ x۲ x۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

۱ − > ۱ ⇒ < ۰ ⇒ x ∈ ∅x۲ x۲

⇒ fog(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−۱

 − x۲

x < − x >۷
−−

√ ۲
−−

√

− ≤ x ≤۲
−−

√ ۲
−−

√

x < − ⇒ gof(x) − fog(x)۲
−−

√ = ۰ − (−۱) = ۱ , − ≤ x < −۱۲
−−

√ ⇒ gof(x) − fog(x) = ۰ − (۱ − )x۲ = − ۱x۲

−۱ ≤ x ≤ ۱ ⇒ gof(x) − fog(x) = ۱ − − (۱ − ) = ۰x۲ x۲ , ۱ < x ≤ ۲
−−

√ ⇒ gof(x) − fog(x) = ۰ − (۱ − )x۲ = − ۱x۲

x > ۲
−−

√ ⇒ gof(x) − fog(x) = ۰ − (−۱) = ۱

gof − fog۱

g(x)

f(x) = ۲x, gof(x) = ۵ + ۱ ⇒ g(f(x)) = ۵ + ۱x۲ x۲ ⇒ g(۲x) = ۵ + ۱x۲ g(۲ × x) = ۵( x + ۱− →−−−

x→ x
۱
۲ ۱

۲
۱
۲

)۲ ⇒ g(x) = + ۱
۵
۴
x۲

g(x − ۷)

y = g(x − ۷) = (x − ۷ + ۱
۵
۴

)۲

x = ۷

= g(۷) = ۰ + ۱ = ۱ymin

f(x) = ⇒ f( ) = = = =
x۲

−−
√

۳x − ۲
−−

√
۲
−−

√
×۲

−−
√ ۲

−−
√

۳ −۲
−−

√ ۲
−−

√

۲


−−

√

۱

۲
−−

√

۲
−−

√

۲

f(f(f( ))) = f(f( )) = = = =۲
−−

√
۲√

۲

×۲
−−

√
۲
−−

√

۲

−
۳ ۲

−−
√

۲
۲
−−

√

۱

۲
−−

√

۲

۲


−−

√
۲
−−

√

f(f(f( ))) = f( ) = =۲
−−

√ ۲
−−

√
۲
−−

√

۲
۱

۲
−−

√

fgx

f(x) = b − ۳ax ⇒ ۳a = ۰ ⇒ a = ۰ ⇒ f(x) = b

g(x) = c − (۳b − ۳)x ⇒ ۳b − ۳ = ۰ ⇒ b = ۱ ⇒ {
f(x) = ۱
g(x) = c
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ابتدا ضابطۀ تابع  را ساده می‌کنیم:   22

‌

، تابع ثابت است، پس داریم:  ‌چون 

  23

 

سهمی در بازۀ  اکیداً صعودی است؛ بنابراین طول رأس سهمی برابر  است.   24

‌

تابع داده‌شده یک تابع گلدانی است که در  و  )ریشه‌های داخل قدرمطلق( دارای شکست است.   25

_2 1

3

y

x

تابع داده‌شده یک تابع سرسره‌ای )آبشاری( است که در  و  )ریشه‌های داخل قدرمطلق( دارای شکست است.   26

‌ 

y

1
2

21

3

3

1

_

x
_

_

  27

    

‌

‌تابع  همواره صعودی است و تابع  همواره نزولی است پس تابع  نیز همواره صعودی است. پس می‌توان نتیجه گرفت تابع  یک تابع صعودی است.

 

‌

‌توجه: اگر تابع پیوسته  در بازۀ  اکیداً صعودی باشد آنگاه برد تابع برابر است با:

‌

تابع  زمانی اکیداً نزولی است که ضریب  عددی منفی باشد، پس داریم:   28

‌

f + g = ۵ ⇒ ۱ + c = ۵ ⇒ c = ۴ ⇒ b × c = ۱ × ۴ = ۴

f

f(x) = (ax + ۲)(b − x) − ۷ = abx − a + ۲b − ۲x − ۷x۲ x۲ x۲

⇒ f(x) = (−a − ۷) + (ab − ۲)x + ۲bx۲

f

−a − ۷ = ۰ ⇒ a = −۷ , ab − ۲ = ۰ ⇒ −۷b − ۲ = ۰ ⇒ b =
−۲
۷

f(x) = ۲b = ۲ × (− ) = −
۲
۷

۴
۷

= = ۲٫۵ ⇒ a = −۲۵xs
−a

۱۰

= − = = ۲۳٫۲۵ys
Δ

۴x(−۵)

۴۶۵
۲۰

[−۰٫۷ , +∞)−۰٫۷

− = −۰٫۷


۲a
⇒ a = ۵
⇒ y = ۵ + ۷x − ۱x۲

⇒ = = = − = −۳٫۴۵ys
−Δ

۴a
−(۴۹ + ۲۰)

۲۰
۶۹
۲۰

x = −۲x = ۱

→ x < −۲ : اکیداً نزولی

x = −۱x = ۲

−۱ < x < ۲ :−→− اکیداً صعودی

۰ ≤ x ≤ ۱cos۲ ⇒ ۰ ≤ ۹ x ≤ ۹cos۲ ⇒ −۱ ≤ ۹ x − ۱ ≤ ۸cos۲ ⇒ −۱ ≤ ≤ ۲۹ cos ۲x − ۱
− −−−−−−−−−

√۳
  

t

⇒ −۱ ≤ t ≤ ۲

f(x) = −۲t ۲−t

۲t۲−t
−۲−t

f(x)

: t = −۱ ⇒ − = − ۲ = کمترین مقدار تابع− ۲−۱ ۲۱
۲

۳
۲

: t = ۲ ⇒ − = ۴ − بیشترین مقدار تابع= ۲ −۲ ۱
۴

۱۵
۴

⇒ [− , ]
۳
۲

۱۵
۴

⇒ b − a = − (− ) =
۱۵
۴

۳
۲

۲۱
۴

f(x)[a, b]

= [f(a) , f(b)]Rf

f(x) = (−۹ + ) + ۵k۲ x۳x۳

−۹ + < ۰ ⇒ < ۹ ⇒ |k| < ۳ ⇒ −۳ < k < ۳k۲ k۲

k : −۲, −۱, ۰, ۱, ۲ ⇒ = −۲ − ۱ + ۰ + ۱ + ۲ = مقادیر صحیح۰ مجموع
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تابع  روی  اکیداً نزولی و  است. پس داریم:   29

‌

، منفی است. حال برای تعین دامنۀ  باید نامعادلۀ  را حل کنیم که با تعین علامت داریم: ، تابع  ، مثبت و برای  ، تابع  ‌برای 

‌دامنۀ  شامل اعداد صحیح نامنفی  است.

  30

 ‌

با توجه به ریشه‌های داخل قدرمطلق‌ها یعنی  و  محدوده‌های زیر را در نظر می‌گیریم:

‌

‌در محدودۀ  تابع نزولی است و داریم:

 ‌

 ‌  ‌

‌ ‌

تابعی که هم صعودی و هم نزولی است، تابع ثابت است، پس:    31

‌
‌مجموعۀ داده‌شده در صورتی تابع است که: 

‌

. ‌پس  و در نتیجه 

با توجه به نمودار  است. برای معادلۀ داده‌شده داریم:    32

‌

می‌دانیم انتقال افقی، تعداد ریشه‌ها را تغیر نمی‌دهد و با توجه به نمودار که تابع  با دامنۀ  اکیداً صعودی است، هر کدام از معادلات بالا یک جواب دارد. 

طبق فرض، دامنۀ  مجموعه‌ای از مقادیر منفی است، پس:   33

‌

 فقط یک مقدار صحیح را می‌تواند بپذیرد.

fRf(۳) = ۰

x < ۳ ⇒ f(x) > f(۳) ⇒ f(x) > ۰

x > ۳ ⇒ f(x) < f(۳) ⇒ f(x) < ۰

x < ۳fx > ۳fg(x) = f(x)x۲
− −−−−−

√f(x) ≥ ۰x۲

x ≤ ۳ ⇒ D ⋅ g = (−∞, ۳]

g۰, ۱, ۲, ۳

y = − |۳x − ۶|(x + ۱)
۲− −−−−−−

√ = |x + ۱| − |۳x − ۶|

x = −۱x = ۲

x < −۱ ⇒ y = −(x + ۱) + ۳x − ۶ = ۲x − ۷

−۱ ≤ x < ۲ ⇒ y = x + ۱ + ۳x − ۶ = ۴x − ۵

x ≥ ۲ ⇒ y = x + ۱ − (۳x − ۶) = −۲x + ۷

x ≥ ۲

x ≥ ۲ ⇒ −۲x ≤ −۴ → −۲x + ۷ ≤ −۴ + ۷ ⇒ y ≤ ۳

y = −۲x + ۷ ⇒ ۲x = −y + ۷ ⇒ x = − y +
۱
۲

۷
۲

: y = − x + ; x ≤ تابع وارون۳
۱
۲

۷
۲

f(x) = m − nx − k = ⇒ m = n = ۰ , f(x) = −kx۲ ثابت

( , n − ۱) = (۰ , k) ⇒ k = n − ۱ = −۱m 
۰

f(x) = ۱f( ) = ۱۵
−−

√

g(۲) = ۰

g(f(g(x + ۲))) = ۰ f(g(x + ۲)) = ۲− →−−−
g(۲)=۰

⇒ | g(x + ۲) − ۱| = ۲ → g(x + ۲) − ۱ = ±۲۱
۲

۱
۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

g(x + ۲) = ۶
یا
g(x + ۲) = −۲

gR

f

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

− m − ۵ < ۰ → < m < (I)m۲
۱ − ۲۱

−−
√

۲

۱ + ۲۱
−−

√

۲
− + ۲m − ۳ < ۰ → Δ = ۴ − ۱۲ < ۰ ⇒ ( )m۲ همواره برقرار

: f( − m − ۵) < f(−۳ + ۲m − ) − m − ۵ > −۳ + ۲m از طرفی− m۲ m۲ − →−−−−
اکیداً نزولی

m۲ m۲

⇒ ۲ − ۳m − ۲ > ۰ ⇒ (۲m + ۱)(m − ۲) > ۰ ⇒ (m < − ) ∪ (m > ۲) (II)m۲ ۱
۲

( , − ) ∪ (۲, ) m = −۱− →−−−−−−−
(II),(I) اشتراک ۱ − ۲۱

−−
√

۲

  ≃−۱٫۷۵

۱
۲

۱ + ۲۱
−−

√

۲

  ≃۲٫۷۵

− →−−
m∈Z

‌m

46

مطابق آزمون قلمچی



  34

‌در بازۀ به‌دست‌آمده، فقط عدد  عددی صحیح است.
در توابع قدرمطلقی، سریع‌ترین روش برای بررسی یکنوای تابع، رسم آن است. چون قدرمطلقی است ابتدا تابع را تعین علامت و سپس رسم   35

می‌کنیم.

ریشۀ قدرمطلق 

   ‌  

‌  

  

تابع در واقع  است که سه واحد به‌سمت چپ و یک واحد به‌سمت پاین انتقال یافته است. این تابع اکیداً صعودی است. می‌دانیم محل   36

تقاطع یک تابع صعودی و معکوسش روی نیمساز ربع اول و سوم یعنی  خواهد بود، پس کافی است تابع را با  در یک دستگاه حل کنیم تا محل تقاطع حاصل شود.

   

‌

تابع اکیداً صعودی است؛ پس منحنی وارون خود را روی خط  قطع می‌کند؛ بنابراین منحنی  وارون خود را در نقطۀ   37

۲ − ۹m − ۲ > ۰ ⇒ m < , m > ) (۱) ,m۲
۹ − ۹۷

−−
√

۴

۹ + ۹۷
−−

√

۴
− ۴m + ۴ > ۰ ⇒ (m − ۲ > ۰ ⇒ m ∈ R − {۲} (۲)m۲ )۲

f(۲ − ۹m − ۲) < f( − ۴m + ۴) ۲ − ۹m − ۲ < − ۴m + ۴ → − ۵m − ۶ < ۰ →m۲ m۲ − →−−−−−
صعودی اکید

m۲ m۲ m۲

(m + ۱)(m − ۶) < ۰ → m ∈ (−۱ , ۶); (۳) ,

(۱) ∩ (۲) ∩ (۳) → m ∈ (−۱ , ) ∪ ( , ۶) m = ۵
۹ − ۹۷

−−
√

۴

۹ + ۹۷
−−

√

۴
− →−−
m∈Z

۵

y = (x − ۱) ⋅ |x| , x = ۰

۱) x ≥ ۰ ⇒ y = (x − ۱) ⋅ (x) = − xx۲ −→−
x≥۰

۲) x < ۰ ⇒ y = (x − ۱) ⋅ (−x) = − + xx۲ −→−
x<۰

− →−−−−−−
شکل تقریبی تابع 

‌y = (x − ۱)x = − x ⇒ = ۲x − ۱ = ۰ ⇒ x =− →−−−
۰<x<۱

x۲ y ′ ۱
۲

(a , b) = (۰ , ) ⇒ a + b =− →−−−−−−
با توجه به شکل

بازۀ نزولی ۱
۲

۱
۲

y = x−−√

y = xy = x

{
y = − ۱x + ۳

− −−−−
√

y = x
⇒ − ۱ = x ⇒x + ۳

− −−−−
√ x + ۳

− −−−−
√ = x + ۱ x + ۳− →−−

x>−۱

۲ توان
= + ۲x + ۱x۲

⇒ + x − ۲ = ۰ {x۲ − →−−−−−−−
مجموع ضرایب صفر x = ۱

x = −۲ غ ق ق

|OA| = =+۱۲ ۱۲
− −−−−−

√ ۲
−−

√

y = xy = + k+ ۳x−−√
− −−−−−

√
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 قطع می‌کند و این نقطه روی تابع نیز صدق می‌کند.

‌

ها قرینه می‌کنیم: ‌بنابراین نمودار یک واحد به پاین منتقل شده است. این منحنی را نسبت به محور 

‌

‌حال نمودار را  واحد به چپ منتقل می‌کنیم:

‌

‌نقطۀ  روی این منحنی قرار دارد.

می‌دانیم اگر نقطۀ  متعلق به تابع  باشد، آن‌گاه نقطۀ  متعلق به تابع  است و بالعکس. پس گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:   38

‌

‌

  39

‌تابع  را به‌صورت دو ضابطه‌ای می‌نویسیم:

‌

، نزولی است و داریم: ‌مشخص است که تابع  برای 

‌

نقطۀ  بر روی تابع قرار دارد اگر و فقط اگر نقطۀ  روی وارون تابع قرار داشته باشد، بنابراین جواب گزینۀ  است، زیرا:   40

‌

 ‌  ‌

تابع  اکیداً صعودی است. پس نقطۀ برخورد تابع و وارون آن بر روی نیمساز ربع اول و سوم یعنی خط  قرار دارد. پس   41

باید تابع را با  قطع بدهیم.

 ‌  ‌

 در معادلۀ فوق صدق می‌کند، پس داریم:

 ‌ ‌

  42

‌

‌

‌

‌

‌

‌

، نقطه‌ای به عرض  است، پس: نقطه تلاقی تابع  و خط    43

(۱ , ۱)

۱ = + k ⇒ k = −۱ + ۳
− −−−−

√

x

y = − + ۱+ ۳x−−√
− −−−−−

√

۴

y = − + ۱+ ۳x + ۴
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

(۰ , ۱ − )۵
−−

√

A(a, b)f(b, a)A′f −۱

f(x) = − x + ۱x۳

۱ )(−۱, −۲) ⇒ (−۲, −۱) ⇒ f(−۲) = −۸ + ۲ + ۱ = گزینه۵− نادرست

۲ )( , ) ⇒ ( , , ) ⇒ f( ) = − + ۱ = گزینه=
۵
۸

۱
۲

۱
۲

۵
۸

۱
۲

۱
۸

۱
۲

۱ − ۴ + ۸


۵
۸

درست

۳ )(۱, ۲) ⇒ (۲, ۱) ⇒ f(۲) = ۸ − ۲ + ۱ = گزینه۷ نادرست

۴ )(− , − ) ⇒ (− , − ) ⇒ f(− ) ≠ گزینه−
۱
۲

۱
۸

۱
۸

۱
۲

۱
۸

۱
۲

f(x) = = |x|x۲ x۲
−−

√ x۲

f

f(x) = { ⋅ x =x۲ x۳

(−x) = −x۲ x۳

x ≥ ۰
x ≤ ۰

fx ≤ ۰

x ≤ ۰ ⇒ ≤ ۰ ⇒ − ≥ ۰ ⇒ f(a) ≥ ۰ ⇒ : [۰, +∞]x۳ x۳ برد

y = − ⇒ = −y ⇒ x = ⇒ (x) = = − , x ≥ ۰x۳ x۳ −y−−−√۳ f −۱ −x−−−
√
۳ x−−√

۳

A(a, b)(b, a)A′۱

y = −۳ + ۲x − ۱x۳

(۹, −۲) → (−۲, ۹) ⇒ ۹ = −۳(−۸) − ۴ − ۱ ‌= ۲۴ − ۱۵ = ۹

y = + ۳x − ۱۲x۳y = x

y = x

{ y = + ۳x − ۱۲x۳

y = x
⇒ + ۳x − ۱۲ = xx۳ ⇒ + ۲x − ۱۲ = ۰x۳

‌x = ۲

x = ۲ ⇒ y = ۲ ⇒ A(۲, ۲) ⇒ OA = = ۲۴ + ۴
− −−−−

√ ۲
−−

√

f(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۲ − ۳x

۲ + ۲mx − x۲

x ≤ − ⇒ = [ , ∞)
۳
۲

Rf

۱۳
۲

x > − ⇒ ۲ + ۲m(− ) − (− ≤
۳
۲

۳
۲

۳
۲

)۲ ۱۳
۲

⇒ ۲ − − ۳m ≤ ⇒ −۳m ≤ + ⇒ −۳m ≤ ⇒ m ≥ − (۱)
۹
۴

۱۳
۲

۱۳
۲

۱
۴

۲۷
۴

۹
۴

x = m ⇒ ۲ + ۲ − + ۲ < ⇒ + ۲ رأس سهمی> m۲ m۲ ۱۳
۲

m۲ ۱۳
۲

⇒ < ⇒ − < m < (۲)m۲ ۹
۲

۳

۲
−−

√

۳

۲
−−

√

(۱), (۲) ⇒ m = −۲
(−۱۹) = α ⇒ f(α) = −۱۹f −۱

⇒ ۲ − ۴α − = −۱۹ ⇒ + ۴α − ۲۱ = ۰ ⇒ (α + ۷)(α − ۳) = ۰α۲ α۲

⇒ {
α = −۷ غ ق ق
α = ۳  ق ق

y = (x)f −۱y = ۱۲ − x۱۰
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‌

‌در نتیجه خواسته سؤال  است که به‌صورت زیر به دست می‌آید:

‌

  44

ابتدا عرض نقطۀ برخورد را در خط قرار داده تا طول نقطه برخورد به‌ دست آید :   45

خط از نقطه می‌گذرد، پس وارون تابع هم از این نقطه می‌گذرد ، در نتیجه تابع  از نقطۀ  عبور می‌کند.

‌

‌توجه: اگر  و  وارون یکدیگر باشند آنگاه:

‌

  46

 نزولی اکید است

‌

‌با توجه به دامنه و برد تابع  نمودار  در ناحیه دوم واقع شده است. پس فقط در  همدیگر را قطع می‌کند.

محل تقاطع یک تابع و وارون آن )در صورت وجود( روی خط  قرار دارد.   47

‌

‌بنابر  نتیجه می‌شود  تنها ریشۀ بین ریشه‌های معادله فوق که از  بزرگ‌تر است،  است. بنابراین  و  یکدیگر را در یک نقطه قطع

می‌کند.

  48
مي‌دانيم:

‌

ابتدا  را مي‌نويسيم:

‌

‌و سپس  را محاسبه مي‌کنيم:

‌

‌حال زوج‌مرتب  را پيدا مي‌کنيم:

‌

  49

 

{ ⇒ (۲) = ۱۰ ⇒ f(۱۰) = ۲(∗)
۱۰ = ۱۲ − x ⇒ x = ۲
۱۰ = (x)f −۱

f −۱

f(x) = = ۲ ⇒ = ۳ ⇒ ۱۰m − ۱ = ۹ ⇒ m = ۱x − ۲ mx − ۱
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−−

√ ⇒
(∗)

۱۰ − ۲ ۱۰m − ۱
− −−−−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−

√ ۱۰m − ۱
− −−−−−−

√

f(۵)

f(۵) = = = ۱۵ − ۲ ۵ − ۱
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−

√ ۵ − ۴
− −−−−

√

۵y − ۱۰x = ۱۲ x = ۲٫۴ ⇒ (۲٫۴ , ۷٫۲) ∈ (x) ⇒ A(۷٫۲ , ۲٫۴) ∈ f(x) ⇒− →−−
y=۷٫۲

A′ f −۱

۲٫۴ = → ۲٫۴ × ۲٫۴ = ۷٫۲(۷٫۲m − ۱) ⇒ ۰٫۸ = ۷٫۲m − ۱ ⇒۷٫۲
−−−

√ ۷٫۲m − ۱
− −−−−−−−

√

m = → f( ) = f(۱۶) = ⇒ f(۱۶) = ۴
۱
۴

۴
m

۱۶
−−

√ × ۱۶ − ۱

۴

− −−−−−−−−

√ ۳
−−

√

y = ۱ x = ۲۰−→−
خط

(۲۰, ۱)f(۱, ۲۰)

⇒ f(۱) = a + ۸ = ۲۰ ⇒ a = ۱۲

ff −۱

f(a) = b ⇒ (b) = af −۱

f

x + ۱ ≥ ۰ → x ≥ −۱ , ۱ − ≥ ۰ → x ≤ ۰۱ + x
− −−−−

√

= [−۱, ۰]Df

= [f(۰), f(−۱)] = [۰, ۱]Rf

ffO(۰, ۰)

y = x

f(x) = x ⇒ = x۱ + ۱ + x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

⇒ ۱ + = ⇒ ۱ + x = ( − ۱ + x
− −−−−

√ x۲ x۲ )۲

⇒ − ۲ − x = ۰ ⇒ x( − ۲x − ۱) = ۰x۴ x۲ x۳

⇒ x(x + ۱)( − x − ۱) = ۰x۲

۱ + =۱ + x
− −−−−

√ x۲x ≥ ۱
 + ۵

−−
√

۲
ff −۱

= ∩ − {x|g(x) = ۰}D f

g

Df Dg

= {x|x ∈ , g(x) ∈ }Dfog Dg Df

f −۱

= {(۲, ۱), (۵, ۲), (۴, ۳), (۶, ۴)}f −۱

gof −۱

go = {(۵, ۳), (۴, ۱), (۶, ۲)}f −۱

g

gof −۱

= {(۵, ۲), (۴, ۲)}
g

gof −۱

f = {(۱ , ۲) , (۲ , ۵) , (۳ , ۴) , (۴ , ۶)} , g = {(۲ , ۳) , (۴ , ۲) , (۵ , ۶) , (۳ , ۱)}

= {(۳ , ۲) , (۲ , ۴) , (۶ , ۵) , (۱ , ۳)} ⇒ of = {(۱ , ۴) , (۴ , ۵)}g−۱ g−۱

of − fg−۱ = {(۱ , ۴ − ۲) , (۴ , ۵ − ۶)} = {(۱ , ۲) , (۴ , −۱)} ⇒ = {۲ , برد{۱−
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می‌دانیم اگر  باشد آنگاه  است.   50

 

‌برای محاسبۀ  بدین صورت عمل می‌کنیم:

   

‌

‌برای محاسبۀ  بدین صورت عمل می‌نمایم.

 

51   .می‌دانیم که  است
:توجه کنید

   ‌

‌

می‌دانیم که  است.   52

 ‌
توجه کنید:

   

    

هر کدام از عبارات  و  را محاسبه می‌کنیم. با توجه به مقادیر مشخص شده روی نمودارها، داریم:   53

‌

 تابع خطی گذرنده از دو نقطۀ  و  است.

 ‌

 ‌  ‌  ‌

، تابع خطی گذرنده از نقاط  و  است. برای 

 

 ‌

خواستۀ سؤال برابر است با:

‌

، پس طبق فرض داریم:  می‌دانیم    54

‌

، پس: در تابع  داریم 

‌

. باقی ماندۀ باقی‌ماندۀ تقسیم  بر  برابر  است، پس  و باقی‌ماندۀ تقسیم بر  برابر  است پس    55

تقسیم  بر  یک چندجمله‌ای درجۀ اول به‌صورت  است.

f(a) = b(b) = af −۱

( o )(۸) = ( (۸))g−۱ f −۱ g−۱ f −۱

(۸)f −۱

۸ = x − ۴
۲
۵

→ x = ۱۲

۵

→ ۲x = ۶۰ → x = ۳۰

: ( (۸)) = پس(۳۰) g−۱ f −۱ g−۱

(۳۰)g−۱

۳۰ = + xx۳ → x = ۳

f(a) = b ⇒ (b) = af −۱

(۲۰) = af −۱ ⇒ f(a) = a + = ۲۰a−−√ ⇒ a = ۱۶ ⇒ (۲۰) = ۱۶f −۱ (۱۶) = bg−۱ ⇒ g(b) = = ۱۶ ⇒ b =
۹b + ۶
۱ − b

۲
۵

o (۲۰) = ( (۲۰))g−۱ f −۱ g−۱ f −۱ = (۱۶) =g−۱ ۲
۵

f(a) = b ⇒ (b) = af −۱

o (−۹) = ( (−۹))f −۱ g−۱ f −۱ g−۱ = (۲۱) = ۶f −۱

(−۹) = ag−۱ ⇒ g(a) = −۹ ⇒ = −۹
۳ − a

۲
⇒ ۳ − a = −۱۸ ⇒ a = ۲۱

(۲۱) = bf −۱ ⇒ f(b) = ۲۱ ⇒ − ۴b + ۹ = ۲۱b۲ ⇒ − ۴b − ۱۲ = ۰b۲ ⇒ (b − ۶)(b + ۲) = ۰ ⇒ {
b = ۶
b = −۲ غ ق ق )با توجه به دامنه)

go (−۲)f −۱gog(۰)

gog(۰) = g(g(۰)) = g(۲) = ۳

f(۰, −۳)(۲, ۰)

= شیب=
۰ − (−۳)

۲ − ۰
۳
۲

⇒ y − ۰ = (x − ۲) = x − ۳

۲

۳
۲

f(x) = x − ۳‌
۳
۲

(−۲) = k ⇒ f(k) = −۲f −۱ ⇒ k − ۳ = −۲ ⇒ k = ۱
۳
۲

۳
۲

⇒ k = ⇒ (−۲) =
۲
۳

f −۱ ۲
۳

⇒ go (−۲) = g( (−۲)) = g( )f −۱ f −۱ ۲
۳

a ≤ ۱(۱, ۱)(۰, ۲)

= = شیب۱−
۲ − ۱
۰ − ۱

⇒ y − ۲ = −۱(x − ۰) ⇒ y = −x + ۲

x ≤ ۱ ⇒ g(x) = −x + ۲ ⇒ g( ) = − + ۲ =
۲
۳

۲
۳

۴
۳

go (−۲) × gog(۰) = × ۳ = ۴f −۱ ۴
۳

o = (Fogg−۱ f −۱ )−۱

y : x = ۰ ⇒ ( o )(۰) = α ⇒ (fog (۰) = α ⇒ (fog)(α) = ها۰ محور g−۱ f −۱ )−۱

ff(۳) = ۰

g(α) = ۳ ⇒ α + = ۳ ⇒ = ۳ − α۲α − ۴
− −−−−−

√ ۲α − ۴
− −−−−−

√

۲α − ۴ = ۹ + − ۶α ⇒ − ۸α + ۱۳ = ۰ ⇒ α =− →−−
(α<۳)

۲ توان
α۲ α۲

۸ ± ۶۴ − ۵۲
− −−−−−−

√

۲

⇒ α = ۴ ± α = ۴ −۳
−−

√ − →−
α<۳


−−

√

P(x)x − ۱۸P(۱) = ۸۲x + ۱۵P(− ) = ۵
۱
۲

P(x)۲ − x − ۱x۲mx + n
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  ‌

‌بنابراین باقی‌ماندۀ این تقسیم  است.

چون  بر  بخش‌پذیر است پس  است.   56

    ‌

‌بنابراین  است. اکنون برای پیدا کردن باقی‌ماندۀ آن بر  کافی است که  را حساب کنید.

 ‌

  57
می‌دانیم:

‌
‌الگوریتم تقسیم را می‌نویسیم:

‌

‌

 

‌برای آن که کمترین میزان مجموع ضرایب به‌دست آید  قابل قبول است. )برای هر مقدار  قابل قبول است.(

 ‌

رابطۀ تقسیم را می‌نویسیم:   58

‌
‌از دو طرف مشتق می‌گیریم:

‌

‌با جایگذاری  داریم:

‌

‌باقیماندۀ  بر  برابر  است؛ باقیمانده برابر  است.

ابتدا  را به‌صورت زیر می‌نویسیم:   59

‌

‌چون  بر  بخش‌پذیر است، پس باید  برابر صفر باشد.

‌

‌برای  داریم:

‌

‌باقی‌مانده  بر عبارت درجه دوم  عبارت درجۀ اولی به‌صورت  است و داریم:

‌

‌توجه کنید که فقط در گزینه  حاصل  برابر  است. هرچند  قابل محاسبه است.

‌

در همسایگی  مقدار  منفی است و تابع را می‌توان به‌صورت زیر نوشت:   60

‌

‌مشتق به‌ازای  برابر صفر است.

‌

P(x) = (۲ − x − ۱)Q(x) + mx + nx۲ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

P(۱) = m + n = ۸

P(− ) = − + n = ۵
۱
۲

m

۲
⇒ m = ۲ , n = ۶

۲x + ۶

P(x)۲x − ۱P( ) = ۰
۱
۲

P( ) =
۱
۲

۲( ) + a( ) + ۲( ) − = ۰
۱

۶
۱
۸

۱
۴

۳
۲

⇒ + + − = ۰
۱
۸

a

۸
۱
۲

۳
۲

⇒ ۱ + a + ۴ − ۱۲ = ۰ ⇒ a = ۷

P(x) = ۲ + ۷ + ۲ − ۳xx۴ x۳ x۲x + ۲P(−۲)

P(−۲) = ۲(۱۶) + ۷(−۸) + ۲(۴) − ۳(−۲) = ۳۲ − ۵۶ + ۸ + ۶ = −۱۰

P(x) = a + bx + c ⇒ (x) = ۲ax + bx۲ P ′

a + bx + c = (۲ax + b)( x + ۱) − ۲x۲ ۱
۲

⇒ a + bx + c = a + ۲ax + x + b − ۲x۲ x۲ b

۲

⇒ a + bx + c = a + (۲a + )x + (b − ۲)x۲ x۲ b

۲
⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
b = ۲a + ⇒ b = ۴a

b

۲
c = b − ۲

a = ۱a

⇒ { b = ۴
c = ۲

⇒ a + b + c = ۱ + ۴ + ۲ = ۷

P(x) = ( + ۲x)Q(x) + ۳x + ۱x۲

(x) = (۲x + ۲)Q(x) + ( + ۲x) (x) + ۳P ′ x۲ Q′

x = −۲

(−۲) = −۲Q(−۲) + (۴ − ۴) (−۲) + ۳ = −۲(۳) + ۳ = −۳P ′ Q′

(x)P ′x + ۲(−۲)P ′(−۳)

p(x)

p(x) = + ۲ + + ۳ + ۱۶a = × x + ۲ + + ۳ + ۱۶ax۳n+۱ x۳n x۶ x۵ x۳n x۳n x۶ x۵

= (x + ۲) ⋅ + + ۳ + ۱۶ax۳n x۶ x۵

p(x)x + ۲p(−۲)

p(−۲) = (−۲ + ۲) × (−۲ + (−۲ + ۳ × (−۲ + ۱۶a = ۰)۳n )۶ )۵

⇒ ۰ + ۶۴ − ۳ × ۳۲ + ۱۶a = ۰ ⇒ ۱۶a = ۹۶ − ۶۴ = ۳۲ ⇒ a = ۲
n = ۱

p(x) = (x + ۲) + + ۳ + ۳۲ = + ۳ +۲ + ۳۲x۳ x۶ x۵ x۶ x۵ +۴ x۳

p(x)+ ۲x − ۳ = (x − ۱)(x + ۳)x۲ax + b

+ ۳ +۲ + ۳۲ = (x − ۱)(x + ۳)Q(x) + ax + bx۶ x۵ +۴ x۳

x = ۱ ⇒ ۱ + ۳ + ۱ + ۲ + ۳۲ = ۰ + a + b ⇒ a + b = ۳۹
۴a + b۳۹b, a

x = −۳ ⇒ ۷۲۹ − ۷۲۹ + ۸۱ + ۲(−۲۷) + ۳۲ = ۰ − ۳a + b ⇒ −۳a + b = ۵۹ ⇒ ۳a − b = −۵۹

{ ⇒ ۴a = −۲۰ ⇒ a = −۵ ⇒ −۵ + b = ۳۹ → b = ۴a + b = ۳۹
۳a − b = −۵۹

= ax + b = −۵x + باقی‌مانده۴

x = −۱x

y = |x| + ۳a + b = (−x) + ۳a + bx۲ x۲ x۲ x۲

y = − + ۳a + b, A(−۱, ۱)x۳ x۲ اکسترم نسبی
x = −۱

= −۳ + ۶ax −۳ − ۶a = ۰ ⇒ a = −y ′ x۲ − →−−
x=−۱

۲
y = − − + bx۳

۲
x۲
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‌مختصات نقطۀ  در تابع صدق می‌کند.

‌

نقطۀ مینیم تابع  را می‌یابیم.   61

‌

‌پس  مجانب قائم و  مجانب افقی تابع هموگرافیک  است.

‌

با توجه به گزینه‌ها که همگی عبارتی درجه اول برحسب  هستند، خارج‌قسمت را به‌صورت  در نظر گرفته و با نوشتن رابطۀ   62
تقسیم داریم.

‌

 ‌

 ‌  ‌

 ‌  ‌ ‌

  63

  64

. ‌درنتیجه حاصل‌ضرب ضرایب  برابر است با 

چون  است می‌توان  و  را در نظر گرفت.   65

A

B C
H 5 x

x2
96

‌

     ‌

طبق مساحت سینوسی مثلث  داریم:   66

A(−۱, ۱)

۱ = −(−۱ − (−۱ + b ⇒ ۱ = ۱ − + b ⇒ b =)۳
۲

)۲ ۳
۲

۳
۲

= = −۳
b

a

۳
۲

−
۱
۲

y = + x +
۳
۲
x۲ ۵

۶

x = − = = − ⇒ y = × − + = − + ⇒ y = ۱ − = ⇒ min(− , )
b

۲a
۱

۲ ×
۳
۲

۱
۳

۳
۲

۱
۹

۱
۳

۵
۶

۱
۶

۱
۳

۵
۶

۱
۳

۲
۳

۱
۳

۲
۳

x = −
۱
۳

y =
۲
۳

y =
ax + ۳

(a + ۱)x + a − ۱

(a + ۱)x + a − ۱ = ۰ ⇒ x = = − ⇒ ۳ − ۳a = −a − ۱ ⇒ ۴ = ۲a ⇒ a = ۲
۱ − a

a + ۱
۱
۳

y = = ⇒ ۳a = ۲a + ۲ ⇒ a = ۲
a

a + ۱
۲
۳

y = ۲x + ۳ = ۰ ⇒ x = −
۲x + ۳
x + ۱

−→−
y=۰ ۳

۲
xQ(x) = ax + b

f(x) = ( + ۴x + ۵)(ax + b) + x + ۲x۲

x = ۱ ⇒ f(۱) = ۱۰(a + b) + ۳ = ۱۳ ⇒ a + b = ۱

x = −۱ ⇒ f(−۱) = ۲(−a + b) + ۱ = ۱ ⇒ −a + b = ۵

{ a + b = ۱
− a + b = ۵

⇒ ۲b = ۶ → b = ۳ → a = −۲ ⇒ Q(x) = −۲x + ۳

۲ − = ( + x + ۱)q(x) + r(x)x۱۴ x۲

(۲ − )(x − ۱) = ( − ۱)q(x) + (x − ۱)x۱۴ x۳ r(x)
باقی‌مانده

≡ ۱ ⇒ ≡ ( ≡ ⇒ (۲ − )(x − ۱) = r(x)(x − ۱)x۳ x۱۴ x۲ x۳)۴ x۲ x۲

⇒ − + + ۲x − ۲ = r(x)(x − ۱)x ۳

۱
x۲

⇒ r(x)(x − ۱) = (x − ۱)(x + ۳)

⇒ r(x) = (x + ۳) ⇒ = جمع ضرایب۴

p(x) = − ۵ = ( − x + ۱) ⋅ q(x) + r(x) , r(x) = ax + bx۱۷ x۲

⇒ − x + ۱ ≡ ۰x۲ ⇒ ≡ x − ۱x۲

⇒ ≡ − ۲x + ۱ ≡ −xx۴ x۲

⇒ ≡ + ≡ x − ۱x۸ x۲

⇒ ≡ − ۲x + ۱ ≡ −xx۱۶ x۲

⇒ ≡ − ≡ −x + ۱x۱۷ x۲

⇒ − ۵ ≡ −x − ۴ = r(x)x۱۷

r(x)۴

cotC = =
CH

AH

۵
−−

√

۲
CH = x۵

−−
√AH = ۲x

: (۹۶ = (۲x + ( xAHC
Δ

)۲ )۲ ۵
−−

√ )۲ → ۹۶ × ۹۶ = ۴ + ۵x۲ x۲ → ۹۶ × ۹۶ = ۹x۲ → = ۳۲ × ۳۲x۲ → x = ۳۲ → AH = ۲x = ۶۴

ABC
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‌

‌

؛ پس  قطر مربعی به ضلع  است و درنتیجه:  ‌دو مثلث قائم‌الزاویۀ هاشور‌خورده با هم هم‌نهشت‌اند و داریم 

هرکدام از نسبت‌های مثلثاتی داده‌شده را حساب می‌کنیم.   67

    

     

    

     

بنابراین خواستۀ سؤال به‌صورت زیر است:

   

زاویه‌ها را شکسته و برحسب  می‌نویسیم.   68

‌

     

    

     

 

  69

 

 

  

→ ۱٫۲a = ۷٫۲ ⇒ a = ۶
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= a × ۴٫۸ × sinSABC
۱
۲

۶۰∘

: = فرض۷٫۲ SABC ۳
−−

√
۳
−−

√ ۳
−−

√

x = a sin = ۳۶۰∘ ۳
−−

√CD۳
−−

√

CD = ۳ × = ۳
−−

√ ۲
−−

√ ۶
−−

√

sin
۱۷π

۳
= sin(۶π − )

π

۳
= sin( )

−π

۳
= − sin

π

۳
= −

۳
−−

√

۲

cos( )
−۱۷π

۶
= cos

۱۷π
۶

= cos(۳π − )
π

۶
= cos(π − )

π

۶
= − cos

π

۶
= −

۳
−−

√

۲

tan
۱۹π

۴
= tan(۵π − )

π

۴
= tan(π − )

π

۴
= − tan

π

۴
= −۱

sin( )
−۱π

۶
= − sin

۱π
۶

= − sin(۲π − )
π

۶
= − sin( )

−π

۶
= sin

π

۶
=

۱
۲

sin( ) cos( )
۱۷π

۳
−۱۷π

۶
+ tan( ) sin( )

۱۹π
۴

−۱π
۶

= ( )( ) + (−۱)( )
− ۳

−−
√

۲

− ۳
−−

√

۲
۱
۲

= − =
۳
۴

۱
۲

۱
۴

π

۴

A = tan + sin cos
۱π

۴
۱۵π

۴
۱۳π

۴

tan( )
۱π

۴
= tan( )

۱۲π − π

۴
= tan(۳π − )

π

۴
= tan(π − )

π

۴
= − tan

π

۴
= −۱

sin( )
۱۵π

۴
= sin( )

۱۶π − π

۴
= sin(۴π − )

π

۴
= − sin( )

π

۴
= −

۲
−−

√

۲

cos( )
۱۳π

۴
= cos( )

۱۲π + π

۴
= cos(۳π + )

π

۴
= cos(π + )

π

۴
= − cos

π

۴
= −

۲
−−

√

۲

A = −۱ + (− ) ⋅ (− )
۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۲
= −۱ + = −

۱
۲

۱
۲

tan sin + cos
۱۷π

۶
۱π

۳
۱۰π

۳
= tan(۳π − ) sin(۴π − ) + cos(۳π + )

π

۶
π

۳
π

۳

= tan(− ) sin(− ) + cos(π + )
π

۶
π

۳
π

۳
= (− tan )(− sin ) − cos

π

۶
π

۳
π

۳

= tan sin − cos
π

۶
π

۳
π

۳
= × −

۳
−−

√

۳

۳
−−

√

۲
۱
۲

= − = ۰
۳
۶

۱
۲
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زاویه  را تشکیل می‌دهیم:   70

‌

، داریم: ‌فرض می‌کنیم 

‌

 پس داریم: ، آن‌گاه  ‌از روی دایرۀ مثلثاتی مقابل مشخص است که اگر 

‌

‌

ابتدا حدود  را می‌یابیم:   71

 ‌

‌با فرض  و استفاده از دایرۀ مثلثاتی داریم:

،  از  تا  افزایش یافته و سپس تا  کاهش می‌یابد، بنابراین در کل داریم:‌ ‌طبق دایرۀ مثلثاتی مقابل، اگر 

 

 ‌  ‌  ‌  ‌

  72

‌

‌

‌

می‌دانیم:   73

‌

    74

‌

− x
π

۴
− < x < ⇒ > −x > − ⇒ + > − x > − ⇒ ۰ < − x <
π

۴
π

۴
π

۴
π

۴
π

۴
π

۴
π

۴
π

۴
π

۴
π

۴
π

۲
α = − x

π

۴

۰ < α < , tanα =
π

۲
۱ − m

۲ + m

۰ < α <
π

۲
tanα > ۰

> ۰ ⇒ − ۲ < m < ۱ ⇒ m ∈ (−۲ , ۱)
۱ − m

۲ + m

m
۱−m

۲+m
−

−۲

ت‌ن +

۱

۰ −

x

− < x <
π

۱۲
۵π
۱۲

−→
×۲

− < ۲x <
π

۶
۵π
۱۲

۲x = α

sinα = , − < α <
m − ۱

۴
π

۶
۵π
۶

− < α <
π

۶
۵π
۶

sinα−
۱
۲

۱

۲

− < sinα ≤ ۱

۲

⇒ − < ≤ ۱

۲

m − ۱
۴

−۲ < m − ۱ ≤ ۴−→
×۴

−۱ < m ≤ ۵−→
+۱

⇒ m ∈ (−۱, ۵]

+ = −۳ ⇒ = −۳ ⇒ sin x cos x = −
sin x

cos x

cos x

sin x

x + xsin۲ cos۲

sin x cos x

۱
۳

(sin x + cos x = x + x + ۲ sin x cos x = ۱ − = ⇒ sin x cos x = ±)۲ sin۲ cos۲
۳

۱
۳

۳
−−

√

۳

۳π < ۴x < ۴π ⇒ π < x < π ⇒ sin x + cos x = −
۳
۴

۳
−−

√

۳

⇒ x + x = (sin x + cos x)( x + x − sin x cos x) = − (۱ + ) = −sin۳ cos۳ sin۲ cos۲
۳
−−

√

۳
۱
۳

۴
۹

۳
−−

√

⇒ = = = − = −۰٫۷۵
۱

x + xsin۳ cos۳

۱

−
۴
۹

۳
−−

√

−۹

۴ ۳
−−

√

۳
−−

√

۴
۳
−−

√

sin x − cos x = sin(x − )۲
−−

√
π

۴

T = ۳ cos ۴x + (sin x − cos x) = ۳ cos ۴x + ۲ sin(x − ) T = ۳ cos + ۲ sin(− ) = − ۱ =۲
−−

√
π

۴
− →−−−

x=
π

۱۲ π

۳
π

۶
۳
۲

۱
۲

− tanα =
۱

αcos۲− −−−−√

۱ + sinα

| cosα|

− =
۱

| cosα|

sinα

cosα

۱ + sinα

| cosα|

54

مطابق آزمون قلمچی



‌تساوی فوق زمانی برقرار است که  باشد؛ زیرا در این صورت خواهیم داشت:

‌

‌با توجه به اینکه باید  و  باشد پس  در ناحیه سوم دایرۀ مثلثاتی است.

طرفین را بر تقسیم می‌کنیم.   75

‌

76  

 

  77

  78

‌

 و چون  است، انتهای کمان در ناحیۀ سوم دایرۀ مثلثاتی است و داریم:  می‌دانیم که    79

    

 و چون  است، انتهای کمان در ناحیۀ دوم دایرۀ مثلثاتی است و داریم: می‌دانیم که    80

    

  81

   

  

. داریم: ابتدا صورت عبارت را کمی ساده کنیم، می‌دانیم  و    82

 

 

‌حاصل عبارت موردنظر برابر می‌شود با:

‌

cosα < ۰

− =
−۱

cosα

sinα

cosα

۱ + sinα

− cosα

= ⇒ =
| sinα|

cosα

−۱
cotα

| sinα|

cosα

− sinα

cosα
⇒ sinα < باید۰

cosα < ۰sinα < ۰α

xsin۲

۳ + a x = ۴(۱ + x) ⇒ x =cot۲ cot۲ cot۲ ۱
a − ۴

tan( − ) = ⇒ cos( − ) = cos( − ) =B̂ Ĉ ۳
−−

√ B̂ Ĉ Ĉ B̂
۱
۲

A = = = = tan
۲( − cos( + ))

۱
۲

B̂ Ĉ

۴ sin cosB̂ Ĉ

۲(cos( − ) − cos( + ))B̂ Ĉ B̂ Ĉ

۴ sin cosB̂ Ĉ

۴ sin sinB̂ Ĉ

۴ sin cosB̂ Ĉ
Ĉ

= = ۲٫۲
۳ cos x − sin x

cos x + sin x

۳ cot x − ۱
cot x + ۱

cot x=۴
– –––––––––– –––––––––

۱۲ − ۱
۵

cot( − ) = ⇒ − = ⇒ cos( − ) =B̂ Ĉ
۱

۳
−−

√
B̂ Ĉ

π

۳
B̂ Ĉ

۱
۲

= = = = = cot
۲ cos( + ) + ۱B̂ Ĉ

۴ sin cosB̂ Ĉ

۲(cos( + ) + )B̂ Ĉ
۱
۲

۴ sin cosB̂ Ĉ

cos( + ) + cos( − )B̂ Ĉ B̂ Ĉ

۲ sin cosB̂ Ĉ

۲ cos cosB̂ Ĉ

۲ sin cosB̂ Ĉ

cos B̂

sin B̂
B̂

۱ + x =tan۲ ۱
xcos۲

π < x <
۳π
۲

(۲ − x)۱ + xtan۲
− −−−−−−−

√ sin۲ π

۴
sin۲ = ( ۲( − x )

۱
xcos۲

− −−−−−

√
۲
−−

√

۲
)۲ sin۲ = (۱ − x)

۱
| |cos x  

−

sin۲ = ( x)
−۱

cos x
cos۲ = − cos x

۱ + x =tan۲ ۱
xcos۲

< x < π
π

۲

( − sin x)
tan x

۱ + xtan۲
− −−−−−−−

√

۱
sin x

= ( )
tan x

۱
xcos۲

− −−−−−

√

۱ − xsin۲

sin x
= ( )

tan x

۱
| |cos x  

−

xcos۲

sin x
= −( )(cos x)( )

sin x

cos x

xcos۲

sin x
= − xcos۲

۱ + C =cot۲ ۱

Csin۲
→ ۱ + C =cot۲ ۱۶۹

۲۵
→ C =cot۲ ۱۴

۲۵
→ cotC =

۱۲
۵

: cotC =AHC
Δ CH

AH
→ =

۱۲
۵

۹
AH

→ ۱۲AH = ۴۵ → AH = ۳٫۷۵

sin( + α) = cosα
π

۲
sin(α − π) = − sin(π − α) = − sinα

cosα = ⇒ sinα = ±
۲
۳

۱ − αcos۲
− −−−−−−−

√ = ± −
۵
۹

−−

√ = ====
ربع چهارم ۵

−−
√

۳

۱ + α =tan۲ ۱
αcos۲

⇒ ۱ + α = ⇒ α =tan۲ ۹
۴

tan۲ ۵
۴

= =
cosα + sinα

| α − ۱|tan۲

−
۲
۳

۵√

۳

| − ۱|
۵
۴

۴(۲ − )۵
−−

√

۳
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طرفین  را بر  تقسیم می‌کنیم و از رابطۀ  استفاده می‌کنیم.   83

   

‌روش دوم: از روابط  و  استفاده می‌کنیم.

‌

  

با توجه به رابطۀ داده‌شده، مقدار کسینوس را به‌ دست می‌آوریم:    84

 ‌
‌می‌دانیم: 

‌

‌

« دیده می‌شود. روش اول: به‌ازای حاصل عبارت برابر  و به‌ازای  برابر  است که این تساوی‌ها فقط در گزینه »   85

روش دوم: در فرمول‌های مثلثاتی داریم:

‌

‌این فرمول‌ها را در صورت سؤال جای‌گذاری می‌کنیم و سپس داریم:

‌

می‌دانیم:‌   86

 

  ‌

  

   

می‌دانیم:   87

‌

‌چون  و  ریشه‌های معادلۀ  هستند، پس داریم:

‌

۲ x + x =sin۲ cos۲ ۴
۳

xcos۲= ۱ + x
۱
xcos۲

tan۲

+ = ×
۲ xsin۲

xcos۲

xcos۲

xcos۲

۴
۳

۱
xcos۲

⇒ ۲ x + ۱ = (۱ + x)tan۲ ۴
۳

tan۲ ۶ x + ۳ = ۴ + ۴ x ⇒ ۲ x = ۱−→
×۳

tan۲ tan۲ tan۲ ⇒ x =tan۲ ۱
۲

x = ۱ − xsin۲ cos۲x = ۱ − xcos۲ sin۲

 x + x =sin۲ cos۲ ۴
۳

۲ x + ۱ − x = ⇒ x = − ۱ =sin۲ sin۲ ۴
۳

sin۲ ۴
۳

۱
۳

۲ x + x = ⇒ ۲(۱ − x) + x =sin۲ cos۲ ۴
۳

cos۲ cos۲ ۴
۳

⇒ ۲ − ۲ x + x =cos۲ cos۲ ۴
۳

⇒ x = ۲ − =cos۲ ۴
۳

۲
۳

x = = =tan۲ xsin۲

xcos۲

۱
۳

۲
۳

۱
۲

sinα = ۲ cosα ⇒ tanα = ۲

۱ + α = ⇒ = ۱ + ۴ = ۵ ⇒ α =tan۲ ۱
αcos۲

۱
αcos۲

cos۲ ۱
۵

cosα = = −− →−−−
cos α<۰

ربع سوم −۱

۵
−−

√

۵
−−

√

۵

۱α =
π

۲
−۱۳

α = (۱ − α = α − ۲ α + ۱sin۴ cos۲ )۲ cos۴ cos۲

α = (۱ − α = α − ۲ α + ۱cos۴ sin۲ )۲ sin۴ sin۴

⇒ T = − = − = α − α = cos ۲α
+۲ α + ۱cos۴ cos۲

α + ۱cos۲

α + ۲ α + ۱sin۴ sin۴

α + ۱sin۲

( α + ۱cos۲ )۲

α + ۱cos۲

( α + ۱sin۲ )۲

α + ۱sin۲
cos۲ sin۲

α + α = ۱sin۲ cos۲ ,− →−−−−
αناحیه دوم

cosα = − ۱ − αsin۲
− −−−−−−−

√ cos(α + β) = cosα ⋅ cos β − sinα ⋅ sin β

cos( ) = cos( )
۱π

۴
۱۲π − π

۴
= cos(۳π − ) = cos(π − )

π

۴
π

۴
= − cos = −

π

۴

۲
−−

√

۲

sin( ) = sin(π − ) =
۱π

۴
π

۴

۲
−−

√

۲

cosα = − ۱ − αsin۲
− −−−−−−−

√ = − ۱ − (
۲
−−

√

۱۰
)۲

− −−−−−−−−

⎷

 = − =
۹۸

۱۰

− −−−

√
− ۹۸

−−
√

۱۰

cos( + α) = cos ⋅ cosα − sin ⋅ sinα
۱π

۴
۱π

۴
۱π

۴
= − × ( ) − ( ) ⋅ ( )

۲
−−

√

۲

− ۹۸
−−

√

۱۰

۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۱۰
= −

۱۹۶
−−−

√

۲۰

۴
−−

√

۲۰
= − = =

۷
۱۰

۱
۰

۶
۱۰

۳
۵

tan(α + β) =
tanα + tan β

۱ − tanα ⋅ tan β

tanαtan β۲ + ۳x − ۱ = ۰x۲

S = tanα + tan β = − = −
b

a

۳
۲

P = tanα ⋅ tan β = = −
c

a

۱
۲
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 ‌

اگر  در ناحیۀ اول باشد، به کمک مثلث قائم‌الزاویه زیر مقادیر  و  را محاسبه می‌کنیم.   88

 

‌

   

 

حال خواستۀ سؤال را محاسبه می‌کنیم

    

می‌دانیم که  است.‌ حال با در نظر گرفتن دایرۀ مثلثاتی زیر داریم:   89

مطابق شکل، زاویۀ مجاور  را  در نظر می‌گیریم. همچنین طبق قضیه فیثاغورس ضلع قائمه روبه‌روی زاویه  برابر  می‌شود. طبق شکل   90
داریم:

‌

  ‌

‌)‌راه‌حل دوم( از  استفاده می‌کنیم: 

‌

tan(α + β) =
tanα + tan β

۱ − tanα ⋅ tan β
= = = −۱

−
۳
۲

۱ − (− )
۱
۲

−
۳
۲

۳
۲

αsinαcosα

sinα = , cosα =
۱

۵۰
−−

√

۷

۵۰
−−

√

sin( ) = sin( )
۱۳π

۴
۱۲π + π

۴
= sin(۳π + )

π

۴
= sin(π + )

π

۴
= − sin = −

π

۴

۲
−−

√

۲

cos( ) = cos(π + )
۱۳π

۴
π

۴
= − cos = −

π

۴

۲
−−

√

۲

sin( + α)
۱۳π

۴
= sin ⋅ cosα + cos ⋅ sinα

۱۳π
۴

۱۳π
۴

= (− ) ⋅ ( ) + (− ) ⋅ ( )
۲
−−

√

۲
۷

۵۰
−−

√

۲
−−

√

۲
۱

۵۰
−−

√
= − = −

۸ ۲
−−

√

۲ ۵۰
−−

√

۴ ۲
−−

√

۵۰
−−

√
= −

۴ ×۲
−−

√ ۵۰
−−

√

۵۰

= − = −
۴ × ۱۰

۵۰
۴
۵

tan(α + β) =
tanα + tan β

۱ − tanα ⋅ tan β

tanα = tan(α + − ) = = =۴۵∘ ۴۵∘ tan(α + ) − ۱۴۵∘

۱ + tan(α + )۴۵∘

۳ − ۱
 + ۳

۱
۲

αβα + β۴

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

‌α = (a + β) − β

cos(α + β) = = , sin(α + β) = =
۲

 ۵
−−

√

۱

۵
−−

√

۴

۲ ۵
−−

√

۲

۵
−−

√

cos β = , sin β =
۳

+۳۲ ۱۲
− −−−−−

√

۱

۰
−−

√

cosα = cos((α + β) − β) = cos(α + β) cos β + sin(α + β) sin β

= × + × = = = =
۱

۵
−−

√

۳

۱۰
−−

√

۲

۵
−−

√

۱

۰
−−

√

۵

۰
−−

√

۵

 ۲
−−

√

۱

۲
−−

√

۲
−−

√

۲

tan(α + β)

tan(α + β) = ⇒ = ⇒ tanα = ۱
tanα tan β

۱ − tanα tan β

۴

۲

tanα +
۱
۳

۱ −
tanα

۳

⇒ α = ⇒ cosα =
π

۴

۲
−−

√

۲
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مثلث قائم‌الزاویۀ سمت چپ، متساوی‌الساقین بوده و زاویۀ حادۀ آن  است. طبق شکل داریم:   91

‌ 

( درست است! ‌توجه طبق شکل  است، پس  می‌باشد و تنها گزینۀ )

  92

 

 

    93
 

‌  قطر مستطیل 

  ‌

 

‌

  94

‌ضابطۀ تابع  را در  ضرب و تقسیم می‌کنیم.

‌

‌دقت کنید:

‌

۴۵∘

⇒ tanα = tan(( + α) − )

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
tan( + α) = = = ۲۴۵∘ BC

AB

۴
۲

tanα = ۱
۴۵∘ ۴۵∘

= ⇒ tanα = = ⇒ cotα = ۳
tan( + α) − tan۴۵∘ ۴۵∘

۱ + tan( + α) tan۴۵∘ ۴۵∘

۲ − ۱
 + ۲ × ۱

۱
۳

۰ < α < ۴۵∘
cotα > ۱۲

tanα = tan((α + β) − β) = = =
tan(α + β) − tan β

۱ + tan((α + β) tan β

−
۲

۳
−−

√

۱

۳
−−

√

۱ + ×
۲

۳
−−

√

۱

۳
−−

√

۱

۳
−−

√

۵
۳

⇒ tanα =
۳
−−

√

۵

tan = , tan =B̂
x

y
Ĉ

y

x

= ×− →−−−−
طبق فرض

جذر مساحت
۱
۲

قطر مستطیل

= ⇒ xy = ( + )xy−−
√

۱
۲

+x۲ y ۲
− −−−−−

√
۱
۴

x۲ y ۲

⇒ + = ۴xy ⋆x۲ y ۲

tan( − ) = = = =B̂ Ĉ
tan − tanB̂ Ĉ

۱ + tan tanB̂ Ĉ

−
x

y

y

x

۱ + ×
y

x

x

y

−x۲ y ۲

xy

۲
−x۲ y ۲

xy

+ + ۲xy = ۶xy ⇒ (x + y = ۶xy ⇒ x + y =→
⋆
x۲ y ۲ )۲ ۶xy

−−−
√

+ − ۲xy = ۲xy ⇒ (x − y = ۲xy ⇒ x − y =→
⋆
x۲ y ۲ )۲ xy

−−−
√

− = (x − y)(x + y) = × = xyx۲ y ۲ xy
−−−

√ ۶xy
−−−

√ ۱۲
−−

√

tan( − ) = = =B̂ Ĉ
−x۲ y ۲

xy

xy۱۲
−−

√

۲xy
۳
−−

√

: sinα cosα = sin ۲αمی‌دانیم
۱
۲

f۳xsin۲

f(x) = ۱۶(
cos ۶x cos ۱۲x cos ۲۴xsin ۳x cos ۳x

  
sin ۶x

۱
۲

sin ۳x
)۲

sin ۳x cos ۳x = sin ۶x
۱
۲

sin ۶x cos ۶x = sin ۱۲x
۱
۲
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‌

. از طرفی می‌دانیم  و  و البته: 

‌

ابتدا کمی عبارت را ساده کنیم.   95

‌

. ‌دقت کنید ‌که:  و 

،  و  را نیاز داریم، که آنها را محاسبه می‌کنیم.  ،  ، برای حل سؤال مقادیر 

   

  

حال خواستۀ سؤال را به دست می‌آوریم:

  96

sin ۱۲x cos ۱۲x = sin ۲۴x
۱
۲

sin ۲۴x cos ۲۴x = sin ۴۸x
۱
۲

f(x) = ۱۶(
sin ۴۸x۱

۶

sin ۳x
)۲

⇒ f( ) = ۱۶( =
π

۳۶

sin
۴۸π
۳۶

۱۶ sin
۳×π

۳۶

)۲
sin۲ ۴π

۳

۱۶ sin۲ π

۱۲

α =sin۲ ۱ − cos ۲α
۲

sin = −
۴π
۳

۳
−−

√

۲
cos =

π

۶

۳
−−

√

۲

f( ) = = × =
π

۳۶

۳
۴

۱۶( )
۱−cos

π

۶
۲

۳

۱۶(۲ − )۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√

۶ + ۳
−−

√

۱۶

=
cos(۲α − ) + cos(α + π)π

۲

cot(۲α)

sin ۲α − cosα

cot(۲α)

cos(α + π) = − cosαcos(۲α − ) = sin ۲α
π

۲

cosαsinαsin ۲αcos ۲αcot ۲α

۱)۱ + α =tan۲ ۱
αcos۲

⇒ ۱ + ( =
۳
۴

)۲ ۱
αcos۲

⇒ α =cos۲ ۱۶
۲۵

cosα = −− →−−−−−
αدر ربع سوم ۴

۵

۲) α = ۱ − αsin۲ cos۲ ⇒ α = ۱ − (− =sin۲ ۴
۵

)۲ ۹
۲۵

sinα = −− →−−−−−
αدر ربع سوم ۳

۵

۳) sin ۲α = ۲ sinα cosα = ۲(− )(− ) =
۳
۵

۴
۵

۲۴
۲۵

۴) cos ۲α = α − α = (− − (− =cos۲ sin۲ ۴
۵

)۲ ۳
۵

)۲ ۷
۲۵

۵) cot ۲α = = =
cos ۲α
sin ۲α

۷
۲۵

۲۴
۲۵

۷
۲۴

= = =
sin ۲α − cosα

cot(۲α)

− (− )
۲۴
۲۵

۴
۵

۷
۲۴

۴ × ۲۴
۲۵ × ۷

۱۰۵۶
۱۷۵

: α = , α می‌دانیم= sin۲ ۱ − cos ۲α
۲

cos۲ ۱ + cos ۲α
۲
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. روش اول: دقت کنید در مثلث  داریم 

 

، ارتفاع وارد بر وتر  وتر است. نکته: در مثلث قائم‌الزاویه با یک زاویۀ 

. پس 

از طرفی در مثلث  طبق قضیۀ سینوس‌ها داریم:

 این روش فراتر از کتاب ریاضی تجربی است و مناسب دانش‌آموزان رشتۀ ریاضی است.
روش دوم:

750
H

O
B C

A

H

150

150

6

 

 

‌

می‌دانیم:

 

از طرفی:‌

OHC
Δ

= , =Ĥ ۹۰∘
Ĉ۱ ۵∘

۱۵∘۱
۴

= × OC × OC =S
OHC

Δ

۱
۲

۱
۴

OC ۲

۸

O CA
Δ

= ⇒ = ⇒ OC = ۶ × = ۶ tan
OC

sin ۱۵∘

AC

sin Ô۱

OC

sin ۱۵∘

۶
sin ۱۰۵∘

  
cos ۱۵∘

sin ۱۵∘

cos ۱۵∘ ۱۵∘

⇒ = = × = =

=sin۲ ۱۵∘ ۱ − cos ۳۰∘

۲

=cos۲ ۱۵∘ ۱ + cos ۳۰∘

۲

tan۲ ۱۵∘ ۱ − cos ۳۰∘

۱ + cos ۳۰∘

۲ − ۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√

۱

(۲ + ۳
−−

√ )۲

۱

۷ + ۴ ۳
−−

√

⇒ = = × =S
OHC

Δ

(۶ tan ۱۵∘
)۲

۸
۳۶
۸

۱

(۷ + ۴ )۳
−−

√

۹

۲(۷ + ۴ )۳
−−

√

∗

: sin =AHC
Δ

۱۵∘ HC

AC
HC = ۶ sin− →−−

AC=۶
۱۵∘

: tan = ⇒ OH = HC × tanOHC
Δ

۱۵∘ OH

HC
۱۵∘

= × HC × OHS
O CH
△

۱
۲

⇒ = × (۶ sin ) × (HC tan ) = × ۳۶ × tanS
OHC

Δ

۱
۲

۱۵∘ ۱۵∘ ۱
۲

sin۲ ۱۵∘ ۱۵∘

α =sin۲ ۱ − cos ۲α
۲

⇒ = = =sin۲ ۱۵∘ ۱ − cos ۳۰∘

۲

۱ −
۳√

۲

۲

۲ − ۳
−−

√

۴
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پس داریم:

روش اول:   97

‌

عبارت داخل پرانتز را در  ضرب و تقسیم می‌کنیم:

‌

 

در عبارت قبلی از اتحادهای  و  استفاده کرده‌ایم.

     ‌ 

روش دوم: می‌توانیم  را ابتدا محاسبه کرده و سپس در صورت سؤال قرار دهیم: 

 

   

  98
‌می‌دانیم:

    

از طرفی:

حال خواستۀ سؤال را محاسبه می‌کنیم.

‌

،  نیز ربع اول خواهد بود و اگر  در ربع سوم باشد باز هم  در ربع اول خواهد بود. دقت کنید اگر  در ربع اول باشد با توجه به مقدار 

  99

قبل از حل سؤال نحوۀ محاسبۀ  و اتحاد مثلثاتی آن را بررسی می‌کنیم.

‌

  ‌ ‌

α = = ⇒ = = × = ⇒ tan =tan۲ αsin۲

αcos۲

۱−cos ۲α
۲

۱+cos ۲α
۲

tan۲ ۱۵∘ ۱ − cos ۳۰∘

۱ + cos ۳۰∘

۲ − ۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√

۱

(۲ + ۳
−−

√ )۲
۱۵∘ ۱

۲ + ۳
−−

√

= ۱۸( ) × = =S
OHC

Δ

۲ − ۳
−−

√

۴
۱

۲ + ۳
−−

√

۹

۲(۲ + ۳
−−

√ )۲

۹

۲(۷ + ۴ )۳
−−

√

f(x) = ۳۲(cos x cos ۲x cos ۴x cos ۸x cos ۱۶x)
۲

sin x

f(x) = ۳۲(
sin x cos x cos ۲x cos ۴x cos ۸x cos ۱۶x

sin x
)۲

f(x) = ۳۲(

sin ۳۲x
۱

۳۲
sin x

)۲ = =
۳۲xsin۲

۳۲ xsin۲

۳۲xsin۲

۱۶(۱ − cos ۲x)

۲ x = ۱ − cos ۲xsin۲sin x cos x = sin ۲x
۱
۲

: f( پس داریم(
π

۱۲
=

sin۲ ۸π
۳

۱۶(۱ − cos )
π

۶

=

sin۲ π
۳

۱۶(۱ − cos )
π

۶

=

۳
۴

۱۶(۱ − )
۳
−−

√

۲

⇒ f( ) = ×
π

۱۲
۳

۲(۲ − )۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√

۲ + ۳
−−

√
= =

۶ + ۳
−−

√

۳۲

۶ + ۲۷
−−

√

۳۲

cos ۱۵∘
( = )
π

۱۲
۱۵∘

: x می‌دانیم= cos۲ ۱ + cos ۲x
۲

⇒ = =cos۲ ۱۵∘ ۱ + cos ۳۰∘

۲

۲ + ۳
−−

√

۴

: f( پس داریم(
π

۱۲
= ۳۲ cos۲ ۱۵∘

cos۲ ۳۰∘
cos۲ ۶۰∘

cos۲ ۱۲۰∘
cos۲ ۴۰∘

= ۳۲ × ( ) × × × ×
۲ + ۳

−−
√

۴
۳
۴

۱
۴

۱
۴

۱
۴

=
۶ + ۳

−−
√

۳۲

tan ۲α =
۲ tanα

۱ − αtan۲
, ۱ + αtan۲ =

۱
αcos۲

tanα = = =
۲ tan α

۲

۱ − tan۲ α

۲

۱
۲

۱ −
۱

۶

۸
۱۵

۱ + α = ⇒ ۱ + = ⇒ α = ⇒ cosα = ⇒ sinα = =tan۲ ۱
αcos۲

۶۴
۲۵

۱
αcos۲

cos۲ ۵
۲۸۹

۱۵
۱۷

۱ −
۲۵
۲۸۹

− −−−−−−

√
۸

۱۷

= = = = −
tanα − sinα

sinα − cosα

−
۸

۱۵
۸

۱۷

−
۸

۱۷
۱۵
۱۷

۸×۱۷−۸×۱۵
۱۵×۱۷

−۷
۱۷

۱۶
۱۵

−۷
۱۶

۱۰۵

α

۲
tan =

α

۲
۱
۴

α
α

۲
α

sin ۳α

sin(۲α + α) = sin ۲α ⋅ cosα + cos ۲α ⋅ sinα

⇒ sin ۳α = ۲ sinα ⋅ α + (۱ − ۲ α) sinαcos۲ sin۲⇒ sin ۳α = ۲ sinα(۱ − α) + sinα − ۲ αsin۲ sin۳ ⇒ sin ۳α = ۳ sinα − ۴ αsin۳
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حال تابع  را ساده می‌کنیم.

 ‌

‌

راه‌حل اول:   100
مخرج مشترک گرفته و ساده می‌کنیم:

     

راه‌حل دوم:

    

  101

 ‌

طرفین تساوی فوق را به توان  می‌رسانیم:

 ‌  ‌

حال از رابطۀ  استفاده می‌کنیم:

 ‌  ‌  ‌

 ‌ ‌

با توجه به فرض سؤال داریم:   102

‌
‌حال خواسته سؤال را محاسبه می‌کنیم:

‌

از رابطۀ داده شده، مقدار  را محاسبه می‌کنیم.   103

 ‌  ‌

 ‌  ‌ ‌

‌حاصل  را می‌یابیم.

(fα)

f(α) = ۴ sinα cos ۲α + ۲ sinα = ۴ sinα(۱ − ۲ α) + ۲ sinαsin۲ ⇒ f(α) = ۶ sinα − ۸ α = ۲(۳ sinα − ۴ α) = ۲ sin ۳αsin۳ sin۳

f( ) = ۲ sin( ) = ۲ sin( ) = ۲ sin(۱۲π + ) = ۲ sin = ۲ sin(۲π − ) = −۲ sin = −۲ × = −
۴۱π

۹
۴۱π

۳
۳۶π + ۵π

۳
۵π
۳

۵π
۳

π

۳
π

۳

۳
−−

√

۲
۳
−−

√

+
sin θ

۱ − cos θ

۱ + cos θ

sin θ
=

θ + (۱ − θ)sin۲ cos۲

(۱ − cos θ) sin θ
=

۲ θsin۲

(۱ − cos θ) sin θ
=

۲ sin θ

۱ − cos θ
=

۲ × ۲ sin cos
θ

۲
θ

۲

۲ sin۲ θ

۲

= ۲ cot
θ

۲

+
sin θ

۱ − cos θ

۱ + cos θ

sin θ
=

۲ sin cos
θ

۲
θ

۲

۲ sin۲ θ

۲

+

۲ cos۲ θ

۲

۲ sin cos
θ

۲
θ

۲

= cot + cot
θ

۲
θ

۲
= ۲ cot

θ

۲

۱۰(sin x + cos x) = ۶ ۵
−−

√ ⇒ sin x + cos x = =
۶ ۵

−−
√

۱۰

۳ ۵
−−

√

۵
۲

=(sinα + cosα)۲ ۹ × ۵
۲۵

⇒ α + α + ۲ sinα cosα =sin۲ cos۲ ۹
۵

⇒ ۱ + sin ۲α = ⇒ sin ۲α =
۹
۵

۴
۵

sin ۲α =
۲ tanα

۱ + αtan۲

=
۲ tanα

۱ + αtan۲

۴
۵

⇒ ۴ + ۴ α = ۱۰ tanαtan۲ ⇒ ۴ α − ۱۰ tanα + ۴ = ۰tan۲ ⇒ ۲ α − ۵ tanα + ۲ = ۰tan۲

Δ = ۲۵ − ۴ × ۲ × ۲ = ۹ ⇒ tanα = ⇒
۵ ± ۳

۴

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

tanα = ۲

tanα =
۱
۲

A = B + ,A + B + C = ⇒ B + + B + C = ⇒ C = − ( + ۲B)۴۵∘ ۱۸۰∘ ۴۵∘ ۱۸۰∘ ۱۸۰∘ ۴۵∘

۲ cosA sinB − sinC = ۲ cos(B + ) sinB − sin( − ( + ۲B)) =۴۵∘ ۱۸۰∘ ۴۵∘

۲(cosB cos − sinB sin ) sinB − sin( + ۲B) =۴۵∘ ۴۵∘ ۴۵∘

۲( cosB − sinB) sinB − sin cos ۲B − cos sin ۲B =
۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۲
۴۵∘ ۴۵∘

sinB cosB − B − cos ۲B − sin ۲B =۲
−−

√ ۲
−−

√ sin۲

−−

√

۲

۲
−−

√

۲

sin ۲B − ( ) − cos ۲B − sin ۲B =
۲
−−

√

۲
۲
−−

√
۱ − cos ۲B

۲

۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۲

− ( − cos ۲B) − cos ۲B = − + cos ۲B − cos ۲B = −۲
−−

√
۱
۲

۱
۲

۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۲

sin x

= ۴
۱ − sin x

۱ + sin x
⇒ ۴ + ۴ sin x = ۱ − sin x ⇒ ۵ sin x = −۳ ⇒ sin x =

−۳
۵

x = ۱ − x = ۱ − =cos۲ sin۲ ۹
۲۵

۱۶
۲۵

⇒ cos x = ±
۴
۵

cos x =− →−−−
۳ xناحیۀ −۴

۵
۱ − cos x

۱ + cos x
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 ‌  ‌  ‌

 زاویه‌ای در ناحیۀ دوم است و در این ناحیه مقدار تانژانت منفی است، پس:

طبق فرض داریم:   104

  105

      

‌

. می‌دانیم    106

 

  ‌

روش اول:‌ تابع را ساده‌تر می‌کنیم.   107

  

= = ( )
۱ − cos x

۱ + cos x

۲ ( )sin۲ x

۲

۲ ( )cos۲ x

۲

tan۲ x

۲
⇒ ( ) =tan۲ x

۲

۱ − (− )
۴
۵

۱ + (− )
۴
۵

⇒ ( ) = = ۹tan۲ x

۲

۹
۵

۱
۵

⇒ tan( ) = ±۳
x

۲

π < x < ⇒ < <
۳π
۲

π

۲
x

۲
۳π
۴

x

۲
tan( ) = −۳

x

۲

cos(x + ) = (cos x − sin x) = ⇒ cos x − sin x =
π

۴

۲
−−

√

۲
۱

۳
−−

√

۲
−−

√

۳
−−

√

۱ − ۲ = ⇒ sin ۲x =− →−−
۲ توان

sin x cos x  
sin ۲x

۲
۳

۱
۳

m × − ۳ × = ⇒ m × = ۲ ⇒ m = ۶− →−−−
در معادله

جایگذاری ۲
−−

√

۳
−−

√
۶
−−

√
۱
۳

۶۰
−−

√
۲
−−

√

۳
−−

√
۶
−−

√

tanα =
x

۴

tan ۲α =
۱
x

tan ۲α = ⇒ = = ⇒ x =
۲ tanα

۱ − αtan۲

x

۲

۱ −
x۲
۱۶

۸x
۱۶ − x۲

۱
x

۴
۳

cos ۲α = = =
x

+ ۱x۲
− −−−−

√

۴
۳

۵
۳

۴
۵

tan ۲α =
۲ tanα

۱ − ۲ αtan۲

tan ۲α = , tanα =
۲
x

x

۳

⇒ = ⇒ ۱ − =
۲
x

۲ ×
x

۳

۱ − (
x

۳
)۲

x۲

۹
x۲

۳

⇒ = ⇒ x =
۹
۴

x۲ ۳
۲

⇒ cotα = = = ۲
۳
x

۳

۲

f(x) = tan(πx) − cot(πx) = −
sin πx

cos πx

cos πx

sin πx
=

πx − πxsin۲ cos۲

sin πx cos πx
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روش دوم:

با توجه به اتحاد  به‌راحتی حل می‌شود.

‌

‌

تابع زوج و فرد حذف شده!   108

نمودار تابع نسبت به خط  متقارن است؛ پس:

‌

‌نمودار تابع نسبت به خط  متقارن است؛ پس:

‌

: ‌در رابطۀ دوم به جای  قرار می‌دهیم: 

‌

؛ بنابراین  دورۀ تناوب است. حال بررسی می‌کنیم آیا  هم‌ دورۀ تناوب است. در رابطۀ اول به جای  قرار ، پس  ‌از طرفی 

: می‌دهیم 

‌

، پس  کوچک‌ترین دورۀ تناوب است. ‌و دلیلی نداریم که 

می‌دانیم در تابع  بیشترین مقدار تابع، برابر  است.   109

  

( در تابع صدق می‌کند، پس: ‌نقطۀ )

    

  

  

  110
مي‌دانيم:

 

 

‌چون فاصلۀ دو نقطۀ مينيم متوالي برابر با دورۀ تناوب اصلي منحني است پس:

‌

 

تابع دراطراف  صعودی است، پس  و  هم‌علامتند و داريم:

f(x) =
−( πx − πx)cos۲ sin۲

sin πx cos πx
=

− cos ۲πx

sin ۲πx
۱
۲

= −۲ cot ۲πx

T = =
π

۲π
۱
۲

tanα − cotα = −۲ cotα

tan(πx) − cot(πx) = −۲ cot ۲πx

T = =
π

۲π
۱
۲

x = ۱

f(۲ − x) = f(x)

x = ۳

f(۶ − x) = f(x)

xx + ۴

f(۶ − (x + ۴)) = f(x + ۴) ⇒ f(۲ − x) = f(x + ۴)

f(۲ − x) = f(x)f(x + ۴) = f(x)t = ۴t = ۲x

x + ۲

f(۲ − (x + ۲)) = f(x + ۲) ⇒ f(x + ۲) = f(−x)

f(−x) = f(x)t = ۴

y = a sin bx + c|a| + c

Max = ۳
−−

√ → |b| + a = ۳
−−

√ b + a =− →−−−−−−−−−−−
b>۰.است است،

چون شکل فرمت خود سینوس
۳
−−

√

π, −
۳
۲

∣

∣

∣
∣
∣

π

−
۳
۲

→ − = a + b sin(π + )
۳
۲

π

۳
→ − = a − b sin

۳
۲

π

۳
→ − = a − b

۳
۲

۳
−−

√

۲
→ −۳ = ۲a − b۳

−−
√

−۲ ⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

b + a = ۳
−−

√

۲a − b = −۳
−−

√
→ −۲b − b = −۲ − ۳

−−
√ ۳

−−
√ → ۲b + b = ۲ + ۳

−−
√ ۳

−−
√

→ (۲ + )b = ۲ + ۳
−−

√ ۳
−−

√ → b = ×
۲ + ۳

−−
√

۲ + ۳
−−

√

۲ − ۳
−−

√

۲ − ۳
−−

√
= =

۴ − ۶ + ۶ − ۳
−−

√ ۳
−−

√

۴ − ۳
۳
−−

√

y = sin bx → T = ,
۲π
|b|

sin x ⋅ cos x = sin ۲x
۱
۲

y = ۱ + a ⋅ sin bx ⋅ cos bx = ۱ + ⋅ sin ۲bx
a

۲

T = − (− ) = π
۳π
۴

π

۴

T = = ⇒ = π ⇒ |b| = ۱ ⇒ b = ±۱
۲π
|۲b|

π

|b|

π

|b|

y = ۱ + ⋅ sin ۲bx
a

۲
۱ + | | = ⇒ |a| = ۱ ⇒ a = ±۱− →−−−−−

بيشترين مقدار a

۲
۳
۲

x = ۰ab
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  111

 

( در تابع صدق می‌کند، پس: ‌نقطه )

 

  

‌در تابع  مقدار  تابع از رابطۀ  به‌ دست می‌آید و چون تابع داده‌شده فرمت سینوس را دارد  است و چون  است پس 

است و در نتیجه  است.

  

‌از روابط  و  مقادیر  و  حاصل می‌شوند.

 

  112

     

 در واقع عدد بین صفر تا یک است؛ زیرا:

‌

 را رسم می‌کنیم. حال تابع  و خط 

خط و نمودار در دو نقطه تقاطع دارند. 

 

از روی نمودار، مشخص است که ماکزیم تابع برابر  و مینیم تابع برابر  است، پس داریم:   113

‌

با توجه به نمودار و اینکه  مشخص است که  مثبت است.   114

‌

‌نقطۀ  در تابع صدق می‌کند:

‌

‌همچنین در  مقدار تابع برابر صفر است.

‌

ها را قطع می‌کند، پس داریم:  و حال دستگاه زیر را حل می‌کنیم. ‌با توجه به نمودار در  دومین بار است که نمودار تابع محور 

a + b = ۲ a + b = یا۲−

y = a + b cos( − x)
π

۲
= a + b sin x

− , ۰
۵π
۶

→ ۰ = a + b sin( )

∣

∣

∣
∣
∣

−۵π
۶

۰

−۵π
۶

→ ۰ = a − b sin( )
۵π
۶

→ ۰ = a − b sin(π − )
π

۶
→ ۰ = a − b sin( )

π

۶
→ a − = ۰ (I)

b

۲
y = a sin bx + cMax|a| + cab > ۰y(۰) > ۰a > ۰

b > ۰

Max = |a| + c → ۳ = |b| + a → ۳ = b + a (II)

(I)(II)a = ۱b = ۲

: f(x) = ۱ + ۲ sin xپس → f( ) = ۱ + ۲( ) = ۲
π

۶
۱
۲

y = ۲| sin x|
y = =− →−−−−

به راست
π

۲
۲

| sin(x− )|
π

۲ ۲| cos x|
− →−−−−

به پاین
۳
۲

⇒ y = −۲| cos x| ۳
۲

=−→−
y=۰

۲| cos x| ۳
۲

⇒ = | cos x|log۲
۳
۲

log۲
۳
۲

< <۱log۲  
صفر

log۲
۳
۲

۲log۲  
۱

y = | cos x|y = log۲
۳
۲

۵۱

y = c + a cos bx

} ⇒ ۲c = ۶ ⇒ c = ۳max = |a| + c = ۵
min = −|a| + c = ۱

۰ < c < π, b > ۰a

max = |a| = a = → f(x) = cos(bx + c)
۱
۴

−→−
a>۰ ۱

۴
۱
۴

A( , − )
۳
۴

۱
۴

cos( b + c) = − ⇒ cos( + c) = −۱ ⇒ + c = π
۱
۴

۳
۴

۱
۴

۳b
۴

۳b
۴

x =
۵
۴

f( ) = ۰ ⇒ cos( b + c) = ۰ ⇒ cos( b + c) = ۰
۵
۴

۱
۴

۵
۴

۵
۴

x =
۵
۴

xb + c =
۵
۴

۳π
۲
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‌

با توجه به نمودار، ماکزیم تابع برابر  و مینیم تابع برابر  است، پس:   115

ها دارای مینیم است، پس  منفی است. ‌چون نمودار در شکل برخورد با محور 

 ‌ ‌

برای رسم نمودار داده‌شده،‌ نمودار  را  واحد به سمت راست می‌بریم، سپس طول نقاط را بر  تقسیم کرده و در ادامه، عرض نقاط   116

را در  ضرب و با  جمع می‌کنیم.

با مقایسۀ نمودار داده‌شده و نمودار  نتیجه می‌گیریم که  و  هر دو مثبت‌اند و داریم: 

‌

‌چون فاصلۀ بین دو  متوالی یا دو  متوالی یک دورۀ تناوب است، پس دورۀ تناوب تابع هم برابر  است، پس: 

‌

  117

 

‌

‌

ضابطۀ تابع  را ساده می‌کنیم:   118

‌

‌مقدار  را هم از دورۀ تناوب تابع به دست می‌آوریم:

b − b = − π ⇒ b = ⇒ b = π

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

b + c =
۵
۴

۳π
۲

b + c = π
۳
۴

− →−−−−−−−
از هم کم می‌کنیم ۵

۴
۳
۴

۳π
۲

۲
۴

π

۲

b + c = c = − =
۵
۴

۳π
۲

− →−−
b=π ۳π

۲
۵π
۴

π

۴

= =
a ⋅ c

b

×
۱
۴

π

۴
π

۱
۶

۵
۲

−
۱
۲

⇒ ۲c = − = ۲ ⇒ c = ۱ ⇒ ۱ + |a| = ⇒ |a| =
c + |a| =

۵
۲

c − |a| = −
۱
۲

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

۵
۲

۱
۲

۵
۲

۳
۲

ya

|a| = a = −
۳
۲

−→−
a<۰ ۳

۲
⇒ a ⋅ c = − × ۱ = −

۳
۲

۳
۲

y = cos x
π

۳
c

ba

y = cos xbc

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

(۰ , ۰) ∈ ⇒ a + b cos( ) = ۰ ⇒ ۲a + b = ۰ نمودار(۱) −π

۳

= a + |b| = ۱ a + b = ۱ (۲)ymax −→−
b>۰

a = −۱ , b = ۲− →−−−
(۱) , (۲)

MinMax− ( ) = ۲π
۴π
۳

−۲x
۳

= ۲π c = ۱
۲π
|c|

−→−
c>۰

: b(c − a) = ۲(۱ − (−۱)) = عبارت مورد نظر۴

T = = ⇒ |b| = ۵ ⇒ b = ±۵ ⇒ b = ۵
π

|b|

π

۵
f( ) = ۱ ⇒ a (۵ − ) + c = ۱ ⇒ a + c = ۱

π

۴
cos۲ π

۴
π

۴

f( ) = −۲ ⇒ a (۵ × − ) + c = −۲ ⇒ c = −۲
۷π
۲۰

cos۲ ۷π
۲۰

π

۴

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

⇒ a = ۳ ⇒ ab = ۱۵

f

f(x) = a + b sin(cx − ) cos(cx − )
۳π
۴

۳π
۴

⇒ fx = a + sin(۲cx − ) = a + cos(۲cx)
b

۲
۳x
۲

b

۲

→ a = ۱ −۱ = ۱ + ⇒ b = −۴− →−−−−
طبق نمودار

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a − | | = ۱
b

۲

a + | | = ۳
b

۲

− →−−−−
f(۰)=−۱ b

۲

c
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‌

با استفاده از روابط مثلثاتی  و  داریم:   119

‌

می‌دانیم  است.   120

    

   

  121
مي‌دانيم:

 

‌

عبارت  را تجزیه می‌کنیم. به کمک اتحاد 

 

 

‌

‌

‌

= π ⇒ |c| = ۱ ⇒ c = ±۱
۲π
|۲c|

⇒ f(x) = ۱ − ۲ cos ۲x ۱ − ۲ cos ۲x = ۰ ⇒ cos ۲x =− →−−−−
f صفرهای ۱

۲
− →−−

۰≤x≤

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۲ =x۱
π

۳

۲ =x۲
۵x
۳

⇒ → − = =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

=x۲
۵π
۶

=x۱
π

۶

x۲ x۱
۴π
۶

۲π
۳

= x
۱

 + xtan۲
cos۲x = + cos ۲xcos۲ ۱

۲
۱
۲

f(x) = − = − b (cx − ) = − b( + cos ۲(cx − ))
۲
a

b

۱ + ((cx − )tan۲ ۳π
۴

۲
a

cos۲ ۳π
۴

۲
a

۱
۲

۱
۲

۳π
۴

f(x) = sin ۲cx + − ⇒ f(x) = sin(−۲cx) + − {
−b

۲
۲
a

b

۲
b

۲
۲
a

b

۲
− →−−−−−−−−

صعودی شروع شده

سینوس به شکل درست b > ۰
−۲c > ۰ ⇒ c < ۰

T = = ۹π ⇒ |c| = c = − ; = + − = ۶ = ۶ ⇒ a = (۱)
۲π
|۲c|

۱
۹

−→−
c<۰ ۱

۹
ymax

∣

∣
∣

−b

۲
∣

∣
∣

۲
a

b

۲
−→−
b>۰ ۲

a

۱
۳

= − + − = ۰ −b + = ۰ b = ۶ymin

∣

∣
∣

−b

۲
∣

∣
∣

۲
a

b

۲
−→−
b>۰ ۲

a
−→

(۱)

f(x) = ۳ sin( x) + ۳ → f( ) = ۳ sin( × ) + ۳ → f( = ۴٫۵)
۲
۹

۳π
۴

۲
۹

۳π
۴

۳π
۴

sin a cos a = sin ۲a
۱
۲

۴ sin x ⋅ sin( − x) = ۱
۳π
۲

→ −۴ sin x cos x = ۱ → −۴( sin ۲x) = ۱

۲

→ −۲ sin ۲x = ۱ → sin ۲x = − = sin( )
۱
۲

−π

۶

− →−−−−−−−−−−−−−−−

sin x=sin α→{ x=۲kπ+α

x=۲kπ+π−α

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۲x = ۲kπ − → x = kπ −
π

۶
π

۱۲

۲x = ۲kπ + → x = kπ +
۷π
۶

۷π
۱۲

x = , , ,− →−−−−−−−
k.عدد می‌دهیم به ۷π

۱۲
۱π
۱۲

۱۹π
۱۲

۲۳π
۱۲

= ۵π− →−−−−−−
مجموع جواب‌ها ۶۰π

۱۲

sin x ⋅ cos x = sin ۲x ,
۱
۲

sin x + cos x = sin(x + )۲
−−

√
π

۴

x + x = ۱ − sin ۲xsin۳ cos۳ ۱
۲

+ = (a + b)( − ab + )a۳ b۳ a۲ b۲x + xsin۳ cos۳

(sin x + cos x) ⋅ ( x − sin x ⋅ cos x + x)sin۲ cos۲ = ۱ − sin ۲x
۱
۲

(sin x + cos x) ⋅ (۱ − sin ۲x)
۱
۲

= ۱ − sin ۲x
۱
۲

(sin x + cos x) ⋅ (۱ − sin ۲x) − (۱ − sin ۲x) = ۰
۱
۲

۱
۲

(۱ − sin ۲x) ⋅ (sin x + cos x − ۱) = ۰
۱
۲

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۱ − sin ۲x = ۰ ⇒ sin ۲x = ۲
۱
۲

غ‌ق‌ق

sin x + cos x = ۱ ⇒ sin(x + ) = ۱ ⇒ sin(x + ) = = sin۲
−−

√
π

۴
π

۴

۲
−−

√

۲
π

۴
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‌

‌

می‌دانیم  است.   122

  

 مجموع جواب‌ها

  123

  

‌

‌توجه کنید چون  است پس جواب  قابل قبول نمی‌باشد.

  124

    

  

راه اول:   125
‌می‌دانیم:

   

جوابهای  توسط  نیز تولید می‌شوند، پس جواب کلی  است.

‌راه دوم: این تست با عددگذاری نیز حل می‌شود.  در معادله صدق می‌کند  بنابراین گزینه‌های سوم و چهارم حذف می‌شوند.  در

معادله صدق نمی‌کند  بنابراین گزینۀ دوم نیز حذف می‌شود و جواب گزینۀ اول یعنی  است.

می‌دانیم  پس داریم:   126

 

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x + = ۲kπ + ⇒ x = ۲kπ ⇒ x = ۰, ۲π
π

۴
π

۴
x + = ۲kπ + π − ⇒ x = ۲kπ + ⇒ x =

π

۴
π

۴
π

۲
π

۲

= ۰ + + ۲π جمع=
π

۲
۵π
۲

a + a = ۱ − ۲asin۴ cos۴ ۱
۲

sin۲

۱ − ۲x =
۱
۲

sin۲ ۱
۲

⇒ ۲x =
۱
۲

sin۲ ۱
۲

⇒ ۲x = ۱sin۲

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

sin ۲x = ۱ ۲x = ۲kπ + ⇒ x = kπ + ⇒ x = ,− →−−−
حالت خاص π

۲
π

۴
π

۴
۵π
۴

sin ۲x = −۱ ۲x = ۲kπ − ⇒ x = kπ − ⇒ x = ,− →−−−
حالت خاص π

۲
π

۴
۳π
۴

۷π
۴

= + + + = = ۴π
π

۴
۵π
۴

۳π
۴

۷π
۴

۱۶π
۴

cos ۳x + cos x = ۰ → cos ۳x = − cos x → cos ۳x = cos(π − x)

− →−−−−−−−−−−−−
cos x=cos α→x=۲kπ±α

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۳x = ۲kπ + π − x → ۴x = ۲kπ + π → x = +
kπ

۲
π

۴
۳x = ۲kπ − π + x → ۲x = ۲kπ − π → x = kπ −

π

۲
cos x ≠ ۰x = kπ −

π

۲

tan ۳x ⋅ tan x = ۱ → tan ۳x =
۱

tan x
→ tan ۳x = cot x → tan ۳x = tan( − x)

π

۲
۳x = kπ + − x− →−−−−−−−−−−−−

tan x=tan α→x=kπ+α π

۲
→ ۴x = kπ +

π

۲

→ x = +
kπ

۴
π

۸
→

k

x

۴
۹π
۸

۵
۱π

۸

۶
۱۳π

۸

۷
۱۵π

۸
→ = = ۶πمجموع جواب‌ها

۴۸π
۸

sin(α ± β) = sinα ⋅ cos β ± cosα ⋅ sin β

cos(α ± β) = cosα ⋅ cos β ∓ sinα ⋅ sin β

sin(x + ) + cos(x + ) = cos ۲x
π

۶
π

۳
→ sin x ⋅ ( ) + cos x ⋅ ( ) + cos x ⋅ ( ) − sin x ⋅ ( ) = cos ۲x

۳
−−

√

۲
۱
۲

۱
۲

۳
−−

√

۲
cos x = cos ۲x → ۲x = ۲kπ ± x

→

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲x = ۲kπ + x → x = ۲kπ

۲x = ۲kπ − x → x =
۲kπ

۳

x = ۲kπx =
۲kπ

۳
x =

۲kπ
۳

x = ۰(sin + cos = cos ۰)
π

۶
π

۳
x =

π

۳

(sin + cos ≠ cos )
π

۲
۲π
۳

۲π
۳

x =
۲kπ

۳

x = ۱ − xcos۲ sin۲

۱ − x − x cos ۳x = ۱sin۲ sin۲ ⇒ x cos ۳x + x = ۰sin۲ sin۲
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( اما جواب  در هر دو معادله به‌ دست آمد و تکراری است. پس در کل معادلۀ فوق  جواب  را خواهد داشت. ،  و  معادلۀ دوم نیز سه جواب دارد )

  127
می‌دانیم:

    

 

 ‌

 

 

 البته دقت کنید که  جواب قابل‌قبول برای معادله نیست. پس ماکزیم جواب‌ها  است.

، پس می‌توان نوشت: می‌دانیم    128

 

سمت چپ معادله برابر  است، پس:

     

بنابراین مجموع این سه ریشه برابر  است.

  129

   

دو طرف را در  ضرب می‌کنیم:

      

  

، پس ریشه‌ها در بازۀ  عبارتند از: ؛ یعنی  باید 

x(cos ۳x + ۱) = ۰sin۲ ⇒ { sin x = ۰ x = ۰, π, ۲π− →−−−−
x∈[۰,۲π]

cos ۳x = −۱ ⇒ ۳x = ۲kπ + π
⇒ x = +

۲kπ
۳

π

۳
x = , π,− →−−−−

x∈[۰,۲π] π

۳
۵π
۳

۵π
۳

π
π

۳
π۵(۰, π, ۲π, , )

π

۳
۵π
۳

sinα ⋅ cosα = sin ۲α
۱
۲

, ۱ + cosα = ۲ cos۲ α

۲

(۱ + cos ۲α)(۱ + cos ۴α)(۱ + cos ۸α) =
۱
۸

⇒ ۲ α × ۲ α × ۲ ۴α = ⇒ α ⋅ ۲α ⋅ ۴α =cos۲ cos۲ cos۲ ۱
۸

cos۲ cos۲ cos۲ ۱
۶۴

⇒ cosα ⋅ cos ۲α cos ۴α = ± ⋅ cos ۲α ⋅ cos ۴α = ⋅ cos ۴α =
۱
۸

− →−−−
α≠kπ

× sin α

sinα ⋅ cosα  
sin ۲α

۱
۲

۱
۲

sin ۲α ⋅ cos ۲α
  

sin ۴α
۱
۲

۱
۴

sin ۴α ⋅ cos ۴α
  

sin ۸α
۱
۲

= sin ۸α = ± sinα ⇒ sin ۸α = ± sinα
۱
۸

۱
۸

(۱) sin ۸α = sinα ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۸α = ۲kπ + α ⇒ α = ⇒ max :
۲kπ

۷
۶π
۷

۸α = ۲kπ + π − α ⇒ α = + ⇒ max :
۲kπ

۹
π

۹
۷π
۹

(۲) sin ۸α = − sinα ⇒ sin ۸α = sin(−α)

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۸α = ۲kπ − α ⇒ α = ⇒ max =
۲kπ

۹
۸π
۹

۸α = ۲kπ + π + α ⇒ α = + ⇒ max =
۲kπ

۷
π

۷
۵π
۷

∗α = π
۸π
۹

cos ۲x = ۱ − ۲ xsin۲

 sin x(۱ − ۲ x) + sin x = ۱sin۲ ⇒ ۳ sin x − ۴ x = ۱sin۳

sin ۳x

sin ۳x = ۱ ⇒ ۳x = ۲kπ +
π

۲
⇒ x = +

۲kπ
۳

π

۶
x =− →−−−−

۰≤x≤۲π π

۶
,

۵π
۶

,
۹π
۶

=
۱۵π

۶
۵π
۲

۲ × ۲ α × ۲ αcos۲ α

۲
cos۲ cos۲ =

۱
۸

⇒ ۶۴ α ۲α = ۱cos۲ α

۲
cos۲ cos۲ ⇒ ۸ cos cosα cos ۲α = ±۱

α

۲
sin ≠ ۰

α

۲
۴(۲ sin cos )

α

۲
α

۲
  

sin α

cosα cos ۲α = ± sin
α

۲
⇒ ۲ cos ۲α(۲ sinα cosα)

  
sin ۲α

= ± sin
α

۲
⇒ sin ۴α = sin(± )

α

۲

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۴α = ۲kπ ± ⇒
α

۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = ۲kπ
۷
۲

α = ۲kπ
۹
۲

۴α = (۲k + ۱)π ∓ ⇒
α

۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = (۲k + ۱)π
۹
۲

α = (۲k + ۱)π
۷
۲

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = kπ
۷
۲

α = kπ
۹
۲

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α =
۲kπ

۷

α =
۲kπ

۹

sin ≠ ۰α

۲
α ≠ ۲kπ[۰ , ۲π]
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‌

،  جواب دارد. ‌پس معادله در بازۀ 

  130

‌با استفاده از رابطۀ  داریم:

   

‌پس معادله در بازۀ  دارای  جواب است.

در معادلۀ  به‌جای  را قرار داده و داریم:   131

‌

‌جواب‌های واقع در بازۀ  عبارتند از:

‌

با استفاده از رابطۀ  داریم:   132

 ‌  ‌  ‌

، پس: چون 

 ‌  ‌

 ‌

 ‌  ‌ ‌

‌جواب‌های واقع در بازۀ  عبارتند از:

با استفاده از رابطۀ  عبارت  را به‌صورت زیر نوشته و در معادله جایگزین می‌کنیم.   133

 ‌

‌طبق رابطۀ  داریم:

 ‌

 ‌  ‌

 ‌

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = , , , ⋯ ,
۲π
۷

۴π
۷

۶π
۷

۱۲π
۷

α = , , , ⋯ ,
۲π
۹

۴π
۹

۶π
۹

۱۶π
۹

جواب۶

جواب۸

[۰ , ۲π]۱۴

۸ cos x − x = ۱ ⇒ ۸ cos x = ۱ + xtan۲ tan۲

۱ + x =tan۲ ۱
xcos۲

۸ cos x = ⇒ ۸ x = ۱ ۲ cos x = ۱

xcos۲

cos۳ − →−−
۳ فرجه

⇒ cos x = = cos ⇒ x = ۲kπ ±
۱
۲

π

۳
π

۳
− →−−−−

۰≤x≤۲π ⎧
⎩⎨

x = π

۳

x = ۲π − π

۳

[۰, ۲π]۲

sin x + cos x =۳
−−

√ ۲
−−

√tan ,
π

۳
۳
−−

√

sin x + tan cos x = ⇒ sin x + =
π

۳
۲
−−

√
sin cos xπ

۳

cos π

۳

۲
−−

√

sin x cos + sin cos x = cos− →−−−−

× cos
π

۳ π

۳
π

۳
۲
−−

√
π

۳

⇒ sin(x + ) = × = = sin
π

۳
۲
−−

√
۱
۲

۲
−−

√

۲
π

۴
x + = ۲kπ + → x = ۲kπ + − ⇒ x = ۲kπ −

π

۳
π

۴
π

۴
π

۳
π

۱۲

x + = ۲kπ + π − ⇒ x = ۲kπ + −
π

۳
π

۴
۳π
۴

π

۳

⇒ x = ۲kπ +
۵π
۱۲

[−π, ۲π]

x = − , , ۲π − =
π

۱۲
۵π
۱۲

π

۱۲
۲۳π
۱۲

: − + + = مجموع جواب‌ها=
π

۱۲
۵π
۱۲

۲۳π
۱۲

۲۷π
۱۲

۹π
۴

cos( − α) = sinα
π

۲
sin(x + ) cos(x − ) = ۱π

۶
π

۳
⇒ cos( − (x + )) cos(x − ) = ۱π

۲
π

۶
π

۳
⇒ cos( − x − ) cos(x − ) = ۱π

۲
π

۶
π

۳
⇒ cos( − x) cos(x − ) = ۱π

۳
π

۳
cos(−α) = cosα

cos(x − ) cos(x − ) = ۱
π

۳
π

۳
⇒ (x − ) = ۱cos۲ π

۳
⇒ cos(x − ) = ±۱

π

۳
cos(x − ) = ۱ ⇒ x − = ۲kπ

π

۳
π

۳
⇒ x = ۲kπ +

π

۳

cos(x − ) = −۱
π

۳
⇒ x − = ۲kπ + π

π

۳
⇒ x = ۲kπ +

۴π
۳

[۰, ۲π]‌

x = , x =
π

۳
۴π
۳

cos( − α) = sinα
π

۲
sin(x + )

π

۴
sin(x + ) = cos( − (x + ))

π

۴
π

۲
π

۴
= cos( − x − ) = cos( − x)

π

۲
π

۴
π

۴
(۱)

sin(x + ) = cos( − x)
π

۴
π

۴
= cos(x − ) (۱)

π

۴

sin(x + ) cos(x − ) = ۱π

۴
π

۴
(x − ) = ۱−→

(۱)

cos۲ π

۴
⇒ cos(x − ) = ±۱π

۴
cos(x − ) = ۱ ⇒ x − = ۲kππ

۴
π

۴
→ x = ۲kπ +

π

۴
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 ‌  ‌

 ‌  ‌

طبق فرض داریم:    134

‌

‌

‌جواب‌های معادله به‌صورت  هستند که فاصلۀ هر دو جواب متوالی  است. 

می‌دانیم:    135

سمت چپ معادله را ساده‌تر می‌کنیم: 

‌

‌

  136

‌

cos(x − ) = −۱
π

۴
⇒ x − = ۲kπ + π

π

۴
⇒ x = ۲kπ +

۵π
۴

۰ ≤ x ≤ ۲π ⇒ x = ,
π

۴
۵π
۴

⇒ مجموع جواب‌ها = + = =
π

۴
۵π
۴

۶π
۴

۳π
۲

= ⇒ x = (۱ + sin x
cos x

۱ + sin x

۱ + sin x

cos x
cos۲ )۲

⇒ ۱ − x = ۱ + x + ۲ sin x ⇒ ۲ x + ۲ sin x = ۰sin۲ sin۲ sin۲

⇒ ۲ sin x(sin x + ۱) = ۰ ⇒ { sin x = ۰ ⇒ x = kπ

۱ + sin x = ۰ غ ق ق )چرا؟(
kππ

sin x ⋅ cos x = sin ۲x
۱
۲

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

cos( + x) = cos(۲π + + x) = cos(x + )
۱۷π

۸
π

۸
π

۸

cos( − x) = cos( − ( + x)) = sin(x + )
۳π
۸

π

۲
π

۸
π

۸

: cos(x + ) sin(x + ) = ( ⇒ sin(۲x + ) معادله=
π

۸
π

۸
۱
۲

)۲ ۱
۲

π

۴
۱
۴

⇒ sin(۲x + ) = = sin
π

۴
۱
۲

π

۶

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۲x + = ۲kπ + ⇒ x = kπ − =
π

۴
π

۶
π

۲۴
− →−−−−−−−

x∈[ , ]
−π

۲
π

۲
x۱

−π

۲۴

۲x + = ۲kπ + ⇒ x = kπ + =
π

۴
۵π
۶

۷π
۲۴

− →−−−−−−−

x∈[ , ]
−π

۲
π

۲
x۲

۷π
۲۴

⇒ + = =x۱ x۲
۶π
۲۴

π

۴

⇒ + = ۰ ⇒ = ۰ ⇒ sin ۴x = cos ۲x
۱

sin( + ۲x)π

۲

۱
cos( + ۴x)π

۲

− sin ۴x + cos ۲x
(cos ۲x)(− sin ۴x)

⇒ ۲ sin ۲x cos ۲x = cos ۲x ⇒ cos ۲x(۲ sin ۲x − ۱) = ۰ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

cos ۲x = ۰ ⇒  غ ق ق

sin ۲x = = sin
۱
۲

π

۶

⇒ ⇒ α = − =

⇒ ۲x = ۲kπ + , ۲x = ۲kπ + π −
π

۶
π

۶

x = kπ + , x = kπ +
π

۱۲
۵π
۱۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

=x۱
π

۱۲

=x۲
۵π
۱۲

۵π
۱۲

π

۱۲
π

۳

tan(۲α) = tan( ) = −
۲π
۳

۳
−−

√
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می‌دانیم:   138

‌

‌جواب‌های بازۀ  عبارت‌اند از  که مجموع آنها برابر  است.

    139

‌

    140

‌

در صورتي بازه براي يک عدد همسايگي محسوب مي‌شود که آن عدد درون بازه باشد.   141
پس:

  

تابع سینوس در ربع اول افزایش می‌یابد پس  داریم:   142

‌

  143

 

   

اً برابر  است و داریم: ، حاصل  دقیق اگر    144

    

sin(x − ) = ⇒
π

۶
۱

۳
−−

√
sin x cos − cos x sin = ⇒

π

۶
π

۶
۱

۳
−−

√

sin x × − cos x × = ۳ sin x − cos x = ۲ (۱)
۳
−−

√

۲
۱
۲

۱

۳
−−

√
− →−−

×۲ ۳√

۳
−−

√

sin(x − ) = ⇒ (x − ) = ⇒ (x − ) = ; (x − ) − (x − ) = cos(۲x − ) =
π

۶
۱

۳
−−

√
sin۲ π

۶
۱
۳

cos۲ π

۶
۲
۳

cos۲ π

۶
sin۲ π

۶
π

۳
۱
۳

sin(۲x + ) = sin(۲x + − ) = cos(۲x − ) = (۲)
π

۶
π

۲
π

۳
π

۳
۱
۳

۳ sin x − cos x + m sin(۲x + ) = ۱ ۲ + m × = ۱ → m = −۳
−−

√
π

۶
− →−−−
(۱) ,(۲) ۱

۳

cos ۲x = ۱ − ۲ xsin۲

(۱ − ۲ x) + x = ۰ ⇒ x = ۱ ⇒ sin x = ±۱ ⇒ x = kπ +sin۲ sin۲ sin۲ π

۲
k

x

۰
π

۲

−۱

−
π

۲

−۲

−
۳π
۲

−۳

−
۵π
۲

[−۳π, π], − , − , −
π

۲
π

۲
۳π
۲

۵π
۲

−۴π

cos(۲x − ) = − cos(x + ) = cos( − x)
π

۴
π

۴
۳π
۴

۲x − = ۲kπ ± ( − x) x = , − , −
π

۴
۳π
۴

− →−−−−−−−

− ≤x≤π

۲
π

۲ π

۳
π

۳
π

۲

cos(x − ) + cos( − x) = ۰
π

۳
π

۶
⇒ cos x cos + sin x sin + cos x cos + sin x sin = ۰

π

۳
π

۳
π

۶
π

۶

⇒ cos x(cos + cos ) + sin x(sin + sin ) = ۰
π

۳
π

۶
π

۳
π

۶
⇒ cos x + sin x = ۰ ⇒ x = kπ −

π

۴

x ∈ (۰ , ۲π) → x = ,
۳π
۴

۷π
۴

− →−−
مجموع ۵π

۲

x + ۱ < ۳ < ۲x − ۱ ⇒ { x + ۱ < ۳ → x < ۲
x − ۱ > ۳ → x > ۲

∅− →−−
اشتراک

sin = (
π−

۶
۱
۲

)−

[۲ sin x − ۱] = [۲( − ۱] = [ − ۱] = [ ] = −۱lim
x→

π−

۶

۱
۲

)− ۱− ۰−

f(x) = x(
۲x + ۱
۵x + ۹
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√ )۳
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x
lim
x→۰
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√ )۳

x
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x→۰

۲x + ۱
۵x + ۹

− −−−−−

√ )۳ = (
۱
۹

−−

√ )۳ = ( =
۱
۳

)۳ ۱
۲۷

x → ۲+
[ ]x۳۸

lim
x→۲+

− ۴x۲

− [ ]x۳ x۳
= lim

x→۲+

− ۴x۲

− ۸x۲
= lim

x→۲+

(x − ۲)(x + ۲)

(x − ۲)( + ۲x + ۴)x۲
= lim

x→۲+
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+ ۲x + ۴x۲

= = =
۴
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۴
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۱
۳
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در  عبارت  مثبت است، از طرفی در مورد  و  داریم:   145

 ‌  ‌  ‌

اً  ریشۀ طبق فرض، تابع  در نقطه‌ای حد دارد ولی در آن نقطه پیوسته نیست؛ این نقطه اولاً  بوده و ثانی   146

صورت  نیز هست، پس: 

‌همچنین  ریشۀ معادلۀ داده‌شده است: 

‌

‌

‌

حدود چپ و راست تابع را محاسبه می‌کنیم:   147

‌

‌پس مجموع حدها برابر  است.

روش اول:   148

با ابهام  مواجه هستیم که برای رفع ابهام از اتحاد چاق‌ و لاغر کمک می‌گیریم 

 

 

روش دوم:

از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم.

  

روش اول:   149

با ابهام  مواجه هستیم که برای رفع ابهام از اتحاد چاق‌ و لاغر کمک می‌گیریم  و مخرج را بر عامل ابهام یعنی  تقسیم می‌کنیم.

  

 

‌

روش دوم:

از قاعدۀ هوپیتال کمک می‌گیریم.

 

روش اول: از اتحاد مزدوج برای رفع ابهام، استفاده می‌کنیم.   150

a → −۱+
x + ۱[x][−x]

[x] = [ ] = −۱(−۱)
+

[−x] = [− ] = [ ] = ۰(−۱)
+ ۱−

lim
x→−۱+

۱x + ۱ + [x]

x − [−x]
= = = ۱lim

x→−۱+

۱x + ۱ + (−۱)

x − ۰
lim

x→−۱+

x

x

f(x) =
+ ax + bx۲

x − ۱
x = ۱x = ۱

f

+ ax + b ⇒ ۱ + a + b = ۰ ⇒ a + b = −۱(I)x۲ ∣

∣
∣
= ۰
x = ۱

x = ۱

۵ − ax + b ⇒ ۵ − a + b = ۰ ⇒ a − b = ۵(II)x۲ ∣

∣
∣
= ۰
x = ۱

{ ⇒ a = ۲ , b = −۳− →−−−
(I),(II)

a + b = −۱
a − b = ۵

[ ] = [ ] = [ ] = −۳
b − ۲a

۳
−۳ − ۴

۳
−۷
۳

= = ۰lim
x→۲−

x − ۲
− [ ]x۲ x۲

lim
x→۲

x − ۲
− ۳x۲

= = =lim
x→۲+

x − ۲
− [ ]x۲ x۲

lim
x→۲+

x − ۲
− ۴x۲

lim
x→۲+

۱
x + ۲

۱
۴

۱
۴

۰


((a + b)( + − ab) = + )a۲ b۲ a۳ b۳
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x→−۸

+ ۱۰x + ۱۶x۲

۶(۲ + )x−−√
۳

۴ + − ۲x۲−−√۳ x−−√
۳

۴ + − ۲x۲−−√۳ x−−√
۳
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x→−۸

(x + ۸)(x + ۲)(۴ + − ۲ )x۲−−√۳ x−−√
۳
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۳

۶
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۶
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۳

۰
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۱

۳ x۲−−√۳
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−۶

( )
۱

۲

۰
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x→۲

 − ۳x + ۲
− −−−−−

√۳

۵ − ۱۸x + ۱۶x۲
×

۴ + + ۲(۳x + ۲)۲
− −−−−−−−

√۳ x + ۲
− −−−−−

√۳

۴ + + ۲(۳x + ۲)۲
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√۳ x + ۲
− −−−−−

√۳
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x→۲

۸ − (۳x + ۲)
  −۳x+۶

(x − ۲)(۵x − ۸)(۴ + + ۲ )(۳x + ۲)۲
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− −−−−−

√۳
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x→۲

−۳(x − ۲)

(x − ۲)(۵x − ۸)(۴ + + ۲ )(۳x + ۲)۲
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√۳
= lim

x→۲

−۳

(۵x − ۸)(۴ + + ۲ )(۳x + ۲)۲
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− −−−−−

√۳

= = =
−۳

(۲)(۴ + ۴ + ۴)

−۳
۲۴

−۱
۸

=lim
x→۲

 − ۳x + ۲
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۵ − ۱۸x + ۱۶x۲

۰


= =− →−−−
HOP

lim
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 (۳x + ۲)۲
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۴
۲
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۸
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  ‌

روش دوم: از قاعدۀ هوپیتال کمک می‌گیریم.

  ‌

با استفاده از اتحاد مزدوج، صورت کسر و با استفاده از اتحاد چاق و لاغر، مخرج کسر را گویا می‌کنیم.   151

  152

‌

‌

‌

  153

در مخرج برابر صفر است و حد خود کسر در صفر موجود و برابر  است؛ پس حد صورت نیز باید برابر با صفر باشد، بنابراین:  

‌

با توجه به اینکه مخرج کسر در حالت حدی برابر صفر شده، ولی مقدار حد عددی حقیقی است، صورت کسر نیز باید صفر شود.   154
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x→۱
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√
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(۲x + ۵) + ۷ x−−√
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۲x + ۳x + ۱
− −−−−−

√

(۲x + ۵) + ۷ x−−√
= ×lim

x→۱

۴ − ۲۹x + ۲۵x۲

۴ − ۳x − ۱x۲
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(x − ۱)(۴x + ۱)
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√
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۲
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Hop

lim
x→۰

۲bcx+b+c

۲
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‌

ابتدا براکت را به عدد تبدیل می‌کنیم:   155

  156
روش اول:

   ‌

روش دوم: می‌دانیم که  است.

   

  

می‌دانیم: بنا به هم‌ارزی مثلثاتی:   157

   

 

‌‌پس داریم:  

‌

 

  158

  

‌دقت کنید با توجه به صفر بودن مخرج کسر باید صورت نیز صفر باشد تا حاصل حد بتواند مقداری عددی شود که در این صورت  باید  باشد.

a + = a + = ۰ ⇒ a = −lim
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√ c√ c√
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√ c√
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√ c√
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‌

در یک همسایگی راست  داریم:   159

‌
‌پس حد داده شده، چنین است:

     

. باید در صوت سؤال قید شود اگر حاصل حد، موجود و مخالف صفر باشد، باید  و در این صورت حاصل حد  است؛ پس  و  است و در نتیجه 

.

در مزدوج صورت ضرب و تقسیم نموده و برای مخرج از فرمول  استفاده می‌کنیم.   160

 ‌  ‌  ‌

 ‌  ‌ ‌

طبق فرض داریم:   161

‌

‌

‌

  162
راه اول:

‌

‌با استفاده از هم‌ارزی‌های  و  داریم:

‌

‌راه دوم:
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x

g(x) = =lim
x→۰

+ ۲x − ۵
 cos x

۱ − sin x

x

۵ cos x + (۱ − sin x)(۲x − ۵)

x(۱ − sin x)

+lim
x→۰

۵ cos x

x(۱ − sin x)
lim
x→۰

۲x − ۵
x

≃ ۱ −cos x
x→۰

x۲


≃ xsin x

x→۰

≃ lim +

۵(۱ − )
x۲


x(۱ − x)

۲x − ۵
x

+ =
۵(۲ − )x۲

x(۱ − x)

۲x − ۵
x

۵(۲ − ) + ۲(۱ − x)(۲x − ۵)x۲

x(۱ − x)

= = ۷
− ۵ + ۴x − ۴ + ۱۰x۱۰ x۲ −۱۰ x۲

x(۱ − x)
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‌

گزینۀ چهارم صحیح است زیرا:   163

   

‌توجه کنید تابع در همسایگی چپ صفر، تعریف نمی‌شود زیرا مخرج به‌صورت  یعنی صفر مطلق می‌شود.

  164

( آن عدد ريشۀ مضاعف مخرج است. یعنی  ریشۀ مضاعف مخرج است. هرگاه  به‌سمت عددی ميل کند که به‌موجبِ آن جواب حد يک نوع بی‌نهايت شود )مثلاً فقط 
بنابراين:

  
‌در نتيجه داريم:

‌

به بررسی گزینه‌ها می‌پردازیم:   165

    

    

   

توجه کنید:
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۱
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−
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۲
۰−

→ نادرست

sin
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۳

= sin(π − )
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π
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۳
−−

√

۲

77

مطابق آزمون قلمچی



    

ابتدا عبارت داخل براکت را تعین عدد می‌کنیم.‌   166

   

 

وقتی  داریم:   167

   

پس حد را می‌توان به‌ صورت زیر بازنویسی و حل کرد:

   

از حد داده‌شده می‌فهمیم که مخرج به‌ازای  برابر صفر می‌شود:   168

‌

، از چه سمتی به صفر نزدیک می‌شود:  ‌حال بینیم که مخرج کسر داده‌شده به‌ازای 

‌

‌پس حد مخرج کسر به‌صورت  شده و نتیجه می‌گیریم که حد صورت عددی مثبت خواهدبود.

‌

‌کمترین مقدار صحیح  برابر  می‌شود. 

 ابتدا تابع  را محاسبه می‌کنیم:   169

‌

‌خطوط مجانب این نمودار  و  هستند که نقطه تلاقی آنها  است.

  170

برای این که  یک مجانب قائم داشته باشد، یا باید مخرج درجه یک باشد، یا ریشۀ مضاعف داشته باشد یا ریشه‌ای مشترک با صورت داشته باشد:  

‌اگر  یا ریشۀ مخرج هم باشند آنگاه مخرج یک‌ریشه خواهد داشت. لذا فقط یک مجانب قائم داریم. توجه کنید که ریشه‌های مخرج در هر یک از حالت‌های فوق

متمایز است.

درکل  مقدار برای  به‌ دست می‌آید.

اگر  دارای یک مجانب قائم باشد، یکی از سه حالت زیر متصور است:   171

( مخرج درجۀ  باشد:  

( مخرج ریشۀ مضاعف داشته باشد.
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∣
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۳
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۳
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۴
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۱
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۱ − x
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−۱
x + ۳

x = −۳y = ۰(−۳, ۰)

f

۱) a = ۰ ⇒ y = ⇒
۳ − ۸x − ۳x۲

x + ۱
یک مجانب قائم

۲) Δ = ۰ ⇒ + ۲a − = ۰ ⇒ (a + ۱ = ⇒ a = −۱ ± ⇒ مخرج= a۲ ۱
۳
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۳

۲ ۳
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۳
ریشه مضاعف
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۲a

۳) ۳ − ۸x − ۳ = (x − ۳)(۳x + ۱) = ۰x۲

x = ۳x = −
۱
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۲ + x − ۶x۲
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‌

( یکی از ریشه‌های صورت، ریشۀ مخرج نیز باشد.

‌

،  یک مجانب قائم دارد. ‌پس در مجموع به‌ازای  مقدار برای 

  172

  

   

می‌دانیم که  است.   173

 ‌

می‌دانیم که  است.   174

 ‌

های که از مخرج کسرها، فاکتور گرفته‌ایم ابتدا زیر هریک از رادیکال‌ها مخرج مشترک می‌گیریم و عبارت  را به زیر رادیکال‌ها برده و با    175
ساده می‌کنیم:‌

 

‌در واقع رفع ابهام  است که مربوط به نظام قدیم است اما با ساده‌سازی عبارت می‌توان به جواب رسید.

: مجموع  عدد زوج می‌دانیم:    176

چون حد تابع در منفی بی‌نهایت خواسته شده است پس از قاعدۀ پرتوان استفاده می‌کنیم.

  

‌واضح است که  است. از طرفی اگر  باشد با توجه به اینکه  می‌رود عبارت از داخل قدر مطلق مثبت خارج می‌شود و خواهیم داشت  که

. نادرست است پس 

  ‌

اً برابر  است و داریم: در  مقدار  دقیق   177

  

‌حد مخرج در  برابر صفر است و چون حاصل حد برابر عدد متناهی  است، پس باید حد صورت هم صفر شود و عبارت زیر رادیکال یعنی  باید به فرم

 باشد.

‌حال حاصل  را می‌یابیم.

  

  178
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‌مشخص است که چون حد فوق برابر  است، پس باید  باشد و داریم:

 ‌

حال خواست سؤال را محاسبه می‌کنیم.

 ‌

 ‌  ‌  ‌

نمودار دو تابع  و  به  قرینۀ همدیگرند، پس با توجه به شکل، شیب خط‌های  و  به ترتیب  و  است و داریم:   179

‌

  ‌

  180

‌

‌

‌

طبق فرض داریم:   181

‌

‌طبق برابری‌های حد در  داریم:

‌

  182

ابتدا حد تابع را در  بررسی می‌کنیم:

‌خط  مجانب افقی تابع است؛ حال تفاضل تابع و خط مجانب افقی را می‌یابیم.

 

برای محاسبۀ مجانب افقی باید از تابع حد در بی‌نهایت بگیریم و برای محاسبۀ مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را می‌یابیم. چون  و    183

۱
۲

a > ۰

=lim
x→+∞

|x| a−−√

x
lim

x→+∞

x a−−√

x
= = ⇒ a =a−−√

۱
۲

۱
۴

x → − ⇒ x < −۱−
⇒ > −۱ ⇒ [ ] = −۱


x

۱
x

[ ] f(x) = −f(x)lim
x→−۱−

۱
x

lim
x→−۱−

= − lim
x→−۱−

+ x + ۱

۴
x۲

− −−−−−−−−−

√ = − + (−۱) + ۱

۴

(−۱)
۲

− −−−−−−−−−−−−−−−

√ = = − ‌
۱
۴

−−

√
۱
۲

ff −۱y = xff −۱m

π

π

m

(x) = x + ⋯f −۱ π

m

f(x) = x + ⋯m
π

= π ⇒ = πlim
x→+∞

(x)f −۱

f(x)
lim

x→+∞

x + ⋯π
m

x + ⋯m
π

  ⇒ = = π ⇒ = π m = −

π

m
m

π

π ۲

m۲
m۲ − →−−

m<۰
π−−√

f ⇒ (۰, ۳m)(m,  تابع(۰

⇒ f(x) = −۳x + ۳m

g (۴, ۰)(−۳, ۰) ⇒ g(x) = x −  تابع۳
۳
۴

= = −۴lim
x→−∞

| − ۳x + ۳m|

x − ۳
۴

lim
x→−∞

−۳x

x
۳
۴

f(x) = g(x) =
ax + b

cx + d
− →−−

g=
۱
f cx + d

ax + b

نکته:

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

(x) =f −۱ −dx + b

cx − a

(x) =g−۱ −bx + d

ax − c
(x → −∞)

=lim
x→−∞

f(x)

(x)g−۱
lim

x→+∞

(x)g−۱

g(x)

⇒ = ⇒ = ۱ ⇒ = ±۱

a

c

−
b

a

−
b

a
c

a

b۲

a۲

b

a

: (x) = = = ۱ خواسته سؤال(۱−) lim
x→۰+

f −۱ lim
x→۰+

−dx + b

cx − a

−b

a
یا

±∞

y = ⇒ = = ۲
 − x − ۲x۲

+ ۲xx۲
lim

x→±∞

۲ − x − ۲x۲

+ ۲xx۲
lim

x→±∞

۲x۲

x۲

y = ۲

y − ۲ = − ۲ = =
۲ − x − ۲x۲

+ ۲xx۲

۲ − x − ۲ − ۲ − ۴xx۲ x۲

+ ۲xx۲

−۵x − ۲
+ ۲xx۲

⇒

x → +∞ ⇒ < ۰ ⇒ y − ۲ < ۰ ⇒ y < ۲
−۵x − ۲

+ ۲xx۲

x → −∞ ⇒ > ۰ ⇒ y − ۲ > ۰ ⇒ y > ۲
−۵x − ۲

+ ۲xx۲

x = −۲x = ۱
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خطوط مجانب قائم هستند بنابراین ریشه‌های مخرج محسوب می‌شوند.

‌

  

 

 

می‌دانیم اگر  ریشۀ مضاعف معادلۀ درجۀ دوم  باشد، آنگاه:   184

‌

چون  تنها مجانب قائم این منحنی است پس ریشۀ مضاعف مخرج می‌باشد. پس:‌

  

‌ :بازنویسی     

  :مجانب افقی

‌خط  خط مجانب افقی است.

  185

‌تابع یک مجانب افقی به‌صورت  دارد چون فقط در دو نقطه ناپیوسته است و دو مجانب موازی با محورهای مختصات  دارد باید یک مجانب قائم نیز داشته باشد. در واقع باید
مخرج دو ریشه داشته باشد که یکی از آنها ریشۀ مشترک با صورت است و به‌عنوان یک نقطۀ ناپیوستگی )نه مجانب( باشد. این ریشه را به‌ دست می‌آوریم.

    

 

   

‌در نتیجه عبارت  باید ریشۀ مضاعف داشته باشد.

 ‌

ابتدا دقت کنید که:   186

  

پس  مجانب افقی تابع است. بنابراین باید تابع تنها یک مجانب قائم داشته باشد. مجانب‌های قائم را در ریشه‌های مخرج جست‌وجو می‌کنیم. دقت کنیم که:

‌

‌پس باید یکی از حالات زیر رخ دهد:

(  که در این صورت  تنها مجانب قائم است.

(  ریشۀ صورت هم باشد:

    

از اینجا سه مقدار برای a به‌دست می‌آید که مجموع آنها  است.

(  ریشۀ مضاعف صورت باشد و  تنها مجانب قائم باشد که چنین چیزی نیست. بنابراین برای  چهار مقدار به‌دست می‌آید که مجموع آنها  است.

مجانب قائم:
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x = ۱ a + b + c = ۰ (۱)−→−

مخرج

x = −۲ ۴a − ۲b + c = ۰ (۲)−→−
مخرج

مجانب افقی: lim
x→±∞

−۲ + ۳xx۲

a + bx + cx۲
lim = − = −۱= ===

پرتوان −۲x۲

ax۲

۲
a

⇒ a = ۲

a = ۲ {− →−−
(۱),(۲) b + c = −۲

−۲b + c = −۸
⇒ b = ۲ , c = −۴

f(x) =− →−−
بازنویسی −۲ + ۳xx۲

 + ۲x − ۴x۲
⇒ f(−۱) = = = ۱٫۲۵

−۵
۲ − ۲ − ۴

۵
۴

x = ka + bx + c = ۰x۲

a + bx + c = a ⋅ (x − kx۲ )۲

x = ۲

 + bx + c = ۲(x − ۲x۲ )۲ = ۲ − ۸x + ۸x۲ → b = −۸ , c = ۸

f(x) =
a + ۷xx۲

 − ۸x + ۸x۲
→ f(۳) = ۶ → f(۳) = = ۶

۹a + ۲۱
۲

→ a = −۱ → : f(x) بازنویسی=
− + ۷xx۲

 − ۸x + ۸x۲

lim
x→±∞

− + ۷xx۲

 − ۸x + ۸x۲
= = −lim

x→±∞

−x۲

x۲

۱
۲

y = −
۱
۲

= = ۱lim
x→±∞

a − b + ۲x۳ x۲

a − bx + ۲x۳
lim

x→±∞

ax۳

ax۳

y = ۱

a − b + ۲ = a − bx + ۲x۳ x۲ x۳ ⇒ b = bxx۲ ⇒ b − bx = ۰x۲ ⇒ bx ⋅ (x − ۱) = ۰ ⇒ {
x = ۰ غ ق ق
x = ۱

a − b + ۲ = ۰− →−−−−−−−
x=۱ریشۀ مخرج

⇒ b = a + ۲

f(x) =
a − (a + ۲) + ۲x۳ x۲

a − (a + ۲)x + ۲x۳
=

a ⋅ (x − ۱) − ۲(x − ۱)(x + ۱)x۲

ax ⋅ ( − ۱) − ۲(x − ۱)x۲
=

a − a − ۲ + ۲x۳ x۲ x۲

a − ax − ۲x + ۲x۳
=

(x − ۱)(a − ۲x − ۲)x۲

(x − ۱)(a + ax − ۲)x۲

a + ax − ۲x۲

+ ۸a = ۰− →−−
Δ=۰

a۲ ⇒ { a = ۰ غ ق ق
a = −۸ ⇒ b = −۶

f(x)lim
x→±∞

= lim
x→±∞

= =
x۳

x × ۴x۲

۱
۴

y =
۱
۴

(x − a)(۴ − ۴x + ۱) = ۰ ⇒ (x − a)(۲x − ۱ = ۰ ⇒ x = a ,x۲ )۲ ۱
۲

۱a =
۱
۲

x =
۱
۲

۲x = a

− ۵a + ۴ = ۰a۳ ⇒ − a − ۴a + ۴ = ۰a۳ ⇒ a(a − ۱)(a + ۱) − ۴(a − ۱) = ۰ ⇒ (a − ۱)( + a − ۴) = ۰a۲ ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a − ۱ = ۰ ⇒ a = ۱
+ a − ۴ = ۰a۲

+ = −۱− →−−−−−
a≠۱

Δ= >۰۱۷√

a۲ a۳

۱ − ۱ = ۰

۳x =
۱
۲

x = aa
۱
۲
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  187

‌چون تابع  دو مجانب قائم دارد، پس مخرج باید دارای دو ریشه باشد:

‌

‌حد تابع در  را محاسبه می‌کنیم:

‌

، طبق فرض سؤال داریم: ‌چون 

‌

  188

چون نقطۀ  محل تلاقی مجانب‌های تابع  است، پس  مجانب افقی و  مجانب قائم است.

 ‌

 ‌  ‌

  189

‌با توجه به نقطه تلاقی مجانب‌های به‌دست‌آمده، نقطه‌ای قبول است که یا طول و عرض برابر داشته باشند و یا طول و عرض قرینه که فقط گزینه  چنین شرایطی دارد.

کافی است حد چپ تابع در  و مقدار تابع در  با هم برابر باشند.   190

 

‌درضمن ‌ است پس  است.‌

براي پيوسته بودن بايد حد چپ و راست با مقدار تابع برابر باشند.   191

  

  

 

f(x) =
|ax + ۱| + ۲x

|x| + b

f

|x| + b = ۰ ⇒ |x| = −b ⇒ −b > ۰ ⇒ b < ۰ ⇒ x = ±(−b) ⇒ x = ±b

±∞

= =lim
x→±∞

|ax + ۱| + ۲x
|x| + b

lim
x→±∞

|ax| + ۲x
|x|

lim
x→±∞

|a||x| + ۲x
|x|

= |a| + ۲, = |a| − ۲lim
x→±∞

|a|x + ۲x
x

lim
x→±∞

−|a|x + ۲x
−x

−b > ۰, |a| + ۲ > ۰

} ⇒ ۲|a| = ۰ ⇒ a = ۰, b = −۲
|a| + ۲ = −b

|a| − ۲ = b

f(x) = ⇒ = = −۳
۲x + ۱
|x| − ۲

lim
x→۱+

۲x + ۱
|x| − ۲

۳
−۱

A(− , ۳)
۱
۲

y =
b + ۷x۲

۴ + ax + ۱x۲
y = ۳x =

−۱
۲

lim
x→±∞

b + ۷x۲

۴ + ax + ۱x۲
= = = ۳ → b = ۱۲lim

x→±∞

bx۲

۴x۲

b

۴

۴ + ax + ۱ = ۰x۲ − →−−−

x=−
۱
۲

۴ × − + ۱ = ۰
۱
۴

a

۲
⇒ ۲ = ⇒ a = ۴

a

۲

= = ۳
b

a

۱۲
۴

f(x) = → (x) =
ax + b

cx + d
f −۱ dx − b

−cx + a

= = = , = = =lim
x→+∞

f(x)

(x)f −۱
lim

x→+∞

ax + b

cx + d

dx − b

−cx + a

−ac

cd

−a

d
lim

x→−∞

(x)f −۱

f(x)
lim

x→−∞

dx − b

−cx + a

ax + b

cx + d

−dc

ac

−d

a

= → = →
−a۲

d

−d

a
a۲ d۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

x = − , y = ⇒ ω(− , )
d

c

a

c
−→−
a=d d

c

d

c

x = − , y = ⇒ ω( , )
d

c

a

c
− →−−
a=−d d

c

d

c
۳

x = −۲x = −۲

f(x) =lim
x→(−۲)−

lim
x→(−۲)−

۸ + x۳

| |x + ۲
  

−

= = −۱۲lim
x→(−۲)−

(x + ۲)( − ۲x + ۴)x۲

−(x + ۲)

f(−۲) = aa = −۱۲

f(x)lim
x→۲−

= (ax − ۱)lim
x→۲−

= ۲a − ۱ حد چپ

f(۲) = ۲a − ۱ مقدار تابع

f(x)lim
x→۲+

= lim
x→۲+

۳x − ۶

x − x + ۲
− −−−−

√
=

۰


مبهم

lim
x→۲+

(۳x − ۶)(x + )x + ۲
− −−−−

√

(x − )(x + )x + ۲
− −−−−

√ x + ۲
− −−−−

√
= lim

x→۲+

(۳x − ۶)(x + )x + ۲
− −−−−

√

− x − ۲x۲
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‌با توجه به تعريف پيوستگي داريم:

 

کافی است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  محاسبه کنیم.   192

 

 

‌

‌بنابراین تابع در  از راست پیوسته است.

تابع  را با توجه به توابع  و  تعریف می‌کنیم:   193

‌

‌

 و  طول نقاط ناپیوستگی هستند.

 

1

1- 1

1-

  194

های که به‌ازای آنها  عدد صحیح است ولی  عدد صحیح نیست، ماند  تابع  ناپیوسته ولی تابع  پیوسته ‌در محدوده‌های  یا  در تمام 

است، بنابراین تابع  ناپیوسته است. در نتیجه تابع  در بی‌شمار نقطه ناپیوسته است.

‌

توجه کنید که در صورت سؤال باید می‌گفت که تابع در  پیوسته است، زیرا ضابطۀ  برای  در بی‌شمار عدد صحیح   195
منفی ناپیوسته است و تابع نمی‌تواند همواره پیوسته باشد.

 ‌  ‌

‌با توجه به اینکه حاصل قدرمطلق نمی‌تواند منفی باشد، پس باید  و در نتیجه  و داریم:

= lim
x→۲+

۳(x − ۲)(x + )x + ۲
− −−−−

√

(x + ۱)(x − ۲)
= = ۴

۳ × (۲ + )۴
−−

√

(۲ + ۱)
حد راست

۲a − ۱ = ۴ ⇒ a = ۲٫۵

x = ۲

f(x) =lim
x→۲+

lim
x→۲+

− ۴x۲

| |x − ۲
  

+

= = = ۲lim
x→۲+

(x + ۲)(x − ۲)

۲(x − ۲)

۴
۲

f(x) =lim
x→۲−

lim
x→۲−

− ۴x۲

| |x − ۲
  

−

= = = −۲lim
x→۲−

(x + ۲)(x − ۲)

−۲(x − ۲)

۴
−۲

f(۲) = ۲

x = ۲

goffg

gof(x) = g(f(x)) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۱ f(x) > ۰
 f(x) = ۰
−۱ f(x) < ۰

⇒ g(f(x)) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۱ − ۱ < x < ۱
۰ x = ±۱
−۱ x > ۱ x < یا۱−

x = ۱x = −۱

| | < ⇒ |x| < |x| < ۱ ⇒ −۱ < x < ۱x۳ x۲ x۲ x۲ −→−
x≠۰

| | = ⇒ |x| = |x| = ۱ ⇒ x = ±۱ ⇒ x = ۰, ۱, −۱x۳ x۲ x۲ x۲ −→−
x=۰

| | > ⇒ |x| > |x| > ۱ ⇒ x < −۱ x > ۱x۳ x۲ x۲ x۲ −→−
x≠۰

یا

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

|x| + [−x]

۱ + cos πx

[ ] − [x]x۲

−۱ < x < ۱٫ x ≠ ۰
x = ۰, ۱, −۱
x < −۱ x > یا۱

x > ۱x < −۱xx۲xx = ± ۲
−−

√[ ]x۲[x]

[ ] − [x]x۲f

: x = ± , ± , ± , ± , نقاط ناپیوستگی⋯ ۲
−−

√ ۳
−−

√ ۵
−−

√ ۶
−−

√

x = ۰y = [x] − ۲ax < ۰

f(x) =lim
x→۰+

lim
x→۰+

۱ − cos x

۲bx۲
= =lim

x→۰+

۲ ( )sin۲ x

۲

۲bx۲
lim
x→۰+

( )x

۲
۲

bx۲
= =lim

x→۰+

۱
۴
x۲

bx۲

۱
۴b

f(x) = [x] − ۲a = −۱ − ۲alim
x→۰−

lim
x→۰−

f(۰) = |b − ۰| = |b|

= −۱ − ۲a = |b|
۱
۴b

> ۰
۱
۴b

b > ۰
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 ‌  ‌

 ‌

 نمودار تابع  به‌ازای  به صورت روبه‌روست:   196

‌

    باید قسمت‌های خالی نمودار قبلی را بپوشاند، پس این نمودار از پاره‌خط‌های با شیب منفی تشکیل شده، یعنی   به‌ازای نمودار

.

از طرفی حد تابع  باید در نقاط به طول زوج، صفر باشد: 

‌

، در نتیجه برای  مقداری وجود ندارد. ‌در صورتی که در صورت سؤال قید شده 

  197

‌

‌

‌

سؤال را در دو بخش  زوج و  فرد حل می‌کنیم:   198

الف( فرض کنیم  زوج است، داریم:

‌

‌نیازی به محاسبه  نیست چون در حالت  زوج،  است، پس به‌ازای  زوج، تابع  در  و  پیوسته نیست:

ب( فرض کنیم  فرد است، داریم:

در این حالت، تابع  اگر بخواهد در  و  پیوسته باشد، باید:

‌

، تابع  در  و  پیوسته است. ‌با شرط  فرد طبیعی، به‌ازای 

= |b| = b
۱
۴b

⇒ ۴ = ۱ → =b۲ b۲ ۱
۴

b =−→−
b>۰ ۱

۲

−۱ − ۲a = ⇒ −۲a =
۱
۲

۳
۲

→ a = −
۳
۴

b − a = − (− ) =
۱
۲

۳
۴

۵
۴

y = x − [x]([x] = زوج(

y = |x − [x − a]|([x] = فرد(

y = [x − a] − x

f

[x − a] − x = ۰ ⇒ [(۲k − a] − ۲k = ۰ ⇒ [۲k − a] = ۲klim
x→(۲k)−

)−

⇒ ۲k ≤ ۲k − a < ۲k + ۱ ۰ ≤ −a < ۱ ⇒ −۱ < a ≤ ۰− →−−
−(۲k)

a < −۱a

x = a ⇒ =  پیوستگی در نقطۀ=
۲ sin b

۳ a + ۲
− −−−−

√
lim
x→a

۳ + (m − ۱)x + (m − ۴)x۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

| + ((m − ۷)x + a |x۳ )۲

۳ + (m − ۱)a + (m − ۴)a۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

| + ((m − ۷)a + a |a۳ )۲

⇒ + ((m − ۶)a = + (m − ۶ = (a + m − ۶) = ۰{a۳ )۲ a۳ )۲a۲ a۲ a = ۰
a = ۶ − m

⇒ ۳(۶ − m + (m − ۱)(۶ − m) + m − ۴ = ۳(۳۶ + − ۱۲m) + (− − ۷m − ۶) + m − ۴ = ۲(m − ۷ = ۰)۲ m۲ m۲ )۲

⇒ m = ۷ ⇒ a = ۶ − m = ۱ ⇒ = =lim
x→−۱

۳ + ۶x + ۳x۲
− −−−−−−−−−−

√

| + ۱|x۳
lim
x→−۱

|x + ۱|۳
−−

√

| + ۱|x۳

= ⇒ = ⇒ sin b = ⇒ b =lim
x→−۱

۳
−−

√ |x + ۱|

| − x + ۱||x + ۱| x۲

۳
−−

√

۳
۲ sin b

۳

۳
−−

√

۳

۳
−−

√

۲
π

۳

nn

n

x = n = → [x] زوج= زوج

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

f(n) = |n − [−n]| = |۲n|

f( ) = |n − [−( )]| = |n − | = |۲n + ۱|n+ − →−−−−−
[ ]=n+ زوج

n+ [− ]n−
  −n−۱

f( )n−nf(n) ≠ f( )n+nfx = nx = −n

n

x = n = → [x] فرد= فرد

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(n) = n − [n] + k = n − n + k = k

f( ) = n − [ ] + k = n − n + k = kn+ − →−−−−−
[ ]=n+ فرد

n+

f( ) = |n − [−( )]| = |n − | = |۲n|n− − →−−−−−
[ ]=n− زوج

n− [− ]n+

  
−n

fx = nx = −n

k = k = |۲n|

nk = ۲nfx = nx = −n
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  199

های فرد پیوسته نیست. ‌با توجه به مقادیر مختلف که برای  به‌ دست‌ آمده، پس برای 

‌

های زوج پیوسته است. ‌با توجه به مقادیر مساوی که برای  به‌ دست‌ آمد، پس برای 

  200

‌تابع باید در نقاط  و  پیوسته باشد. بنابراین داریم:

 

 

  

می‌دانیم که  و  است.   201

 

اً در  و  نیز پیوسته است. ‌چون تابع همواره پیوسته است، پس حتم

‌

 

برای دامنۀ تابع  دو حالت داریم:    202

‌

‌در این حالت  و  هر دو پیوسته هستند، بنابراین حاصل‌ضربشان نیز پیوسته است.

‌

در این حالت  ناپیوستگی دارد اما تابع  در اعداد صحیح همواره صفر است پس حد تابع و مقدار تابع  در اعداد صحیح صفر است. بنابراین

همواره پیوسته است پس تابع فوق در  پیوستگی دارد.

اگر  یعنی به ازای  داریم:   203

‌در سایر نقاط که  داریم:

n ⇒ [ ] = n , [ ] = n − ۱ , [− ] = −n , [− ] = −n − فرد۱ n+ n− n+ n−

|[−x] − x| = |(−n − ۱) − n| = ۲n + ۱ = k − x + [x] = k − n + (n − ۱) = k − ۱ ⇒ k = ۲n + ۲lim
x→n+

lim
x→n−

|[−x] − x| = |(n − ۱) + n| = ۲n − ۱ = k − x + [x] = k + n + (−n − ۱) = k − ۱ ⇒ k = ۲nlim
x→−n+

lim
x→−n−

kn

n ⇒ [ ] = n , [ ] = n − ۱ , [− ] = −n − ۱ , [− ] = −nزوج n+ n− n+ n−

|[−x] − x| = | − n − n| = ۲n = k − x + [x] = k − n + n = k ⇒ k = ۲nlim
x→n−

lim
x→n+

k − x + [x] = k + n + (−n) = k = |[−x] − x| = |n + n| = ۲n ⇒ k = ۲nlim
x→−n+

lim
x→−n−

kn

f(x) = {
x[x]

ax + b

; |x| < ۱ ⇒ −۱ < x < ۱
; |x| ≥ ۱ ⇒ x ≤ −۱ x ≥ یا۱

x = −۱x = ۱
f(−۱) = −a + b

= f(x) = ax + b = −a + bحد چپ lim
x→(−۱)−

lim
x→(−۱)−

= f(x) = x[x] = −۱[(−۱ ] = −۱(−۱) = حد راست۱ lim
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

)+

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

⇒ −a + b = ۱

f(۱) = a + b

= f(x) = ax + b = a + bحد راست lim
x→۱+

lim
x→۱+

= f(x) = x[x] = ۱[ ] = ۱ × ۰ = حد چپ۰ lim
x→۱−

lim
x→۱−

۱−

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

⇒ a + b = ۰

{−a + b = ۱
a + b = ۰

⇒ ۲b = ۱ ⇒ b =
۱
۲

⇒ a = −b ⇒ a = −
۱
۲

|f(x)| ≤ k −k ≤ f(x) ≤ k−→−
k>۰

|f(x)| ≥ k−→−
k>۰

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

f(x) ≥ k

یا
f(x) ≤ −k

f(x) = {
(x − ۱)[x]

+ ax + bx۲

−۱ < x − ۱ < ۱
x − ۱ ≥ ۱ یا x − ۱ ≤ −۱

→ f(x) = {
(x − ۱)[x]

+ ax + bx۲

۰ < x < ۲
x ≥ ۲ یا x ≤ ۰

x = ۰x = ۲

x = ۰ → b = ۰

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = (x − ۱)[x] = −۱[ ] = ۰lim
x→۰+

lim
x→۰+

۰+

f(x) = ( + ax + b) = blim
x→۰−

lim
x→۰−

x۲

f(۰) = b

x = ۲

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = ( + ax + b) = ۴ + ۲alim
x→۲+

lim
x→۲+

x۲

f(x) = (x − ۱)[x] = ۱[ ] = ۱lim
x→۲−

lim
x→۲−

۲−

f(۲) = ۴ + ۲a

→ ۴ + ۲a = ۱ → a =
−۳
۲

f(x) = [x] sin πx

f(x) = [x] ⋅ sin πx [−۲, ۲]

۱) if : x ∉ Z →

[x]sin πx

۲) if : x ∈ Z →

[x]sin πxf(x) = [x] ⋅ sin πx

R

sin x = ±۱x = ,
π

۲
۳π
۲

f(x) = (±۱ = ۱ = ۱lim
x→+∞

)۲n lim
x→+∞

−۱ < sin x < ۱
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‌

‌پس در بازۀ  ضابطۀ تابع چنین است:

‌

‌پس تابع در دو نقطۀ  و  ناپیوسته است.

تابع  در نقاط  و  پیوسته است، پس:    204

‌

‌

‌

برای اینکه تابع  در همۀ نقاط حد )و به تبع آن پیوسته( باشد، لازم است در ضابطۀ اول ضرایب  و  برابر باشند:   205

به ازای  حد ضابطه بالا  اما حد ضابطۀ پائین صفر می‌شود که غیرقابل قبول است.

‌تابع  در صورتی همواره پیوسته است که هر دو ضابطه برابر باشند بنابراین داریم:

‌

 تابع در  پیوسته است پس   206

‌

با توجه به اینکه هر یک از ضابطه‌های  پیوسته است،  باید در نقاط مرزی خود پیوسته باشد.   207

‌

  208
مي‌دانيم:

‌

 

‌بنابه تعريف مشتق، اين عبارت مشتق تابع  در نقطۀ  است.

f(x) = (۱ − ۱ = و۰ عددهای بین )+∞

[۰ , ۲π]

f(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۱

۰

;

;

x = ,
π

۲
۳π
۲

x ∈ [۰ , ۲π] − { , }
π

۲
۳π
۲

۳π
۲

π

۲
fx = ۱x = ۵

x = ۱ : tan = = ⇒ −۱ = ⇒ a =  پیوستگی در۳
۳π
۴

lim
x→۱+

| |+ x − ۲x۲
  (x+۲)(x−۱)

a(۱ − x)
lim
x→۱+

(x + ۲)(x − ۱)

a(۱ − x)

۳
−a

x = ۵ : b(۵ − [−۵]) = ⇒ ۱۰b = ⇒ b  پیوستگی در= lim
x→۵−

| + x − ۲|x۲

a(۱ − x)

۲۸
۳(−۴)

−۷
۳۰

a × b = ۳ × ( ) = ( ) = −۰٫۷
−۷
۳۰

−۷
۱۰

f[−x][x]

⇒ ۱ − a = ۳ − ۱ ⇒ ۳ + a − ۲ = (a + ۱)(۳a − ۲) = ۰ ⇒ a = −۱a۲ a۲ یا
۲
۳

a = −۱−۲

f(x) = ⇒ f(x) =− →−−

a=
۲
۳

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

([x] + [−x])
۱
۳

b sin( ) = −b
۳π
۲

x ∉ Z

x ∈ Z

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
−

۱
۳

−b

x ∉ Z

x ∈ Z

f(x)

−b = − ⇒ b = ⇒ = ۲
۱
۳

۱
۳

a

b

x = ±c

{ c ≥ ۱
|c − ۱| = a + bc + ۲c۲

|c + ۱| = a − bc + ۲c۲

{ c − ۱ = a + bc + ۲c۲

c + ۱ = a − bc + ۲c۲
⇒
(۱)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

تفاضل

⇒
(۱)

۲ = −۲bc ⇒ bc = −۱ ⇒ b = −
۱
c

c − ۱ = a − ۱ + ۲ ⇒ a =c۲ c − ۲
c۲

= = = − ۱ ⇒
a

b

c−۲

c۲

−
۱
c

۲ − c

c

۲
c

طبیعی

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

c = ۱ → = ۱
a

b

c = ۲ → = ۰
a

b

c ≥ ۳ → −۱ < < ۰ → [ ] = −۱
a

b

a

b

ff(x)

f(x) = {
|x − ۲|

a(x − ۲ + b(x − ۲))۲

|x − ۲| ≤ c

|x − ۲| > c

: |x − ۲| = c ⇒ x = c + ۲ − c + ۲ , c ≥ نقاط مرزی۰ یا

⇒ { ⇒ c = a
(c + ۲) = (c + ۲) ⇒ c = a + bcf + f − c۲

(−c + ۲) = (−c + ۲) ⇒ c = a − bcf + f − c۲
c۲

c(ac − ۱) = ۰ ⇒ c = ۰ ac = ۱ ⇒ یا}
[ac] = ۱
[ac] = ۰

= (a)lim
a→۰

f(x + a) − f(x)

a
f ′

sin(a + b) = sin a ⋅ cos b + cos a ⋅ sin b

lim
x→۰

sin a ⋅ cos x + cos a ⋅ sin x − sin a

x
= lim

x→۰

sin(x + a) − sin a

x

y = sin xx = a

86

مطابق آزمون قلمچی



‌

می‌دانیم  است، پس عبارت خواسته‌شده  است.   209

 

 

می‌دانیم  است، پس عبارت خواسته‌شده  است.   210

   

برای حل این سؤال از مشتق حاصل‌ضرب استفاده می‌کنیم.    211

 

 

ابتدا شیب پاره‌خطی که ابتدا و انتهای منحنی را به‌هم وصل می‌کند را به‌دست می‌آوریم.   212

   

‌کافی است از تابع، مشتق گرفته و برابر یک قرار دهیم.

   

‌اکنون باید معادلۀ خط ماس را در نقطۀ  و با شیب یک بنویسیم.

  

‌عرض از مبدأ این خط برابر  است.

  213

‌حد خواسته‌شده را به‌صورت تعریف مشتق می‌نویسیم:

، داریم: ‌چون 

‌با فرض  داریم:

= (sin x (a) = cos a)′

= (a)lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
f ′(۴)f ′

f(x) =
۱ + x−−√

۵ − ۲x
⇒ (x) =f ′

(۵ − ۲x) − (−۲)(۱ + )
۱

۲ x−−√
x−−√

(۵ − ۲x)۲

⇒ (۴) =f ′

(−۳) + ۲(۳)
۱
۴

(−۳)۲
= = =

− + ۶
۳
۴

۹
۲۱
۳۶

۷
۱۲

= (x)lim
h→۰

f(x + h) − f(x)

h
f ′( )f ′ ۱

۴

f(x) =
−x − ۱

x−−√
⇒ (x) =f ′

−۱( ) − (−x − ۱)x−−√
۱

۲ x−−√

x
⇒ ( ) =f ′ ۱

۴

− − (− )
۱
۲

۵
۴

۱
۴

= = = ۳
+

−۱
۲

۵
۴

۱
۴

۳
۴
۱
۴

((uv = v + u))′ u′ v′

f(x) = x ⋅
۳x + ۱
x + ۲

− −−−−−

√۳ ⇒ (x) = + x = +f ′ ۳x + ۱
x + ۲

− −−−−−

√۳
۱( )

۳(x + ۲) − ۱(۳x + ۱)

(x + ۲)۲

۳ ( )
۳x + ۱
x + ۲

۲
− −−−−−−−−−

⎷
۳

۳x + ۱
x + ۲

− −−−−−

√۳
۵x

۳(x + ۲)۲ (
۳x + ۱
x + ۲

)۲
− −−−−−−−

√۳

⇒ (−۳) = + (−۳)f ′ ۸
−−

√۳

۵
۱

۳ ۶۴
−−

√۳
= ۲ − = =

۱۵
۱۲

۹
۱۲

۳
۴

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A
∣

∣
∣

۰
−۵

B
∣

∣
∣

۸
۳

⇒ =m
AB

−y
A

y
B

−x
A

x
B

= = = ۱
−۵ − ۳

۰ − ۸
−۸
−۸

= ۱− →−−
موازی

m ماس

=y ′ ۴(x + ۱) − ۱(۴x − ۵)

(x + ۱)۲
= = ۱

۹
(x + ۱)۲

⇒ (x + ۱ = ۹)۲ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x + ۱ = ۳ ⇒ x = ۲ y = ۱ ⇒ C−→−

تابع ∣

∣
∣

۲
۱

x + ۱ = −۳ ⇒ x = −۴ ( در بازه نیست.( غ‌ق‌ق
C

y − = m(x − )y
C

x
C

⇒ y − ۱ = ۱(x − ۲) ⇒ y = x − ۱

−۱

f(x) = (x − ۴) x + ۳
− −−−−

√۳

=lim
h→۰

(۵ − h) − ۳f(۵ − h) + ۲f ۲

h(۵ − h)
lim
h→۰

(f(۵ − h) − ۱)(f(۵ − h) − ۲)

h(۵ − h)

f(۵) = ۱ × = ۲۸
−−

√۳

× = ×lim
h→۰

f(۵ − h) − ۱
۵ − h

lim
h→۰

f(۵ − h) − ۲
h

f(۵ − h) − ۲
h

lim
h→۰

f(۵ − h) − ۲
h

= × = −
۲ − ۱

۵
lim
h→۰

f(۵ + (−h)) − f(۵)

h

۱
۵

lim
h→۰

f(۵ + (−h)) − f(۵)

−h

−h = t
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‌خواستۀ سؤال برابر است با:

‌

با فاکتور گرفتن  از صورت کسر داریم:   214

‌

، پس: ، توجه کنید که  ‌در تابع 

‌حال مشتق  در  را محاسبه می‌کنیم.

 ‌

 ‌  ‌ ‌

اگر مخرج  تابع  را گویا کنیم داریم:   215

‌

‌حال عبارت مطلوب را به‌صورت زیر بازنویسی می‌کنیم: )صورت و مخرج  را در  ضرب می‌کنیم:(

‌

 تابع ثابت است و مشتق آن برابر صفر است.

  216
 

‌توجه کنید که  همواره ناصفر است.

ابتدا  را ساده می‌کنیم.   217

‌

− = − (۵)
۱
۵

lim
t→۰

f(۵ + t) − f(۵)

t

۱
۵
f ′

f(x) = (x − ۴) ⇒ (x) = ۱ × +x + ۳
− −−−−

√۳ f ′ x + ۳
− −−−−

√۳
x − ۴

۳ (x + ۳)۲
− −−−−−−

√۳

(۵) = + = ۲ + = ۲ + =f ′ ۸
−−

√۳
۱

۳ ۶۴
−−

√۳
۱

۳ × ۴
۱

۲
۲۵
۱۲

− (۵) = − × = −
۱
۵
f ′ ۱

۵
۲۵
۱۲

۵
۱۲

۲

=lim
x→۱

۲(f(x) − )
۱
۲

۲(x − ۱)
lim
x→۱

f(x) −
۱
۲

x − ۱

f(x) =
x x−−√

۲ + x − ۱x۲
f(۱) =

۱
۲

= (۱)lim
x→۱

f(x) − f(۱)

x − ۱
f ′

fx = ۱

(x) =f ′
( + )(۲ + x − ۱) − (۴x + ۱)xx−−√

x

۲ x√
x۲ x−−√

(۲ + x − ۱)x۲

(۱) =f ′
(۱ + )(۲ + ۱ − ۱) − (۴ + ۱) × ۱

۲

(۲ + ۱ − ۱)
۲

= = − = −
× ۲ − ۵۳

۲

۴
۲
۴

۱
۲

g(x)

g(x) = = f(x)
−x + ۸

− −−−−
√ x−−√

۸
۱
۸

(۱)g(۱) − (۱)f(۱)f ′ g′(۱)g۲

(۱)g(۱) − (۱)f(۱) = (۱) = (۱)( (۱)f ′ g′ g۲ (۱)g(۱) − (۱)f(۱)f ′ g′

(۱)g۲
g۲ f

g
)′

= = ۸
f

g

f

f
۱
۸

f

g

f(x) = =
(۲ + cos x)( x + ۴ − ۲ cos x)cos۲

(۲ − cos x)(۲ + cos x)

۴ − ۲ cos x + xcos۲

 − cos x

(f − ۲g)(x) = = − cos x
x − ۲ cos xcos۲

 − cos x

(f − ۲g (x) = sin x ⇒ ( ) − ۲ ( ) = sin = −)′ f ′
۷π
۶

g′
۷π
۶

۷π
۶

۱
۲

۲ ± cos x

f(x)

f(x) = = =
۲۷ − xsin۳

۹ − xsin۲

(۳ − sin x)(۹ + ۳ sin x + x)sin۲

(۳ − sin x)(۳ + sin x)

۹ + ۳ sin x + xsin۲

۳ + sin x

۳ ( ) − ( ) = (۳g − f ( )g′
۵π
۳

f ′
۵π
۳

)′
۵π
۳

۳g − f = − = − = − sin x
۹

۳ + sin x

۹ + ۳ sin x + xsin۲

۳ + sin x

۳ sin x + xsin۲

۳ + sin x

⇒ (۳g − f ( ) = (− sin ( ) = − cos( ) = −)′
۵π
۳

)′
۵π
۳

۵π
۳

۱
۲
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  218

 

‌با توجه به ضابطۀ تابع، برای محاسبۀ  از ضابطۀ بالای و برای محاسبۀ  از ضابطۀ پاینی استفاده می‌کنیم:

  

‌برای مشتق تابع در  باید از ضابطه پاینی استفاده کنیم:

‌

‌ابتدا باید براکت را در  تعین عدد کنیم و سپس مشتق بگیریم:

   

 ‌

، نمودار تابع را در نقطه به طول‌های  و  ها برابر می‌شود با:  خط افقی  مطابق شکل، ضابطۀ قرینه سهمی نسبت به محور    219
قطع می‌کند؛ از طرفی طبق فرض، ماس‌های رسم‌شده در این نقاط بر هم عمودند، یعنی:

‌

 

( برابر می‌شود با: ‌عرض نقاط مورد نظر )نقاط به طول  و 

‌

‌یعنی معادلۀ خط  به‌صورت  است و مبدأ مختصات به فاصلۀ  از خط  است.

  220

 

  

  

چون در  ماس مشترک دارند پس در این نقطه هم مقادیرشان با هم برابر است و هم مشتق این دو تابع در  با هم برابر هستند.   221

 

  

  

    ‌

تابع  اکیداً صعودی است؛ پس وارون خود را روی خط  قطع می‌کند:   222

     

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

+ ۶xx۲
− −−−−−

√

[ ]( − ۹x)
x

۴
x۲

; ۰ ≤ x < ۴

; ۴ ≤ x < ۸

(۲)f ′(۵)f ′

f(x) = + ۶xx۲
− −−−−−

√ → (x) =f ′ ۲x + ۶

۲ + ۶xx۲
− −−−−−

√
⇒ (۲) = = =f ′ ۴ + ۶

۲ × ۴
۱۰
۸

۵
۴

x = ۵

f(x) = [ ]( − ۹x)
x

۴
x۲

x = ۵

x = ۵ : f(x) = − ۹xx۲ ⇒ (x) = ۲x − ۹f ′ ⇒ (۵) = ۱f ′

(۲) − (۵)f ′ f ′ = − ۱ =
۵
۴

۱
۴

xy = − − ۱x۲dα−α

{ ⇒ (−۲α)(+۲α) = −۱ ⇒ =
(α) ⋅ (−α) = −۱f ′ f ′

f(x) = − − ۱ ⇒ (x) = −۲xx۲ f ′
α۲ ۱

۴

α−α

f(α) = f(−α) = − − ۱ = − ۱ = −α۲ −۱
۴

۵
۴

dy =
−۵
۴

= ۱٫۲۵

۴

d

۱) x = ۴ y = ۸−→
تابع

⇒ A
∣

∣
∣

۴
۸

۲) =y ′
۵ − (۵x − ۴)x−−√

۱
۲ x√

x
=−→−

x=۴
mماس

۱۰ − (۱۶)
۱
۴

۴
= =

۶
۴

۳
۲

۳) y − ۸ = (x − ۴)
۳
۲

→ y = x + ۲
۳
۲

y = ۲−→−
x=۰

x = ۴x = ۴

= f(x) = xy۱ x−−√ , = g(x) = + ax + by۲ x۲

f(۴) = ۴ × = ۸۴
−−

√ ⇒ g(۴) = ۱۶ + ۴a + b ⇒ (۱)۴a + b = −۸

(۴) = (۴)f ′ g′ ⇒ (x) = +f ′ x−−√
x

۲ x−−√
⇒ (۴) = ۳f ′

(x) = ۲x + ag′ ⇒ (۴) = ۸ + ag′ ⇒ ۸ + a = ۳ ⇒ a = −۵ −→
(۱)

b = ۱۲

fy = x

{ y = + ۲x−−√
y = x

⇒ x = + ۲x−−√ ⇒ x − − ۲ = ۰x−−√ ⇒ ( + ۱)( − ۲) = ۰x−−√ x−−√ ⇒ − ۲ = ۰x−−√ ⇒ x = ۴
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پس نقطۀ تلاقی  است. شیب خط ماس بر منحنی  در  برابر  است:

‌

‌ضابطۀ تابع وارون را می‌یابیم:

     

پس شیب خط ماس بر منحنی  در نقطۀ  برابر  است. می‌دانیم شیب یک خط برابر تانژانت زاویۀ بین آن خط و جهت مثبت

ها را به‌ترتیب  و  و زاویۀ بین این دو ماس را  بنامیم، داریم: هاست. اگر زاویۀ بین این دو ماس و محور  محور 

 

      

بنابراین:

   

  223
‌شکل فرضی مقابل را در نظر بگیرید:

 

‌

‌شیب خط ماس در  برابر  است، پس:

‌

 

‌نقطه  بر روی خط  نیز قرار دارد.

‌

خط  در نقطه‌ای به طول  بر تابع  ماسی است، پس خط ماس یعنی مشتق د  برابر  است.   224

 ‌

(۴ , ۴)fx = ۴(۴)f ′

(x) = ⇒ (۴) =f ′ ۱
۲ x−−√

f ′ ۱
۴

f(x) = y = + ۲x−−√ ⇒ y − ۲ = x−−√ ⇒ x = (y − ۲)۲ ⇒ (x) = (x − ۲f −۱ )۲ ⇒ ( (x) = ۲(x − ۲)f −۱)′ ⇒ ( (۴) = ۴f −۱)′

f −۱(۴ , ۴)۴

xxα۱α۲α

α = −α۲ α۱ ⇒ tanα = tan( − tan )α۲ α۱ =
tan − tanα۲ α۱

 + tan tanα۲ α۱

=

۴ −
۱
۴

۱ + ۴ ×
۱
۴

=

۱۵
۴
۲

=
۵
۸

sin ۲α =
۲ tanα

۱ + αtan۲
=

۲ ×
۱۵
۸

۱ +
۲۵
۶۴

=
۲۴۰
۲۸۹

y =
+ mx + ۱x۲

x + ۳
۴y − ۳x = n

۴y = ۳x + n ⇒ y = x + ⇒ =
۳
۴

n

۴
شیب

۳
۴

x = ۱
۳
۴

y = ⇒ =
+ mx + ۱x۲

x + ۳
y ′ (۲x + m)(x + ۳) − ۱ × ( + mx + ۱)x۲

(x + ۳)۲

(۱) = = ⇒ ۴(m + ۲) − ۲ − m = ۱۲y ′ (۲ + m) × ۴ − (۱ + m + ۱)

۴۲

۳
۴

⇒ ۴m + ۸ − ۲ − m = ۱۲ ⇒ ۳m = ۶ ⇒ m = ۲

y = y = = ۱ ⇒ A(۱, ۱)
+ ۲x + ۱x۲

x + ۳
−→−
x=۱  + ۲ + ۱

 + ۳
A(۱, ۱)۴y − ۳x = n

۴ × ۱ − ۳ × ۱ = n ⇒ n = ۱ ⇒ m + n = ۲ + ۱ = ۳

y = ۲x + bx = ۱y =
x + a

ax + ۱
x = ۱۲

=y ′ ۱ × (ax + ۱) − a(x + a)

(ax + ۱)
۲

= =
ax + ۱ − ax − a۲

(ax + ۱)
۲

۱ − a۲

(ax + ۱)
۲
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 ‌

 ‌  ‌  ‌

به ازای  تابع  تابع ثابت است و خط  نمی‌تواند بر آن ماس شود، پس  قابل قبول است و داریم:

 ‌

نقطۀ  بر روی خط  نیز قرار دارد.

 ‌ ‌

ابتدا نقطه تلاقی منحنی‌های  و  را می‌یابیم.   225

‌حال معادلۀ خط ماس بر  را در  می‌یابیم:

‌

شیب خط  را می‌یابیم:   226

 ‌  ‌ ‌

  ‌شیب خط ماس

‌بنابراین در تابع  باید نقطه‌ای را بیابیم که شیب خط ماس یعنی مشتق در آن برابر  باشد.
 

 ‌ ‌

  227

 مشتق تابع  است.

نقاط تماس را  و  فرض می‌کنیم. چون ماس‌های رسم‌شده در این نقاط، بر هم عمود
هستند داریم:

‌

توجه: خط ماس بر منحنی در نقطۀ عطف از منحنی عبور می‌کند.   228

‌

‌ نقطۀ  نقطۀ عطف نمودار تابع است، پس:

(۱) = = ۲y ′ ۱ − a۲

(a + ۱)
۲

⇒ ۲( + ۲a + ۱) = ۱ −a۲ a۲

 + ۴a + ۲ − ۱ + = ۰a۲ a۲ ⇒ ۳ + ۴a + ۱ = ۰a۲ ⇒ (a + ۱)(۳a + ۱) = ۰ ⇒ {
a = −۱

a = −
۱
۳

a = −۱y = = −۱
x − ۱

−x + ۱
y = ۲x + ba = −

۱
۳

y = =
x −

۱
۳

x + ۱
۳

۳x − ۱
−x + ۳

y = = ۱−→−
x=۱ ۳ − ۱

−۱ + ۳

A(۱, ۱)y = ۲x + b

۱ = ۲ + b ⇒ b = −۱ ⇒ a − b = − + ۱ =
۱
۳

۲
۳

fg

f(x) = g(x) = sin x + cos x = sin x ⇒ cos x = sin x ⇒ sin x = cos x
۱
۲

۳
۲

۱
۲

۱
۲

⇒ = ⇒ tan x = ۱ x =sin x

 cosx

cos x

 cosx
− →−−−

۰≤x≤π π

۴

f(x) = sin x + cos x
۱
۲

x =
π

۴

f( ) = sin + cos = + × = ⇒ A( , )
π

۴
π

۴
۱
۲

π

۴

۲
−−

√

۲
۱
۲

۲
−−

√

۲

۳ ۲
−−

√

۴
π

۴

۳ ۲
−−

√

۴

(x) = cos x − sin x → ( ) = cos − sinf ′
۱
۲

f ′ π

۴
π

۴
۱
۲

π

۴

⇒ ( ) = − × = ⇒ =f ′ π

۴

۲
−−

√

۲
۱
۲

۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۴
شیب خط ماس

۲
−−

√

۴

y − = (x − ) − = (x − ) ⇒ x − = −۳
 ۲

−−
√

۴

۲
−−

√

۴
π

۴
−→−
y=۰ ۳ ۲

−−
√

۴

۲
−−

√

۴
π

۴
π

۴
⇒ x = − ۳

π

۴
۶y − ۳x = ۱

۶y = ۳x + ۱ ⇒ y = x + = x +
۳
۶

۱
۶

۱
۲

۱
۶

⇒ شیب=
۱
۲

= −۲

y = − ۴x + ۵x۲−۲

= ۲x − ۴ = −۲ ⇒ x = ۱y ′ ⇒ y = ۱ − ۴ + ۵ = ۲ ⇒
∣

∣
∣
x = ۱
y = ۲

(x) = ۲xf ′

A(α , − ۱)α۲B(−α , − ۱)α۲

(α) × (−α) = −۱ → (۲α) × (−۲α) = −۱ → ۴ = ۱ → α = ±f ′ f ′ α۲ ۱
۲

f( ) + f(− ) = − ۱ + − ۱ = −
۱
۲

۱
۲

۱
۴

۱
۴

۳
۲

y = + a + bx − ۱x۳ x۲

= ۳ + ۲axy ′ x۲

= ۶x + ۲x = ۰ → ۶x = −۲a → x = = −y ′′
−۲a

۶
a

۳
(−۱, −۴)
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‌

‌بنابراین:

‌

می‌دانیم  است.   229

 

 

  

‌می‌دانیم که  است.   230

 

 

‌  

  231

می‌دانیم که  و  است.

y = 3 5
x

_
g

x
( (

   

   

 

می‌دانیم:   232

‌

  

   

  233
می‌دانیم: 

  

  داریم: ‌به‌ازای 

− = −۱ ⇒ a = ۳
a

۳

y = + a + bx − ۱ −۴ = (−۱ + ۳(−۱ + b(−۱) − ۱ ⇒ b = ۵x۳ x۲ − →−−−−−−
x=−۱,y=−۴

)۳ )۲

= ۰٫۶
a

b

= (x) ⋅ (g(x))(f(g(x)))′ g′ f ′

(fog (۲) = ۶)′ → (۲) ⋅ (g(۲)) = ۶g′ f ′

توجه کنید:

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

g(x) = → g(۲) = = ۵
۲x + ۱
x − ۱

۴ + ۱
۲ − ۱

g(x) = → (x) = → (۲) = −۳
۲x + ۱
x − ۱

g′
۲(x − ۱) − ۱(۲x + ۱)

(x − ۱)۲
g′

(۲) ⋅ (g(۲)) = ۶g′ f ′ → −۳ (۵) = ۶f ′ → (۵) = −۲f ′

= (a) , (fog (x) = (x) ⋅ (g(x))lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
f ′ )′ g′ f ′

=lim
x→۲

f(x) − f(۲)

x − ۲
۴
۳

⇒ (۲) =f ′ ۴
۳

(fog (۱) = (۱) ⋅ (g(۱)))′ g′ f ′ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

g(۱) = ۱ + ۱ = ۲

(x) = ۱ + → (۱) = ۱ + =g′
۱

۲ x−−√
g′

۱
۲

۳
۲

⇒ (۱) ⋅ (g(۱))g′ f ′ = × (۲) = × = ۲
۳
۲

f ′ ۳
۲

۴
۳

= (a)lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
f ′(fog(x) = (x) ⋅ (g(x)))′ g′ f ′

⇒ g(۲) = ۱ , = شیب خط ماس۳ ⇒ (۲) = ۳g′

=lim
x→۱

f(x) − f(۱)

۲(x − ۱)

۲
۳

⇒ =
۱
۲

lim
x→۱

f(x) − f(۱)

x − ۱
۲
۳

⇒ (۱) =
۱
۲
f ′ ۲

۳
⇒ (۱) =f ′ ۴

۳

⇒ (fog (۲) = (۲) ⋅ (g(۲)))′ g′ f ′ = ۳ (۱) = ۳ × = ۴f ′ ۴
۳

,۱ + x =tan۲ ۱
xcos۲

(f(u) = ⋅ (u))′ u′ f ′

g(x) = f( ) = f( )۱ + xtan۲
− −−−−−−−

√
۱
xcos۲

− −−−−−

√ = f(| |) g(x) = f( )
۱

cos x
− →−−

ناحیه اول ۱
cos x

⇒ (x) = ( ⋅ ( )g′ ۱
cos x

)′ f ′ ۱
cos x

⇒ (x) = ⋅ ( )g′ ۰ − (− sin x)

xcos۲
f ′ ۱

cos x
⇒ ( ) = × (۲) =g′ π

۳

۳√

۲

۱
۴

f ′
۳
−−

√

۲
⇒ ۴ (۲) = ۱ ⇒ (۲) =f ′ f ′ ۱

۴

y = f(u) → = ⋅ (u)y ′ u′ f ′

g(x) = f( )
۱ − sin x

۱ + sin x
⇒ (x) = ( ⋅ ( )g′ ۱ − sin x

۱ + sin x
)′ f ′ ۱ − sin x

۱ + sin x
= ⋅ ( )

−۲ cos x

(۱ + sin x)۲
f ′ ۱ − sin x

۱ + sin x

x =
π

۶
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، پس ابتدا  را حساب می‌کنیم: می‌دانیم:    234

 

 

، در یک همسایگی   ضابطۀ  به‌صورت زیر است و داریم: حال برای محاسبۀ 

‌

‌

می‌دانیم:   235

‌

‌ابتدا از تابع  در نقطۀ  مشتق می‌گیریم. دقت کنید تابع در این نقطه پیوسته و مشتق‌پذیر است.‌

 

‌در قدم بعدی  را به‌ازای  محاسبه می‌کنیم.‌

‌پس باید از تابع  به‌ازای  مشتق بگیریم:

  

در نتیجه مقدار مشتق چپ تابع  در  به‌صورت زیر می‌شود:

 

هر کدام از توابع  و  را تشکیل می‌دهیم:   236

 

  مشتق‌ناپذیر است.‌ ‌ این تابع در نقاط مرزی 

  

‌در مجموع  نقطۀ مشتق‌ناپذیر در دو تابع وجود دارد.

چون  متناوب با دورۀ متناوب  است، پس مشتق  نیز متناوب با دوره متناسب  است، زیرا:   237

‌

‌حال مشتق تابع  را به‌دست می‌آوریم:

( ) = ⋅ ( )g′ π

۶

−۲ × ( )
۳√

۲

(۱ +
۱
۲
)۲

f ′
۱ −

۱
۲

۱ +
۱
۲

= ⋅ ( ) =
− ۳

−−
√

۹
۴

f ′ ۱
۳

۳
−−

√

۳
⇒ ( ) = −f ′ ۱

۳
۳
۴

(fog(x) = (g(x)) × (x))′ f ′ g′g( )
۳

۸
−−

√

g( ) = = ۲
۳

۸
−−

√

۱

− ۱۹
۸

− −−−−
√۳

⇒ (fog ( ) = ( ) ⋅ (۲) (∗))′ ۳

۸
−−

√
g′ ۳

۸
−−

√
f ′

g(x) = ( − ۱x۲ )
−

۱
۳ ⇒ (x) = − ( − ۱ × ۲x =g′ ۱

۳
x۲ )

−
۴
۳

−۲x

۳ ( − ۱x۲ )۴
− −−−−−−−

√۳

⇒ ( ) = = = −۸g
′ ۳

۸
−−

√

−۲ ×
۳

۸√

۳ (
۱
۸
)۴

− −−−
√۳

−۱۶

۲
−−

√
۲
−−

√

(۲)f ′x = ۲f

f(x) = (۴x + ۱ ⇒ (x) = ۳۲x ⇒ (۲) = ۶۴)۲ f ′ f ′

(fog ( ) = −۸ × ۶۴ = −۱۲۸ × ۴−→
(∗)

)′ ۳

۸
−−

√
۲
−−

√ ۲
−−

√

(fog(x) = (g(x)) × (x))′ f ′ g′

g(x)x =
۵
−−

√

۲

g(x) = = ( − ۱


− ۱x۲
− −−−−

√
x۲ )

−
۱
۲ ⇒ (x) = − ( − ۱ × ۲x ⇒ ( ) = − × ( × = −۴g′ ۱

۲
x۲ )

−
۳
۲ g′

۵
−−

√

۲
۱
۲

۱
۴

)
−

۳
۲ ۵

−−
√ ۵

−−
√

g(x)x → (
۵
−−

√

۲
)−

x → ( ⇒ g(x) = = =
۵
−−

√

۲
)− ۱

(
۱
۴

−−−

√ )−

۱

(
۱
۲

)−

۲+

fx → ۲+

x → ⇒ [ ] = ۲+ ۲+
⇒ f(x) = (۲x = ۸ ⇒ (x))۳ x۳ f ′ = ۲۴ ⇒ ( ) = ۲۴ × ۴x۲ f ′ ۲+

fogx =
۵
−−

√

۲

(g( )) × ( )f ′
۵
−−

√

۲

−

g′
۵
−−

√

۲

−

= ۲۴ × ۴ × (−۴ ) = ۸(−۴۸ )۵
−−

√ ۵
−−

√

foggof

(fog)(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

−۱ ; ۱ − < −۱x۲

۱ − ; −۱ ≤ ۱ − ≤ ۱x۲ x۲

۱ ; ۱ − > ۱x۲ غ ق ق

⇒ fog(x) = {−۱ ; > ۲x۲

۱ − ; ≤ ۲x۲ x۲

{± }۲
−−

√⇒ (fog(x) = { ⇒)′ ۰ > ۲x۲

−۲x < ۲x۲

(gof)(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۰ ; x < −۱
 − ; −۱ ≤ x ≤ ۱x۲

۰ ; x > ۱
⇒ (gof(x) = {)′ −۲x ; −۱ ≤ x ≤ ۱

۰ ; x < −۱ x > یا۱
⇒ = {−۱, نقاط مشتق‌ناپذیر{۱

۴

f۵f۵

f(x + ۵) = f(x) ۱ × (x + ۵) = (x) ⇒ (x + ۵) = (x)− →−−
مشتق

f ′ f ′ f ′ f ′

f
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‌

 متناوب با دورۀ تناوب  است، پس:

‌

از طرفین رابطۀ داده‌شده، مشتق‌ می‌گیریم:   238

‌

  239

‌

شرط اینکه تابع  در  مشتق‌پذیر باشد آن است که تابع  در  پیوسته باشد و مشتق‌های راست و چپ تابع  در  با هم   240
برابر باشند.

‌

‌پس  و درنتیجه  است.

   

 

ابتدا پيوستگي تابع را در نقطۀ مرزي  بررسي مي‌کنيم و نيز مي‌دانيم به‌ازاي  داريم:  پس:   241

‌

 

    

‌درنتيجه داريم:

‌

شرط اینکه تابع  در  مشتق‌پذیر باشد آن است که تابع  در  پیوسته باشد و مشتق‌های راست و چپ تابع  در  باهم   242
برابر باشند.

 ‌   

  

g(x) = f(x + ۱) + f(۳x + ۱۰) → (x) = (x + ۱) + ۳ (۳x + ۱۰)g′ f ′ f ′

(−۲) = (−۲ + ۱) + ۳ (−۶ + ۱۰) = (−۱) + ۳ (۴) (۱)g′ f ′ f ′ f ′ f ′

f ′۵

(۴) = (۴ − ۵) = (−۱) (−۲) = ۴ (−۱) = ۴ × = ۶f ′ f ′ f ′ −→
(۱)

g′ f ′ ۳
۲

g(x) = f( x + cos x)tan۲
−−

√

(x) = (۲(۱ + x) tan x − sin x) ( x + cos x)g′ tan۲
−−

√ f ′ tan۲
−−

√

( ) = (۲ + (۱ + ) tan − sin ) ( + cos )g′ π

۴
tan۲ π

۴
π

۴
۲
−−

√ π

۴
F ′ tan۲ π

۳
۲
−−

√ π

۳

= (۲ × ۲ × ۱ − × ) (۱ + × ) = (۴ − ۱) (۱ + ۱) ⇒ = ۳ (۲) ⇒ (۲) =۳
−−

√ ۲
−−

√
۲√

۲
f ′ ۲

−−
√

۲√

۲
f ′ ۳

−−
√ f ′ f ′

۳√

۳

(fog (− ) = (− ) × (g(− )) ⇒ x = − ⇒)′ ۲
−−

√۳ g′ ۲
−−

√۳ f ′ ۲
−−

√۳ ۲
−−

√۳
⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

f(x) =
۱

۲x√۳

g(x) =
۱

۲x۳

f(g(x)) = f( ) = = x ⇒ (fog = (x = ۱


۲x۳

۱
۲

x۳

− −−
√۳

)′ )′

fx = afx = afx = a

پیوستگی:

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) =‌ = ۱lim
x→۲+

lim
x→۲+

۱
x − ۱

f(x) =‌ (− + ax + b) = −۴ + ۲a + blim
x→۲−

lim
x→۲−

x۲

f(۲) = ۱
−۴ + ۲a + b = ۱۲a + b = ۵

( ) = ( )f ′ ۲+
f ′ ۲−

: = −۲x + a
−۱

(x − ۱)۲
−۱ = −۴ + a−→−

x=۲
⇒ a = ۳

۶ + b = ۵− →−−−
۲a+b=۵

⇒ b = −۱

x = ۲x < ۲| − ۲x| = ۲x −x۲ x۲

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲x − x۲

+ ax + b
۱
۲
x۲

x < ۲

x ≥ ۲

{
x < ۲ ⇒ f( ) = ۴ − ۴ = ۰۲−

x > ۲ ⇒ f( ) = ۲ + ۲a + b۲+ ⇒ (۱)۲a + b = −۲

(x) = {f ′ ۲ − ۲x
x + a

x < ۲
x > ۲

⇒ {
(۲) = −۲f ′

−

(۲) = ۲ + af ′
+

⇒‌۲ + a = −۲ ⇒ a = −۴ −→−
(۱)

b = ۶

a + b = ۲

fx = afx = afx = a

پیوستگی: ‌ 

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

‌ f(x) = =lim
x→۲+

lim
x→۲+

۸
ax + b

۸
۲a + b

‌ f(x) = (− + ۶x) = −۸ + ۱۲ = ۴lim
x→۲−

lim
x→۲−

x۳

‌f(۲) = −۸ + ۱۲ = ۴‌

⇒ = ۴
۸

۲a + b
⇒ ۲a + b = ۲

( ) = ( )f ′ ۲+
f ′ ۲−

: = −۳ + ۶
−۸a

(ax + b)۲
x۲ = −۱۲ + ۶−→−

x=۲ −۸a
(۲a + b)۲
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  243

 

‌

   

توجه: یک تابع چند ضابطه‌ای درصورتی که در نقطۀ مرزی مشتق‌پذیر است که:   244

( در آن نقطه پیوسته باشد.

( مشتق چپ و مشتق راست در آن نقطه برابر باشند.

تابع باید در  نیز مشتق‌پذیر باشد، پس در این نقطه در ابتدا باید پیوسته باشد.

تابع مشتق را به‌ دست می‌آوریم:

مشتق‌های چپ و راست نیز باید با هم برابر باشند:

ضابطه تابع را به صورت روبه‌رو ساده می‌کنیم:    245

‌

عبارت  عامل صفر‌شونده در  است و مشتق چپ و راست تابع در  به‌صورت زیر به دست می‌آید: 

قرار است  نقطۀ گوشه‌ای داشته باشد، پس نقطۀ گوشه‌ای فقط  می‌تواند باشد؛ بنابراین شرط پیوستگی  در  الزامی بوده، و مشتق   246

چپ و راست در  باید نابرابر باشند. از شرط پیوستگی نتیجه می‌شود  و :

‌

اگر  نقطۀ گوشه‌ای باشد، مشتق چپ و راست در  باید نابرابر باشد.   247

‌

  248

 

ریشه‌های سادۀ قدرمطلق نقاط مشتق‌ناپذیر است، پس داریم:

  

‌بنابراین تابع در دو نقطه   مشتق‌ناپذیر است.

تابع داده شده  است.   249

= −۶− →−−−
۲a+b=۲ −۸a

۴
⇒ −۸a = −۲۴ ⇒ a = ۳ , b = −۴

f(x) = { ⇒ (x) = {a + bx + c x ≥ kx۲

ax + b x < k
f ′ ۲ax + b x ≥ k

۲a x < k

}
(۱) : a + bk + c = ۲ak + bشرط پیوستگی k۲

(۲) : ۲ak + b = ۲aشرط مشتق‌پذیری
⇒ a + bk + c = ۲ak۲

a + (۲a − ۲ak)k + a − (۲a − ۲ak) = ۲a− →−−−−−
c=a−b

b=۲a−۲ak
k۲

⇒ a + ۲ak − ۲a + a − ۲a + ۲ak = ۲ak۲ k۲ ⇒ −a + ۴ak − ۳a = ۰k۲ − ۴k + ۳ = ۰− →−−
÷(−a)

k۲ {− →−−−−−−−
مجموع ضرایب صفر k = ۱

k = ۳(max)

۱

۲

x = a

f(x) = ab + c , f(x) = = f(a)lim
x→a−

lim
x→a+

۱
a

ab + c = (⋆)− →−−−
پیوستگر ۱

a

(x) = ⇒ (a) = b , = −f ′
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

b

−
۱
x۲

x < a

x ≥ a
f ′

− f ′
+

۱
a۲

b = − a(− ) + c = ⇒ c = ⇒ ac = ۲
۱
a۲

−→
(⋆) ۱

a۲

۱
a

۲
a

f(x) = ۴ |x − |ax−−
√

۳
۴

a −
۳
۴

x =
۳
x

x =
۳
۴

‌⇒ ( ) − ( ) = ۴ = ۲ ⇒ = ۳a = ⇒ a =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

‌ ( ) = ۴ = ۲f
′
+

۳
۴

a( )
۳
۴

− −−−
√ ۳a

−−
√

( ) = −۴ = −۲f
′
−

۳
۴

a( )
۳
۴

− −−−
√ ۳a

−−
√

f
′
+

۳
۴

f
′
−

۳
۴

۳a
−−

√ ۶
−−

√ ۳a
−−

√
۶
−−

√

۲
− →−−

۲ توان ۶
۴

۱
۲

fx = afa

am > ۰

(x) = {f ′ ۰
m(x − a)m−۱

x < a

x > a

(a) = ۰ ⇒ (a) ≠ ۰ ⇒ m = ۱f ′
− f ′

+

m − ۱ ≥ ۱ ⇒ (a) = ۰ ⇒ af ′
+ نقطۀ گوشه‌ای نمی‌شود

(a, b)a

(a) ≠ (a)f ′
+ f ′

−

m(x − a ≠ ۰ ⇒ m = ۱)m−۱

f(x) = ,
| − ۲x|x۳

x
= R − {۰}Df

− ۲x = ۰x۳ ⇒ x( − ۲) = ۰x۲ ⇒
⎧
⎩⎨

x = ۰ غ ق ق

− ۲ = ۰ ⇒ x = ±x۲
−−

√

x = ± ۲
−−

√

f(x) = −
۱
۲
x۲ ۱

x
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‌اختلاف این دو  است.

  250

 

  

‌پس  است.‌

  251

 

  

آهنگ لحظه‌ای تغیر همان مشتق است:

  

بنابراین تفاضل آن‌ها برابر  است.‌

  252

  

 

   

‌اما   در معادله صدق می‌کند.

آهنگ تغیر متوسط دو تابع داده‌شده در بازۀ  را می‌یابیم.   253

 ‌  ‌  ‌

 ‌  ‌

 ‌ ‌

‌خواستۀ سؤال برابر است با:

[۱, ۴] آهنگ تغیر متوسط در =
f(۴) − f(۱)

۴ − ۱
=

(۸ − ) − ( − ۱)
۱
۴

۱
۲

۳
=

+
۳۱
۴

۱
۲

۳
=

۱
۴

x = ۲ = آهنگ تغیر لحظه‌ای در(۲) f ′ ⇒ (x) = x +f ′ ۱
x۲

⇒ (۲) = ۲ + =f ′ ۱
۴

۹
۴

− = = ۰٫۵
۱
۴

۹
۴

۲
۴

آهنگ تغير متوسط= = = = ۵
f(۲) − f(۰)

۲ − ۰
۱۲ − ۲


۱۰
۲

آهنگ تغير لحظه‌اي= (x) = + (x + ۲)f ′ ۴x + ۱
− −−−−−

√
۴

۲ ۴x + ۱
− −−−−−

√
⇒ ( ) = ۲ + = = ۴٫۷۵f ′ ۳

۴
۱
۴

۱۹
۴

۵ − ۴٫۷۵ = ۰٫۲۵

f(x) = +۲x + ۱
− −−−−−

√
۱

x + ۱
⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

f(۰) = ۱ + ۱ = ۲

f(۴) = ۳ + = ۳٫۲
۱
۵

⇒ [۰, ۴] آهنگ تغیر متوسط تابع در = =
f(۴) − f(۰)

۴ − ۰
۳٫۲ − ۲

۴
= = ۰٫۳

۱٫۲
۴

(x) = −f ′ ۱(۲)

۲ x + ۱
− −−−−−

√

۱
(x + ۱)۲

⇒ ( ) = −f ′ ۳
۲

۱

۳ + ۱
− −−−−

√

۱

( + ۱
۳
۲

)۲

= − = −
۱
۲

۱
۲۵
۴

۱
۲

۴
۲۵

= = = ۰٫۳۴
۲۵ − ۸

۵۰
۱۷
۵۰

۰٫۳۴ − ۰٫۳ = ۰٫۰۴

[۵, ۶] آهنگ تغیر متوسط در=
f(۶) − f(۵)

۶ − ۵
=

−۲۱ − ۳۶ + ۲۴
− −−−−−−−−−−

√ ۲۱ − ۲۵ + ۲۰
− −−−−−−−−−−

√

۱
= ۳ − ۴ = −۱

= آهنگ تغیر لحظه‌ای= y ′ ۱(−۲x + ۴)

۲ ۱ − + ۴xx۲
− −−−−−−−−−−

√
=

−x + ۲

۱ − + ۴xx۲
− −−−−−−−−−−

√

= −۱− →−−
برابری −x + ۲

۱ − + ۴xx۲
− −−−−−−−−−−

√
⇒ −x + ۲ = − ۲۱ − + ۴xx۲

− −−−−−−−−−−
√ + ۴ − ۴x = ۲۱ − + ۴x− →−−

۲ توان
x۲ x۲ ⇒ ۲ − ۸x − ۱۷ = ۰ ⇒ x = ۲ ±x۲ ۵

۲
۲
−−

√

x = ۲ −
۵
۲

۲
−−

√

[ , ]
π

۴
π

۲

y = sin x cos ۲x ⇒
y( ) − y( )π

۲
π

۴

−π

۲
π

۴

=
sin cos π − sin cosπ

۲
π

۴
π

۲
π

۴

= = −
۱ × (−۱) − ۰

π

۴

۴
π

y = x − xsin۴ cos۴ = ( )( x − x)x + xsin۲ cos۲
  

۱

sin۲ cos۲ = x − x = − cos ۲xsin۲ cos۲

=
y( ) − yπ

۲
π

۴

−π

۲
π

۴

− cos π + cos π

۲
π

۴

= =
−(−۱) + ۰

π

۴

۴
π

= −۱
−

۴
π

۴
π

96

مطابق آزمون قلمچی



دامنۀ تابع  می‌شود و تابع  روی این دامنه، پیوسته است:    254

‌

؛ تابع  در نقطۀ  مشتق دارد و مقدارش برابر  است. با توجه به دامنۀ هر ضابطه، تابع  فقط در نقطه  مشتق برابر صفر دارد، یعنی 

در نتیجه این تابع فقط یک نقطۀ بحرانی دارد. توجه: نقطه  جزء دامنۀ تابع نیست و نباید لحاظ شود. 

    255

‌

‌با توجه به تعریف کتاب نقاط با طول  نقاط بحرانی خواهند بود.

‌

  256

براي محاسبۀ اکسترم‌هاي مطلق يک تابع، عرض‌هاي نقاط بحراني را با مقادير تابع در دو سر دامنه مقايسه مي‌کنيم:   257

  

‌

 

 

‌

‌

‌عدد  مينيم مطلق تابع است که در  قرار دارد و خط قائم  مجانب قائم است چون ريشۀ مخرج است اما ريشۀ صورت نيست.

‌

نقاط بحرانی تابع  را می‌یابیم:   258

‌

‌دامنۀ تابع هم به‌صورت  است و در نتیجه:

R − {۱}f

f(x) = ⇒ (x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

; x < ۰
x

۱ + x۲

; x ≥ ۰
x

۱ − x۲

f
′

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

; x < ۰
۱ − x۲

(۱ + x۲)۲

; x ≥ ۰
۱ + x۲

(۱ − x۲)۲

fx = ۰(۰) = ۱f
′

fx = −۱(−۱) = ۰f
′

x = ۱

x(۱ − |x|) ≥ ۰ ⇒ x ≤ −۱ ۰ ≤ x ≤ ۱ یا: دامنۀ تعریف
= (−∞, −۱) ∪ [۰, ۱]Df

x = −۱, ۰, ۱

(x) = = ۰ x = ± ⇒ x = f ⇒ ۴f ′ ۱ ± ۲x

۲ x − x|x|
− −−−−−−

√

۱
۲

۱
۲

 با توجه به دامنۀ نقطه بحرانی و یک اکسترم نسبی داریم

f(x) = ⇒ = [−۱ , ۰] ∪ [۱ , +∞)x(|x| − ۱)
− −−−−−−−

√ Df

f(x) = ⇒ (x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

− − xx۲− −−−−−−
√

− xx۲− −−−−
√

−۱ ≤ x ≤ ۰

x ≥ ۱
f ′

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

−۲x − ۱

۲ − − xx۲− −−−−−−
√
۲x − ۱

۲ − xx۲− −−−−
√

−۱ < x < ۰

x > ۱

(x) = ۰ ⇒ x = − , ( ) > ۰ , ( ) < ۰ ⇒ : maxf ′ ۱
۲

f ′
−

−۱
۲

f ′
+

−۱
۲

−۱
۲

طول نقطۀ

= {−۱ , ۰ , ۱ , } ⇒ k = ۴ ,m = ۱ , n = ۰ ⇒ = نقاط بحرانی۱
−۱
۲

km + n

k − n

f(x) = ,
+ ۲xx۲

(x − ۱)۲
= R − {۱}Df = (−∞, +∞) − {۱}

(x) = = ۰f ′ (۲x + ۲) ⋅ (x − ۱ − ۲(x − ۱) ⋅ ( + ۲x))۲ x۲

(x − ۱)۴

۲(x − ۱) ((x + ۱) ⋅ (x − ۱) − ( + ۲x)) = ۰x۲ ⇒ x = ۱ ∉ Df

( − ۱ − − ۲x) = ۰x۲ x۲ ⇒ x = −
۱
۲

طول نقطۀ بحراني

f(− ) = = −
۱
۲

− ۱
۴

۹
۴

۱
۳

= ۱lim
x→±∞

x۲

x۲

−
۱
۳

x = −
۱
۲

x = ۱

= ۱ − (− ) فاصله=
۱
۲

۳
۲

f

f(x) = + ⇒ (x) = − = ۰x−−√ a − ۲x
− −−−−−

√ f ′ ۱
۲ x−−√

۲

 a − ۲x
− −−−−−

√

⇒ = ۲ ⇒ a − ۲x = ۴x ⇒ x = ( )a − ۲x
− −−−−−

√ x−−√
a

۶
بحرانی

۰ ≤ x ≤
a

۲
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‌

‌

  259
y

x
12x

y

y = 12 _ x

 

  

  

روش اول:   260

مطابق شکل، معادلۀ دایره‌ای به مرکز مبدأ مختصات و شعاع  را نوشته و با اعمال شرط  معادله را به معادلۀ نیم‌دایره تبدیل می‌کنیم. طبق شکل  برابر با صفر طول
مستطیل است.

y

x

6

x

  

‌مساحت مستطیل برابر است با:

  

  

روش دوم:

مطابق شکل زیر، از نسبت‌های مثلثاتی زاویۀ  استفاده می‌کنیم:

y6

x
α

  

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(۰) = a−−√

f( ) = (min)
a

۲
a

۲

−−
√

f( ) = + = (max)
a

۶
a

۶

−−
√

۲a
۳

−−−

√
۳

۶
−−

√
a−−√

: × = ⇒ a = ⇒ ۳a = ۱۲ ⇒ a =  طبق فرض۴
a

۲

−−
√

۳

۶
−−

√
a−−√ ۱۲

−−
√

۳

۱۲
−−

√
۱۲
−−

√

S = x ⋅ y = x ⋅ ۱۲ − x
− −−−−−

√ + x = ۰− →−−
=۰S ′

۱۲ − x
− −−−−−

√
−۱

۲ ۱۲ − x
− −−−−−

√

→ =۱۲ − x
− −−−−−

√
x

۲ ۱۲ − x
− −−−−−

√
→ ۲(۱۲ − x) = x → ۲۴ − ۲x = x

→ ۳x = ۲۴ → x = ۸ → = ۸ = ۸ × ۲ = ۱۶SMax ۱۲ − ۸
− −−−−−

√

۶y ≥ ۰x

+ = ۳۶x۲ y ۲ → = ۳۶ −y ۲ x۲ y = (۱)−→−
y≥۰

۳۶ − x۲
− −−−−−

√

S = ۲xy S(x) = ۲x ⋅ :−→
(۱)

۳۶ − x۲
− −−−−−

√ یک‌ متغیره

(x) = ۰ ⇒ ۲ + (۲x) = ۰S ′ ۳۶ − x۲
− −−−−−

√
۱(−۲x)

۲ ۳۶ − x۲
− −−−−−

√

→ ۲ =۳۶ − x۲
− −−−−−

√
۲x۲

۳۶ − x۲
− −−−−−

√
→ ۳۶ − =x۲ x۲ → ۲ = ۳۶x۲

→ = ۱۸x۲ → x = ۳ , y = ۳۲
−−

√ ۲
−−

√ → = ۲(۳ )(۳ ) = ۳۶SMax ۲
−−

√ ۲
−−

√

α

sinα =
y

۶
→ y = ۶ sinα , cosα =

x

۶
→ x = ۶ cosα
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‌این عبارت وقتی ماکزیم است که  باشد، پس  است.

  261

نقطۀ  روی سهمی است، پس مختصات آن به‌صورت  خواهد بود. همچنین نقطۀ  قرینۀ  نسبت به خط  است، پس

 فاصله این دو نقطۀ از هم برابر است با: 

 

 

  

‌

مطابق شکل روبه‌رو، استوانه‌ای به شعاع  و ارتفاع را محاط در کره‌ای به شعاع  رسم می‌کنیم.   262

مساحت جانبی استوانه: 

 

مساحت جانبی را برحسب  می‌نویسیم و نقاط بحرانی تابع  را به دست می‌آوریم. طبق فیثاغورس داریم:

  

‌پس:

‌

 

 

‌

S = ۲xy = ۲(۶ cosα)(۶ sinα) = ۷۲ sinα cosα = ۷۲( sin ۲α)
۱
۲

= ۳۶ sin ۲α

sin ۲α = ۱= ۳۶SMax

AA(α, )α۲A′Ay = x

( ,α)A′ α۲

|A | = = = dA′ ( − α + (α −α۲ )۲ α۲)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۲ − ۴ + ۲α۴ α۳ α۲
− −−−−−−−−−−−−−

√

=→
d

d ′ ۸ − ۱۲ + ۴αα۳ α۲

  − ۴ + ۲α۴ α۳ α۲
− −−−−−−−−−−−−−

√
۸ − ۱۲ + ۴α = ۰− →−−

=۰d ′

α۳ α۲

⇒ ۴α(۲ − ۳α + ۱) = ۰α۲ ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = ۰

α =
۱
۲

α = ۱

α =− →−−−−−−
بین دو نقطه تقاطع ۱

۲

⇒ d = |A | = = × =A′ ۲( −
۱
۴

۱
۲

)۲
− −−−−−−−−

√
۱

۲
−−

√

۲
−−

√

۲
−−

√

۲
−−

√

۴

r۴ ۲
−−

√

= ۲πr × hSجانبی

hS(h)

: (۴ = + فیثاغورس) ۲
−−

√ )۲ r۲ h

۲
)۲ ⇒ = ۳۲ −r۲ h۲

۴
⇒ r = ۳۲ −

h۲

۴

− −−−−−−

√

= ۲π × × hSجانبی ۳۲ −
h۲

۴

− −−−−−−

√

⇒ S = ۲π × ۳۲ −h۲ h۴



− −−−−−−−−

√ ⇒ = ۲π ×S ′ ۶۴h − h۳

۲ ۳۲ −h۲ h۴


− −−−−−−−−
√

۶۴h − = ۰− →−−
=۰S ′

h۳ −→−
h>۰ ⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

h = ۰ غ.ق.ق

h = ۸ ⇒ r = = ۴۳۲ −
۸۲

۴

− −−−−−−
√

⇒ = ۲π × ۴ × ۸ = ۶۴πSmax
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  263
با توجه به شکل مقابل می‌خواهیم حجم مخروط بیشترین مقدار مکن باشد. داریم:

 

 را به‌دست می‌آوریم: ‌مشتق  برحسب 

‌

‌طبق جدول فوق به‌ازای  مقدار  ماکزیم است.

  264

 می‌نویسیم.   با توجه به شکل مقابل، مساحت کل مکعب در باز را بصورت تابعی برحسب 

 

‌

 ‌ ‌

 ‌  ‌  ‌

‌طبق جدول فوق، به ازای  مقدار  مینیم است.

‌

ابتدا دامنه تابع را می‌یابیم:   265

‌

‌مطابق شکل، کمترین فاصلۀ نقاط تابع، مربوط به نمودار سمت چپ است. پس  و نقطه را به‌صورت  می‌گیریم، پس:

‌

  266

+ = (۳r۲ h۲ ۳
−−

√ )۲

+ = ۲۷ ⇒ = ۲۷ −r۲ h۲ r۲ h۲

V = π h = h(۲۷ − ) = (۲۷h − )
۱
۳

r۲ π

۳
h۲ π

۳
h۳

vh

= (۲۷ − ۳ ) = ۰ ⇒ ۲۷ − ۳ = ۰ ⇒ = ۹ ⇒ h = ۳V ′ π

۳
h۲ h۲ h۲

h

V ′

V

+

↗

۳
۰ −

↘

h = ۳v

x

: V = y = ۴ ⇒ y = حجم(۱) x۲ ۴
x۲

S = ۴xy + x۲ −→
(۱)

S = ۴x × + = +
۴
x۲

x۲ x۲ ۱۶
x

= ۲x + = = ۰S ′ ۰ − ۱۶
x۲

۲ − ۱۶x۳

x۲
⇒ ۲ − ۱۶ = ۰x۳ ⇒ = ۸ ⇒ x = ۲x۳ ⇒

x

S

S

−

↘

۲
۰ +

↗

x = ۱۲S

= + = ۴ + ۸ = ۱۲Smin ۲ ۱۶
۲

y = → x − [ ] ≥ ۰ → x ≥ [ ]x − [ ]x۲
− −−−−−−

√ x۲ x۲

{ → = [۰, ]− →−−−
بازه‌بندی ۰ ≤ x < ۱ → x ≥ ۰✓

۱ ≤ x < → x ≥ ۱✓۲
−−

√
Dy ۲

−−
√

[ ] = ۰x۲P(x, )x−−√

: h(x) = (x) = ۲ − = ۰ ⇒ تابع فاصله=
|۲x − + ۲|x−−√

۵
−−

√
− →−−

مشتق
h′ ۱

۲ x−−√
x−−√

۱
۴

⇒ min(h) = = =

∣

∣
∣ ۲( ) − + ۲

۱
۶

۱
۴

∣

∣
∣

۵
−−

√

۱۵

۸ ۵
−−

√

۳ ۵
−−

√

۸

−x − [ ] ≥ ۰ ⇒ −x ≥ [ ] → = [−۱ , ۰] ⇒ f(x) =‌{x۲ x۲ Df

− −x−−−
√

۰
x ∈ (−۱ , ۰)

x = −۱ , ۰
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، مشتق می‌گیریم. تابع  را در دامنۀ  یعنی  تعین علامت می‌کنیم. از تابع    267

  

 و تابع در  دارای مجانب قائم است، پس نمی‌تواند در کل بازۀ  صعودی باشد و گزینۀ  نادرست است. در آخر اینکه با توجه به نامنفی

، مشتق تابع همواره مثبت است. بودن 

x

y

y

0 1

+ +

مجانب قائم

پس تابع در بازه‌های  و  صعودی است، ولی در اجتماع آنها صعودی نیست.

تابع بر  دارای مجانب قائم است. تابع  را حساب کرده و آن را تعین علامت می‌کنیم:   268

  

x

y

y

+ +--
0 2 2 43

تابع در بازه‌های  و  اکیداً نزولی است؛ بازۀ بزرگ‌تر  است که طول آن برابر با  است.

  269

‌وقتی  تابع  مجموع دو تابع اکیداً صعودی است. پس خود نیز اکیداً صعودی است. به ازای  باید نامعادلۀ  را حل کنیم تا بازه‌ای را که تابع در آن
صعودی است، بیابیم:

       ‌

پس تابع روی بازۀ  اکیداً صعودی است.

توجه: تابع در  مشتق‌ناپذیر اما پیوسته است؛ از آنجا که تابع در دو طرف این نقطه اکیداً صعودی است، یکنوای تابع در این نقطه تغیر نمی‌کند، پس تابع روی

 صعودی است.

تابع روی  مشتق‌پذیر است. نامعادلۀ  را حل می‌کنیم تا بازه‌های را که در آنها تابع اکیداً نزولی است بیابیم:   270

 

  

،  و  اکیداً نزولی است.  ، ، پس تابع در چهار بازۀ  چون 

توجه: شرط اینکه یک تابع هموگرافیک در بازۀ مورد نظر نزولی باشد این است که:   271

( مجانب قائم )ریشۀ مخرج( خارج آن بازه باشد.

A(x , − ) AH = → A = = ۰−x−−−
√ − →−−−−−

x−y−۱=۰ |x + − ۱|−x−−−√

۱ + ۱
− −−−−

√
H ′

∣

∣
∣ ۱ +

−۱
۲ −x−−−

√

∣

∣
∣

۲
−−

√

۱ = → = → x = − ; AH = = =
۱

۲ −x−−−√
−x−−−

√
۱
۲

۱
۴

∣

∣

∣
∣ (− ) + − ۱


۴

۱
۴

−−

√
∣

∣

∣
∣

۲
−−

√

۳
۴

۲
−−

√

۳ ۲
−−

√

۸

ff ′f[۰, +∞)

f(x) = ۲ − ( − ۱x−−√
۳
۲

x۲ )
−

۱
۳ ⇒ (x) = +f ′ ۱

x−−√

x

( − ۱x۲ )۴
− −−−−−−−

√۳
(x) > ۰−→−

x≥۰
f ′

: x ≥ ۰Dfx = ۱(۰, ۱) ∪ (۱, +∞)۱

x

(۱, +∞)(۰, ۱)

x = ۲f ′

= = =y ′ ۴ ( − ۸) − ۳ ( )x۳ x۳ x۲ x۴

( − ۸x۳ )۲

۴ − ۳۲ − ۳x۶ x۳ x۶

( − ۸x۳ )۲

− ۳۲x۶ x۳

( − ۸x۳ )۲
− ۳۲ = ۰− →−−

=۰y ′

x۶ x۳ ⇒
⎧
⎩⎨

x = ۰

x = = ۲۳۲
−−

√۳ ۴
−−

√۳

(۰, ۲)(۲, ۲ )۴
−−

√۳(۰, ۲)۲

f(x) = { ۳ + xx−−√
۳

 − xx−−√
۳

x ≥ ۰
x ≤ ۰

x ≥ ۰fx < ۰(x) ≥ ۰f ′

(x) = − ۱f ′ ۳

 x۲−−√۳
= ≥ ۰

۱ − x۲−−√۳

x۲−−√۳
⇒ ۱ − ≥ ۰x۲

−−
√۳ ⇒ ≤ ۱x۲

−−
√۳ ⇒ ≤ ۱x۲ ⇒ −۱ ≤ x ≤ ۱ −۱ ≤ x < ۰−→−

x<۰

[−۱ , +∞)

x = ۰

[−۱ , +∞)

R − {± }۲
−−

√(x) ≤ ۰f ′

(x) =f ′ ۴ ( − ۲) − ۲x( − ۳)x۳ x۲ x۴

( − ۲x۲ )۲
=

۲ − ۸ + ۶xx۵ x۳

( − ۲x۲ )۲

=
۲x( − ۴ + ۳)x۴ x۲

( − ۲x۲ )۲
=

۲x( − ۱)( − ۳)x۲ x۲

( − ۲x۲ )۲

−۲ < x < ۲(−۲ , − ]۳
−−

√[−۱ , ۰][۱ , )۲
−−

√( , ]۲
−−

√ ۳
−−

√

۱
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( مشتق تابع در آن بازه، منفی باشد.

( باید زیرمجموعۀ دامنۀ تابع باشد، یعنی مجانب قائم نمودار در این بازه نباشد: در ابتدا، بازۀ )

‌
‌از طرفی تابع باید نزولی باشد:

‌

روش اول:   272

 ریشۀ سادۀ داخل قدر مطلق است )نقطۀ گوشه( بنابراین در  مشتق وجود ندارد )بحرانی(.

  

‌اگر مشتق را مساوی صفر قرار دهیم  به‌ دست می‌آید.

‌

  

روش دوم:

می‌توانیم نمودار تابع داده‌شده را رسم کنیم.

   

   

  

ابتدا حد تابع در بی‌نهایت را حساب می‌کنیم تا مجانب افقی آن به‌ دست آید. برای به‌ دست آوردن نقطۀ ماکسیم نسبی، از تابع مشتق می‌گیریم   273
و مشتق را برابر با صفر قرار می‌دهیم:

 

 

 

۲

۱ , +∞

⇒ ۱ − m ≤ ۱ ⇒ m ≥ ۰ (۱)

⇒ = < ۰ ⇒ − m − ۲ = (m − ۲)(m + ۱) < ۰y ′ m(m − ۱) − ۲
(x + m − ۱)۲

m۲

⇒ −۱ < m < ۲ (۲)

۰ ≤ m < ۲ m = ۰,m = ۱− →−−
(۱),(۲)

− →−−
m∈Z

x = ۴x = ۴

f(x) = {
x(x − ۴)

−x(x − ۴)

x ≥ ۴
x < ۴

→ f(x) = { − ۴xx۲

− + ۴xx۲
x ≥ ۴
x < ۴

→ (x) = {f ′ ۲x − ۴
−۲x + ۴

x > ۴
x < ۴

x = ۲

x

y ′

y

−∞

+

↗

۲
۰
۴

Max

−

↘

۴
وجود ندارد

۰
Min

+

↗

+∞

‌

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A
∣

∣
∣

۲
۴

‌B ‌
∣

∣
∣

۴
۰

→ AB = (۲ − ۴ + (۴ − ۰)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ = = = ۲۴ + ۱۶
− −−−−−

√ ۲۰
−−

√ ۵
−−

√

x ≥ ۴ → y = − ۴xx۲ → S x = ۰, ۴ :
∣

∣
∣

۲
−۴ و xها محل برخورد تابع با محور

x < ۴ → y = − + ۴xx۲ → S x = ۰, ۴ :
∣

∣
∣

۲
۴ و xها محل برخورد تابع با محور

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A
∣

∣
∣

۲
۴

B
∣

∣
∣

۴
۰

→ AB = ۴ + ۱۶
− −−−−−

√ = = ۲۰
−−

√ ۵
−−

√

f(x) = ,
۲x − x۲

(x + ۱)۲
: y = = مجانب افقی۱− lim

x→±∞

−x۲

x۲

(x) =f ′ (۲ − ۲x)(x + ۱ − ۲(x + ۱)(۲x − ))۲ x۲

(x + ۱)۴
=

(x + ۱) ((۲ − ۲x)(x + ۱) − ۲(۲x − ))x۲

(x + ۱)۴

(x) =f ′ ۲x + ۲ − ۲ − ۲x − ۴x + ۲x۲ x۲

(x + ۱)۳
= = ۰ ⇒ x =

−۴x + ۲
(x + ۱)۳

۱
۲
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 عرض نقطۀ ماکزیم نسبی تابع است، پس فاصلۀ نقطۀ ماکزیم نسبی تا خط  به‌صورت زیر است.

‌

نکته: ریشه‌های سادۀ داخل قدر مطلق به شرط آنکه عامل صفرشونده پشت آنها نباشد، زاویه‌دار )گوشه( هستند که مشتق‌پذیر نبود و جزء  نقاط   274

بحرانی و اکسترم نسبی به حساب می‌آیند.  و 
این دو نقطه در واقع نقاط مرزی هستند که در تابع دو ضابطه‌ای یا همان قدر مطلق وجود دارند.

‌

‌ریشه‌های هر دو قسمت یکسان هستند پس یکی از ضابطه‌های  را مساوی صفر قرار می‌دهیم. داریم:

   

‌این ریشه برای ضابطۀ دوم  قابل‌قبول است و نه ضابطۀ اول؛ پس در کل سه اکسترم نسبی داریم.

، مشتق تابع  را به‌ دست آورده و مساوی صفر قرار می‌دهیم. برای پیدا کردن طول نقاط  و    275

  

  

نظر باید دارای مشتق  باشند تا شیب خط ماس بر آنها موازی پاره‌خط  باشد. ‌نقاط مدّ

  

‌یعنی  نقطه یافت می‌شود.

نقطه  نقطه ماکزیم نسبی تابع  است، پس داریم:   276

‌

 طول نقطه مینیم نسبی تابع است که در این نقطه مقدار تابع نیز صفر است.

  

⇒ f( ) = = =
۱
۲

۱ −
۱
۴

۹
۴

۳
۴
۹
۴

۱
۳

x

(x)f ′

f(x)

−∞

−

↘

−۱

ت.ن
ت.ن

+

↗

۱
۲
۰

max

−∞

−

↘

y =
۱
۳

y = −۱

| − (−۱)| =
۱
۳

۴
۳

x = ۲x = −۲

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x ≥ ۲ x ≤ −۲
)( − ۴x۲ x۲

  −۴x۴ x۲

− ۱x۲
یا

− ۲ < x < ۲
− ( − ۴)x۲ x۲
  −( −۴ )x۴ x۲

− ۱x۲

(x) =f ′

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x > ۲ x < −۲
(۴ − ۸x)( − ۱) − ۲x( − ۴ )x۳ x۲ x۴ x۲

( − ۱x۲ )۲
یا

− ۲ < x < ۲
−[(۴ − ۸x)( − ۱) − ۲x( − ۴ )]x۳ x۲ x۴ x۲

( − ۱x۲ )۲

f ′

۴ − ۴ − ۸ + ۸x − ۲ + ۸ = ۰x۵ x۳ x۳ x۵ x۳ ⇒ ۲ − ۴ + ۸x = ۰x۵ x۳ ⇒ ۲x( ) = ۰− ۲ + ۴x۴ x۲
  

Δ<۰

⇒ x = ۰

f ′

ABf

(x) = ۶ − ۶x − ۱۲f ′ x۲ − x − ۲ = ۰− →−−−
(x)=۰f

′

÷۶
x۲ ⇒ {

= −۱x۱
= ۲x۲

{− →−−−−
f در ضابطۀ

جایگذاری A(−۱, ۸)

B(۲, −۱۹)
⇒ = = −۹m

AB

۸ − (−۱۹)

−۱ − ۲
⇒ شیب خطی که از نقاط اکسترم نسبی تابع عبور می‌کند.

−۹AB

۶ − ۶x − ۱۲ = −۹x۲ ⇒ ۶ − ۶x − ۳ = ۰x۲ − →−−
Δ>۰

جواب دارد.

۲

A(۰, ۴)f(x) = + a + bx + cx۳ x۲

f(۰) = ۴ ⇒ c = ۴ ⇒ f(x) = + a + bx + ۴x۳ x۲

(x) = ۳ + ۲ax + b ⇒ (۰) = ۰ ⇒ ۰ + ۰ + b = ۰ ⇒ b = ۰f ′ x۲ f ′

f(x) = + a + ۴ ⇒ (x) = ۳ + ۲ax = x(۳x + ۲a)x۳ x۲ f ′ x۲

(x) = ۰ ⇒ {f ′
x = ۰

۳x + ۲a = ۰ ⇒ x = −
۲a
۳

x = −
۲a
۳

f(− ) = ۰ ⇒ (− + a(− + ۴ = ۰
۲a
۳

۲a
۳

)۳ ۲a
۳

)۲ ⇒ − + + ۴ = ۰
۸a۳

۲۷
۴a۳

۹
⇒ = −۴ ⇒ = −۲۷

۴a۳

۲۷
a۳
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  و  طول نقاط اکسترم نسبی تابع  هستند، پس  و  ریشه‌های مشتق تابع هستند. 277

 ‌

 ‌

 ‌

نقاط  و  نقاط اکسترم نسبی تابع هستند، پس فاصلۀ  و  را می‌یابیم.

 ‌ ‌

نقطۀ  اکسترم نسبی تابع است. پس مشتق در  برابر صفر است.   278

 ‌  ‌

نقطۀ ‌ در تابع صدق می‌کند.

 ‌

‌نقطۀ  نیز اکسترم نسبی تابع است، بنابراین داریم:

 ‌  ‌

 ‌  ‌  ‌

 مجموع ریشه‌ها به‌صورت زیر است:   279

 ) ( 

( نیز ریشه‌های صورت  هستند و طبق آزمون مشتق اول، تابع  در  کمترین مقدار را می‌پذیرد، که به‌ازای آن، شرط )
برقرار است.

 

نقاط بحرانی تابع را می‌یابیم:   280

 

 

نقاط  و  نقاط مینیم نسبی تابع‌اند و شیب خط  برابر صفر است. حال نقاط عطف تابع را پیدا می‌کنیم:

. شیب این پاره‌خط نیز صفر است و دو خط  و  موازی‌اند. ‌ ریشه‌های سادۀ  هستند؛ پس هردو، نقاط عطف تابع‌اند:  و 

؛ حال مختصات نقطه عطف مورد نظر را می‌یابیم: در ناحیۀ دوم مختصات داریم  و    281

‌

a = −۳ ⇒ x = − = = طول نقطه مینیم نسبی۲
۲a
۳

−۲(−۳)

۳

x = ۰x = −۲y = + a − ۲bx − ۴x۳ x۲x = ۰x = −۲

= ۳ + ۲ax − ۲by
′

x۲ ⇒ ریشه‌ها}
x = ۰
x = −۲

: S = −۲ + ۰ = جمع ریشه‌ها−
۲a
۳

⇒ −۶ = −۲a ⇒ ۹ = ۳

: P = −۲ × ۰ = ⇒ b = ضرب ریشه‌ها۰
−۲b

۳

y = + ۳ − ۴x۳ x۲ ⇒ { x = ۰ ⇒ y = −۴ ⇒ A(۰, −۴)

x = −۲ ⇒= −۸ + ۱۲ − ۴ = ۰ ⇒ B(−۲, ۰)

ABAB

AB = +(−۲ − ۰)
۲

(۰ + ۴)
۲

− −−−−−−−−−−−−−−−−
√ = = = ۲۴ + ۱۶

− −−−−−
√ ۲۰

−−
√ ۵

−−
√

A(۰, ۰)x = ۰

y = a + b + cx + dx۳ x۲ ⇒ = ۳a + ۲bx + cy ′ x۲ = ۰ + ۰ + c = ۰ ⇒ c = ۰−→−
x=۰

y ′

A(۰, ۰)

y = a + b + cx + dx۳ x۲ ۰ = ۰ + ۰ + ۰ + d ⇒ d = ۰−→−
y=۰

x=۰

y = a + bx۳ x۲

B(۱, ۱)

y = a + bx۳ x۲ −→−
y=۱

x=۱
 = a + b → a = ۱ − b (۱)

= ۳a + ۲bxy ′ x۲ −→−
x=۱

۳a + ۲b = ۰ ۳(۱ − b) + ۲b = ۰−→
(۱)

⇒ ۳ − ۳b + ۲b = ۰ ⇒ b = ۳ a = ۱ − ۳ = −۲−→
(۱)

a ⋅ b = −۲ × ۳ = −۶

S = α + β = =
−b

a

m − ۲
− ۱m۲

∗Δ > ۰ → (m − ۲ − ۴( − ۱)(۵) > ۰ ⇒ −۱۹ − ۴m + ۲۴ > ۰ ⇒ ۱۹ + ۴m − ۲۴ < ۰)۲ m۲ m۲ m۲

S(m) = ⇒ (m) = = ۰ ⇒ (m) = = ۰
m − ۲

− ۱m۲
S ′ ( − ۱) − ۲m(m − ۲)m۲

( − ۱m۲ )۲
S ′ − + ۴m − ۱m۲

( − ۱m۲ )۲

۲ ± ۳
−−

√S۲ − ۳
−−

√∗

(x) = ۴ − ۱۲x = ۴x( − ۳) = ۰ ⇒ x = ۰ , ±f ′ x۳ x۲ ۳
−−

√

A(− , −۴)۳
−−

√B( , −۴)۳
−−

√AB

(x) = ۱۲ − ۱۲ = ۰ ⇒ x = ±۱f ′′ x۲

x = ±۱(x) = ۰f ′′C(۱ , ۰)D(−۱ , ۰)ABCD

x < ۰y > ۰

y = k + (k + ۱) → = = < ۰ → (k < −۱) ∪ (k > ۰) (I)x۳ x۲ xI
−b

۳a
−(k + ۱)

۳k

= k( ) + = > ۰ → k + ۱ > ۰ → (k > −۱) (II)yI
−(k + ۱)۳

۲۷k۳

(k + ۱)۳

۹k۲

۲(k + ۱)

۲۷k۲

k ∈ ∅− →−−−
(I),(II)

(هیچ مقدار)
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  282

‌فقط  در بازۀ نهای عددی صحیح است.

با توجه به شکل، نقطۀ  مينيم نسبي تابع است، پس ريشۀ مشتق است. همچنین تابع در  خط ماس افقي در نقطۀ عطف دارد، پس   283

 هم ريشۀ مشتق اول و هم ريشۀ مشتق دوم است.

‌

‌

‌

‌

  

‌

  284

 نقطۀ عطف افقی تابع است، پس داریم:

 

‌

‌شیب خط ماس در  برابر صفر است، پس داریم:

 

‌

y = − (k + ۲) → = − ۲(k + ۲)x → = ۳kx − ۲(k + ۲) = ۰ ⇒ x = < ۰
k

۲
x۳ x۲ y ′ ۳k

۲
x۲ y ′′ ۲(k + ۲)

۳k
k ∈ (−۲ , ۰) (۱)

y < ۰ ⇒ f( ) < ۰ ⇒ k( − (k + ۲)( < ۰ ⇒ (k( ) − (k + ۲)) < ۰ ⇒ (k( ) − (k + ۲)) < ۰
۲(k + ۲)

۳k
۲(k + ۲)

۳k
)۳ ۲(k + ۲)

۳k
)۲ (

۲(k + ۲)

۳k
)۲

  +

۲(k + ۲)

۳k
۲(k + ۲)

۳k

⇒ < ۰ ⇒ k + ۲ > ۰ → k > −۲ (۲) ; (۱) ∩ (۲) = (−۲ , ۰)
−(k + ۲)

۳
−۱

x = ۰x = ۱

x = ۱

f(x) = ۳ + a + b + cxx۴ x۳ x۲

(x) = ۱۲ + ۳a + ۲bx + c ,f ′ x۳ x۲(x) = ۳۶ + ۶ax + ۲bf ′′ x۲

(۰) = ۰ ⇒ c = ۰f ′

(۱) = ۰f ′⇒ ۱۲ + ۳a + ۲b = ۰⇒ ۳a + ۲b = −۱۲

(۱) = ۰f ′′ ⇒ ۳۶ + ۶a + ۲b = ۰ ⇒ ۳a + b = −۱۸

⇒ a = −۸

f(x) = + a + bx۴ x۳ x۲

x = ۰

(x) = ۴ + ۳a + ۲bxf ′ x۳ x۲ ⇒ (۰) = ۰f ′

(x) = ۱۲ + ۶ax + ۲b ⇒ (۰) = ۰ + ۲b = ۰ ⇒ b = ۰f ′′ x۲ f ′′

x = ۳

(۳) = ۰ ⇒ ۴ × + ۳a(۳ + ۰ = ۰f ′ ۳
)۲ ⇒ ۱۰۸ + ۲۷a = ۰ ⇒ a = −۴

f(x) = − ۴ ⇒ f(−۲) = (−۲ − ۴(−۲ = ۱۶ + ۳۲ = ۴۸x۴ x۳ )۴ )۳
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