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دانش آموزانی تمام به تقديم

را تدريس شوق که

می دارند... نگاه زنده معلم هايشان در
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۱۴۰۳ زمستان شانزدهم، شمارهٔ پرگار،

سرمقـاله
تازه رياضی کتاب های به کردن نگاه و خوارزمی انتشارات رياضی کتاب های قفسه در زدن قدم من جوانی تفريحات از
بخرم شاگردانم به دادن هديه برای را خود علاقه مورد کتاب های از تا دو تا رفتم انتشارات اين به که امروز بود. چاپ شده
بازار در و نمی شوند چاپ ديگر هم قبلی کتاب های بلکه نيست کتاب فروشی در جديدی رياضی کتاب تنها نه که ديدم

بخريد! برق و پرزرق و رنگارنگ اشيای و ماگ فروشی کتاب از می توانيد آن جای به نيستند، موجود

از بعضی شده، تبديل افتخار به ابتذال است، داده دست از ارزش يک عنوان به را خود جايگاه علم که هستيم روزگاری در
غريبه رياضی دانشکده های در حتی رياضيات خموده اند، يا پشيمان امروز بودند رياضيات به ما مشوق که ما نسل قهرمانان
سياست گذاری در رياضی به توجه باعث سنتی طور به که مشاغلی از بسياری مصنوعی هوش و می شود محسوب سربار و

است؟ رسيده فرا رياضيات مرگ زمان آيا می کند، تهديد را بود جامعه و

صفـا که زمانی تا باشند، زنده انسانيت و زيبايی حق طلبی، عشق، شعر، که وقتی تا است زنده رياضيات نگارنده نظر به
سرچشمه انسان ها وجود عمق از که هستند مفـاهيمی اين ها باشد. داشته خريداری تفـاخر و تجمل مقـابل در سادگی و
مشترک وجه هيچ که افرادی می تواند رياضيات که زمانی تا ندارند، بروز برای امکانات و سيستم به نياز لزوما و می گيرند
زمانی تا می زنند، شوق نعره رياضی زيبايی ديدن از که دارند وجود کودکانی که زمانی تا دهد، پيوند هم به را ندارند ديگری
زمانی تا و می کنند فکر رياضی جالب سوال يک به هم با باطلشان زمان از استفـاده برای تاکسی و مترو و قطار در نفر دو که
است کنجکاو آن جواب دانستن برای که دليل اين به تنها کند فکر رياضی مساله يک به که باشد داشته وجود انسانی که

است. زنده رياضيات

ما دوام عالم جريده بر است ثبت عشق به شد زنده دلش که آن نميرد هرگز
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پرتوفرد علی
دکتری دانشجوی

رياضی
بنيادی دانش های پژوهشگاه

نظريه اعداد و رمزنگاری
رمزنگاری روش های ۱ .۲

مادی دنيای با ارتباطی ظاهر به که معنا اين به می آمد، شمار به رياضی شاخه های خالص ترين از اعداد نظريه سنتی طور به
به اين که خاطر به می کرد ادعا هاردی انگليسی، رياضيدان می شد. مطالعه کنجکاوی و ذاتی زيبايی خاطر به تنها و نداشت

ندارد. کاربردی هيچ که است علاقه مند اعداد نظريه
مجرد چقدر هر رياضيات در مفهومی هر است، واقعی دنيای در آن عجيب کارآمدی رياضی شگفتی های از يکی حال اين با
هم پيش سال صد حدود از می شود. مرتبط مادی جهان به مستقيم غير يا مستقيم زود يا دير برسد نظر به تصادفی و

شد. پيدا فناوری ها و علوم ساير در اعداد نظريه مهم بازيگران سروکله
ارسال قصد الف شخص است، ارتباط ايمنی کردن تضمين رمزنگاری اصلی هدف است. رمزنگاری فناوری ها اين از يکی
دارد اختيار در که کليدی به وسيله او تا می فرستد ب شخص برای و کرده رمز را پيام اين او دارد را ب شخص به پيامی
رمزنگاری روش های اولين ببرند. پی پيام به بين اين در نتوانند غير اشخاص که است اين هدف کند، رمزگشايی را پيام
طرف دو و هستند يکسان رمزگشايی و رمزنگاری کليد معناست بدين متقـارن رمزنگاری بودند. متقـارن رمزنگاری روش های
استفـاده رم پادشاه سزار توسط متقـارن رمزنگاری ساده روش يک کنند. مشخص خود بين را رمزنگاری کليد قبل از بايد
سه را اعداد همه سپس کنيد نگاه ۳۲ پيمانه به اعدادی چشم به الفبا حروف به ابتدا که بود صورت بدين روش ، می شد

کنيد. بازنويسی را پيام و دهيد شيفت واحد
بفرستد: فرمانده اش به پيامی سزار بود ممکن مثلا

ميپز ذهوب بت نوپ جب هپطاز متهو هتب مب شاصپ زش
پيام بود آگاه کليد از که فرمانده اما می کرد جلوه بی معنی نظر به پيام می شد، اسير دشمن دست به مسير بين در پيک اگر

می کرد: معنا گونه اين را
کنيد. حمله دشمن به می شود کامل ماه که روزی در

که کنيد فکر است خوب است، شکستن قـابل هم کليد دانستن بدون حتی که است اين رمزنگاری ساده روش اين اشکال
شکست دلايل از يکی نيست، فرضی موقعيت يک مشکل اين بشکنيد. کليد داشتن بدون را بالا پيام می توانستيد چگونه
متفقين برای که رياضيدانانی توسط آلمان استفـاده مورد رمزنگاری جنگ دو هر در که بود اين جهانی جنگ های در آلمان

شد. شکسته می کردند کار
متقـارن رمزنگاری روش های همه حال اين با ندارند، را ايراد اين که دارند وجود هوشمندانه تری متقـارن رمزنگاری روش های

باشد. شده مخابره پيام گيرنده و فرستنده بين نحوی به قبلاً بايد کليد دارند، ذاتی ايراد يک
اختيار در رمزنگاری کليد که معنا بدين کردند. معرفی را رمزنگاری عمومی کليد انقـلابی مفهوم هلمن و ديف ۱۹۷۶ سال در
به می توانند و دارند را رمزگشايی کليد مجاز دريافت کنندگان تنها اما کنند رمز را خود پيام های آن با تا دارد قرار عموم
سايت های به ورود سيستم تا گرفته بانکی تراکنش های از اينترنت دنيای تمام تقريبا يابند. دست پيام ها اين محتوای
کليد که کرد طراحی سيستمی می توان چطور اما شده اند. استوار رمزنگاری شيوه اين بر کاربری نام و عبور رمز با مختلف
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آلمان ها رمزنگاری ماشين انگيما، .۱ شکل

کنيد. فکر سوال اين به کمی خودتان است خوب باشد؟ متفـاوت آن رمزگشايی و رمزنگاری
دارد: نام RSA رمزنگاری روش که کنيم معرفی کار اين برای روش يک می خواهيم

می کند. محاسبه را n = pq و می کند انتخاب را p, q بزرگ اول عدد دو امين اول: گام

می کند. منتشر عمومی کليد عنوان به را (n, e) زوج و کرده انتخاب باشد اول ϕ(n) به نسبت که را e عدد امين دوم: گام

نزد اختصاصی کليد عنوان به را (n, d) زوج و می نامد d را آن می کند، محاسبه را ϕ(n) پيمانه به e ضربی وارون سوم: گام
می دارد. نگه خود

آن ها به ديگر مقـاله ای در که موجودند عدد يک بودن اول کردن چک برای سريعی نسبت به روش های عملی نظر از
حال گيرند. قرار استفـاده مورد امين توسط که کرد پيدا بزرگی اول اعداد می توان روش ها اين کمک به پرداخت. خواهيم
y سپس و می کند کد n پيمانه به x عدد يک صورت به را پيامش ابتدا او بفرستد. امين به رمزی پيامی می خواهد بابک
محتوای به که اين برای امين ، xed n≡ x اويلر قضيه طبق که جا آن از می فرستد. امين برای را n بر xe باقی مانده يعنی
حال دارند. وجود کار اين برای سريعی نسبتا روش های کند. محاسبه n پيمانه به را yd است کافی ببرد پی پيام واقعی
شما واقع در ببريد. پی پيام محتوای به داريد قصد و يافته ايد دست امين به بابک پيام به راه ميانه در شما کنيد فرض

می گويند. گسسته لگاريتم مساله مساله اين به می کند. صدق xe n≡ y معادله در که کنيد پيدا را x بايد
می توان چگونه اما کنيم، محاسبه را d سپس و ϕ(n) که است اين می رسد نظر به معادله اين حل برای که راهی ساده ترين
با را n از کوچکتر اعداد تمام مشترک مقسوم عليه بزرگترين بايد کنيم استفـاده تعريف از بخواهيم اگر کرد؟ محاسبه را ϕ(n)
کامپيوتر های توان از باشد بزرگ کافی اندازه به n اگر که دارد نياز زيادی بسيار محاسبات تعداد به کار اين کنيم، محاسبه n
ϕ(n) = (p−۱)(q−۱) می توانستيم سريعا داشتيم را p, q اگر است، ϕ(n) فرمول از استفـاده ديگر ايده است. خارج امروزی
هيچ کنون تا اما کنيم تجزيه را n بايد آن ها يافتن برای پس نکرده منتشر عمومی طور به را p, q امين اما کنيم محاسبه را

است. نشده پيدا کار اين برای سريعی راه
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بايد پيام فرستنده موارد، از بسياری در است. ديجيتال امضای مساله می شود مطرح رمزنگاری در که ديگری جالب مساله
و می کند توليد رمزنگاری کليد يک بالا شبيه پيام فرستنده، فرد کار اين برای کند، ثابت گيرنده به را خود هويت بتواند
n پيمانه به md باقی مانده يعنی σ ابتدا کند ارسال را m پيام بخواهد گاه هر حال می کند. منتشر را (n, e) عمومی کليد
فرستاده بابک توسط پيام اين شود مطمئن که اين برای امين می کند. ارسال را (m,σ) تايی دو سپس و می کند محاسبه

نه. يا هست m
n≡ σe که می کند چک شده

حمله روش يک ۲ .۲
اين به کمی است خوب می رسد؟ شما ذهن به رمزنگاری شيوه اين شکستن برای حالات همه کردن چک جز به راهی آيا

کنيد. فکر موضوع
حالت در مساله اين از ساده تر کمی برای آن ها گسسته لگاريتم مساله حل می شود باعث که دارند ساختاری طبيعی اعداد

تجزيه. يکتايی باشد: کلی
مساله حل برای باقی مانده چينی قضيه بنابر که کنيد توجه ابتدا کند؟ کمک مساله حل برای ما به می تواند طور چه کار اين
پيمانه به که جا آن از هم چنين کنيم. حل اول اعداد توان های برای را مساله اين است کافی n پيمانه به گسسته لگاريتم

کنيم. حل را g اوليه ريشه پايه در گسسته لگاريتم مساله کافی است دارد وجود ريشه اوليه اول اعداد توان
می کنيم سعی بيابيم. را اعداد اين لگاريتم می خواهيم ابتدا می کنيم، انتخاب را اول اعداد از B مجموعه ابتدا کار اين برای
بدست B اعضای لگاريتم بين رابطه يک صورت بدين باشد، B عضو اولشان عوامل تمام که کنيم پيدا g از توان هايی
کرد. محاسبه را B اعضای لگاريتم بتوان حاصل خطی معادلات دستگاه حل با تا می کنيم تکرار آن قدر را کار اين می آوريم،
اول عوامل تمام که بيابيم عددی تا می کنيم h در g توان های ضرب به شروع h دلخواه عنصر لگاريتم محاسبه برای حال

می کنيم. محاسبه را h لگاريتم ، B اعضای لگاريتم کمک به و باشد B در آن

را B = {۲, ۳, ۵, ۷, ۱۱, ۱۳} ابتدا کنيم. محاسبه (۳, ۱۲۱۷) به نسبت را ۳۷ گسسته لگاريتم می خواهيم کنيد فرض مثال.
می کنيم: مشاهده و می دهيم تشکيل

۳۶۰۸ ≡ −۱, ۳۱ ≡ ۳, ۳۲۴ ≡ −۲۲ ⋅ ۷ ⋅ ۱۳, ۳۲۵ ≡ ۵۳ (mod ۱۲۱۷)

۳۳۰ ≡ −۲ ⋅ ۵۲, ۳۵۴ ≡ −۵ ⋅ ۱۱, ۳۸۷ ≡ ۱۳

می آيد: بدست ۱۲۱۶ پيمانه به زير معادلات دستگاه تساوی ها اين از

۱ ≡ L(۳), ۲۴ ≡ ۶۰۸ + ۲L(۲) +L(۷) +L(۳), ۲۵ ≡ ۳L(۵), ۳۰ ≡ ۶۰۸ +L(۲) + ۲L(۵)

۵۴ ≡ ۶۰۸ +L(۵) +L(۱۱), ۸۷ ≡ L(۱۳)

می آوريم: دست به معادلات اين حل با

L(۳) ≡ ۱, L(۱۳) ≡ ۸۷, L(۲) ≡ ۲۱۶, L(۱۱) ≡ ۱۰۵۹, L(۷) ≡ ۱۱۳

داريم: حال
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۳۱۶ ⋅ ۳۷ ≡ ۲۳ ⋅ ۷ ⋅ ۱۱

داشت: خواهيم بنابراين

L(۳۷) ≡ ۳L(۲) +L(۷) +L(۱۱) ≡ ۵۸۸ (mod ۱۲۱۶)

بزرگ کافی اندازه به های p برای زمان اين می باشد. √۲ lnp ln lnp تقريبا الگويتم اين اجرای زمان که می شود ثابت
بيشتر هم زمان اين از حتی آن ها مورد در مشابه مساله حل که دارند وجود اعداد نظريه در بازيگرانی اما است، طولانی

بدست آورد. را امنيت همان کوتاه تری کليد طول با می توان بنابراين و می کشد طول

بيضوی خم های ۳ .۲

۱ .۳ .۲ تعريف
خم اين نقـاط از منظور باشد. نداشته مضاعف ريشه f که است y۲ = f(x) شکل به معادله ای E بيضوی خم يک

روی بيضوی
R,Q,Z, Fp

سه و دو اعداد اگر هستند). p پيمانه به اعداد Fp از مجموعه هاست(منظور اين از يک هر در معادله اين جواب های
درآورد y۲ = x۳ +Ax+ b فرم به متغير تغيير با را بالا معادله می توان باشند وارون پذير علاقمنديم آن به که دنيايی در

می گويند. وايراشتراس صورت آن به که

دو x, y اگر هندسی طور به است. بيضوی خم روی جمع عمل می شود بيضوی خم های اهميت باعث که مهمی ساختار
می کند قطع هم ديگر نقطه يک در را بيضوی خم خط اين باشد، نقطه دو اين واصل خط l و باشند بيضوی خم روی نقطه
x, y جمع را طول ها محور به نسبت x⊙ y قرينه می ناميم. x⊙ y را نقطه اين است. سه درجه بيضوی خم معادله که چرا

می دهيم. نشان x + y با را آن و می کنيم تعريف بيضوی خم اين روی
کردن قرينه و عمل اين خنثی عضو ∞ نقطه هم چنين است. شرکت پذير و جابجايی جمع عمل اين که داد نشان می توان
بيضوی خم اصطلاحاً شده تعريف عمل بنابراين می دهند. ما به را عمل اين به نسبت کردن قرينه طول ها محور به نسبت

می کند. تبديل گروه يک به را
و باشد a + b = (x۳, y۳) و b = (x۲, y۲) ،a = (x۱, y۱) اگر آورد. بدست هم را عمل اين معادله می توان راحتی به

m = y۱ − y۲
x۱ − x۲

داريم:
x۳ =m۲ − x۱ − x۲, y۳ =m(x۱ − x۳) − y۱

روی را گسسته لگاريتم مساله می توان حال داشت. خواهيم نقطه متناهی تنها که است اين p پيمانه به کردن کار مزيت
آمده، بدست خودش با P نقطه کردن جمع بار a از Q نقطه يعنی Q = aP می دانيم کنيد فرض کرد، مطرح نقـاط اين
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نظريه اعداد و رمزنگاری

فعلی روش های تمام شوند انتخاب درستی به P نقطه و پيمانه بيضوی، خم اگر کنيم. پيدا را a عدد P,Q داشتن با چطور
بود. خواهند کند بسيار بنابراين و هستند نمايی مساله اين حل برای

امن توافق برای روش اين از می توان است. معروف ديفـل-هلمن روش به که است کليد مبادله روش يک پايه مساله اين
کرد. استفـاده متقـارن رمزنگای ايمن روش يک برای کليد يک روی

می فرستد. علی برای را Fp در E خم از P نقطه و p اول عدد ، E بيضوی خم ابتدا امين اول: گام

می فرستد. امين برای را aP عدد و می کند انتخاب را a مخفی عدد علی دوم: گام

می فرستد. علی برای را bP مقدار و می کند انتخاب را b مخفی عدد امين سوم: گام

بين مشترک کليد عنوان به مقدار اين از کنند، محاسبه را abP مقدار هستند قـادر امين و علی دوی هر اکنون چهارم: گام
کرد. خواهند استفـاده خودشان

آورد. بدست را مشترک کليد راحتی به تواند نمی aP, bP شنود با ديگری کس چرا کنيد فکر کمی است خوب

کوانتوم عصر در رمزنگاری ۴ .۲
شکستن قـابليت کوانتومی فرضی کامپيوتر يک ساخت صورت در که داد ارايه الگوريتمی شور پيتر ميلادی، نود دهه در
کامپيوتر ساخت بودن امکان پذير مورد در زيادی نظرهای اختلاف ابتدا از دارد. سريعی بسيار زمان در را بالا روش های
صورت کامپيوتری چنين کوچک نمونه های ساخت در مهمی پيشرفت های تازگی به حال اين با داشت، وجود کوانتومی
هم اکنون از است نياز بنابراين باشد. امکان پذير کوانتومی کامپيوتر ساخت ديگر سال بيست تا می رود انتظار و است گرفته
بر دست می گويند. پساکوانتومی روش های رمزنگاری روش های اين به باشيم. رمزنگاری برای جديدی روش های دنبال به

است. خارج مقـاله اين حوصله از که می کند ايفـا دنيا اين در زيباتری و مهم تر نقش حتی اعداد نظريه قضا
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عطاران زاده محمدرضا
طلا دوره

۱ هاشمی نژاد
مشهد

نسبت تابع
مقدمه ۱ .۳

می کنيم. تعريف زير مطابق را f ∶ R۲ − {B,C}→ R تابع شده اند. داده صفحه در B,C متفـاوت نقـاط کنيد فرض

f(X) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

− (XB
XC
) باشد. BC خط بالای يا BC پاره خط داخل X

+ (XB
XC
) باشد. BC خط زير يا BC پاره خط خارج اما BC خط روی X

D نقطه و BC خط خارج A نقطه اگر مثلا داشته ايد. سروکار تابع اين با هم قبلا که می شويد متوجه کنيد دقت کمی اگر
گزاره (اين .∣f(D)∣ = ∣f(A)∣ اگر تنها و اگر است BAC زاويه نيمساز پای D آنگاه بگيريد، نظر در را BC پاره خط داخل
اگر XY ∣∣BC آنگاه باشند دايره هم B,C,X,Y که بگيريد نظر در طوری را X,Y نقـاط اگر يا است.) نيمساز قضيه معادل

هستند. برقرار نسبت تابع مورد در زير لم های بدانيم که می شود جالبتر زمانی داستان اما .f(X)f(Y ) = +۱ اگر تنها و

لم ها ۲ .۳

نسبت) (لم ۱ .۲ .۳ لم
اين در دارند. قرار BC خط روی Z نقطه و ω روی X,Y نقـاط هستند. مفروض B,C از گذرا ω دايره و B,C نقـاط

اگر تنها و اگر هستند همخط X,Y,Z صورت

f(Z) = f(X)f(Y ).

( BC با متقـاطع دايره نسبت لم ) ۲ .۲ .۳ لم
BC خط روی Z,T نقـاط و ω روی X,Y نقـاط هستند. مفروض صفحه در B,C از گذرا ω دايره  ی و B,C نقـاط

اگر تنها و اگر است محاطی XY ZT چهارضلعی صورت اين در دارند. قرار

f(X)f(Y ) = f(Z)f(T ).
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ميشل) نسبت (لم ۳ .۲ .۳ لم
خط می کند. قطع E و B در را ω و Ω دواير می گذرد A از که ℓ۱ خط می کنند. برخورد M و A نقـاط در ω و Ω دواير

است. برقرار زير تساوی صورت اين در می کند. قطع F و C در را ω و Ω دواير می گذرد A از که ℓ۲

f(M) = EB

FC

و لم ها داريم قصد مقـاله اين در کنيد. استفـاده ۱ منبع از می توانيد بيشتر مسائل حل و لم ها اين اثبات خواندن برای
می کنند. استفـاده را نسبت تابع مورد در شده شناخته تر کم و جديدتر ايده هايی که کنيم بررسی را مسائلی

کلی) حالت نسبت (لم ۴ .۲ .۳ لم
است برقرار زير رابطه Z =XY ∩BC که صفحه در X,Y,Z نقـاط برای داريم. صفحه در B,C نقطه دو

f(Z) = f(X)f(Y ) ⋅ sinXBY

sinXCY

کلی) حالت دايره نسبت (لم ۵ .۲ .۳ لم
مثلث محيطی دايره AXY مثلث محيطی دايره هستند. مفروض صفحه در X,Y ≠ A,B,C نقـاط و ABC مثلث

است. برقرار زير تساوی صورت اين در می کند. قطع Z در دوم بار برای را ABC

f(Z) = f(X)f(Y )
f(A)

⋅ ∣ sin(AXB −AY B)
sin(AXC −AY C)

∣

نسبت) تابع مبنای تغيير (لم ۶ .۲ .۳ لم
می کنيم تعريف دارند. قرار ω دايره روی پادساعتگرد جهت در ترتيب همين با A,B,C نقـاط کنيد فرض

fB,C(X) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

+(XB
XC
) باشند. BC خط طرف يک در A,X نقـاط

−(XB
XC
) باشند. BC خط طرف دو در A,X نقـاط

fA,C(X) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

+(XA
XC
) باشند. AC خط طرف يک در B,X نقـاط

−(XB
XC
) باشند. AC خط طرف دو در B,X نقـاط

داشت خواهيم ω روی X دلخواه نقطه هر برای صورت اين در

ACfB,C(X) +BCfA,C(X) = AB.

کنيد. تقسيم XC بر را تساوی طرف دو سپس بنويسيد، ABCX چهارضلعی برای را بطلميوس قضيه کافيست راه حل.
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کلی) حالت خط ۳ همرسی (لم ۷ .۲ .۳ لم
دارند. قرار ω روی نيز X۱,X۲, Y۱, Y۲, Z۱, Z۲ نقـاط هستند. مفروض صفحه در B,C از گذرا ω دايره و B,C نقـاط

اگر تنها و اگر هستند همرس X۱X۲, Y۱Y۲, Z۱Z۲ خطوط صورت اين در

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

f(X۱)f(X۲) f(X۱) + f(X۲) ۱
f(Y۱)f(Y۲) f(Y۱) + f(Y۲) ۱
f(Z۱)f(Z۲) f(Z۱) + f(Z۲) ۱

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ۰

سوالات ۳ .۳

( ۲۰۱۸/۲۰۱۷ سال KOMAL مجله ) ۱ .۳ .۳ مساله
قرينه می کند. قطع S ≠ A در را مثلث محيطی دايره AI خط است. داخلی محاطی دايره مرکز I ،ABC مثلث در
دهيد نشان می کند. قطع P در دوم بار برای را مثلث محيطی دايره SJ خط می ناميم. J را BC خط به نسبت I

.AI = IP

کند، قطع Q در دوم بار برای را مثلث محيطی دايره ω کنيد فرض می ناميم. ω را AI شعاع و I مرکز به دايره راه حل.
لم های طبق می شود. ثابت حکم و است منطبق Q بر P می شود ثابت صورت اين در f(P ) = f(Q) دهيم نشان کافيست

۱ شکل

داريم نسبت تابع
f(P ) = f(J) ⋅ sinJBS

sinJCS
=
sin C

۲
sin B

۲
⋅
sin B−A

۲
sin C−A

۲
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نسبت تابع

داشت خواهيم ميشل نسبت لم طبق کند. قطع L و K نقـاط در دوم بار برای را AC و AB خطوط ω کنيد فرض حال

۲ شکل

f(Q) = KB

LC

کنيم. ثابت را حکم و کنيم محاسبه هم را KB
LC

نسبت می توانيم ICL و IBK مثلث های در سينوس ها قضيه از استفـاده با

(۲۰۲۳ تايوان تيم (انتخاب ۲ .۳ .۳ مساله
M هستند. BC بر IA عمود پای D و A نظير خارجی محاطی دايره مرکز IA است. مفروض صفحه در ABC مثلث
∠BAT = که دارد قرار طوری مثلث محيطی دايره از BC کوچک کمان روی T نقطه و است IAD پاره خط وسط
می ناميم. X را BC و SM تقـاطع می کند. قطع S در دوم بار برای را مثلث محيطی دايره IAT خط  .∠CAD

AX,BE,CF خطوط دهيد نشان کند قطع E,F در ترتيب به را AC,AB اضلاع AD پاره خط منصف عمود اگر
هستند. همرس

۱ .۳ .۳ لم
هستند. همخط M,N,S

.∠ANM = ۱۸۰ −∠ANS کنيم ثابت کافيست

۱۸۰ −∠ANS = ۱۸۰ −∠ATS =∠ATIa

NI = NIa ⇒ NM ∣∣ID⇒∠ANM =∠AID
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۳ شکل

کامل را لم اثبات که (چرا؟) هستند متشابه AID و ATIa مثلث های اما .∠ATIa = ∠AID کنيم ثابت کافيست پس
می کند.

می کنيم. ثابت سوا قضيه از استفـاده با را حکم برميگرديم. اصلی مسئله به حال

sin(ABE)
sin(CBE)

= AE

DE
⋅ sin(A)
sin(EDB)

= sin(A)
sin(C + ۲γ)

sin(BCF )
sin(ACF )

= FD

AF
⋅ sin(B + ۲β)

sin(A)

f(X) = f(N)f(S) = f(S) = f(K)
f(T )

=
f(T )f(Ia) sin(TBIa)

sin(TCIa)

f(T )
=
cos(C۲ )
cos(B۲ )

⋅
cos(β + B

۲ )
cos(γ + C

۲ )

می گيريم نتيجه کليد لم و آخر رابطه از

sin(BAX)
sin(CAX)

= (
cos(C۲ )
cos(B۲ )

⋅
cos(β + B

۲ )
cos(γ + C

۲ )
) sin(B)
sin(C)

=
sin(B۲ )
sin(C۲ )

cos(β + B
۲ )

cos(γ + C
۲ )
)

کنيم. اثبات را زير تساوی بايد حکم اثبات برای می شود نتيجه بالا روابط به توجه با نهايت در

sin(C۲ )
sin(B۲ )

=
sin(γ + C

۲ )
sin(β + B

۲ )
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می دهد نتيجه که IL∣∣AD می دانيم باشد. BC ضلع وسط L کنيد فرض

∠LIC = γ + C

۲ ,∠LIB = β + B

۲

می دهد. نتيجه را حکم L نقطه و BIC مثلث در کليد لم نوشتن حال

(۲۰۲۳ رياضی جهانی (المپياد ۳ .۳ .۳ مساله
A۱B = A۱C,B۱C = که دارند قرار طوری مثلث درون A۱,B۱,C۱ نقـاط است. مفروض ABC الاضلاع متساوی مثلث

و B۱A,C۱A = C۱B

∠BA۱C +∠CB۱A +∠AC۱B = ۴۸۰○

دواير کنيد ثابت می شوند. تعريف مشابه طور به C۲ و B۲ می ناميم. A۲ را CB۱ و BC۱ خطوط تقـاطع محل
می گذرند. مشترک نقطه ۲ از AA۱A۲,BB۱B۲,CC۱C۲

۴ شکل

پيدا صفحه در نقطه ۲ است کافی هستند. محور هم شده گفته دايره  ۳ کنيد ثابت که است اين با معادل حکم راه حل.
باشد. برابر دايره ۳ هر به نسبت نقـاط اين از کدام هر قوت که کنيم

که کنيد دقت ميناميم. α,β, γ ترتيب به را A۱BC,B۱CA,C۱AB زوايای

∠(BA۱C) = ۱۸۰○ − ۲α

∠(BA۲C) = ۶۰○ + β + γ

α + β + γ = ۳۰○

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

∠(BA۱C) = ۲∠(BA۲C)
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نسبت تابع

ثابت مشابه طور به است. BA۲C محيطی دايره مرکز A۱ می شود نتيجه است هم BC منصف عمود روی A۱ که آنجا از
هستند. ACB۲,ABC۲ دواير مراکز هم B۱,C۱ می شود

B۱C۲B۲C۱ چهارضلعی پس .∠AB۲B۱ =∠AC۲C۱ =∠B۱AC۱ نتيجه در B۱B۲ = B۱A,C۱C۲ = C۱A می گيريم نتيجه
می شود نتيجه هستند. محاطی هم B۱A۱B۲A۲,C۱A۱C۲A۲ های ضلعی چهار می شود ثابت مشابه طور به است. محاطی
دواير به نسبت نقطه اين قوت وضوح به هستند. همرس شده گفته دايره ۳ اصلی مرکز در A۱A۲,B۱B۲,C۱C۲ خطوط

است. برابر هم AA۱A۲,BB۱B۲,CC۱C۲

تعريف ادامه در (که AA۳,BB۳,CC۳ خطوط می دهيم نشان مسئله دايره ی ۳ اصلی محور روی دوم نقطه کردن پيدا برای
دايره دوم تقـاطع می کند. صدق نظر مورد خاصيت در خط ۳ اين همرسی نقطه صورت اين در هستند. همرس شده اند.)
خطوط دهيم نشان اگر قبل سوال با مشابه ميشوند. تعريف مشابه طور به B۳,C۳ می ناميم. A۳ را ABC دايره و AA۱A۲

همرسی اثبات برای سينوسی سوای قضيه بود.طبق خواهد دايره ۳ اصلی محور روی همرسی نقطه اين هستند همرس AA۳

دهيم نشان کافيست خط ۳ اين
∏
cyc

A۳B

A۳C
= ۱.

می دانيم کلی حالت دايره نسبت لم طبق

∏
cyc

A۳B

A۳C
=∏

cyc

A۱B
A۱C
⋅ A۲B
A۲C

AB
AC

⋅ ∣ sin(AA۲B −AA۱C)
sin(AA۲C −AA۱C)

∣ =∏
cyc

A۲B

A۲C
⋅ sin(AA۲B −AA۱B)
sin(AA۲C −AA۱C)

می گيريم نتيجه است BA۲C دايره مرکز A۱ اينکه به توجه با ميناميم. A۴ را AA۲ خط و BA۲C محيطی دايره دوم تقـاط

∠(AA۲B) −∠(AA۱B) =∠(CBA۴)

و 
∠(AA۲C) −∠(AA۱C) =∠(BCA۴)

.
دهيم نشان کافيست پس

∏
cyc

A۲B

A۲C
⋅ A۴B

A۴C
= ۱

دهيم نشان بايد بناميم A۵ را BC ضلع و AA۲ تقـاطع اگر

∏
cyc

A۵B

A۵C
= ۱

کمی و سينوسی سوای از استفـاده با همرسی اين اثبات ولی است. AA۲ خطوط همرسی با معادل سوا قضيه طبق که
می شود. اثبات حکم و است ساده محاسبات
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(۲۰۱۴ تايوان تيم (انتخابی ۴ .۳ .۳ مساله
دايره بر M از مرسوم مماس های مفروض اند. مثلث اين محيطی دايره روی M دلخواه نقطه و ABC مثلث
از MX۱X۲ مثلث محيطی دايره کنيد ثابت می کند. قطع X۱,X۲ نقـاط در را BC ضلع مثلث، داخلی محاطی

می گذرد. A داخلی ميکستيلينير نقطه

۵ شکل

نسبت لم های طبق کنيد دقت می ناميم. T را ميکستيلينير نقطه و ω و Ω ترتيب به را محاطی و محيطی دواير راه حل.
همچنين می ناميم. Y۲ و Y۱ ترتيب به را Ω با MX۲ و MX۱ تقـاطع های .f(T ) = f(X۱)f(X۲)

f(M) که است اين با معادل حکم
می دانيم شود. مماس ω بر K در و کند قطع Z در را BC ضلع Y۱Y۲ خط کنيد فرض

f(Y۱)f(M) = f(X۱)

f(Y۲)f(M) = f(X۲)

f(Y۱)f(Y۲) = f(Z)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

f(X۱)f(X۲)
f(M)

= f(Z)f(M)

.f(M)f(Z) = f(T ) دهيم نشان است کافی پس
برای تنها برای را حکم برقراری اگر صورت اين در نمی کند. تغيير f(Z)f(M) مقدار Ω روی M تغيير با می دهيم نشان

می شود. ثابت کلی طور به حکم کنيم ثابت دايره روی خاص M يک

۲ .۳ .۳ لم
است. ناهمساز حافظ M →K تبديل

می شود. واگذار خواننده به لم اثبات
هم M → Z تبديل می گيريم نتيجه است. شده شناخته ناهمساز حافظ تبديل های جزو هم K → Z تبديل طرفی از
دلخواه نقـاط تبديل اين اگر حال می کند. تبديل يکديگر به را C و B نقـاط تبديل اين که کنيد توجه است. ناهمساز حافظ
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داشت خواهيم کند تبديل BC روی Z۲ و Z۱ نقـاط به را Ω روی M۲ و M۱

(B,C;M۱,M۲) = (C,B;Z۱, Z۲)⇒

⇒
M۱B
M۱C
M۲B
M۲C

=
Z۱C
Z۱B
Z۲C
Z۲B

⇒ f(M۱)f(Z۱) = f(M۲)f(Z۲)

دايره روی خاص M نقطه يک برای تنها را حکم درستی کافيست حل راه شدن کامل برای و می شود ثابت ادعا پس
کنيم. بررسی محيطی

۵ .۳ .۳ مساله
ترتيب به Ta, Tb, Tc نقـاط است. مثلث محيطی دايره BC کوچک کمان وسط M بگيريد. نظر در را ABC مثلث

هستند. همرس BC روی MTa و TbTc کنيد ثابت هستند. A,B,C متناظر ميکستيلينير نقـاط

۶ شکل

می دانيم ميکستيلينير نقـاط خواص طبق .f(M)f(Ta) = f(Tb)f(Tc) دهيم نشان کافيست راه حل.

TaB

TaC
=
⎛
⎝
sin(C۲ )
sin(B۲ )

⎞
⎠

۲

.

ميايد دست به (ATcBC چهارضلعی در بطلميوس (يا نسبت تابع مبنای تغيير لم طبق همچنين

TcB

TcC
= AB

TcA
TcB
⋅BC +AC

= sin(C)

( sin(
B
۲ )

sin(A۲ )
)۲ sin(A) + sin(B)

ميايد دست به مشابه طور به

TbB

TbC
=

TbA
Tbc

BC +AB

AC
=
( sin(

C
۲ )

sin(A۲ )
)۲ sin(A) + sin(C)

sin(B)
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بود. خواهد ساده محاسبات صرفـا f(M)f(Ta) = f(Tb)f(Tc) تساوی بررسی حال

(۲۰۲۱ مالزی تمرينی (کمپ ۶ .۳ .۳ مساله
Γ روی P نقطه است. مثلث محيطی دايره مرکز I است. مفروض صفحه در Γ محيطی دايره با ABC حاده مثلث

که دارد قرار طوری Γ روی Q نقطه .∠API = ۹۰○ که دارد قرار طوری

QB ⋅ tan∠B = QC ⋅ tan∠C

هستند. همرس AQ و Γ بر P در مماس ،BC منصف عمود کنيد ثابت هستند. BC طرف يک در A و Q و

۷ شکل

در خط ۳ همرسی لم طبق می ناميم. N را کوچک کمان وسط و M را مثلث محيطی دايره از بزرگ کمان وسط راه حل.
کنيم ثابت کافيست کلی حالت

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

f(P )۲ ۲f(P ) ۱
f(A)f(Q) f(A) + f(Q) ۱
f(M)f(N) f(M) + f(N) ۱

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ۰

می گيريم نتيجه APEF چهارضلعی بودن محاطی از می ناميم. F و E را AC و AB بر I از وارد عمودهای پای

f(P ) = BE

CF
=
cot(B۲ )
cot(C۲ )
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است واضح هم مسئله فرض طبق
f(Q) = tan(C)

tan(B)

دهيم نشان کافيست پس f(M) = +۱, f(N) = −۱, f(A) = sin(C)
sin(B) وضوح به همچنين

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

cot(B۲ )
cot(C۲ )

۲
۲ cot(B۲ )
cot(C۲ )

۱
tan(C) sin(C)
tan(B) sin(B)

sin(C)
sin(B) +

tan(C)
tan(B) ۱

−۱ ۰ ۱

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ۰

است. ساده (نسبتا) محاسبات يک که
نشان C

۲ و B
۲ زوايای مثلثاتی نسبت های حسب بر را فوق ماتريس درايه های تمامی محسابات: ادامه برای (راهنمايی

دهيد.)
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طاهری آروين نظربلند، علی
کارشناسی دانشجو دو

برق و کامپيوتر
تهران و شريف دانشگاه

چندجمله ای ها ارباب  
چکيده ۱ .۴

عجيب مسائلی حل برای آن ها از کاربردی استفـاده و چندجمله ای به مساله تبديل نحوه بررسی دنبال به مقـاله اين در
هستيم.

چندجمله ای به مساله تبديل ۲ .۴

مکعب رئوس پوشاندن ۱ .۲ .۴
راحتی به کنيد. پيدا را آن رئوس تمام پوشاندن برای لازم صفحات تعداد کمترين با می خواهيد و داريد مکعب يک کنيد فرض
صفحات آن که بدهند را قيد اين اگر اما ميگذرند). مکعب قـاعده ی دو از که (صفحاتی است ۲ تعداد، اين که ديد می توان
می توان راحتيد!) جور هر جبری، (يا هندسی کار کمی با چطور؟ بگذرند رئوس از يکی دقيقـا جز به مکعب رئوس همه از
کافيست می شود! صفحه تا ۳ با طرف آن از و پوشاند. را يکی جز به مکعب رئوس همه نمی توان صفحه تا ۲ با ديگر که ديد
است (۰, ۰, ۰), (۱, ۰, ۰), (۰, ۱, ۰),⋯, (۱, ۱, رئوسش(۱ مختصات که واحدی مکعب مساله، صورت کليت از شدن کم بدون
می پوشانند. را (۰, ۰, ۰) جز به رئوس تمام صفحه، ۳ اين کنيد. رسم i = ۱, ۲, ۳ برای را x+y+z = i صفحات و بگيريد نظر در
مختصات که بگيريد را بعدی n واحد مکعب يعنی کنيم. بررسی بعد n در را آن بخواهيم که می شود جالب تر وقتی مساله اما
بعدی n−۱ ابرصفحه های تعداد کم ترين می خواهيم و است (۰, ۰,⋯, ۰), (۱, ۰,⋯, ۰), (۰, ۱, ۰,⋯, ۰),⋯, (۱, ۱,⋯, رئوسش(۱
ابرصفحه ها اين از يکی حداقـل روی مبدا جز به راس هر يعنی بپوشانند؛ را مبدا جز به مکعب رئوس همه که کنيم پيدا را
فرم به معادله ای در مختصاتشان که نقـاطی هندسی مکان است: بعد ۳ در صفحه تعريف مشابه هم ابرصفحه تعريف باشد.
حالت اين در ، n = ۳ حالت مثال با مشابه مثالی که می شويد متوجه دقت کمی با می کند. صدق a۱x۱ + ... + anxn = b

معادلات با ابرصفحه n يعنی می کند. کار هم

x۱ + x۲ + ... + xn = i, ۱ ≤ i ≤ n

ببينيم بياييد سوال، اين به پاسخ برای است؟ کمينه تعداد، اين چرا اما ميگذرد. مبدا جز به واحد مکعب رئوس تمام از
می شود؟ تعبير چگونه شوند، پوشانده ابرصفحه تعدادی با نقـاط، از مشخصی مجموعه ی اينکه

معادله بايد صرفـا بپوشاند، را نقـاط اين باشد قرار ابرصفحه يک فقط مثلا و کنيم، نگاه موضوع اين به جبری بخواهيم اگر
آن مختصات چطور؟ باشيم داشته ابرصفحه تا دو اگر باشد. برقرار نقـاط آن تمام مختصات برای a۱x۱ + ... + anxn = b

با که نقـاطی از کدام هر برای پس a۲۱x۱ + ... + a۲nxn = b۲ در يا کنند، صدق a۱۱x۱ + ... + a۱nxn = b۱ در بايد يا نقـاط،
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شده اند: پوشانده ابرصفحه دو

(a۱۱x۱ + ... + a۱nxn − b۱)(a۲۱x۱ + ... + a۲nxn − b۲) = ۰

متغيره n چندجمله ای ريشه نقـاط، آن مختصات بايد بپوشانند، را نقطه تعدادی بخواهند ابرصفحه m اگر کلی طور به و

(a۱۱x۱ + ... + a۱nxn − b۱)(a۲۱x۱ + ... + a۲nxn − b۲)...(am۱x۱ + ... + amnxn − bm)

نقـاط بخواهند ۱ ≤ i ≤ m که ai۱x۱ + ... + ainxn = ۱ معادله های با ابرصفحه m هم، اصلی مساله در اگر پس باشند.
ناصفر t (که است ۰ بقيه و ۱ درايه هايشان از تا t که نقـاطی از انتخابی هر برای بايد بپوشانند، مبدا) جز را(به واحد مکعب

باشيم: داشته است)

(a۱۱x۱ + ... + a۱nxn − ۱)(a۲۱x۱ + ... + a۲nxn − ۱)...(am۱x۱ + ... + amnxn − ۱) = ۰ (۱)

ابرصفحه ها، معادله های که است اين دليلش هستند؟ ۱ با برابر همگی ها bi کرديم فرض چرا که شود سوال برايتان شايد
چندجمله ای تغيير، کمی يا حالا، و کنيم. ضرب دلخواهی ضريب هر در را معادله ها طرف دو می توانيم و هستند همگن

می سازيم! را خود نهايی

f(x۱, ..., xn) =
m

∏
i=۱
(۱ − (ai۱x۱ + ... + ainxn)) − (۱ − x۱)(۱ − x۲)...(۱ − xn) = ۰. (۲)

تا می شود باعث تفـاوت يک همين دقيقـا و دارد؛ تفـاوت ۱ چندجمله ای با عبارت يک در صرفـا شده، ساخته چندجمله ای
می دانيم α۱, α۲,⋯, αn مثل ها ۱ و ۰ از انتخاب هر ازای به يعنی که باشد؛ برقرار ورودی نقـاط تمامی ازای به ۲ معادله
متغيره n چندجمله ای پس .x۲

i = xi می دانيم ، xi ∈ {۰, ۱} ما مساله در چون که کنيد توجه ضمنا .f(α۱, α۲,⋯, αn) = ۰
که XI = xi۱xi۲ ...xik فرم به تک جمله ای هايی جمع از شده تشکيل f

I = {i۱, i۲,⋯, ik} ⊆ {۱, ۲,⋯, n}

تک جمله ای ضريب می توانيد شد. خواهد ما مساله حل باعث ادامه در که دارد وجود f مورد در جادويی نکته يک
برابر دقيقـا عبارت اين ضريب ،n از m بودن کوچکتر فرض بخاطر که است واضح کنيد؟ حساب دقيق f در را x۱x۲x۳⋯xn

از خطی ای ضريب است ممکن آيا می آيد. پيش سوالی حالا، است. ناصفر عبارتی که کنيد!) دقت ۲ (به شد خواهد (−۱)n

نباشد. صفر آن ها ضرايب تمام که طوری به البته شوند؟ ۰ برابر ای ۱ و ۰ نقـاط همه در I ⊆ {۱, ۲,⋯, n} که XI فرم به عبارات

f(x۱, x۲,⋯, xn) = ∑
∀I⊆{۱,⋯,n}

cI .XI = ۰ (۳)

زيرمجموعه ديگری I هيچ که کنيد انتخاب را مجموعه ای آن نيست، صفر ۳ عبارت در XI ضريب که هايی I تمام بين در
xω۱ , xω۲ ,⋯, xωk

تمامی حال، کنيد. فرض ω۱, ω۲,⋯, ωk مثال برای را مجموعه آن عضوهای . بناميد Ω را آن و نباشد آن
يک صرفـا عبارت اين شده داده ورودی از پس کنيد؛ نگاه ۳ عبارت به دهيد. ورودی ۰ را ها xj باقی و بگذاريد ۱ برابر را ها
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داشت. خواهد ناصفر بخش
∑

∀I⊆{۱,⋯,n}
cI .XI = cΩ.xω۱xω۲⋯xωk

= cΩ = ۰

ما ابتدايی فرض صورت، اين به و می رسد. پايان به مساله و است؛ تناقض در XΩ ضريب بودن ناصفر فرض با که
می شود. نتيجه تناقض اين از سوال حکم که می خورد؛ تناقض به n از m بودن کوچکتر درباره

آن تعميم های و شواله قضيه ۲ .۲ .۴

( شواله قضيه ) ۱ .۲ .۴ گزاره
r درجه اش و صحيح اند اعدادی ضرايبش که باشد چندجمله ايی f(x۱, x۲,⋯, xn) و باشد اول عددی p کنيد فرض

همنهشتی معادله اگر صورت اين در .r < n و است

f(x۱, x۲,⋯, xn) ≡ ۰ (p پيمانه (به

دارد. p پيمانه به متمايز جواب دو دست کم باشد، داشته جواب

است. x۱ = a۱, x۲ = a۲,⋯, xn = an هم آن دارد؛ جواب يک صرفـا معادله اين که می کنيم فرض می زنيم. خلف برهان
مثال برای بدهد. جا خود در را مساله فرض های بتواند خوبی شکل به که هستيم، چندجمله ای يک ساخت دنبال به حال
بيان خوب روش يک می شود. صفر p پيمانه به مقدار چند در g(x)چندجمله ای که کنيم مشاهده می خواهيم کنيد فرض

چندجمله ای با مساله، اين کردن
Q(x) = ۱ − (g(x))p−۱

زيرا: است.

Q(x۰) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

۱ g(x۰) = ۰

۰ صورت اين غير .در
(۴)

کنيم. جايگذاری رابطه اين در را خود متغيره n چندجمله ای کافيست صرفـا حال،

۱ − (f(x۱, x۲,⋯, xn))p−۱ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

۱ f(x۱, x۲,⋯, xn) = ۰

۰ صورت اين غير .در
(۵)

که زمانی ست می شود، ۱ برابر ۵ عبارت در شده ساخته چندجمله ای که زمانی تنها که می دانيم

x۱ = a۱, x۲ = a۲,⋯, xn = an

می رسانيم! پايان به را اثبات کار ديگر، خلاقـانه چندجمله ای يک ساخت با اکنون و

Q(x) = ۱ − (f(x۱, x۲,⋯, xn))p−۱ − (۱ − (x۱ − a۱)p−۱)(۱ − (x۲ − a۲)p−۱)⋯(۱ − (xn − an)p−۱). (۶)
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حالت بندی باشد f(x۱, x۲,⋯, xn) = ۰ اينکه (سر است ۰ برابر نقـاط همه در و هميشه ۶ عبارت در شده ساخته چندجمله ای
يک دومی اما دارد. r(p − ۱) حداکثر درجه اولی کنيد؛ نگاه Q(x۱, x۲,⋯, xn) سازنده چندجمله ای دو به حال کنيد).

است! n(p − ۱) برابر و زياد بسيار درجه اش که دارد تک جمله ای

xp−۱
۱ xp−۱

۲ xp−۱
۳ ⋯xp−۱

n

«ساده سازی» از پس آن ضرايب تک تک که می دانيم می شود، ۰ برابر نقـاط همه در p پيمانه به چندجمله ای يک وقتی
مراجعه [۱] مرجع به p پيمانه به چندجمله ای ها ساده سازی درباره (می توانيد باشند پذير بخش p بر بايد چندجمله ای،
نخواهد خط ديگری عبارت هيچ با که دارد xp−۱

۱ xp−۱
۲ xp−۱

۳ ⋯xp−۱
n تک جمله ای از ضريبی ما چندجمله ای اين پس کنيد).

حاصل موردنظر تناقض باشد، ۰ نقـاط تمامی در بايد نظر مورد چندجمله ای چون و .r(p − ۱) < n(p − ۱) زيرا خورد.
می شود.

می کنيم. بيان زير گزاره در را شواله تعميم است؛ اهميت حائز که داد تعميمی اندکی، تغيير با می توان را بالا اثبات البته،

( شواليه! قضيه ) ۲ .۲ .۴ گزاره
r درجه اش و صحيح اند اعدادی ضرايبش که باشد چندجمله ايی f(x۱, x۲,⋯, xn) و باشد اول عددی p کنيد فرض

همنهشتی معادله جواب های تعداد صورت اين در .r < n و است

f(x۱, x۲,⋯, xn) ≡ ۰ (p پيمانه (به

است! بخش پذير p بر

اين و دارد p پيمانه به جواب k همنهشتی معادله اين کنيد فرض قبلی ست. شبيه بسيار شواليه(!) قضيه اثبات استراتژی
دهيم. می نمايش صورت اين به را جواب ها

f(a۱
۱, a

۱
۲,⋯, a۱

n) = f(a۲
۱, a

۲
۲,⋯, a۲

n) = f(a۳
۱, a

۳
۲,⋯, a۳

n) = ⋯ = f(ak۱ , ak۲ ,⋯, akn) = ۰

می سازيم! را خود جادويی چندجمله ای تفـاوت، کمی با اين بار حال،

Q(x) = ۱− (f(x۱, x۲,⋯, xn))p−۱ −
n

∏
i=۱
(۱− (xi −a۱

i)p−۱)−
n

∏
i=۱
(۱− (xi −a۲

i)p−۱)−⋯−
n

∏
i=۱
(۱− (xi −aki )p−۱). (۷)

(عبارت آن از بخشی قبل، مثل نيز بار اين می شود! ۰ برابر نقـاط تمامی در ۷ عبارت در شده ظاهر جادويی چندجمله ای
که داريم عبارت k اما است. بی تاثير چندجمله ای درجه تايين در و (r(p − ۱) < n(p − ۱) (زيرا دارد کمی درجه اوليه)
ضريب پس است؛ يک با برابر آن ها همه در تک جمله ای اين ضريب دارند. خود در را xp−۱

۱ xp−۱
۲ xp−۱

۳ ⋯xp−۱
n تک جمله ای

در که آنجايی (از باشند صفر برابر بايد Q(x۱, x۲,⋯, xn)ضرايب تمامی که می دانيم و می شود. k با برابر کل در عبارت اين
باشد! بخش پذير p بر بايد k ديگر. است حل پس... است). ۰ با برابر نقـاط همگی

کمی شواليه تعميمِ تعميمِ روی کرده ايد، حال حسابی بالا قضايا اثبات در شده استفـاده چندجمله ای های با که صورتی در
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بگذاريد! وقت

( تاريکی! شواليه قضيه ) ۳ .۲ .۴ گزاره
چندجمله ای هايی f۱(x۱, x۲,⋯, xn), f۲(x۱, x۲,⋯, xn),⋯, fm(x۱, x۲,⋯, xn) و باشد اول عددی p کنيد فرض
.r۱ + r۲ +⋯+ rm < n می دانيم باشد. ri با برابر fi(x۱, x۲,⋯, xn) درجه و صحيح اند اعدادی ضرايبشان که باشند

همنهشتی معادله های جواب های تعداد صورت اين در

f۱(x۱, x۲,⋯, xn) ≡ ۰ (p پيمانه (به
f۲(x۱, x۲,⋯, xn) ≡ ۰ (p پيمانه (به

⋮

fm(x۱, x۲,⋯, xn) ≡ ۰ (p پيمانه (به

است! پذير بخش p بر

شيطانی! خط های ۳ .۲ .۴

( KOMAL A.814. ) ۱ .۲ .۴ مساله
رو آنها از تا ۶۶ می توان کنيد ثابت بگذرد. نقـاط اين تمام از که نيست خطی ۱۰ هيچ که داريم صفحه در نقطه ۶۶۶

بگذرد. نقطه ۶۶ اين از که نباشد خطی ۱۰ هيچ که کرد، انتخاب

شکل اين به مساله فرم کنيم. نگاه سوال صورت به شکل اين به بياييد برويم، سوال حل سراغ به مستقيم اينکه از قبل
از کمتر تعداد با زيرمجموعه يک که می شود نتيجه آيا باشند، داشته را ويژگی يک صفحه در نقطه تعدادی اگر که است
چنين به چندجمله ای ديدگاه با بخواهيم اگر اما باشد چيزی هر می تواند ويژگی اين نه. يا دارد را ويژگی آن هم نقـاط آن

کرد. تفسير چندجمله ای فرم به بايد چگونه را مساله شرط اصلا ببينيم بايد اول کنيم، نگاه مساله ای
نقطه تعدادی اينکه برای که ميفهميم نپوشاند، را نقطه تعدادی خط ۱ فقط که خاصی حالت به توجه و دقت کمی با اينجا
خط معادله ضرب ،P که P (x, y) = ۰ تساوی در نقـاط، از يکی حداقـل مختصات کافيست نشوند، پوشيده خط ۱۰ توسط

دهيم: مانور سوال حل روی می توانيم بهتر نکند.حال صدق است، مذکور خط ۱۰ های
نقطه ۶۶ اين از صفحه در خط ۱۰ خلف، فرض طبق ميگيريم. نظر در را دلخواه نقطه ۶۶ نباشد. درست حکم کنيد فرض
i خط معادله کنيد فرض نباشد. خط ۱۰ اين روی که دارد وجود اوليه نقطه ۶۶۶ بين از A۱ مانند نقطه ای ضمنا و ميگذرد
می گيريم نظر در را aix+ biy + ci فرم به عبارت ۱۰ همه ی باشد .ضرب aix+ biy + ci = ۰ می گذرد، نقطه ۱۰ آن از که امی

می ناميم. P۱(x, y) را ضرب حاصل اين اسم و
قبل، مشابه ضمنا می کنيم. تعريف قبل مشابه را P۲(x, y) و می گيريم نظر در ديگر دلخواه نقطه ۶۵ همراه به را A۱ حال
را A۱,A۲ نقطه ی دو حال می گيريم. نظر در هم را نيست ديگر نقطه ۶۵ و A۱ از گذرا خطوط روی که A۲ مانند نقطه ای
۶۴ و A۱,A۲ پوشاننده ی خط ۱۰ روی که A۳ مانند نقطه ای و P۳(x, y) و می گيريم نظر در ديگر دلخواه نقطه ۶۴ همراه به
P۶۷(x, y)نهايت در و می دهيم ادامه بگيريم هم A۶۶ وقتی تا را روند اين می کنيم. تعريف قبل مشابه را بود ديگر نقطه ی

می کنيم. تعريف A۱, ...,A۶۶ از گذرا خط ۱۰ معادله ضرب را

https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A814&l=en
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جايگذاری باشد.با برقرار x, y هر ازای به ∑ ciPi(x, y) = ۰ کنيد فرض خطی اند. مستقـل P۱, ..., P۶۷ می کنيم ثابت اکنون
و c۲ = ۰ داشت خواهيم A۲ نقطه معادله جايگذاری با سپس .c۱ = ۰ می شود نتيجه اخير، تساوی در A۱ نقطه ی معادله

می شود. ۰ با برابر هم آخر ضريب نتيجه در و c۱ = c۲ = ... = c۶۶ = ۰ می شود نتيجه آخر. الی همين گونه
که i + j ≤ ۱۰ که است ضريب) يک (ضربدر xiyj تعدادی جمع از شده تشکيل ∑ ciPi(x, y) عبارت ديگر، طرف از اما
، x, y هر ازای به که دارند وجود ناصفری های ci پس داريم. معادله در ضريب ۶۷ اما (۱۲

۲ ) = ۶۶ می شود تعدادشان
است. تناقض در قبل بند نتيجه ی با که ∑ ciPi(x, y) = ۰

فـاصله دو فـاصله، يک ۴ .۲ .۴

۲ .۲ .۴ مساله
آن ها از متفـاوت نقطه دو هر بين فواصل که طوری به هستند مفروض Rd بعدی d فضای در نقطه تعدادی .a, b ∈ R

است. کمتر ۱
۲(d

۲ + ۵d + ۴) از نقـاط اين تعداد کنيد ثابت .b برابر يا است، a برابر يا

که حالتی ست ساده تر، حالت از منظور البته کنيم. بررسی را آن ساده تر حالت کمی می توانيم بالا، مساله بررسی از قبل
به را ما فرض های بتواند که هستيم چندجمله ای يک دنبال به فـاصله). (يک باشد a برابر فقط و فقط نقطه دو هر فـاصله
بگيريد: نظر در را زير عبارت باشد. داشته نقـاط بين فـاصله به ربطی بايد چندجمله ای اين طبع به پس دهد؛ نشان خوبی

fi(x) = (∥x − Pi∥۲ − a۲) (۸)

نماد نگذاريد البته، هستند. ما ابتدايی نقـاط دهنده نشان نيز ها Pi و تابع به ما ورودی نقطه دهنده نشان x آن در که
ورودی آن به را ابتدايی مان نقـاط از يک هر اگر که دارد را معنا اين صرفـا چندجمله ای اين کند؛ گيج را شما بالا گزاری

چطور؟ بدهيم ورودی آن به را Pi خود اگر ولی، دارند). a دقيقـا فـاصله Pi با (چون می شود ۰ با برابر دهيم

چندجمله ای يک نقطه هر برای می شويم. مشغول فـاصله دو حالت بررسی به و می کنيم رها ساده تر حالت در را مساله فعلا
کند. نمايان خود در را مساله فرض های بتواند تا می سازيم

f۱(x) = (∥x − P۱∥۲ − a۲)((∥x − P۱∥۲ − b۲))

f۲(x) = (∥x − P۲∥۲ − a۲)((∥x − P۲∥۲ − b۲))

⋮

fn(x) = (∥x − Pn∥۲ − a۲)((∥x − Pn∥۲ − b۲))

ديگری نقطه هر اگر که طوری به شده؛ ساخته ابتدايی مان نقـاط از کدام هر برای متناظرا چندجمله ای ها اين از کدام هر
شد! خواهد a۲b۲ با برابر بگيرد ورودی را نقطه آن خود که صورتی در و می شود. ۰ با برابر دهيم ورودی آن به را خودش جز
صورت به را آن ها اگر پس دارند. قرار Rd فضای در و هستند متغيره d واقع در چندجمله ای ها اين که است ذکر به لازم
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بود: خواهند اينگونه بنويسيم دقيق

fi(x۱, x۲,⋯, xd) = (
d

∑
j=۱
(xj − pij)۲ − a۲)(

d

∑
j=۱
(xj − pij)۲ − b۲) (۹)

است. ابتدايی مان نقـاط مختصات Pi = (pi۱, pi۲,⋯, pid) آن در که

بگيريد. نظر در را متغيره d حداکثر چندجمله ای های تمام داريم. نياز جبرخطی ابتدايی خواص به اثبات، بعد به اين جا از
n که می کنيم ثابت ابتدا بود. خواهد پرکاربرد ما برای بسيار فضا اين بعد بررسی که می سازند برداری فضای يک اين ها
۰ برابر آن ها از ضرايبی هيچ جمع يعنی هستند؛ خطی مستقـل هم با فضا اين در ۹ عبارت در شده ساخته چندجمله ای

است: شده ۰ برابر که بگيريد نظر در را آن ها از خطی ضريب باشند. ۰ برابر ضرايب تمام اينکه مگر نمی شود

n

∑
i=۱

ci.fi(x) = ۰ (۱۰)

می دهيم. ورودی ۱۰ معادله به را ام i چندجمله ای با متناظر نقطه حال .ci ≠ ۰ که دارد وجود ۱ ≤ i ≤ n کنيد فرض

n

∑
j=۱

cj .fj(Pi) = ci.fi(Pi) = ci.a۲b۲ = ۰⇒ ci = ۰. (۱۱)

حالا، هستند. خطی مستقـل چندجمله ای ها اين که گرفتيم نتيجه پس خب، است. تناقض در ci بودن ناصفر فرض با که
را موردنظرمان چندجمله ای های بتوان عبارات آن از ضرايبی جمع با که طوری به می کنيم، معرفی آن ها برای پايه يک

ساخت.
fi کمی می کنيم سعی حالا است. متغيره d چندجمله ای های فضای از عضوی که می گيريم نظر در را Q ∶= ∑j=۱ dx

۲
j ابتدا

بنويسيم. خلاصه تر X حسب بر را ها

fi(x) = (∥x − Pi∥۲ − a۲)((∥x − Pi∥۲ − b۲))

=
⎛
⎝
Q −

d

∑
j=۱

۲xjp
i
j + ○
⎞
⎠
⎛
⎝
Q −

d

∑
j=۱

۲xjp
i
j + ◻

⎞
⎠

زير متغيره d چندجمله ای های از خطی ترکيب ها fi همه که دريافت می توان بالا عبارت کردن باز و ضرب با راحتی به و
هستند:
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Q۲,

xjQ, j = ۱, ۲,⋯, d

x۲
j , j = ۱, ۲,⋯, d

xixj , ۱ ≤ i < j ≤ d

xj , j = ۱, ۲,⋯, d

۱.

نتيجه بودند، مستقـل خود ها fi چون حال است. ۱+d+d+(d۲)+d+۱ = ۱
۲(d

۲+۵d+۴) با برابر بالا خانواده اعضای تعداد
n < ۱

۲(d
۲+۵d+۴) يعنی که دارد. عبارت خودشان از بيشتری تعداد کرده ايم معرفی آن ها برای که پايه ای قطعا که می گيريم

آمد. خواهد دست به ما دلخواه کران و

داريم بعدی d فضای در نقطه ای (d+۱
۲ ) مثالی ،d هر برای و است دقيق خوبی حد تا بالا کران که اينجاست جالب نکته.

می کنند. صدق مساله ابتدايی فرض در که

کتاب نامه
فـاطمی. انتشارات ميرزاخانی. مريم زواره، بهشتی رويا اعداد، نظريه [۱]

[2] Jiri Matousek, thirty-three miniatures: mathematical and algorithmic
applications of linear algebra.

[3] KOMAL, Mathematical and Physical Journal for High Schools.
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سرداری عميد مهدی يار
کارشناسی دانشجوی

نامساوی به موزون نگاهی
مقدمه ۱ .۵

نمايش به را آن از کلی ای ديد و کنم بررسی را کاربرد پر نسبت به و جالب نامساوی های از يکی کردم، سعی مقـاله اين در
پيشرفته تر نسخه است قرار اينجا در اما خورده، گوشتان به کنون تا حسابی-هندسی ميانگين نامساوی نام احتمالا بگذارم.
به را سوال چند ابتدا در بهتر درک برای وزن دار. حسابی-هندسی ميانگين نامساوی يعنی ببينيم؛ را آن از متفـاوت تری و
شايان آقـای از ويژه ای تشکر دارد جا درنهايت گذاشتم. تنها زيبا تمرين تعدادی با را شما آخر در و کردم حل مثال عنوان

نبود. مشکل از خالی مقـاله اين ايشان، کمک های بدون قطعا دادند؛ را مقـاله اين اصلی ايده که بکنم عزيز غلامی

دار وزن حسابی-هندسی ميانگين قضيه ۲ .۵

۱ .۲ .۵ گزاره
داريم: آنگاه α۱ +⋯ +αn = ۱ که طوری به α۱,⋯, αn ∈ R+ همچنين و a۱,⋯, an ∈ R+ کنيد فرض

a۱α۱ +⋯ + anαn ≥ aα۱
۱ aα۲

۲ ⋯aαn
n .

بنابراين، .x ∈ (۰,∞) هر ازای به f ′′(x) > ۰ يعنی ،f ′′(x) = ۱
x۲ و f ′(x) = − ۱

x
داريم f(x) = − lnx تابع ۱برای راه حل.

است. محدب تابع يک (۰,∞) بازه در f تابع که می گيريم نتيجه
به هستند دلخواه اعدادی ،i = ۱, ۲, . . . , n ازای به αi ∈ [۰, ۱] و i = ۱, ۲, . . . , n ازای به ai ∈ (۰,∞) کنيد فرض حال

.α۱ + α۲ + ⋅ ⋅ ⋅ + αn = ۱ که طوری
که: می گيريم نتيجه ين سن نامساوی از استفـاده با

− ln(
n

∑
i=۱

αiai) = f (
n

∑
i=۱

αiai) ≤
n

∑
i=۱

αif(ai) = −
n

∑
i=۱

αi lnai

⇐⇒ − ln(a۱α۱ + a۲α۲ + ⋅ ⋅ ⋅ + anαn) ≤ −α۱ lna۱ − α۲ lna۲ − ⋅ ⋅ ⋅ − αn lnan

⇐⇒ α۱ lna۱ + α۲ lna۲ + ⋅ ⋅ ⋅ + αn lnan ≤ ln(a۱α۱ + a۲α۲ + ⋅ ⋅ ⋅ + anαn)

⇐⇒ ln (aα۱
۱ aα۲

۲ . . . aαn
n ) ≤ ln(a۱α۱ + a۲α۲ + ⋅ ⋅ ⋅ + anαn)

⇐⇒ aα۱
۱ aα۲

۲ . . . aαn
n ≤ a۱α۱ + a۲α۲ + ⋅ ⋅ ⋅ + anαn

حل برای نياز مورد پيش نيازهای تمام تا کرديم بيان بعد صفحه در را قضيه اين صورت سوالات، از برخی در ين سن نامساوی از استفـاده دليل ۱به
باشيد. داشته مقـاله اين مسائل
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ين سن نامساوی ۳ .۵

۱ .۳ .۵ گزاره
α۱, α۲, . . . , αn ∈ (۰, ۱) و n ∈ N کنيد فرض باشد. (a, b) بازه در محدب تابع يک f ∶ (a, b) → R کنيد فرض

داريم: x۱, x۲, . . . , xn ∈ (a, b) هر برای آنگاه .α۱ + α۲ + ⋅ ⋅ ⋅ + αn = ۱ که طوری به باشند حقيقی اعدادی

f (
n

∑
i=۱

αixi) ≤
n

∑
i=۱

αif(xi),

۱ .۳ .۵ نتيجه
داريم: بنابراين،

f(α۱x۱ + α۲x۲ + ⋅ ⋅ ⋅ + αnxn) ≤ α۱f(x۱) + α۲f(x۲) + ⋅ ⋅ ⋅ + αnf(xn).

کنيد. ثابت را قضبه اين استقرا با کنيد سعی راهنمايی، برای می شود. واگذار خواننده عهده به قضيه اين اثبات

بيشتر آشنايی ۴ .۵
که: کنيد ثابت .abc = ۱ که طوری به بگيريد نظر در را a, b, c ∈ R+ اعداد .۱

ab+cbc+aca+b ≤ ۱

داريم: وزن دار حسابی-هندسی ميانگين نامساوی طبق اثبات:

۱ ≥ ۳
a + b + c

=
a ۱
a
+ b ۱

b
+ c ۱

c

a + b + c
=∑

cyc

( a

a + b + c
) ۱
a
≥ a+b+c

√
۱

aabbcc
= a+b+c√

ab+cba+cca+b

که: کنيد ثابت .∑cyc a = ۳ که طوری به بگيريد نظر در را a, b, c ∈ R+ اعداد (USAMO ۱۹۷۴) .۲

abbcca ≤ ۱.

داريم: وزن دار، حسابی-هندسی ميانگين نامساوی از استفـاده با :۱ اثبات

(aabbcc)
۱

a+b+c ≥ a + b + c
a
a
+ b

b
+ c

c

= a + b + c
۳
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داريم: ،a, b, c برای حسابی-هندسی ميانگين نامساوی از استفـاده با سپس

a + b + c
۳ ≥ (abc)

۱
۳

می گيريم: نتيجه دو اين ترکيب با

(aabbcc)
۱

a+b+c ≥ a + b + c
۳ ≥ (abc)

۱
۳

شد. کامل اثبات درنتيجه ،aabbcc ≥ (abc) a+b+c
۳ بنابراين

کنيم: اثبات را زير نامساوی بايد :۲ اثبات

aabbcc ≥ (abc)
a+b+c

۳

⇐⇒ a lna + b ln b + c ln c ≥ (a + b + c۳ ) (lna + ln b + ln c).

⇐⇒ ۳(۱
۳a lna +

۱
۳b ln b +

۱
۳c ln c) ≥ (

a + b + c
۳ ) (lna + ln b + ln c).

که: می کنيم فرض حال،
f(x) = x ln(x).

چون:
f ′′(x) = ۱

x
> ۰ ∀x ∈ (۰,∞).

داريم: ينسن، نامساوی طبق ،∀x ∈ (۰,∞) ازای به است محدب f(x) که آنجا از

۳(۱
۳f(a) +

۱
۳f(b) +

۱
۳f(c)) = ۳(۱

۳a lna +
۱
۳b ln b +

۱
۳c ln c)

≥ ۳((a + b + c۳ ) ln(a + b + c۳ )) ≥ (a + b + c) ln ( ۳√
abc) = (a + b + c)۳ ln(abc).

که: کنيد ثابت .∑cyc
۷√a = ∑cyc a که طوری به بگيريد نظر در را a, b, c ∈ R+ اعداد (ELMO ۲۰۱۳) .۳

∏
cyc

aa ≥ ۱.

داريم: وزن دار، حسابی-هندسی ميانگين نامساوی طبق :۱ اثبات

۱ =∑
cyc

a

a + b + c
⋅ a−

۶
۷ ≥ (aabbcc)−

۶/۷
a+b+c

می شود. کامل اثبات ،aabbcc ≥ ۱ چون رو اين از
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بنابراين: .z۷ = c ،y۷ = b ،x۷ = a کنيد فرض :۲ اثبات

∑x۷x۷

≥ ۱

⇐⇒ ∑xx۷
≥ ۱

⇐⇒ ∑x۷ lnx ≥ ۰

⇒∑x۷ lnx ≥∑
x۷

۶ −
x

۶ = ۰

شد. کامل اثبات درنتيجه

p۱ > p۲ آن در که ∑cyc a
p۱
i = ∑cyc a

p۲
i که طوری به ai مثبت و حقيقی اعداد از مجموعه ای هر برای تعميم:

داريم: آنگاه، است،
∏
cyc

a
a
p۱
i

i ≥ ۱.

که: کنيد ثابت . ۱
x
+ ۱

y
+ ۱

z
= ۱ که طوری به بگيريد نظر در را abcxyz ∈ R+ اعداد (ELMO SL ۲۰۱۸) .۴

ax + by + cz ≥ ۴abcxyz
(x + y + z − ۳)۲ .

می کنيم؛ استفـاده دار وزن حسابی-هندسی ميانگين ناسماوی از بار دو راه حل اين در اثبات:

ax + by + cz = xyz ( ۱
x
⋅ a

x

yz
+ ۱
y
⋅ a

y

zx
+ ۱
z
⋅ a

z

xy
)

⩾ xyz (a
x

yz
)

۱
x

(a
y

zx
)

۱
y

( a
z

xy
)

۱
z

= abcxyz

(yz) ۱
x (zx)

۱
y (xy) ۱

z

= abcxyz

(x
۱

۲y y
۱

۲z z
۱

۲y y
۱

۲x z
۱

۲y x
۱

۲z )
۲

⩾ abcxyz

( x
۲y +

y
۲z +

z
۲x +

y
۲x +

z
۲y +

x
۲z )

۲

= ۴abcxyz
(x۲y+xy۲+y۲z+yz۲+z۲x+zx۲

xyz
)

۲

= ۴abcxyz
(x۲y+xy۲+y۲z+yz۲+z۲x+zx۲+۳xyz

xyz
− ۳)

۲

= ۴abcxyz
( (x+y+z)(xy+yz+zx)

xyz
− ۳)

۲

= ۴abcxyz
(x + y + z − ۳)۲ .
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که: کنيد ثابت .a + b + c + d = ۱ و a ≥ b ≥ c ≥ d > ۰ که هستند گونه ای به a, b, c, d حقيقی اعداد (IMO ۲۰۲۰) .۵

(a + ۲b + ۳c + ۴d)aabbccdd < ۱

داريم: وزن دار حسابی-هندسی ميانگين نامساوی از استفـاده با اثبات:

aabbccdd ≤∑
cyc

a

a + b + c + d
⋅ a = a۲ + b۲ + c۲ + d۲.

کنيم: ثابت که است کافی نتيجه، در

(a۲ + b۲ + c۲ + d۲)(a + ۲b + ۳c + ۴d) ≤ ۱ = (a + b + c + d)۳.

برسيم: زير شکل به تا می کنيم باز را طرف دو هر

+a۳ +b۲a +c۲a +d۲a

+۲a۲b +۲b۳ +۲bc۲ +۲d۲b

+۳a۲c +۳b۲c +۳c۳ +۳d۲c

+۴a۲d +۴b۲d +۴c۲d +۴d۳

<

+a۳ +۳b۲a +۳c۲a +۳d۲a

+۳a۲b +b۳ +۳bc۲ +۳d۲b

+۳a۲c +۳b۲c +c۳ +۳d۲c

+۳a۲d +۳b۲d +۳c۲d +d۳

+۶abc +۶bcd +۶cda +۶dab

که: کنيم ثابت بايد ديگر، بيان به

+b۳ +۲c۳ +a۲d +b۲d

+c۲d +۳d۳
<
+۲b۲a +۲c۲a +۲d۲a +a۲b

+bc۲ +d۲b +۶abc +۶bcd
+۶cda +۶dab

چون: می شود حاصل نتيجه اين

۲b۲a ≥ b۳ + b۲d

۲c۲a ≥ ۲c۳

۲d۲a ≥ ۲d۳

a۲b ≥ a۲d

bc۲ ≥ c۲d

d۲b ≥ d۳

.۶(abc + bcd + cda + dab) > ۰ و
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بيشتر تسلط برای تمارين ۵ .۵
که: کنيد ثابت بگيريد، نظر در را a, b, c ∈ R+ اعداد .۱

ab(a۲ + b۲)
a + b

≥ a+b√
a۳bb۳a.

که: کنيد ثابت .∑cyc a = ۱ که طوری به بگيريد نظر در را a, b, c ∈ R+ اعداد .۲

∏
cyc

aa +∏
cyc

ab +∏
cyc

ac ≤ ۱.

که: کنيد ثابت بگيريد، نظر در را a, b, c ∈ R+ اعداد .۳

∏
cyc

aa ≥∏
cyc

ab.

که، طوری به بگيريد نظر در x۱, x۲,⋯, xn ∈ R+ اعداد باشد، صحيح عدد يک n ≥ ۳ کنيد فرض .۴
که: کنيد ثابت .x۱ + x۲ +⋯ + xn = ۱

x۱−x۲
۱ + x۱−x۳

۲ +⋯ + x۱−xn
n−۱ + x۱−x۱

n < ۲.

که: کنيد ثابت بگيريد، نظر در را a, b, c ∈ R+ اعداد .۵

∏
cyc

(a + b − c)a ≤∏
cyc

aa.

که: کنيد ثابت بگيريد، نظر در را a, b, c ∈ R+ اعداد .۶

(
∑cyc a

۳ )∑
cyc

a ≥∏
cyc

ab.

که: کنيد ثابت .∑cyc p = ۱ که طوری به بگيريد نظر در را a, b, c, p, q, r ∈ R+ اعداد .۷

∑
cyc

a ≥∑
cyc

ap + bq + cr.

که: کنيد ثابت .∑cyc
۱
a
= ۱ که طوری به بگيريد نظر در را a, b, c ∈ R+ اعداد .۸

∑
cyc

aabc ≥ ۲۷∑
cyc

ab.
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پرتوفرد علی
دکتری دانشجوی

رياضی
بنيادی دانش های پژوهشگاه

احتمالاتی روش های
تعاريف و مقدمه ۱ .۶

پديده ها نوع اين در سالم. سکه يک انداختن يا تاس پرتاب مثل شده ايد، آشنا هم شانس احتمال مفهوم با مدرسه در
يک دارد احتمال چقدر بدانيم که هستيم اين دنبال به حال می دهند. رخ برابر احتمال با که داريم اتفـاقـات از مجموعه ای
عضو تاس يک پرتاب نتيجه که دارد احتمال چقدر مثال عنوان به باشد، مشخص زيرمجموعه يک عضو مجموعه اين عضو

است. حالات کل بر تقسيم مطلوب حالات تعداد فرمول همان پاسخ باشد. فرد اعداد زيرمجموعه
آمدن شير احتمال که بگيريد نظر در را شده ای دست کاری سکه ی مثلا نيستند، هم شانس اتفـاقـات همه موارد بعضی در

مجموعه که است چنين موضوع اين رياضی بيان است. آمدن خط از بيشتر آن

{x۱, x۲ . . . , xn}

را p(x۱), p(x۲), . . . , p(xn) اعداد اتفـاقـات اين به نوعی به و می نامند، حالات فضای را آن که داريم، ممکن اتفـاقـات از
بايد می دهد رخ يکی حتما اتفـاقـات اين بين از که جا آن از باشد. xi واقعه دادن رخ احتمال p(xi) که داده ايم نسبت

.∑n
i=۱ p(xi) = ۱ باشيم: داشته

احتمال بايد باشد آمده مشخص زيرمجموعه يک در مجموعه عضو يک که اين احتمال کردن حساب برای حالت اين در
راهگشاست. مسائل حل در گاهی زير ساده موضوع به توجه زد. جمع هم با را زيرمجموعه آن اعضای

۱ .۱ .۶ گزاره
ناتهی زيرمجموعه آن قطعا باشد، ناصفر باشد، داشته وجود مشخص زيرمجموعه يک در عضوی که اين احتمال اگر

است.

می کنيم ثابت دارد وجود مساله مطلوب خاصيت با موجودی که اين اثبات برای گاهی که است صورت اين به استفـاده روش
احتمال، محاسبه در مهم ابزار يک داراست. را مطلوب خاصيت مثبتی احتمال با کنيم انتخاب تصادف به را موجود اگر که
زير صورت به شرطی احتمال بشکنيم. ساده تر مسائل به را پيچيده مسائل می دهد امکان ما به که است شرطی احتمال

می شود تعريف
p(a∣b) = p(A ∩ b)

p(b)

فضای از افرازی b۱, b۲, . . . , bk زيرمجموعه های اگر که است اين می کند سودمند را شرطی احتمال که مهمی خاصيت
داشت: خواهيم بدهند ما به حالات

p(a) =
k

∑
i=۱

p(a∣bi)p(bi)

برنده پول مشخصی مقدار باشد، فرد تاس شده رو عدد اگر مثلا و هستيم بازی يک انجام حال در ما کنيد فرض حال
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خواهيم برنده پول چقدر ميانگين طور به کنيم تکرار دفعات به را بازی اين اگر که است اين طبيعی سوال يک می شويم.
شرکت برای کنيد فرض مثال عنوان به است. اهميت دارای هم واقعی دنيای در رياضی مسائل حل از جدا موضوع اين شد.
منطقی آيا باشد، کمتر خيلی وروديه از بازی  در شما برد ميانگين اگر کنيد، پرداخت ورودی يک باشد لازم شما بازی در

کنيد؟ شرکت بازی آن در است
آن عضو هر که داريم مجموعه يک کنيد فرض تصادفی. متغير عنوان به است مفهومی بالا مساله رياضی کردن مدل روش

است. حقيقی اعداد به مجموعه اين از تابعی تصادفی متغير يک می افتد. اتفـاق مشخصی احتمال به

۱ .۱ .۶ مثال
يک به که کنيد تعريف تابعی را X و باشد پرتاب بار صد در سکه يک ممکن حالات تمام ما مجموعه کنيد فرض
تصادفی متغير  می توان است. تصادفی متغير يک از مثالی تابع اين می دهد. نسبت را آمده رو سکه های تعداد حالت
اين در بگيرد. صفر مقدار صورت اين غير در و يک مقدار باشد آمده شير ام i سکه اگر که کرد تعريف اين گونه را Xi

X = ∑۱۰۰
i=۱ Xi داشت خواهيم صورت

۲ .۱ .۶ مثال
به که Y متغير باشد. برابر رئوس تمام انتخاب احتمال کنيد فرض و بگيريد نظر در را گراف يک رئوس تمام مجموعه

است. تصادفی متغير يک از مثالی می دهد نسبت را آن درجه راس هر

می نامند. رياضی اميد را موضوع اين رياضی طور به برگرديم. برنده شده پول های ميانگين مساله به حال

۱ .۱ .۶ تعريف
می کنيم: تعريف زير بصورت را X رياضی اميد باشد تصادفی متغير يک X ∶M → R اگر

E(X) = ∑
m∈M

p(m)X(m)

E(X + Y ) = E(X) +E(Y ) داريم کرد، چک سادگی به را آن می توان که دارد مفيدی ولی ساده خاصيت رياضی اميد
است مفيد مسائل برخی حل در که می کند صدق زير ساده خاصيت در بنابراين و است وزن دار ميانگين نوع رياضی .اميد

۲ .۱ .۶ گزاره
X(m) ≥ E(X) که دارد وجود حالات فضای از m عضو همواره

يک اگر که ما شهود همان جمله از پرداخت، نخواهيم آن به مقـاله اين در که دارد هم ديگری مهم خواص رياضی اميد
دست به رياضی اميد به نزديک مقداری بالا احتمال به بگيريم ميانگين آن از و کنيم تکرار زياد تعداد به را تصادفی متغير

است. متغير آن رياضی اميد حوالی در زيادی احتمال به تصادفی متغير يک مقدار که اين يا آورد خواهيم
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مسائل حل در احتمال کاربرد ۲ .۶
گزاره ساده ترين از کاربردی از ابتدا کنيم. ثابت بالا ساده گزاره های کمک به را جالب مساله چند داريم قصد بخش اين در

بود. خواهد يک برابر حاصل کنيم جمع هم با را ممکن حالات تمام احتمال اگر کنيم، شروع

(۱۹۸۷ (لنينگراد ۱ .۲ .۶ مساله
و نيست ديگری زيرمجموعه کدام هيچ که هستند {۱, ۲, . . . ,m} از زيرمجموعه هايی A۱,A۲, . . . ,As مجموعه های

کنيد ثابت است. ai برابر Ai اعضای تعداد
∑

۱
(M
ai
)
≤ ۱

اين احتمال تقـارن، بر بنا کنيد. انتخاب {۱, ۲, . . . ,m} اعداد از جايگشت يک تصادف به مساله، اين اثبات برای راه حل.
با است برابر باشند Ai مجموعه اعضای جايگشت اين ابتدايی جمله ai که

۱
(M
ai
)

پس نيست، ديگری Aj زيرمجموعه ای Ai هيچ زيرا دهند رخ همزمان نمی توانند جنس اين از اتفـاق دو که کنيد توجه
است. مساله خواسته همان که است مساوی يا کمتر يک از اتفـاقـات اين احتمال جمع

کنيد: حل را زير مساله می توانيد ببينيد حال

(۲۰۰۶ جهانی کوتاه (ليست ۲ .۲ .۶ مساله
چندضلعی هر برای نيستند، هم خط تايی سه هيچ  که است صفحه در نقـاط از متناهی مجموعه ای S کنيد فرض
چندضلعی خارج S رئوس تعداد برابر را b(P ) و چندضلعی رئوس تعداد برابر را a(P ) ، S رئوس با برای P محدب
يک تهی و راسی يک محدب چندضلعی يک نقطه راسی، دو محدب چندضلعی يک پاره خط کنيد کنيد.(فرض تعريف

کنيد ثابت است). راسی صفر محدب چندضلعی

∑xa(P )(۱ − x)b(P ) = ۱

برويم. ۲ .۱ .۶ ايده سراغ به دهيد اجازه حال
کنيد. فکر زير مساله روی کمی خودتان پاسخ خواندن از قبل است خوب

۳ .۲ .۶ مساله
آمده اند. يکسان تعداد به اعداد همه که نوشته ايم جدول اين در طوری را ۱۰۰ تا يک اعداد داريم، ۱۰۰×۱۰۰ جدول يک

است. آمده متمايز عدد ده حداقـل آن در که هست ستون يا سطر يک کنيد ثابت

متغير چنين هم دهد. نسبت را آن متمايز اعداد تعداد ستون يا سطر يک به که کنيد تعريف را X تصادفی متغير راه حل.
اين غير در و باشد آمده ستون يا سطر آن در i اگر می دهد نسبت را يک عدد ستون يا سطر هر به که کنيد تعريف را Xi
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بيشتر Ei طرفی از .E(X) = ∑E(Xi) بنابراين X = X۱ +X۲ + ⋅ ⋅ ⋅ +X۲۰۰ داريم می دهد. نسبت را صفر عدد صورت
بنابراين است. ۱۰ برابر حداقـل بنابراين و ستون ها و سطرها کل به آمده آن در i که ستون هايی و سطر تعداد نسبت از است

E(X) ≥ ۲۰۰×۱۰
۲۰۰ = ۱۰ داريم

ببينيد. سخت تر مساله ای حال

(۱۹۹۶ (روسيه ۴ .۲ .۶ مساله
چهار که دارند وجود کميته دو کنيد ثابت دارد. وجود آن در نفری ۸۰ کميته ۱۶۰۰۰ و دارد عضو ۱۶۰۰ روسيه مجلس

دارند. مشترک عضو

می دهد. نسبت را کميته دو آن مشترک اعضای تعداد تصادفی، کميته دو به که بگيريد نظر در را X تصادفی متغير راه حل.
غير در و باشد کميته دو اين مشترک عضو ام - i نفر اگر Xi = ۱ که کنيد تعريف متغيری را Xi تصادفی متغير هم چنين

که است واضح .Xi = ۰ صورت اين
X =X۱ +X۲ + ⋅ ⋅ ⋅ +X۱۶۰۰

به باشند i شامل که است کميته هايی جفت تعداد نسبت با است برابر E(Xi) طرفی از .E(X) = ∑E(Xi) بنابراين
که است اين می دانيم ها ni مورد در که چيزی .E(Xi) =

(ni
۲ )
(۱۶۰۰۰

۲ )
باشد عضو کميته ni در فرد اين اگر کميته ها، جفت کل

داريم پس ۱۶۰۰۰ × ۸۰ با است برابر جمعشان

E(X) = ۱
(۱۶۰۰۰

۲ )
((n۱

۲ ) + (
n۲
۲ ) + ⋅ ⋅ ⋅ + (

n۱۶۰۰
۲ )) >

۱۶۰۰
(۱۶۰۰۰

۲ )
(
n۱+n۲+⋅⋅⋅+n۱۶۰۰

۱۶۰۰
۲ ))

= ۱۶۰۰
(۱۶۰۰۰

۲ )
(۸۰۰

۲ ) > ۳

برابر ها ni که است کمينه وقتی ها ∑ (ni

۲ ) باشد، ثابت ∑ni اگر که کرديم اثبات معروف نابرابری اين از بالا مساله اين در
باشند.

کنيد. حل را زير مساله دو ايده اين با کنيد سعی خودتان حال

ايران) ۲۰۰۸ تيم (انتخاب ۵ .۲ .۶ مساله
زير کنيد ثابت می کنند. بازی هم با بار يک دقيقـا تيمی دو هر کرده اند. شرکت واليبال ليگ يک در تيم ۷۷۹

باشد. برده را B تيم هر A تيم هر که می شود پيدا تيم ها از A,B عضوی هفت مجموعه های
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(۹۹ جهانی کوتاه (ليست ۶ .۲ .۶ مساله
باقی مانده ها از عضوی n مجموعه کنيد ثابت داريم. n۲ پيمانه به باقی مانده ها از عضوی n مجموعه يک کنيد فرض

فرم به باقی مانده ها نصف حداقـل که دارد وجود B همچون

a + b, a ∈ A, b ∈ B

باشند.

بکند. آن ها حل به بيشتری کمک حتی احتمالاتی ديد که برويم سوالاتی سراغ بگذاريد حال

(۱۹۹۹ (روسيه ۷ .۲ .۶ مساله
مردی دو يا پسر دو هيچ و برعکس و است داده دسته مرد استاد يک با حداقـل پسر هر که داريم مرد و پسر تعدادی
پسری هر و باشد داشته را جمع افراد از نيمی حاقـل که دارد وجود زيرمجموعه ای کنيد ثابت نداده اند. دست هم با

باشد. داده دست زيرمجموعه اين در مرد فرد با زيرمجموعه اين از

با که پسری هر سپس و کنيد انتخاب ۱/۲ احتمال به را مرد هر که طوری دهيد، تشکيل را زير تصادفی مجموعه راه حل.
اين در ۱/۲ احتمال با فردی هر می کنيم ادعا کنيد. اضافه مجموعه به باشد داده دست شده انتخاب مردهای از تا فرد
در که اين احتمال باشد داده دست مرد a با پسر يک اگر است، واضح موضوع اين که مردها مورد در است، آمده مجموعه

باشند. شده انتخاب مجموعه در مرد a اين از فردی تعداد که اين احتمال به است برابر بيايد مجموعه اين
نتيجه ساده ای شمارشی استدلال بيايد. شير بار فرد سکه، يک پرتاب بار a در که اين احتمال با است برابر ديگر بيان به
اعضای تعداد رياضی اميد پس است آمده مجموعه اين در ۱

۲ احتمال به فرد هر پس است، ۱
۲ برابر احتمال اين که می دهد

است. تمام کار و است افراد نصف اندازه به مجموعه اين

۸ .۲ .۶ مساله
در فرد يک دوستان تعداد ميانگين و است طرفه دو رابطه يک دوستی ،نفره n جمع يک در کنيد فرض کنيد فرض
که کرد انتخاب آن از عضو kn

d+۱ حداقـل با زيرمجموعه ای می توان k ≤ d هر برای کنيد ثابت .d با است برابر جمع اين
نباشند. دوست هم با دوبدو زيرمجموعه اين در نفری k + ۱ هيچ

راسی هر و برويد جلو ترتيب به کنيد، انتخاب راس ها از تصادفی جايگشت يک ابتدا کنيد. مدل گراف با را مساله راه حل.
مجموعه اندازه جايگشت هر به که کنيد تعريف را X تصادفی متغير قبلی مسائل مثل کنيد. اضافه هم نمی زند به را حکم که
مجموعه عضو جايگشت اين در ام i راس که اين به بسته که Xi متغيرهای و دهد نسبت را الگوريتم اين با درست شده

يکند. يا صفر نه يا بوده
v اگر باشد. v۱, v۲, . . . , vdv++۱ جايگشت در آن به متصل رئوس و راس اين ترتيب کنيد فرض و بگيريد نظر در را v راس
برابر حداکثر v راس درجه که چرا نمی کند ايجاد راسی k + ۱ کامل گراف قطعا آن کردن اضافه باشد v۱, v۲, . . . , vk بين در

پس بود خواهد k

E(X) >∑
k

dv + ۱ >
nk

d + ۱
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(۲۰۲۳ جهانی پنج سوال شده (ساده ۹ .۲ .۶ مساله
از که است مسيری نينجا مسير يک چيده ايم. هم روی را دايره n(n+۱)

۲ تعداد باشد. طبيعی عدد يک n کنيد فرض
شود قرمز دايره يک سطر هر از اگر کنيد ثابت می رود زيری دايره دو از يکی به مرحله هر و می شود شروع بالا دايره

بگذرد. قرمز دايره lnn از که يافت نينجا مسير يک می توان همواره

جهانی! شده ساده .۱ شکل

اميد i سطر در می کنيم. مشاهده را مسير اين قرمز خانه های تعداد رياضی اميد کنيد. انتخاب تصادفی مسير يک راه حل.
کل رياضی اميد رياضی، اميد بودن جمعی خاطر به پس است ۱/i می گذرد آن از مسير که قرمزی خانه های تعداد رياضی

.∑ ۱
i
≈ lnn با است برابر خانه ها تعداد

۱۰ .۲ .۶ مساله
داشت خواهيم يال ها بين تقـاطع ۴m۳

۲۴۳n۲ حداقـل کنيم رسم صفحه روی را يال m > ۵n با را راسی n گراف يک طور هر

گراف باشد. G کشيدن مختلف روش های در ممکن تقـاطع های تعداد حداقـل cr(G) کنيد فرض گراف يک برای راه حل.
X(Gp) اگر آيد. بدست G از Gp زيرگراف که کنيد انتخاب p احتمال به را G راس هر و کنيد رسم تقـاطع cr(G) با را G
چندان نه و معروف ترکيبياتی مساله X(Gp) ≥ cr(Gp) داريم باشد خاص کشيدن اين در Gp گراف تقـاطع های تعداد

بنابراين است. e − ۳v حداقـل يال e و راس v با گراف يک تقـاطع های تعداد که است سختی

X(Gp) > e(Gp) − ۳v(Gp)

پس .E(X(Gp)) = p۴cr(G) بنابراين می شود ظاهر Gp در p۴ احتمال به G تقـاطع هر بگيريد. رياضی اميد طرف دو از
داريم

p۴cr(G) > p۲m − ۳pn

می شود. ثابت نظر مورد حکم p = ۲
۹ انتخاب با
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کردن فکر برای مسائلی ۳ .۶

۱ .۳ .۶ مساله
دارد. يال m/۲ با القـايی دوبخشی زيرگراف يک راسی m گراف هر

۲ .۳ .۶ مساله
آبی و قرمز رنگ های با را عضوی R(s) کامل گراف يال های طور هر که باشد عددی کوچکترين R(s) کنيد فرض

R(s) > ۲ s
۲ کنيد ثابت باشيم. داشته آبی يا قرمز کامل راسی s زيرگراف يک کنيم رنگ

۳ .۳ .۶ مساله
کنيد ثابت p + q = ۱ که حقيقی اند اعدادی p, q > ۰ کنيد فرض

(۱ − pm)n + (۱ − qn)m ≥ ۱

(۸۷ جهانی کوتاه (ليست ۴ .۳ .۶ مساله
و ده طول به حسابی تصاعد هيچ که طوری کرد رنگ رنگ چهار با را {۱, ۲, . . . , ۱۹۸۷} مجموعه می توان کنيد ثابت

باشد. نداشته وجود تکرنگ

(۸۹ جهانی کوتاه (ليست ۵ .۳ .۶ مساله
انتخاب رنگ يک راس هر برای می توان کنيد ثابت داده ايم. نسبت رنگ log۲n + ۱ دوبخشی گراف يک راس هر به

نباشند. هم رنگ مجاوری راس دو هيچ که طوری کرد

(۲۰۱۶ آمريکا دو (مرحله ۶ .۳ .۶ مساله
حداکثر (−k,−k) و (k, k) بين از که طوری است شده نوشته تخته روی حقيقی اعداد از مرتب زوج ۱۳۶ کنيد فرض
صفر پاک شده ای عدد دو هيچ جمع که طوری می کند، پاک را شده نوشته اعداد از تعدادی علی شود. ظاهر يکی
امتيازی حداکثر می گيرد. امتياز باشد شده پاک آن از عددی که مرتبی زوج های تعداد اندازه به علی سپس نشود.

است؟ چقدر باشد مطمئن آن گرفتن از می تواند علی که

(۲۰۱۰ (سوئد ۷ .۳ .۶ مساله
آن ها از فردی هر که هستند نفر n

۳ کنيد ثابت دارند. مشترک دوست يک حداقـل نفر دو هر دارد، شهروند n شهری
دهيد؟ ارايه بهتری کران می توانيد آيا دارد. خودشان بين دوست يک حداقـل
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۸ .۳ .۶ مساله
برنده درصد شصت احتمال به می زند سرويس که دستی هر در آمنه کنند. بازی تنيس دارند قصد باران و آمنه
بياورد دست به پيروزی دوازده کسی هر درصد. پنجاه احتمال به می زند سرويس که دستی هر در آمنه و می شود
کسی هر يا بزنند سرويس ميان در يکی که اين است بهتر آمنه برای زدن سرويس روش کدام می شود. بازی برنده

بزند. را بعدی سرويس شد برنده که

(۲۰۲۴ (روسيه ۹ .۳ .۶ مساله
جاده هر احداث هزينه کفر ديار دولت نيست. آن ها بين جاده ای ابتدا در که دارند وجود شهر n > ۱۰۰ کشور يک در
را ممکن جاده n − ۱ بين از جاده ارزان ترين شهر هر شهردار می کند. اعلام تلار n(n−۱)

۲ تا يک بين تصادفی عددی را
آوريد. بدست را همبندی مولفه های تعداد رياضی اميد می کند. احداث را آن و می کند انتخاب

(۱۹۸۶ جهانی کوتاه (ليست ۱۰ .۳ .۶ مساله
هر برای و نيستند هم خط نقطه ای دو هيچ که طوری داريم صفحه در نقطه n و اند طبيعی اعدادی n, k کنيد فرض

.≤ ۱
۲ +
√

۲n کنيد ثابت دارند. وجود آن از برابر فـاصله با نقطه k حداقـل نقطه ای

(۱۹۸۹ جهانی کوتاه (ليست ۱۱ .۳ .۶ مساله
را نقـاط اين بين پاره خط های از تا r و است متمايز بده دو فـاصله هايشان که داريم صفحه در نقطه n کنيد فرض
باشد. صعودی پاره خط ها طول که دارد وجود پاره خط m با رنگی قرمز مسير کنيد ثابت m = ⌈ ۲r

n
⌉ اگر کرده ايم. قرمز

۱۲ .۳ .۶ مساله
اين رئوس تعداد جمع بپوشانيم دوبخشی گراف تعدادی با را عضوی n کامل گراف يک يال های تمام اگر کنيد ثابت

هست. nlog۲n حداقـل دوبخشی گراف های

۱۳ .۳ .۶ مساله
ضرب از که است زيرمجموعه ای ضرب آجر يک هستند، متناهی مجموعه هايی ها Ai که A = A۱ ×A۲ × ⋅ ⋅ ⋅ ×An اگر

پوشاند. آجر ۲n از کمتر با نمی توان را A کنيد ثابت آيد. بدست ها Ai سره زيرمجموعه های
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احتمالاتی روش های

می بريم بسر جديد عصر در ما
جديد عصر

ترديد قـاطعيت عصر
نيست يقينی احتمال اصل جز اصلی هيچ آن در که عصری

هوا پيش بينی عصر
بوزد... باد که طرف هر از

اما
ندارم احتمال لحظه يک حتی تو بی من

من عين اليقين تو چشمان
است من دين تو نگاه قـاطعيت

ناگزيرم تو بی من
می ميرم تو ناگريز نام بی  من

امین پور قیصر --
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محسنی رادان
طلا دوره

۱ حلی علامه
تهران

زيگموندی
مقدمه ۱ .۷

چکيده ۱ .۱ .۷
کنيم. بررسی نظريه اعداد در را ۱ دايره بر چندجمله ای های نام به چندجمله ای ها از دسته ای کاربرد داريم قصد مقـاله اين در
چندين قضيه اين با نهايت در و می کنيم بررسی را زيگموندی قضيه سپس و گفت خواهيم نظری مطالب مقداری ابتدا

می کنيم. حل را المپياد سوال

چرا؟ ۲ .۱ .۷
سوم ريشه را ω کرده ايد. کار آنها با و شنيديد واحد ريشه های درباره احتمالا باشيد کرده کار مختلط اعداد با حالا تا اگر
است اين می آيد پيش که سوالی اما هستند. x۳ − ۱ چندجمله ای ريشه های ۱ و ω۲ و ω که می دانيم کنيد. تعريف واحد
است x − ۱ ريشه بود، قبلی معادله بديهی ريشه که ۱ واقع در هست؟ چی واحد سوم ريشه های مينيمال چندجمله ای که
دو ضرب صورت به يعنی است، تجزيه ناپذير Z[x] در چندجمله ای اين می دانيم و اند x۲ + x + ۱ ريشه های ω۲ و ω اما
است واحد سوم نابديهی ريشه های مينيمال چند جمله ای اين پس داد. نمايش را آن نمی توان صحيح ضريب چندجمله ای
(يعنی را آن نا بديهی ريشه های مينيمال چندجمله ای و داد انجام واحد ام ۴ ريشه  های برای می توان را کار همين (چرا؟).
ريشه های برای را چندجمله ای ها اين می توان چطور که است اين می آيد پيش که سوالی .x۲ + ۱ می شود که ساخت (i و i

دارند؟ ديگه ای خواص چه چندجمله ای ها اين ساخت؟ واحد ام n

۱ .۱ .۷ تعريف
.ωn = ۱ اگر می ناميم واحد ام n ريشه را ω مختلط عدد

۲ .۱ .۷ تعريف
که باشد نداشته وجود r < n که r ∈ N هيچ و باشد ωn = ۱ اگر می ناميم واحد ام n اوليه ريشه را ω مختلط عدد

.ωr = ۱

.i۴ = ۱ زيرا نيست؛ واحد ام ۸ اوليه ريشه اما است، واحد ام ۸ ريشه i مثال برای

cyclotomic polynomials ۱
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دايره بر چندجمله ای های ۲ .۷

تعاريف ۱ .۲ .۷
w۴

۴ و w۲
۴ امّا باشند آن ريشه های w۳

۴ و w۱
۴ که بسازيم می خواهيم چندجمله ای بگيريد، نظر در را ام ۴ واحد ريشه های

رسيدن با زيرا نيستند؛ اوليه ريشه ديگر w۴
۴ و w۲

۴ اما هستند واحد ام ۴ اوليه ريشه های w۳
۴ و w۱

۴ زيرا نباشند. آن ريشه های
بدهيم. ارائه را زير تعريف که ميکند مجاب را ما اين و می شوند. تبديل يک به ،(۲ اينجا (در ۴ از کوچکتر توانی به

۱ .۲ .۷ تعريف
می کنيم: تعريف زير صورت به را Φn(x) نماد با دايره بر ام n چندجمله ای

Φn(x) = ∏
۱≤k≤n

gcd(k,n)=۱

(x − ωk
n)

است. واحد ام n اوليه ريشه يک ωn آن در که

چندجمله ای اين ريشه r (يعنی است n دقيقـا آن ريشه های مرتبه که هست تکين چندجمله ای با معادل تعريف اين واقع در
آورده ايم: را Φn(x) دنباله از اول جمله چند مثال برای .(rn = ۱ که باشد عددی کمترين n اگر تنها و اگر است

Φ۱(x) = x − ۱

Φ۲(x) = x + ۱

Φ۳(x) = x۲ + x + ۱

Φ۴(x) = x۲ + ۱

Φ۵(x) = x۴ + x۳ + x۲ + x + ۱

⋯

هر پشت که می شود مشخص اما می رسند نظر به بی نظم و خاص منطق و معنی بدون چندجمله ای اين اول مرحله در
است! نهفته خاصی معنای کدام

اوليه قضايای ۲ .۲ .۷

۱ .۲ .۷ گزاره
است. φ(n) با برابر Φn(x) درجه ، n ∈ N هر برای

می شود. واگذار خواننده به و نيست سخت بالا گزاره اثبات چندجمله ای اين تعريف به توجه با راه حل.
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۲ .۲ .۷ گزاره
در يکی دقيقـا آن ها از کدام هر از و است واحد ام n اوليه ريشه های تمام شامل Φn(x) ريشه های ،n ∈ N هر برای

است). ۱ ريشه هر (تکرر دارد خود

۳ .۲ .۷ گزاره
ندارند. مشترکی ريشه Φn(x) و Φm(x) چندجمله ای های ،m ≠ n که m,n ∈ N هر برای

که واحد. ام m اوليه ريشه هم است، واحد ام n اوليه ريشه هم يعنی باشد، چندجمله ای ها اين جفت ريشه ω اگر راه حل.
است. تناقض در اوليه ريشه تعريف به توجه با

۴ .۲ .۷ گزاره
.xn − ۱ =∏d∣nΦd(x) که داريم ، n ∈ N هر برای

هستند واحد ام n ريشه های همان xn − ۱ = (x − ω۱)(x − ω۲)⋯(x − ωn) چندجمله ای ريشه های که می دانيم راه حل.
اوليه ام d ريشه يک ريشه ها، اين از کدام هر حال (چرا؟). دارد وجود چندجمله ای اين داخل يکی دقيقـا کدام هر از که
بخش پذير d بر n که می گيريم نتيجه ،ωn = ۱ اينکه به توجه با .ωd = ۱ که عددی ست کوچکترين d يعنی که است. واحد
از .d ∣ n که هست نيز Φd(x) ريشه است، xn − ۱ در دلخواه ريشه ای که ω کنيم ثابت توانستيم اينگونه پس است.
درون کدام هر ريشه و ندارند؛ هم با مشترک ريشه ای راست سمت عبارت چندجمله ای های که است مشخص آن طرف
ريشه ها از کدام هر از و برابرند عبارت طرف دو ريشه های که می شود ثابت اينگونه و (چرا؟). هست چپ سمت چندجمله ای

می شود. نتيجه گزاره حکم و داريم. ۱ تکرر

۱ .۲ .۷ نتيجه
∑d∣n φ(d) = n که داريم ،n ∈ R هر برای

بزنيد! جمع را طرف دو چندجمله ای های درجات راه حل.

۵ .۲ .۷ گزاره
صحيح اند. Φn(x)ضرايب که يعنی ،Φn(x) ∈ Z[x] که داريم  ،n ∈ R هر برای

درست حکم اين ۱ ≤ k < n هر ازای به کنيد فرض حال است. درست گزاره Φ۱(x) = x − ۱ برای می زنيم، استقرا راه حل.
بگيريد: نظر در اينطور را Pn(x) است. صحيح ضريب نيز Φn(x) می کنيم ثابت است.

Pn(x) = ∏
d∣n,d≠n

Φd(x)
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Q,R ∈ Z يعنی کرد تقسيم Pn(x) بر را xn − ۱ می توان پس است. تکين همچنين و Pn(x) ∈ Z که می دانيم استقرا طبق
که طوری دارند وجود

xn − ۱ = Pn(x).Q(x) +R(x)

در را Pn(x) ريشه n − φ(n) تمام اگر صورت اين در بيافتد،  اتفـاق اول حالت اگر . R = ۰ يا degR < degPn که طوری
n − φ(n) حداقـل هم درجه اش پس دارد ريشه n − φ(n) حداقـل R(x) که شد خواهيم متوجه کنيم جايگذاری معادله
xn − ۱ = Pn(x).Φn(x) که می دانيم تعريف طبق و R = ۰ پس دارد. تناقض degR < degPn که گزاره اين با اين و است

.Φn(x) ∈ Z[x] می دهد نتيجه اين که Q(x) = Φn(x)پس
بدانيد. را آنها بودن تجزيه ناپذير اثبات تا هستيد مشتاق احتمالا صحيح اند. ضريب چندجمله ای ها اين که می دانيم اکنون
حل n = p خاص حالت در را آن می توانيم اما نداريم را قضيه اين اثبات برای کافی دانش و ابزار فعلا متاسفـانه خب

کنيم!

۶ .۲ .۷ گزاره
است. تجزيه ناپذير Z[x] در Φp(x) چندجمله ای اول، p هر ازای به

کنيم. بيان را لمی تا است لازم ابتدا

آيزنشتاين) (محک ۱ .۲ .۷ لم
که طوری به باشد اول عددی p و باشد Z[x] در چندجمله ای P (x) = anxn + an−۱xn−۱ + + a۰ کنيد فرض

∀i, ۰ ≤ i ≤ n − ۱ ∶ p ∣ ai .۱

p ∤ an .۲

p۲ ∤ a۰ .۳

است. تجزيه ناپذير Z[x] در P (x) صورت اين در

نوشته نظريه اعداد کتاب Z[x] در پذيری بخش فصل در را آن اثبات می توانيد اما نمی گنجد مقـاله اين در لم اين اثبات
بخوانيد. زواره بهشتی رويا و ميرزاخانی مريم دکتر

که کنيد دقت است. تجزيه ناپذير Φp(x + ۱) کنيم ثابت کافيست گزاره اين اثبات برای برگرديم، اثبات به حال

Φp(x + ۱) = (x + ۱)p − ۱
x

= xp−۱ + (p۱)x
p−۲ +⋯ + ( p

p − ۱)

است. تجزيه ناپذير آيزنشتاين محک طبق نيز اين و

درست اين آيا بودند! ۰, ۱,−۱ ،Φn(x)ضرايب تمامی کرديم مشاهده که آنجايی تا می آيد، پيش جالب بسيار سوال يک حال
Φ(n) که n برای کافی و لازم شرط اما است؛ خير سوال اين جواب اند؟ ۰, ۱,−۱ ،Φn(x)ضرايب n ∈ N هر برای که است
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چيست؟ باشد داشته ۱ و ۱ - و ۰ ضرايب فقط
الان تا که مطالبی با می توانيد اما کنيد فکر سوال اين روی سپس بخوانيد را بعدی بخش مطالب ابتدا می کنم پيشنهاد

بکشيد! چالش به را خودتان و کنيد فکر سوال اين به نيز است شده گفته

چندجمله ای ها اين بين مهم رابطه ای ۳ .۲ .۷
محاسبه برای جالبی روش و می کند کمک زيگموندی اثبات در ما به که کنيم ثابت را گزاره ای می خواهيم اينجا در

می دهد. ارائه دايره بر چندجمله ای های

۷ .۲ .۷ گزاره
صورت اين در است. اول عددی p و n ∈ N کنيد فرض

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Φnp(x) = Φn(xp) p ∣ n

Φnp(x) = Φn(xp)
Φn(x) p ∤ n

است کافی پس است برابر طرف دو هر درجه می دانيم ۱ .۲ .۷ گزاره طبق می کنيم. ثابت را p ∤ n که حالتی ابتدا راه حل.
gcd (k, pn) = ۱ که طوری را ωk

pn هم اين برای هست. هم راست سمت از ريشه يک واحد اوليه اُم pn ريشه هر کنيم ثابت
صورت اين در کنيد. جايگذاری راست سمت در را عدد اين سپس و است؛ واحد اُم pn اوليه ريشه يک يک که بگيريد نظر در
يک (ωk

pn)p = ωpk
pn اما شود) صفر Φn(x) در که نيست واحد ام n اوليه ريشه عدد اين (زيرا نمی شود ۰ راست سمت مخرج

اين در چندجمله ای اين مقدار و شد خواهد Φn(xp) چندجمله ای ريشه ωk
pn بنابراين (چرا؟). است واحد ام n اوليه ريشه

می شود. ثابت چندجمله ای دو اين درجه برابری به توجه با حکم و است ۰ راست سمت کسر صورت پس می شود. ۰ نقطه
می شود. حل مشابه کاملا نيز p ∣ n حالت

۲ .۲ .۷ نتيجه
Φ۲n(x) = Φn(−x) صورت اين در باشد فرد عددی n اگر

مرتبه! ۳ .۷

جالب لم چند ۱ .۳ .۷
تعريف کنيد دقت اگر ديده ايد. المپياد مسائل در را آن کاربرد و هستيد آشنا نظريه اعداد در مرتبه مفهوم با احتمالا
يعنی واحد اُم n اوليه ريشه های واقع در هستند. مرتبط مرتبه با اوليه ريشه های خود اصلا يا دايره بر چندجمله ای های
Zp روی مرتبه به را مبحث اين ميشه آيا که هست اين مياد پيش که جالبی سوال هست! n مرتبه شان که C در اعدادی

داريم. نياز لم يه به اول اين بررسی برای کرد؟ مرتبط
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۱ .۳ .۷ لم
می دانيم: Zp ميدان روی صورت اين در .p ∤mn که طوری طبيعی اند عدد ۲ ،n و m که کنيد فرض

gcd (Φm(x),Φn(x)) = ۱

مشتق در بايد ريشه اين بگيريم، مشتق آن از و باشد داشته اگر (چون ندارد تکراری ريشه xmn − ۱ که می دانيم راه حل.
در gcd (Φm(x),Φn(x)) = P (x) کنيد فرض حال هست. مربع از خالی Zp روی پس است) تناقض که کند صدق نيز آن
است. تناقض در xmn − ۱ بودن مربع از خالی با اين و P (x)۲ ∣ xmn − ۱ پس Φm(x).Φn(x) ∣ xmn − ۱ چون صورت اين

۱ .۳ .۷ نتيجه
همزمان نمی تواند p ،a ∈ Z يک ازای به صورت اين در p ∤mn که طوری اول p و باشند طبيعی عدد دو n و m اگر

کند. عاد را Φm(a) و Φn(a)

ناميد. دايره بر چندجمله ای های قضيه ترين مهم را آن می توان که کنيم ثابت را گزاره ای می توانيم لم اين اثبات با حال

۱ .۳ .۷ گزاره
که داريم gcd (n, p) = ۱ که a ∈ Z هر و n ∈ N هر ازای به صورت اين در است، اول عددی p

p ∣ Φn(a) ⇐⇒ ordp(a) = n

ثابت تا کافيست حال باشد. درست k < n هر ازای به کنيد فرض حال است. بديهی n = ۱ مورد می زنيم، استقرا راه حل.
پس Φn(a) ∣ an − ۱ چون کنيد دقت حال ،Φn(a)

p
≡ ۰ که باشد طوری a کنيد فرض است. درست نيز n ازای به کنيم

Φn(a)
p
≡ Φk(a)

p
≡ ۰ پس Φk(a)

p
≡ ۰ که داريم استقرا طبق صورت اين در ordp(a) = k ≠ n کنيد فرض حال ،an p

≡ ۱
يک ريشه a اين و an − ۱ p

≡ ۰ يعنی صورت اين در ordp(a) = n کنيد فرض حال است. تناقض در ۱ .۳ .۷ نتيجه با اين و
می شود. ثابت ما گزاره و k = n پس باشد کمتر n از نمی تواند k استقرا طبق اما k ∣ n که هست Φk(x)

۲ .۳ .۷ نتيجه
.p n≡ ۱ پس n ∣ p − ۱ که می شود نتيجه بالا در ordp(a) = n اينکه از

مرتبط هم مرتبه به و می آيد ما کمک به نيز زيگموندی اثبات در که کنيم اثبات را کاربردی و قوی گزاره ای می خواهيم حال
است.
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۲ .۳ .۷ گزاره
و m

n
= pk آنگاه gcd (Φm(h),Φn(h)) ≠ ۱ اگر صورت اين در h ∈ Z و m ≠ n ∈ N کنيد فرض

gcd (Φm(h),Φn(h)) = pz

صحيح. z و k يک ازای به

داريم ۷ .۲ .۷ گزاره طبق حال ،p ∤ b, d که طوری n = pcd و m = pab حال .Φm(x)
p
≡ Φn(x)

p
≡ ۰ کنيد فرض راه حل.

هر که صورتی در p ∤ bd داريم چون ۱ .۳ .۷ لم طبق حال .Φn(x)
p
≡ Φd(x)p

c−۱(p−۱) و Φm(x)
p
≡ Φb(x)p

a−۱(p−۱) که
p از توانی m

n
ميده نتيجه اين که b = d بايد باشند داشته Zp در r مانند ريشه ای Φn(x),Φm(x) چندجمله ای تا دو

که می شود نتيجه پس است gcd (Φm(h),Φn(h)) از اولی عامل هر از توانی واقع در m
n

که کنيد دقت سپس است.
.gcd (Φm(h),Φn(h)) = pz

بزرگ قضيه يک از حالتی ۲ .۳ .۷
که داريم اول اعداد به راجع که است قضايايی ترين مهم از يکی قضيه اين است. خورده گوشتان به ديريشله اسم احتمالا
کار بسيار قضيه اين کلی حالت اثبات می کند. هموار المپياد سوالات از خيلی حل برای را ما راه و است کاربردی بسيار

کرد. حل را آن خاص حالت می توان ديديم که چيز هايی با اما نمی گنجد، مقـاله اين در و هست سختی

۳ .۳ .۷ گزاره
.p n≡ ۱ که طوری دارد وجود p مانند اول عدد بينهايت n ∈ N هر ازای به

وجود که طوری دارد وجود اول p بينهايت P (x) ∈ Z[x] هر ازای به که می دانيم شور معروف بسيار قضيه طبق راه حل.
۱ .۳ .۷ نتيجه به توجه با و کنيد اعمال Φn(x) چندجمله ای روی را قضيه اين حال .p ∣ P (a) که طوری a باشد داشته

.p n≡ ۱ که دارد وجود اول p بينهايت که می فهميم

زيگموندی ۴ .۷
قضيه اين البته داريم. را زيگموندی قضيه اثبات برا لازم ابزار های اکنون بوديد. منتظرش که چيزی به رسيديم خب

نمی پردازيم. آن ها به ما و است مقدماتی غير و پيچيده خيلی که دارد هم ديگری اثبات های

۱ .۴ .۷ گزاره
عاد را an ± bn که دارد وجود q مانند اولی عامل صورت اين در باشند. ۱ از بيشتر n و a و a, b, n ∈ N کنيد فرض

خاص: حالت تا ۲ اين جز به q ∤ ak ± bk ،۰ < k < n هر ازای به اما کند

s ≥ ۲ که طوری n = ۲, a = ۲s − ۱ .۱

n = ۶, a = ۲ .۲
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عنوان به می توانيد و است مشابه کاملا نيز کلی حالت اثبات اما می کنيم حل را b = −۱ حالت تنها کار راحتی برای اينجا در
می کنيم. بيان قضيه اين اثبات برای مفيد لم ۲ ابتدا در کنيد! ثابت را آن کلی حالت تمرين

۱ .۴ .۷ لم
آنگاه کنند. عاد را n ،Φn(a) اول عوامل تمام که باشيم داشته و باشند ۱ از بزرگتر صحيح عدد دو a,n کنيد فرض

.n اول عوامل از يکی با است مساوی يا ۲ با است مساوی يا Φn(a) که داريم

کنيد فرض حال .gcd (p, a) = ۱ پس است يک با برابر Φn(a) ثابت ضريب چون p ∣ Φn(a) کنيد فرض راه حل.
يک ازای به n

k
= pt که داريم ۲ .۳ .۷ گزاره طبق همچنين و p ∣ Φk(a) که می دانيم ۱ .۳ گزاره طبق حال ،ordp(a) = k

خط دو لم حال ،xn
p − ۱ ∣ Q(x) که است بديهی xn − ۱ = Φn(x).Q(x) که داريم حال ،( p ∣ n منطقـا طبيعی(پس t

زدن خط دو لم شرايط و p ∣ a
n
p − ۱ منطقـا پس k ∣ n

p
(چون vp(an − ۱) = vp(a

n
p − ۱) + ۱ خط دو لم طبق می زنيم،

اش p عامل توان نهايت Φn(a) پس an
p − ۱ ∣ Q(a) چون کنيد جايگذاری را a بالا معادله در x جای به اگر و داريم) را

p, q اول عامل تا دو Φn(a) کنيد فرض حال .vp(Φn(a)) = ۱ پس p ∣ Φn(a) که بوديم کرده فرض چون و است يک
و n

pa۱ ∣ p− ۱ که داريم اکنون و k۲ = ordq(a) و k۱ = ordp(a) که طوری n = pa۱ .k۱ = qa۲ .k۲ صورت اين در باشد. داشته
.p ∣ n که طوری Φn(a) = p پس p = q يعنی اين که p ∣ q − ۱ و q ∣ p − ۱ يعنی که n

qa۲ ∣ q − ۱
صورت اين در که n = ۲t پس k = ۱ پس باشد فرد بايد a چون حالت اين در که ۲ ∣ Φn(a) که می ماند حالتی فقط
.n = ۲ اينکه مگر Φn(a) = ۲ دوباره پس ۲ می شود ۴ پيمانه به t = ۱ حالت جز هم اين و Φn(a) = Φ۲t(a) = a۲t−۱

+ ۱
شد. کامل ما اثبات پس

۲ .۴ .۷ لم
که داريم صورت اين در p ∤ r که طوری n = pk.r اگر باشند. طبيعی اعدادی a,n > ۱ کنيد فرض

Φn(a) > (bp−۲(b − ۱))φ(r)

b = ap
k−۱ اينجا در که

تر کلی صورت (به Φr(bp) > (bp − ۱)φ(r) که می دانيم حال ،Φn(a) = Φr(bp)
Φr(b) که داريم ۷ .۲ .۷ گزاره طبق راه حل.

که داريم پس Φr(bp) < (bp + ۱)φ(r) مشابه طريق به همچنين و است) ساده آن اثبات که ∣Φn(x)∣ > ∣(x − ۱)∣φ(n)

Φn(a) =
Φr(bp)
Φr(b)

> (b
p − ۱)φ(r)
(bp + ۱)φ(r) = (

bp − ۱
bp + ۱)

φ(r)

می شود. کامل ما اثبات bp − ۱ > bp−۲(b۲ − ۱) که نامساوی اين از استفـاده با اکنون و

بدهيم. ارائه زيگموندی برای کوتاه اثباتی می توانيم لم دو اين با حال

قبلی ها در که ندارد اولی عامل an − ۱ که کنيد فرض است. ساده نمی دهند جواب چرا که استثنا حالات اثبات راه حل.
که طوری d دارد وجود ،p ∣ Φn(a) هر ازای به که داريم پس xn − ۱ = ∏d∣nΦd(a) که می دانيم همچنين باشد، نيامده
که می دانيم چون vp(an − ۱) = vp(a

n
d − ۱)+ vp(d) که می دانيم دوخط لم طبق و p ∣ an

d − ۱ که داريم پس ،p ∣ Φn
d
(a)
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هر ازای به که گرفتيم نتيجه پس ،p ∣ d ∣ n پس vp(d) ≥ ۱ يعنی اين و vp(an − ۱) > vp(a
n
d − ۱) قطعا پس p ∣ Φn(a)

گذر آن از و است ساده n = ۲ حالت .p ∣ n که طوری Φn(a) = p يا و n = ۲ يا ۱ .۴ لم طبق حال ،p ∣ a که داريم p ∣ Φn(a)

،b = apk−۱ اينجا در که p > (bp−۲(b − ۱))φ(r) که داريم ۲ .۴ لم طبق p ∤ r که باشد n = pk.r اگر دوم حالت در می کنيم.
اين که ۲ يا r = ۱ و k = ۱ ،a = ۲ ميگيريم نتيجه حال ،p = ۳ پس طبيعی b هر ازای به bp−۲ > p که داريم p > ۵ اگر حال
به پس بود استثنا a = ۲ که هم n = ۶ حالت در و است درست کاملا n = ۳ حالت در که ۶ يا n = ۳ می دهد نتيجه ما به

است. نبوده قبلی ها در که دارد عاملی حتما an − ۱ که ميرسيم تناقض

حل برای مسائلی ۵ .۷
سوال های گفتيم که چيز هايی با که رسيده آن زمان دايره بر چندجمله ای های بررسی و زيگموندی قضيه اثبات از بعد
باشند. داشته هم مقـاله مطالب از استفـاده بدون ديگر راه هايی هست ممکن زير سوال های البته کنيم. حل المپيادی

ببريد! لذت زير سوالات کردن حل و کردن فکر از اميدوارم

(ژاپن) ۱ .۵ .۷ مساله
که طوری بيابيد را طبيعی اعداد از (a,n, p, q, r) تايی های ۵ تمام

an − ۱ = (ap − ۱)(aq − ۱)(ar − ۱)

(بريتانيا) ۲ .۵ .۷ مساله
ندارد وجود اولی عدد زير دنباله در کنيد ثابت

۱۰۰۰۱ , ۱۰۰۰۱۰۰۰۱ , ۱۰۰۰۱۰۰۰۱۰۰۰۱, ⋯

۳ .۵ .۷ مساله
باشند. √n مساوی کمتر n۲ + n + ۱ اول عوامل تمام که طوری دارد وجود n مانند طبيعی عدد بينهايت کنيد ثابت

(IMO) ۴ .۵ .۷ مساله
باشيم داشته n ∈ N هر ازای به که طوری دارد وجود q مانند ديگری اول عدد کنيد ثابت باشد. اول عددی p اگر

.q ∤ np − n

(TST USA 2012 P4) ۵ .۵ .۷ مساله
که طوری m < n باشد داشته وجود p ∣ an − ۱ که p مانند اولی عامل هر ازای به که طوری بيابيد را a,n ≥ ۱ تمام

.p ∣ am − ۱
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(EMC Senior 2024 P1) ۶ .۵ .۷ مساله
طبيعی اعداد از S مجموعه باشد. ۲ از توانی ab + ۱ اگر می ناميم جادويی را (a, b) متمايز عدد های از مرتب زوج يک

است؟ چقدر S در جادويی دوتايی های تعداد حداکثر است. شده داده

(China TST 2009, P3) ۷ .۵ .۷ مساله
کنيد ثابت .gcd(am, an) = agcd(m,n) ،m,n ∈ N هر ازای به که می کنيم تعريف طوری را طبيعی اعداد از an دنباله

:n ∈ N هر برای
∏
d∣n

a
µ(nd )
d ∈ N

می شود داده نمايش زير صورت به که است x موبيوس تابع µ(x) از منظور اينجا در که

µ(n) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

۰ ∃p, p۲ ∣ n

(−۱)k O.W.

است. n عدد مختلف اول عوامل تعداد برابر k آن در که
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مقدمه ۱ .۸

پرتوفرد --علی کنيد. حل است. خوب کولموگروف سوالات

سوالات ۲ .۸

اول روز ۱ .۲ .۸

۱ .۲ .۸ مساله
که طوری به دارند وجود P (x),Q(x),R(x) تکين چندجمله ای های آيا

P (Q(x)) = (x − ۱)(x − ۳)(x − ۵)(x − ۷) و Q(R(x)) = (x − ۲)(x − ۴)(x − ۶)(x − ۸)

۲ .۲ .۸ مساله
کنيم: تعريف زير شکل به عبارت يک صورت به را n مثبت صحيح عدد از «نمايش» يک

n = a۱ + a۲ + ⋅ ⋅ ⋅ + an

حداقـل که نمايش هايی تعداد ،n ≥ ۳ برای که کنيد ثابت هستند. صحيح اعداد a۱ ≥ a۲ ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ an ≥ ۰ آن در که
است. a۲ = a۳ آن ها در که است نمايش هايی تعداد با برابر هستند، يک با برابر آن ها ناصفر اعداد از نيمی

۳ .۲ .۸ مساله
باشد. طبيعی عددی کامل مربع (۲n − ۱)(۵n − ۱) که بيابيد را n فرد اعداد تمام

۴ .۲ .۸ مساله
قطع را يکديگر P نقطه در BD و AC پاره خط های است. شده محاط O مرکز به دايره ای درون ABCD چهارضلعی
AD پاره خط های ،APB مثلث محيطی دايره می کنند. قطع را يکديگر Q نقطه در DA و CB امتداد های می کنند.
B۱C پاره خط های ،CPD مثلث محيطی دايره می کند. قطع بار دومين برای B۱ و A۱ نقـاط در ترتيب به را BC و
QO و B۱D۱ ،A۱C۱ خطوط که کنيد ثابت می کند. قطع بار دومين برای D۱ و C۱ نقـاط در ترتيب به را A۱D و

هستند. همرس
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۵ .۲ .۸ مساله
باشد: درست آن برای زير گزاره که بيابيد را C عدد کوچکترين

تعريف طبيعی. k هر برای an+k = ak دهيد قرار هستند. مثبت اعدادی a۱, a۲,⋯, an و طبيعی عددی n > ۲ گزاره.
داشت: خواهيم پس .bi = ai +max(ai+۱, ai+۲) می کنيم

C
n

∑
i=۱
(ai − ai+۱)۱۰۰۰ ≥

n

∑
i=۱
(bi − bi+۱)۱۰۰۰

۶ .۲ .۸ مساله
از عضوی p + ۱ زيرمجموعه های از S خانواده يک حال .n = p۲ + p + ۱ دهيد قرار است، شده داده p اول عدد
حداکثر نباشند. مشترک عضو يک دقيقـا در S عضو دو هيچ که طوری به بگيريد؛ نظر در را X عضوی n مجموعه

کنيد. پيدا را S خانواده اندازه

۷ .۲ .۸ مساله
محاطی دايره ی می کنند. قطع را يکديگر I نقطه در ABC مختلف الاضلاع مثلث از CC۱ ،BB۱ ،AA۱ نيمسازهای
می کند. عبور AI پاره خط ميانه ی و A۲ ،A۱ نقـاط از ωa دايره می کند. لمس A۲ نقطه در را BC ضلع ABC مثلث
راست خط يک روی ωc و ωb ،ωa دايره های مراکز که کنيد ثابت می شوند. تعريف ωc و ωb دايره دو مشابه، طور به

دارند. قرار

۸ .۲ .۸ مساله
هستند مفروض a۱, a۲,⋯, a۴k+۲ صحيح اعداد است. اول عددی p = ۸k+۱ که طوری به است مفروض k طبيعی عدد

بگيريد: نظر در را زير جمع j = ۱, ۲,⋯, ۴k + ۲ هر برای .i = ۱, ۲,⋯, ۴k + ۲ برای ∣ai∣ = i که طوری به

Sj = a۲j−۱
۱ + a۲j−۱

۲ +⋯ + a۲j−۱
۴k+۲

نباشند. بخش پذير p بر هيچ کدام که بيابيد را بالا عبارت های از تعداد کمترين

دوم روز ۲ .۲ .۸

۹ .۲ .۸ مساله
n بر ibi باقی مانده که طوری يافت را طبيعی اعداد از (b۱.b۲, . . . , bn)جايگشت می توان n طبيعی اعداد کدام برای

باشد. يک يا صفر
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۱۰ .۲ .۸ مساله
فـاصله کوتاه ترين و نمی کنند تجاوز ۲m از راسی هيچ درجه که داريم ابرگراف يک شده اند داده m, t طبيعی اعداد

باشد. داشته وجود می تواند t طول به مسير چند حداکثر راس دو بين است. t راسی دو هر

۱۱ .۲ .۸ مساله
يا ij = k گاه هر که طوری باشند p تا يک اعداد از جايگشت هايی ω۱, ω۲, . . . ωn کنيد فرض .p = ۲n + ۱ کنيد فرض

هستند. جايگشت ها از يکی از توان هايی جايگشت ها اين همه کنيد ثابت .σi ○ σj = σk باشيم داشته ij = p − k

۱۲ .۲ .۸ مساله
K مرز روی A,B نقطه دو هر برای دارد. مرزی غير نقطه يک حداقـل و است محدب فضا در K فشرده مجموعه

است؟ کره يک K که است درست آيا است. AB وتر به دايره ای K با آن اشتراک که دارد وجود صفحه ای

۱۳ .۲ .۸ مساله
باشد؟ مساوی اعضايشان معکوس جمع و اعضا جمع که می شوند يافت طبيعی اعداد از مجزا دوبه دو مجموعه هزار آيا

۱۴ .۲ .۸ مساله
کنيد ثابت هستند. واحد نرم با مختلط z۱, . . . , zk,w۱, . . . ,wk اعداد

√
k۲ − ∣∑ ziwi∣۲ <

√
k۲ − ∣∑ zi∣۲ +

√
k۲ − ∣∑wi∣۲

۱۵ .۲ .۸ مساله
برای شده اند. تعريف P۰ = P۵ و P۶ = P۱ که طوری به است، شده محاط دايره ای در P۱P۲P۳P۴P۵ پنج ضلعی
نيز I۱I۲I۳I۴I۵ پنج ضلعی که است معلوم می باشد. Pk−۱PkPk+۱ مثلث محاطی دايره ی مرکز Ik ،k = ۱, ۲, ۳, ۴, ۵

می کنند. قطع را يکديگر نقطه يک در P۵I۵ و P۴I۴ ،P۳I۳ ،P۲I۲ ،P۱I۱ خطوط که کنيد ثابت است. محاطی

۱۶ .۲ .۸ مساله
می گوييم بزرگ را دنباله يک بگيريد نظر در را . ۱,−۱ اعداد از N طول به دنباله های N > ۱۰۰۰ شده داده عدد برای
آن متوالی چندجمله هيچ جمع اگر گوييم می کوچک را آن و نشود −۱۰۰ آن متوالی جمله چند هيچ جمع گاه هر

است. برابر بزرگ و کوچک دنباله های تعداد کنيد ثابت نشود. −۱۰۰, ۱۰۱
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۱۷ .۲ .۸ مساله
که می شود انتخاب گونه ای به P متغير نقطه ی است، ∠A = ۶۰○ آن در که ABC حاده الزاويه مثلث داخل در
هستند. ترتيب به AB و AC اضلاع به نسبت P نقطه ی قرينه ی تصويرهای PC و PB نقـاط باشد. ∠BPC = ۱۲۰○

نقطه ای از APQ مثلث محيطی دايره ی که کنيد ثابت می کنند. قطع را يکديگر Q نقطه در CPC و BPB خطوط
می کند. عبور است، P انتخاب از مستقـل که A از غير

۱۸ .۲ .۸ مساله
تهديد مرز خانه های تمام اما نيست مرز روی فيلی هيچ که داريم ۲۰۲۵× ۲۰۲۵ شطرنج صفحه يک روی فيل تعدادی

بيابيد. را نمی شود تهديد فيلی هيچ توسط که خانه هايی تعداد ماکسيمم می شوند.
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پرگار تحريريه
خفن آدم سری يه
مختلف جاهای از

مختلف دانشگاه های و

سوال! سه داستان
مقدمه ۱ .۹

آن ها کردن حل برای شما قبلی مان، قرارهای مثل است. گرفته قرار عزيزان شما برای زيبا بسيار سوال تعدادی بخش اين در
را پيشنهادی تان جواب و کنيد فکر آن ها روی حسابی آينده ماه سه طول در کافيست پرگار، فوق  نفيس جوايز به رسيدن و
هستيم. سوالات اين حل در شما شکست منتظر مشتاقـانه، کنيد. ارسال pargarmagazine@gmail.com ايميل به

نمی گيرد. تعلق که کسی هر به جايزه حال هر به

مسائل ۲ .۹

۱ .۲ .۹ مساله
تشکيل را کيلومتر ۲۰ ضلع به مربع يک که D و A,B,C مثل شهر نقطه ۴ در شکرستان، شهر در روزگاری روزی
هر فنی، اختلالات دليل به اما بود. شده داده قرار ساعت بر کيلومتر ۱ سرعت های با نقطه زن موشک ۴ می دهند،
C موشک ،C موشک روی B موشک بود، شده تنظيم B موشک روی A موشک شدند. پرتاب همزمان موشک ۴
با موشک ۴ اين که می کشد طول ثانيه چند بود. شده تنظيم A موشک روی D موشک نهايت در و D موشک روی

شوند؟ منفجر همگی و کنند برخورد هم

موشک چهار .۱ شکل
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۲ .۲ .۹ مساله
و P (s) اگر ،t و s دلخواه حقيقی اعداد برای که طوری به بيابيد را صحيح ضرايب با P (x) چندجمله ای های تمامی

است. صحيح نيز P (st) که بشود نتيجه باشند، صحيح دو هر P (t)

۳ .۲ .۹ مساله
باشد؟ گويا مختصاتش جفت يا گنگ نقطه آن مختصات جفت که دارد وجود نقطه ای صفحه در خمی هر روی آيا

بگيريد. نظر در صفحه نقـاط به (۰, ۱) بازه از پيوسته تابعی می توانيد را خم

باشيد! موفق .۲ شکل
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