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 اع سازه ها و ن ا
 مثالهايي از اين سازه ها ... ديوارهاي حايل ، سدهاي وزني آجري ، سنگي و يا بتني و : Mass Structures سازه هاي وزني ‐ 1

 . مقاومت در برابر بارهاي وارده به وزن اين سازه ها بستگي دارد . مي باشند

 قابهاي چوبي ، فلزي ، بتني ، قاب بندي بدنه كشتي ها ، قوس ها ، : Framed Structures سازه هاي قاب بندي شده ‐ 2
 . مثالهايي از سازه هاي قاب بندي شده مي باشند ... بدنه هواپيما و

 منابع ذخيره مايعات ، مخازن تحت فشار ، سيلوها ، سدهاي پوسته اي ، دالهاي : Shell Structures سازه هاي پوسته اي ‐ 3
 . در اعضاي اين سازه ها نيروي محوري وجود دارد . مثالهايي از اين نوع سازه مي باشند ) folded ( ني تحت فشار و تاشده بت
 مصالح اين نوع سازه ها بايد مقاومت كششي زيادي داشته باشند يك سازه كششي بارهاي وارده را تنها ) : كابلها ( سازه هاي كششي ‐ 4

 . لي سازه به تكيه گاه منتقل مي كند از طريق كشش در اعضاي اص

 تعريف سازه
 عبارتست از جسم و يا مجموعه اي از مصالح و اجسام كه به منظور تحمل و انتقال نيرو به كار می رود

 تحليل سازه
 هاي موثر به سازه ها كه علمي است كه عمل نيروها را روي مجموعه هاي ساختماني بررسي مي نمايد يعني تاثير و نحوه انتقال نيرو

 . توسط اجزاي سازه از نقاط تاثير به تكيه گاه هدايت مي گردند در علم تحليل سازه مورد بحث و مطالعه قرار مي گيرند

 تعيين واكنشهاي تكيه گاهي ‐ 2 بررسي پايداري و ناپايداري سازه ها ‐ 1 : موارد زير مي باشد تحليل سازه شامل
تعيين نيروهاي داخلي و محاسبه تغيير شكلها ‐ 3
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 Equilibrium Equations معادلات تعادل
 Material Behavior رفتار مصالح تحليل سازه ها پايه هاي اصلي

 Compatibility Equations معادلات سازگاري
 گره

 يك نقطه هندسي از سازه است كه به طور معمول در محل برخورد دو يا چند عضو واقع مي شود بر اساس اين تعريف يك عضو
 . گيرد بخشي از سازه است كه بين دو گره متوالي از سازه قرار مي

 گره مفصلي
 گره صلب

 گره نيمه صلب يا نسبتا صلب عادي
 گره قيچي سان

 تقسيم بندي گره ها
 لي تكيه گاه مفص

 تكيه گاه صلب تكيه گاهي
 تكيه گاه نيمه صلب يا نسبتا صلب

 ) درجه آزادي ( معادلات شرط
 ناپيوستگي در هر نقطه . ي در سازه هاي ميله اي نوشته مي شود معادلات شرط ناميده مي شود روابطي كه در صورت وجود ناپيوستگ

 از سازه ناتواني در انتقال نيروي داخلي خاصي از يك مقطع به مقطع ديگر است  و در نتيجه نوعي  آزادي حركت يك مقطع به مقطع پهلويي
 . است

 انواع عضو ميله اي

Support تكيه گاه
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 محل اتصال سازه به پي و يا سازه اي ديگر را تكيه گاه گويند

 Hinged Support تكيه گاه مفصلي ثابت
 Roller Support ) غلطكي ( تكيه گاه مفصلي متحرك

 Fixed Support تكيه گاه گيردار گاهها انواع تكيه
 Elastic support تكيه گاه فنري يا ارتجاعي

 ) گيردار غلطكي ( هدايت شده يا ريل دار گيردار تكيه گاه

 كيه گاه مفصلي ثابت ت ‐ 1
 داراي ( تكيه گاه مي تواند دوران نمايد . اين تكيه گاه داراي دو عكس العمل يكي در جهت افق و ديگري در جهت قائم مي باشد

 ) درجه آزادي واحد است

 ) غلطكي ( تكيه گاه مفصلي متحرك ‐ 2
 يك درجه آزادي ( مي باشد 2 در اين نوع تكيه گاه آزادي حركت در امتداد چرخش غلطكها وجود دارد و داراي درجه آزادي

 ك عكس العمل در جهت عمود بر جهت لغزش غلطكها توليد مي كند اين تكيه گاه ي ) . انتقالي و يك درجه آزادي چرخشي

 . تكيه گاه انتهاي تير نقش مفصل خالص را دارد ) 1 نكته
 . در تكيه گاه غلطكي مياني تيرهاي سرتاسري لنگر خمشي تير مخالف صفر است ) 2 نكته

تكيه گاه گيردار ‐ 3
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 هيچ گونه درجه آزادي وجود ندارد به عبارت ديگر در محل تكيه گاه حركت انتقالي و چرخشي وجود ندارد در اين نوع تكيه گاه
 . يعني هر دو مؤلفه تغيير مكان انتقالي و چرخشي صفر مي باشد

 تكيه گاه فنري يا ارتجاعي ‐ 4
 مدل گردد مقدار تغيير مكان و نيز مقدار واكنشهاي وارده متناسب با سختي فنرها ) مشي خ ( اگر تكيه گاه ميله با فنر خطي يا پيچشي

 در امتداد فنر ايجاد نمايد ∆ قرار داده شود و در محل اتكا تغيير مكاني برابر K مي باشد اگر بجاي تكيه گاه غلطكي فنري با ضريب سختي
 M = Kt خواهد بود و در فنر پيچشي تكيه گاهي با رابطه ∆ . R = K مقدار واكنش وارده بر سازه در آن نقطه . Ө بدست  مي آيد . 

 مانع حركت آزاد است تاحدودي مي تواند بيانگر اصطكاك تكيه گاه غلطكي باشد كه K گاهي فنري با سختي

→ ∞ → K  H k  R R = M 

0 = k R M → → 0 K 

 يعني در بعضي مواقع تكيه گاه غلطكي از نوع ارتجاعي است

. كرنش دارد – فنر مي تواند نماينده زمين باشد زيرا زمين داراي يك ضريب كشساني است و نمودار تنش
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 ) ار غلطكي گيرد ( تكيه گاه هدايت شده يا ريل دار ‐ 5
 در اين نوع تكيه گاه حركت در جهت هدايت شده بصورت آزادانه صورت مي گيرد و از چرخش آن جلوگيري به عمل مي آيد

 . اين تكيه گاه قابليت پايداري در برابر نيروي برشي قائم را ندارد

 ويژگي هاي تكيه گاهها از نظر تغيير مكان

 θ δ δ = = = 0 , 0 , 0 سه واكنش دارد y x تكيه گاه گيردار 

 θ δ δ ≠ = ≠ 0 , 0 , 0 يك واكنش دارد y x تكيه گاه غلطكي 

 θ δ δ = = ≠ 0 , 0 , 0 دو واكنش دارد y x تكيه گاه مفصلي ثابت 

 θ δ δ = ≠ = 0 , 0 , 0 دو واكنش دارد y x تكيه گاه ريل دار افقي 

 نكاتي در مورد تكيه گاهها
 ) تا حدودي ثابت = تكيه گاه مفصلي نسبتا ثابت ( همه تكيه گاههاي گفته شده مي توانند نسبي باشند ‐ 1
 تجربه و محاسبات نشان داده است كه تكيه گاههاي ايده آل كه مدلي از واقعيتند در عمل از تكيه گاه ايده آل يا مطلق استفاده مي كنيم و ‐ 2

 . ، اگر خوب انتخاب شوند مخاطره اي براي ما ايجاد نخواهد كرد
. ممكن است تكيه گاه گيردار چنان ساخته شود كه يك يا دو واكنش را نداشته باشد ‐ 3
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 Degree of indeterminacy ي تعيين درجه نامعيني روشها
 تعيين درجه نامعيني يك گام مهم در تحليل سازه به روش نيرو مي باشد در اينجا پنج روش براي تعيين درجه نامعيني گفته مي شود

 : كه در اصل همه يك روش زير هستند
 ) در همه روش ها ( درجه نامعيني = تعداد مجهولات ‐ تعداد معادلات

 مجهولات واكنشهاي تكيه گاهي يا مجهولات نيرويي تكيه گاهي ) Equilibrium ( تعادل
 مجهولات معادلات

 مجهولات نيرويي داخلي ) Condition ( شرط

 چهار روش زير درجه نامعيني استاتيكي را به ما خواهد داد كه مربوط به روش نيرو در تحليل سازه هاي نامعين است
 ته اي را كه هيچ شاخه اي از ابتدا و انتهاي آن منشعب نشده باشد ، يك ميله  محسوب مي توان ميله شكس ‐ x : 1 در همه روشهاي محاسبه

 طره ها را حذف مي كنيم x تاثيري ندارند زيرا معين هستند يعني در محاسبه x در محاسبه ) كنسول ها يا پيش آمدگي ها ( طره ها ‐ 2 . كرد
 . افزوده مي شود + ) 3 ( اگر سازه اي بدون تكيه گاه باشد به فرمولهاي زير – 3 . آنها را در جاي خود قرار مي دهبم x و پس از محاسبه

 ي كه در استاتيك براي محاسبه درجه نامعيني خرپاي ايده آل ياد گرفتيم بصورت زير است فرمول ‐
m : تعداد اعضاي  خرپا 
r : 2 تعداد عكس العملهاي تكيه گاهيj ­ ) r m ( X + = 
j : تعداد گرههاي عادي و تكيه گاهي خرپاي ايده آل 

 ) mrnc ( روش اول
 : درجه نامعيني در اين روش با فرمول زير تعيين مي شود

c) (3n ­ ) r m (3 X + + = 
m : ره فاصله گره تا گ ( تعداد اعضا ( 
r : تعداد عكس العمل هاي تكيه گاهي 
n : تعداد گرههاي تكيه گاهي و غير تكيه گاهي 
c : تعداد معادلات شرط
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 . را تعيين كنيد x با استفاده از روش اول : مثال

 : ( s f n g ) ) اف  ان جي اس ( روش اسفنجي : روش دوم
 : فرمول كلي اين روش بصورت زير است

) G ­ 3n ( ­ ) f ­ 3s ( X = S : 
 تعداد ميله ها

f : تعداد سر مبله هاي منتهي به مفصل عادي و تكيه گاهي 
n : ي تعداد گرههاي غير تكيه گاه 
G : تعداد مفصلهاي خالص سازه 

 : نكاتي در مورد اين روش
 : بايد همه تكيه گاهها گيردار باشد در غير اينصورت با تغييرات زير آنرا به شكل گيردار در مي آوريم sfng به روش x در محاسبه ‐ 1

 كنيم ، وصل مي كنيم  و محل تكيه گاه مفصلي ثابت تكيه گاه مفصلي ثابت را با دو ميله به دو تكيه گاه مفصلي گيرداركه خودمان رسم مي
 تبديل به يك مفصل مي شود

 تكيه گاه مفصلي متحرك يا غلطكي  را بايك ميله به يك تكيه گاه مفصلي گيردار كه خودمان رسم مي كنيم ، وصل مي كنيم  و محل تكيه
گاه مفصلي متحرك  تبديل به يك مفصل مي شود
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 اين سازه ها مي توان از فرمول زير x برابر صفر هستند پس براي محاسبه G و f ب دو بعدي چون مفصل ندارد پس در سازه هاي صل ‐ 2
 استفاده كرد

X = 3s – 3n X = ( 3s – f ) – ( 3n – G ) 

 . ير را تعيين كنيد هاي ز درجه نامعيني سازه : مثال

 نادرست است زيرا طره ها همواره معين هستند در محاسبه درجه نامعيني اگر ميله طره را عضو در نظر بگيريم بايد نوك آنرا گره 3 حالت
 . را تعيين كنيم x بشماريم ولي بهتر است ابتدا طره ها را حذف كرده و سپس

 ر صلب و حال محاسبه درجه نامعيني سازه هاي داراي گرههاي متنوع صلب و غي
 مثال  زير كه يك گروه ميله جوشي دارند اگر مفصل را خالص در نظر بگيريم دو ميله در گرههاي بصورت G و f در محاسبه : نكته مهم

 جوش خورده يك ميله به حساب مي آيد و اگر مفصل را غير خالص در نظر بگيريم گروه ميله جوشي را حساب نمي كنيم  بنابر اين با فرض
 بطور كلي هر گروه ميله . عدد ثابتي مي آيد پس مي توان مفصل را خالص يا غير خالص تلقي كرد f­G و غير خالص بودن خالص بودن

 و G = 1 ( در اينصورت مي توان مفصل را خالص تلقي كرد . s داشته باشد با حفظ تعداد ميله هايش در شمارش f جوشي  مي تواند يك
s = ميله هاي منفرد + مجموع ميله هاي هر گروه . (
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 sfng مثالهايي از تبديلات در روش

: 5 مثال
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 ): حالت خاص ( براي خرپاي ايده آل دو بعدي sfng كاربرد روش
 : در يك خرپاي ايده ال داريم

 f = 2s زيرا هر دو انتهاي ميله مفصل است
 G = n زيرا همه گرهها مفصلي خالص هستند

2 ­ s X = ) n ­ 3n ( ­ ) 2s ­ 3s ( ) G ­ 3n ( ­ ) f ­ 3s ( X = = 

 : 6 مثال

 نخواهد داشت ولي در حالت كلي براي x محل عبور يك ميله از روي ميله ديگر گره نيست و اگر گره در نظر بگيريم تاثيري در محاسبه
 . تحليل سازه پذيرفته نيست
 اي سازه هاي بي تكيه گاه و صلب بدون تكيه گاه بر x چند نمونه از محاسبه

 روش درختي براي تعيين درجه نامعيني سازه هاي دوبعدي : روش سوم
: ويژگي هاي درخت
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 . بسته ندارند ) مسير = سلول = كادر ( مدار ‐ 1
 ) نتيجه ويژگي اول ( مسير رفت و برگشت بدون پريدن بر هم منطبق است ‐ 2
 . رد مفصل خالص و غير خالص ندا ‐ 3
 . ايزواستاتيك مي باشد ‐ 4

 غير ( و در سازه هاي داراي گره هاي متنوع و مختلط . اساس كار روش درختي بويژه در سازه هاي صلب تبديل سازه به درخت يا جنگل است
 . از تبديل به قلمه يا قطعه درخت استفاده مي كنيم ) خالص

 : روش درختي در سازه هاي صلب دوبعدي ) الف
 ن مي بريم كه تبديل به درخت يا جنگل شود در اين صورت از محل هر بريدگي سه مجهول ظاهر خواهد شد اين سازه را چنا

 . مجهولات همان مجهولات زايد در حالت درختي يا جنگلي ايزواستاتيك هستند ، بنابراين تعداد آن ها همان درجه نا معيني سازه است
 x = تعداد بريدگي هاي لازم براي رسيدن به درخت يا جنگل * 3

: مثال
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 را صرفا با شمارش مجهولات ظاهر شده x اگر در حين ايجاد درخت اتفاقا قلمه يا قطعه درخت نيز توليد شود ديگر نمي توان محاسبه : تبصره
 در اين حالت بايد تكيه گاه ها را هم بريد تا مثلا از هر ) درخت و جنگل بر خلاف ( مشخص كرد زيرا قطعه درخت سازه ايزواستاتيك نيست

 آن گاه خواهيم داشت . بريدگي تكيه گاهي گيردار سه مجهول ، تكيه گاه غلطكي يك مجهول، تكيه گاه مفصلي ثابت دو مجهول ظاهر شود
: 

3T – m = x تعداد مجهولات – تعداد معادلات = x 
m : مجهولات ظاهر شده تكيه گاهي و غير تكيه گاهي تعداد 
T : تعداد قلمه هاي توليد شده 

 : تعميم روش درختي براي سازه هاي صلب سه بعدي ) ب
 مجهول ظاهر مي شود 6 نسبت به حالت قبل اين است كه در سازه هاي سه بعدي از محل هر بريدگي x تنها تفاوت عبارت محاسبه

 : بنابراين ) چون سازه صلب است تكيه گاه ها گيردار مي باشند ( تكيه گاه ها چه در نقاط عادي و چه در
 x = تعداد بريدگي * 6 اگر بريدن سازه منجر به تشكيل درخت يا جنگل شود ) 1 ب
 گاه را در محل آن بنويسيم آن گاه مجهول هر تكيه 6 اگر در حين بريدن قطعه درخت نيز توليد شود بايد تكيه گاه ها را نيز ببريم ، ) 2 ب

 6T – m = x خواهيم داشت
 : مثال

حالت كلي روش درختي براي سازه هاي دو بعدي با گره هاي مختلط و متنوع ) ج
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 ، در تكيه گاه مفصلي 1 غلطكي عدد بديهي است در تكيه گاه . حذف تكيه گاه ها و نوشتن مجهولات هر تكيه گاه در محل آن ) 1 گام
 . را خواهيم نوشت 3 و در تكيه گاه گيردار عدد 2 ثابت عدد

 بريدن مفصل هاي خالص و غير خالص ) 2 گام
 2 ميله را مي بريم تا از محل هر بريدگي (n­1) ميله به گره مفصلي خالص رسيده باشد n اگر : بريدن مفصل هاي خالص ) 1 ‐ 2

 . مجهول ظاهر گردد

 در اين گره ها اگر فقط يك خوشه ميله وجود داشته باشد ، سر ميله منتهي به مفصل بريده : بريدن مفصل هاي غير خالص ) 2 – 2
 و اگر تعداد خوشه ميله ها بيش از يكي باشد ، به جز يكي بقيه را بايد بريد تا از هر . مجهول ظاهر شود 2 مي شود تا از محل هر بريدگي

 . مجهول ظاهر شود 2 بريدگي

 . در محل هر بريدگي 3 از طريق بريدن آن ها و نوشتن عدد ) گشودن يا بازكردن كادرهاي بسته ( حذف كادرهاي بسته ) 3 گام
 كنترل باقي نماندن قطعه درخت مفصل دار و مدار بسته و تكيه گاه حذف نشده ) 4 گام
 ) T ( شمارش قطعه درخت هاي بدست آمده ) 5 گام
 ) m ( شمارش مجهولات ظاهر شده ) 6 گام
 T m X : از رابطه x محاسبه ) 7 گام 3 − =
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 مثال

 روش كادر بسته براي تعيين درجه نامعيني : روش چهارم
 ) حالت خاص : ( در سازه هاي صلب ) الف

3 3 − + =  r k X 
K : مداري كه با زمين بسته شود شمرده نمي شود ( تعداد كادرهاي بسته ( 
r : تعداد واكنش هاي تكيه گاهي 
m : تعداد اعضاي سازه k = m – n + 1 
n : تعداد همه گره هاي عادي و تكيه گاهي سازه 

سازه مقابل را بدست آوريد ) k ( تعداد كادر بسته : مثال
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 : مثال

 : كادر بسته حالت كلي روش ) ب
) 3 ( ) 3 ( + − + =  c r k X 

c : تعداد معادلات شرط سازه 

 براي سازه هاي صلب چهار روش تعيين درجه نامعيني را مي توان به حالت سه بعدي تعميم داد

 سازه دو بعدي صلب سازه سه بعدي صلب
x = 6 ( m – n )  + r 
x = 6s – 6n 
x = m – 6 T 
x = 6 k + r – 6 

x = 3 ( m – n ) + r 
x = 3s ­3n 
x = m – 3 T 
x = 3k + r – 3
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 روش ساختارگرا : م روش پنج
x = 3k1 – c 

 له هاي سوپراستراكچر در اين نگرش ، زمين به عنوان يك عضو ممتد به سازه ملحق مي شود و تكيه گاه به عنوان رابط ميله زمين با مي
 . نقش رهاساز خود را در پيوندها ايفا مي كنند ) منفرد ( خود را از دست مي دهند  و در حلقه به مثابه مكانيزم ساده ) حضور انتهايي ( هويت

 در اين روش c محاسبه

) حل با پنج روش گفته شده ( مثال هاي متنوع
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 قوانين تركيب پايدار اجسام صلب در صفحه
 تركيب يك گره و يك جسم صلب ) الف

 سيستمي كه از تركيب يك جسم صلب و يك گره تشكيل يافته ، وقتي پايدار است كه گره حداقل توسط دو ميله كه محورهاي
 اگر گره توسط دو ميله هم امتداد به جسم صلب متصل شده باشد سيستم . نها در يك امتداد نمي باشند ، به جسم صلب متصل شده باشد آ

 . حاصل ناپايدار آني خواهد بود

 تركيب پايدار دو جسم صلب ) ب
 : اي زير به يكديگر متصل شده باشند تركيب دو جسم صلب وقتي تشكيل سيستم صلبي را مي دهند كه به يكي از روش ه

 ) شكل الف ( توسط سه ميله غير موازي و غير متقارب – 1
 ) شكل ب ( توسط يك مفصل و يك ميله رابط كه محور ميله از مفصل عبور نمي كند – 2
) شكل پ ( توسط يك اتصال صلب – 3
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 تركيب پايدار سه جسم صلب ) پ
 : مي دهند كه به يكي از روش هاي زير به يكديگر متصل شده باشند سيستم صلب جسم صلب وقتي تشكيل يك سه
 ) شكل الف ( توسط سه مفصل كه در يك امتداد قرار ندارند ‐ 1
 ها اعم از اين ميله دو به دوي تقاطع هاي توسط شش ميله كه هر دو ميله ، دو جسم صلب را به يكديگر متصل نمايند و محل ‐ 2

 و تشكيل در روي يك خط مستقيم قرار نداشته باشند ) در شكل ب A,B,C ( موهومي ي باشند يا مفصل حقيق مفصل اين كه
 . مثلث بدهند

 ( توسط تركيبي از مفصل ها و ميله ها به نحوي كه مفصل هاي واقعي و موهومي در روي يك خط مستقيم قرار نگرفته باشند ‐ 3
 است بنابراين در حالت اخير هم ، پيوند سه )) وند با دو ميله متلاقي پي (( با توجه به اين كه هر پيوند مفصل معادل ) شكل پ

. جسم در واقع با شش ميله صورت گرفته است
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 آزمون بار صفر براي تشخيص پايداري و ناپايداري خرپاها
 بديهي فلسفي است كه اساس اين روش بر اين قاعده . است ) x = 0 ( آزمون بار صفر يكي از روش هاي ناپايداري خرپاي معين

وجود علت بدون معلول محال است اگر بار خارجي علت باشد نيروي داخلي از جمله معلول ها مي باشد اگر در يك خرپا كه بار خارجي
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 تعادل نسبت دهيم سپس با استفاده از معادلات s ندارد و بنابراين عكس العمل هاي تكيه گاهي آن صفر است به يكي از ميله ها نيرويي مانند
 بدست آوريم بدون آنكه هيچ كدام از معادلات تعادل نقض شود بدست آودن چنين نتيجه اي به s نيروهاي داخلي بقيه ميله ها را بر حسب

 اين معناست كه اين خرپاي بي آزرم توانسته است در غياب بار خارجي نه يك دسته جواب بلكه جواب هاي بيشمار داشته باشد كه خود نشانه
 ري است پايدا

 مثال
 . اگرچه اين خرپا به دليل وجود زنجير سينمانيكي آشكارا ناپايدار است ولي در اينجا مي خواهيم آزمون بار صفر را به كار ببريم

 . باشد وجود اين جواب ها در حكم ناپايداري سازه است s = 0 اگر سازه پايدار باشد بايد

 روش هنبرگ در آناليز خرپاهاي پيچيده

 بايد توجه كرد كه شرايط . يك عضو خرپا را طوري جابجا مي كنيم كه خرپاي حاصل يك خرپاي پايدار ساده يا مركب شود – 1
 . تكيه گاهي و بارگذاري تغيير نمي كند

 ′ نيروي داخلي اعضا در اين مرحله با ( خرپاي حاصل را با بارگذاري واقعي اوليه حل مي كنيم – 2
i F و نيروي ميله ساختگي را با 

′
a F نشان مي دهيم .
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 بارهاي خارجي را بر مي داريم و در محل عضو جابجا شده يك جفت نيروي واحد قرار مي دهيم و اين 2 در خرپاي مرحله – 3
 ′ نيروي داخلي اعضا در اين حالت با ( خرپا را آناليز مي كنيم

i F عكس العمل هاي تكيه گاهي در اين حالت مساوي ( نشان داده مي شود 
 .) صفر است

) 1 ( ′ + ′ =  i i i  Zf F F نيروي هر ميله خرپاي واقعي با جمع آثار 

 a چون ميله ساختگي ( a براي ميله 1 كاربرد رابطه
 پس نيرويش مساوي صفر است ) در واقع وجود ندارد

 i i i ا با رابطه جمع آثار مرحله اي ، نيروي داخلي هريك از اعضا خرپ Z با معلوم شدن مقدار f F F ′ + ′ = بدست مي آيد . 
 . ديده مي شود كه روش هنبرگ ضمن حل خرپاي بغرنج پايداري و ناپايداريش را هم مشخص مي كند : توجه

 . كنيد محاسبه p = 1000 kg و a = 1.5 m ، h = 2.7 m نيروي داخلي اعضاي خرپاي بغرنج زير را با فرض : مثال

i F را قرار مي دهيم تا خرپاي ساده BE خرپا را برداشته و به جاي آن عضو AD ابتدا عضو  به دست آيد اين خرپا را مي توانيم براي بارهاي ′
 و 2 نتايج بدست آمده در ستون هاي . ي حل كنيم با روش مفاصل به راحت ′ i f خرپاي AD خارجي و همچنين نيروهاي واحد در امتداد خط

 جدول زير را پر مي كنيم و سپس نيروهاي داخلي 4 را محاسبه كرده و ستون Z مقدار ) 2 ( با استفاده از رابطه . جدول زير ثبت شده اند 3
 صفر است از اين نكته a نيروي عضو جعلي 5 در ستون . مي نويسيم 5 محاسبه مي كنيم و نتايج را در ستون ) 1 ( اعضاي ديگر را از معادله

 . مي توان براي كنترل جواب ها استفاده كرد

a 

a 
a a a  f 

F Z f Z F F 
′ 
′ 

− = ⇒ = ′ + ′ ⇒ =  0 0 ) 2 (
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i i i  f Z F F ′ + ′ = ) 5 ( i f Z ′ ) 4 ( i f ′ ) 3 ( i F  ) 1 ( شماره ميله ) 2 ( ′

­ 1046 
­ 714 
+ 953 
­ 818 
­ 714 
+ 818 
+ 818 
­ 1046 
0 

­ 546 
­ 714 
+ 498 
­ 427 
­ 714 
­ 182 
­ 818 
­ 1046 
+ 872 

­ 0.547 
­ 0.749 
+ 0.522 
­ 0.488 
­ 0.749 
­ 0.191 
­ 0.858 
­ 1.098 
+ 0.915 

­500 kg 
0 

+ 455 
­ 391 
0 

+ 1000 
0 
0 

­872 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
a 

 ازي اصل تغيير مكان هاي مج
 اگر جسم صلبي در حال تعادل باشد و اين تعادل را حين وقوع تغيير مكان كوچك مجازي حفظ كند كار مجازي خارجي انجام

 . يافته بوسيله نيروها در همه حالت ها صفر خواهد بود

 Wext ∑ = 0 ext W = نيروي حقيقي * تغيير مكان مجازي در امتداد نيرو

 براي سازه هاي غير صلب يا تغيير شكل پذير علاوه بر كار مجازي نيروهاي خارجي ، كار مجازي نيروهاي داخلي يا برآيندهاي تنش : توجه
 . نيز بايد محاسبه شود

δ . P = كار نيرو = نيرو * جابجايي در امتداد نيرو 
θ . M = كار لنگر = لنگر )  * راديان ( تغيير زاويه
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 . واكنش هاي تكيه گاهي تيرهاي زير را با استفاده از اصل تغيير مكان هاي مجازي محاسبه كنيد : مثال

 : ) رود كه براي محاسبه تغيير مكان ها به كار مي ( بيان اصل نيروهاي مجازي
 ل پذيري كه تحت اثر مقداري بار در حال تعادل است تغيير شكل مجازي كوچكي داده شود در اين صورت كار اگر به سازه شك

 : برابر با كار مجازي انجام شده به وسيله نيروهاي داخلي يا برآيندهاي تنش مي باشد ) بارها ( مجازي انجام شده به وسيله نيروهاي خارجي

 . لفظ كار مجازي به اين دليل به كار مي رود كه يا نيرو و يا تغيير مكان مجازي مي باشند
 در مكانيك ، انرژي ، ظرفيت انجام كار تعريف مي شود و كار نيز حاصل ضرب نيرو در تصوير تغيير مكان در امتداد نيرو مي باشد در : نكته

 حاصل ضرب . صل ضرب تنش در سطح مربوطه تشكيل نيرو و تغيير شكل ها ، تشكيل تغيير مكان ها را مي دهند اجسام جامد شكل پذير حا
 ( اين دو كار داخلي انجام شده در جسم توسط نيروهاي موثر خارجي مي باشد و اين كار داخلي در جسم به صورت انرژي كرنشي الاستيك

 . ذخيره مي شود ) انرژي كرنشي داخلي
 m محاسبه گام هاي

i δ محاسبه تغيير مكان نقطه گرهي ( در خرپا m در امتداد دلخواه ( 
 نشان مي دهيم N نيروهاي اين مرحله را با ) P نظير حرارت يا بار خارجي ( خرپا را تحت اثر عامل خارجي حل مي كنيم ) 1 گام

 كه توسط صورت مسئله مشخص ( i و در امتداد ) نقطه مورد نظر ( m احد در نقطه خرپا را در غياب بار خارجي تحت اثر نيروي و ) 2 گام
 نشان مي دهيم ... ) و 1 N ، 2 N ( N نيروهاي داخلي در اين مرحله با . حل مي كنيم ) مي شود

 از آن جا كه اين تغيير مكان ها با ) اهدا يا تحميل تغيير مكان ( نسبت مي دهيم 2 مكان هاي حقيقي مجهول سازه را  به سازه گام تغيير ) 3 گام
انجام شده حاصل از مستطيل كار را توليد نمي كند بنابراين كار داخلي N ، δ ندارند يعني ) خويشاوندي ( نيروهاي مجازي هيچ نسبتي
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 است و ضريب
2 
 زيرا كار مجازي است و كار مجازي ضريب ( نخواهد داشت 1

2 
 يعني به جاي مثلث كار مستطيل كار داريم يعني ) ندارد 1

 : كار داخلي عبارت است از

j 

j j 

EA 
N 

) ( 
l 

. ∑
= 

n 

j 
j N 

1 
= ) .( 

1 
red 

n 

j 

L N ∆ ∑
= 

= Wint 

) (  red L ∆ : مي باشد 1 تغيير مكان هاي حقيقي گام . 
 : تنها كا خارجي انجام شده در حالتي كه نشست نداريم برابر است با : محاسبه كار خارجي انجام شده ) 4 گام

i 
m δ * 1 = ∑  ext W 

} 0 

R W + 
i 

m δ * 1 = ∑  ext W حالتي كه نشست داريم كار خارجي در 
R W : به فرض وجود ( كار عكس العمل در حين نشست ( 

 : تساوي كار داخلي و كار خارجي را مي نويسيم ) 5 گام

j 

j j 

EA 
N 

) ( 
l 

. ∑
= 

n 

j 
j N 

1 
= 

i 
m δ * 1 

 i اگر ) 6 م گا
m δ مثبت باشد به اين معناست كه تغيير مكان واقعي نقطه m در امتداد i در جهت بار واحد است و اگر i 

m δ منفي باشد تغيير 

 . در خلاف جهت بار واحد است i در امتداد m مكان نقطه
 علت وارد كردن بار واحد و نه لنگر واحد اين است كه هر تغيير مكاني با نيروي واحد مجازي متناظر با آن مي تواند محاسبه شود يعني : تبصره

 m بايد لنگر واحد را در نقطه m دوران نقطه وارد مي كند و براي محاسبه i را دارد بار متمركز واحد در امتداد δ كسي كه قصد محاسبه
 . دوران گره در خرپا و اعمال لنگر در خرپا منتفي است . وارد كنيم

) i در امتداد m تغيير مكان قائم .( را در خرپاي زير محاسبه كنيد m تغيير مكان قائم نقطه : مثال
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α α α α 
δ  3 

2 

1  cos 2 
) 

cos 
* 

cos 2 
* 

cos 2 
1 ( 2 

) ( 
* 1 

EA 
PL L P 

EA EA 
N 

N 
j 

j j 

j 
j 

i 
m = = = ∑

= 

l 

 . صفر است i در امتداد عمود بر m ر مثال بالا ثابت كنيد كه تغيير مكان نقطه د

0 ) 
cos 

* 
cos 2 

* 
sin 2 
1 

cos 
* 

cos 2 
* 

sin 2 
1 ( 1 

) ( 
* 1 

2 

1 

= − = = ∑ 
= α α α α α α 

δ  L P L P 
EA EA 

N 
N 

j 

j j 

j 
j 

j 
m 

l 

 . را در خرپاي زير محاسبه كنيد B تغيير مكان افقي نقطه : مثال

. ابتدا تحت اثر بار خارجي نيروي داخلي اعضا را بدست مي آوريم : حل
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. در امتداد افق وارد كرده و نيروهاي داخلي را محاسبه مي كنيم B ال بار واحد را در نقطه ح
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 گام هاي محاسبه
i 

m δ در اثر نشست تكيه گاهي 

 . در اينجا گام اول سابق را نداريم چون بار خارجي نداريم ) 1 گام
 . ناشي از بار واحد ي كه در نقطه مورد نظر اعمال كرده ايم محاسبه عكس العمل هاي مجازي ) 2 گام
 كار عكس العمل هايي كه با نشست . مجموع كارهاي خارجي را مساوي صفر قرار مي دهيم زيرا در اين حالت كار خارجي نداريم ) 3 گام

 . م جهت نباشند منفي در نظر گرفته مي شود مربوطه هم جهت باشند ، مثبت منظور مي شود و كار عكس العمل هايي كه با نشست مربوطه ه

0 * * * * 1 0  4 3 1 = − − − ⇒ =  C H C V C V W  a a B 
m 
i ext δ 

j C : نشست متناظر با نيروي تكيه گاهي j 

n 

j 
j m 

i  C C ∑
= 

− = 
1 

* 1 δ 

j C : بار واحد عكس العمل مجازي ناشي از 

 ؟ C جابجايي قائم نقطه : مي باشد پيدا كنيد ) معلوم ( ∆ داراي نشست قائم B در تير شكل زير نقطه : مثال

2 
) 0 )( 

2 
1( ) )( 

2 
1 ( * 1 

2 

1 

∆ 
=   

 
  
 + ∆ − − = = ∑ 

= j 
j j 

v
c  C C δ
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 i مي باشد مطلوبست محاسبه ∆ 1 و تغيير مكان افقي φ داراي دوران A در قاب شكل زير تكيه گاه : مثال
m δ و m θ . 

[ ] 
φ θ 

φθ φ θ 
+ = ⇒ 

= − − = 

m 

m m  ) )( 1 ( * 1 [ ] 
0 

) )( ( ) 0 )( 1 ( 0 * 1  1 

> = ⇒ 

− + ∆ + − = 

l 

l 

φ δ 

φ δ 
i 

m 

i 
m 

 تغيير مكان نسبي افقي ( محاسبه كنيد b φ و a φ و xb C و ya C و xb C و xa C در اثر نشست هاي تكيه گاهي m تغيير مكان نقطه : مثال
) m و قائم نقطه
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 وگيري كنيم ما در اينجا سازه را براي عواقب نشست آماده مي كنيم نه اينكه از نشست جل : نكته
 هرگونه تغيير وضعيت در تكيه گاه به عنوان نشست در نظر گرفته مي شود ‐
 . جابجايي در حين اثر توام بارگذاري و نشست به كمك جمع آثار محاسبه مي شود ‐

δ ) بارگذاري + ( δ ) نشست =  ( δ ) نشست + بارگذاري ( 

 m محاسبه
i δ به كمك اصل كار مجازي در اثر وجود ) خرپايي ، خمشي ، مختلط ( سازه معين s t : 

s t : تغيير يكنواخت دماي يك يا چند عضو يا همه اعضا نسبت به زمان نصب . 
0 > s t : 0 1 عضو مورد نظر گرم شده  t t t s − = t0 : دما در زمان نصب 
0 < s t : عضو مورد نظر سرد شده t1 : دما در زمان مورد مطالعه 

 . به دست آوريد s t را در اثر وجود m تغيير مكان قائم نقطه : مثال

 حقيقي ∆ و محاسبه ) حرارت ( اثر بار خارجي ) 1 گام
 m حل سازه تحت اثر بار واحد در امتداد قائم در نقطه ) 2 گام
 = int W W ext اخلي نوشتن رابطه تساوي كار خارجي و كار د ) 3 گام

s s real m 
v  t t N N  l l α α δ = ⇒ ∆ = ⇒  . * 1
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 . به صورت زير محاسبه مي شود s t ناشي از حرارت m بنابراين تغيير مكان نقطه

dx t x N t N N  s j s 

n 

j 
j j real 

n 

j 
j m 

i α α δ  ) ( ) ( ) ( * 1 
1 1 

∫ ∑ ∑ = = ∆ = 
= = 

l 

 به علت سازگاري اعضا و عدم ممانعت از تغيير شكل ( سازه معين تحت اثر افزايش دما تغيير مكان دارد اما هيچ نيروي داخلي ندارد : نكته
 ) محوري اعضا نسبت به همديگر

 m محاسبه
i δ دماي غير يكنواخت در اثر تغيير ) t ∆ ) : ( در سازه هاي خمشي ( 

t ∆ : تغيير غير يكنواخت دما با  گراديان خطي در ارتفاع عضو در سازه هاي خمشي ) t ∆ مطرح نيست در خرپاي ايده آل ( 

t ∆ و s t در سازه هاي معين فقط ايجاد تغيير شكل مي كنند ولي در سازه هاي نامعين تنش نيز توليد مي كنند و معمولا تغيير شكل هم به 
 وجود مي آورند ولي استثنا هم وجود دارد

 ارت بين تار بالا و تار پايين منجر سازه معين تحت اثر تغيير غير يكنواخت درجه حرارت ،  نيروي داخلي نخواهد داشت اين اختلاف درجه حر
 . به انحناي محور تير مي گردد و اين به معناي به وجود آمدن تغيير شكل جانبي است

 ضمنا شرط وجود گراديان خطي دما بين تار بالا و تار پايين ضروري است تا مقاطع تير كه مسطح مي باشند بعد از تغيير شكل نيز مسطح باقي
 ) ي در مبحث خمش تير  در مقاومت مصالح فرض اساس . ( بمانند

 : چون در خرپاي ايده آل لنگر نداريم و در محاسبه كار مجازي داخلي دچار مشكل مي شويم عملا در خرپا بررسي نمي شود ∆ t اثر
 m براي محاسبه **

i δ در اثر t ∆ به طول يك المان dx از تير را در نظر مي گيريم
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K 
EI 
M 

h 
t 

dx 
d 

h 
tdx d 

h 
tdx 

h 
dx t t 

h 
dx t dx t d d  t b t b 

= = 
∆ 

= ⇒ 
∆ 

= ⇒ 

∆ 
= 

− 
= 

− 
= ≅ 

α θ α θ 

α α α α 
θ θ 

) ( . . 
tan 

K = انحنا 

 m گام هاي محاسبه
i δ در حالت وجود t ∆ : 

 رسم دياگرام و ) حرارت غير يكنواخت ( حل سازه تحت اثر بار خارجي ) 1 گام
h 
t ∆ α چون . و يا محاسبه مقدار آن 

h 
t ∆ α عدد ثابتي است 

 . مستطيل منفي خواهيم داشت t∆ > 0 در اين صورت مستطيل مثبت و اگر t∆ < 0 پس دياگرام آن مستطيل و داراي علامت است اگر
 و رسم دياگرام آن ها M اعمال بار واحد متناظر با تغيير مكان مطلوب و نوشتن معادلات ) 2 گام
 نوشتن رابطه كار مجازي ) 3 گام

dx 
h 
t M W W  m 

i 
ext 

∆ 
= ⇒ = ∑∫ 

α δ 
l 

0 
int  * 1 

 با توجه به اين كه تار خنثي نسبت به زمان نصب افزايش دما داشته است مي توان كار توليد نمايد N در صورتي كه بار واحد در سازه : نكته
 : داخلي ناشي از آن را هم در عبارت كار داخلي مجازي منظور كرد

dx t N dx 
h 
t M  s 

n 

j 
m 
i α α δ ∑∫ ∑∫ + 

∆ 
= 

= 

l l 

0 
1 

0 
* 1 

s t : اي تراز تار خنثي است عبارت از تغيير دم 
 را منظور نمي كنيم و N داده شود يا موقعيت تار خنثي قابل تشخيص نباشد نمي دانيم در تار وسط چه مي گذرد پس ∆ t ولي اگر در مسئله اي فقط

 . آورد ، نمي توان از اثر آن صرف نظر كرد داده شده باشد و يا بتوان آنرا بدست s t اگر

 ) بروش كار مجازي ( تعيين كنيد ∆ t را در اثر حرارت غير يكنواخت m تغيير مكان قائم نقطه : مثال
 ∫ tdx Nα و جمله است M توليد نمي شود و بنابراين عبارت كار مجازي فقط حاوي اثر N در اين مسئله : حل

l 

0 
 را ندارد

h 
t 

h 
t 

h 
t dx 

h 
t x dx 

h 
t M 

v 
m 

v 
m 

2 

2 
* 

2 
) * 1 ( * 1 

2 

2 2 

0  0 

l 

l l l l 

∆ 
− = ⇒ 

∆ 
− = 

∆ 
= 

∆ 
− = 

∆ 
= ∫ ∫ 

α δ 

α α α α δ
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 رو به بالا و مخالف بار واحد است m علامت منفي نشان مي دهد كه جهت

 c ( خيز انتهاي آزاد سمت پيش آمده تير : مثال
v δ ( را محاسبه كنيد ) شده است بارگذاري حرارتي در روي تير نشان داده ( 

 توليد نمي شود ، علاوه بر اين موقعيت تار خنثي هم معلوم نيست بنابراين در عبارت كار N در اين مسئله هم تحت اثر بار واحد نيروي محوري : حل
 ∫∑ مجازي جمله dx t N  s α 

l 

0 
 . وجود ندارد

 
 
 

  
 

 

+ = ⇒ = 

= ⇒ = ⇒ = 

∑ 

∑ 

l 

l 
l 

b R F 

b R R b M 

B y 

A A B 

1 0 

* * 1 0 
 c تير ناشي از بار واحد در نقطه عكس العمل هاي

x M 

x b M 

− = 

− = 
l 

b x 
x 
≤ ≤ 
≤ ≤ 

0 
0  l 

1 2  t t t − = ∆ 

h 
b t b 

dx 
h 
t x dx 

h 
t x b dx 

h 
t M dx 

h 
t M dx 

h 
t M 

v 
c 

b b v 
c 

2 
) ( 

) )( ( ) )( ( * 1 
0 0  0  0 

+ ∆ − 
= ⇒ 

∆ 
− + 

∆ 
− = 

∆ 
+ 

∆ 
= 

∆ 
= ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 

l 

l 

l l 

α δ 

α α α α α δ 

 رو به پايين مي رود c نقطه t∆ > 0 رو به بالا مي رود و اگر c نقطه t∆ < 0 اگر

 m و mm θ و m θ تغيير مكان هاي محاسبه
i δ و mm δ در سازه هاي خمشي يا مختلط با روش بار واحد : 

 : مقدمه
 M ، V ، N ، T محاسبه كار داخلي در سازه هاي خمشي ناشي از

T M V N  W W W W W + + + = int در سازه هاي دو بعدي 
 . اغلب مسئله هاي دو بعدي پيچش ندارند زيرا پيچش مسئله را قدري سه بعدي مي كند

 . كار داخلي همان كار تنش هاست وقتي كه كرنش ها رخ مي دهند : توجه
ر داخلي نيروي محوري كا ) الف
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ε δ همان كار مجازي است زيرا  يكي از دو عامل  = ∫ مجازي است , dxdydz W δε int در عدم تناسب ε δ , 

 = ∫ همان كار حقيقي يا انرژي كرنشي يا انرژي تغيير شكل نسبي است dxdydz W δε 
2 
1 

int در حالت متناسب بودن ε δ , 

A 
N 

EA 
N 

= = δ ε   از طرفي مي دانيم : ,

∫ ∫ ∫ ∫ − − = =  2 

2 

2 

2 
0 0 

int  * 
b 

b 

b 

b  dx 
EA 
N N dxdydz 

EA 
N 

A 
N W 

l l در حالت عدم تناسب ε δ , 

∫ ∫ = = 
l l 

0 

2 

0 int  2 
* * * 

2 
1 

EA 
dx N Adx 

EA 
N 

A 
N W در حالت متناسب بودن ε δ , 

 
 
 

  
 

 

= = 

= 
⇒ 

∫ 

∫ 
l 

l 

0 

2 

int 

0 
int 

2 
dx 

EA 
N u W 

dx 
EA 
N N W 

 نتيجه

 . هيچگاه منفي نمي شود N كارهاي مجازي ممكن است مثبت يا منفي باشند اما انرژي كرنشي به علت وجود توان دوم

 : براي محاسبه انرژي كرنشي المان ميله اي كه تحت اثر بار محوري است : روش دوم
 ∆ = dx تغيير مكان

 براي المان ، براي يافتن انرژي كرنشي ميله بايد در طول ميله انتگرال بگيريم
∫ = ⇒ 

= = ∆ = 

l 

0 

2 

int 

2 

int 

2 

2 2 
1 

2 
1 

dx 
EA 
N W 

EA 
dx N N 

EA 
Ndx N W 

 : M محاسبه كار داخلي مجازي و انرژي كرنشي براي يك المان در صورت وجود ) ب

∫ =  dxdydz W δε int در عدم تناسب ε δ , 

∫ =  dxdydz W δε 
2 
1 

int در حالت متناسب بودن ε δ ,
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∫ = = =  dA Z I 
I 
MZ 

EI 
MZ 

y 
2 , ,δ ε : از طرفي مي دانيم 

 
 
 

 
 
 

 

= = 

= 

⇒ 

∫ 

∫ 
l 

l 

0 

2 

int 

0 
int 

2 
dx 

EI 
M u W 

dx 
EI 
M M W 

y 

y نتيجه 

 
 
 

 
 
 

 

= ⇒ 

= = = 

∫ 
l 

0 

2 

int 

2 

int 

2 

2 2 
1 

2 
1 

dx 
WI 
M W 

EI 
dx M 

EI 
Mdx M Md W 

y 

θ 
 راه دوم

 براي تعيين انرژي كرنشي كل ميله بايد در طول ميله انتگرال بگيريم

 ) : V ( محاسبه كار داخلي مجازي و انرژي كرنشي در حالت وجود نيروي برشي

 
 
 

  
 

 

′ 
= 

′ 
= 

= = 

A G 
dx V dx 

A G 
V V W 

dx 
G 

V dx V W 

2 2 
1 

2 
1 ) ( 

2 
1 

2 

int 

int 
τ γ 

 انرژي كرنشي براي المان

 اين است كه A به جاي ′A علت ظهور
A 
V 

Ib 
VQ 

≠ = τ است 

A G 
Vdx V W 
′ 

= int كار داخلي مجازي براي المان 

∫ ′ 
= 

l 

0 

2 

int  2  A G 
dx V W كار داخلي عضو در اثر نيروي برشي 

∑∫ 
= ′ 

= 
n

i  A G 
dx V U 

1 
0 

2 

2 
l انرژي كرنشي كل سازه در اثر نيروي برشي 

∫ > = = ′ < ′  1 , ,  2 

2 

2  dA 
b 
Q 

I 
A f 

f 
A A A A  s 
s 

مي باشد مقطع كوچك شده برشي
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 : محاسبه كار داخلي و انرژي كرنشي در پيچش

GJ 
Tdx T TdQ W 

2 
1 

2 
1 

int = = 

∫ = 
GJ 
dx T W 

2 

2 

int عضو 
GJ 
dx T W 

2 

2 

int = المان 

GJ 
Tdx T 

 المان كار داخلي مجازي براي =

 
 
 

  
 

 

= 

= = ∑∫ 

GJ 
dx T T W 

GJ 
dx T U W 

int 

0 

2 
int  2 

l 

 نتيجه

 اين روش محدود به موارد خاص مي باشد و قابليت تعميم براي بارگذاري متنوع و ( : روش كار حقيقي براي محاسبه تغيير مكان ها
 ) متعدد را ندارد

 : ر قاعده زير استوار است اين قسمت بخش فرعي و حاشيه اي در مبحث كار مجازي مي باشد روش كار حقيقي ب
 = U W ext انرژي كرنشي داخلي = كار خارجي

∑∫ ∑∫ ∑∫ ∑∫ +
′ 

+ + = 

+ + + = = 

GJ 
dx T 

A G 
dx V 

EI 
dx M 

EA 
dx N 

U U U U W U  V V M N 

2 2 2 2 

2 2 2 2 

int 

 كه بر انتهاي آزاد P در اثر نيروي محوري l و طول A سبه تغيير مكان انتهاي آزاد يك ميله الاستيك با سطح مقطع مطلوبست محا : مثال
 . آن وارد مي گردد

EA 
P 

EA 
P P U W 

EA 
P 

EA 
dx N U U 

P W 

ext 

N 

ext 

l l 

l l 

= ∆ ⇒ = ∆ ⇒ = 

= = = 

∆ = 

∫ 

2 
. 

2 
1 

2 2 

. 
2 
1 

2 

0 

2 2
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 ) منظور شود M فقط اثر ( ر با استفاده از كار حقيقي در تير زي ) تغيير مكان قائم ( ∆ مطلوبست محاسبه ميزان : مثال

x P M  . − = 

EI 
P 

EI 
P p U W 

EI 
P 

EI 
dx PX 

EI 
dx M U U 

ext 

M 

3 6 
. 

2 
1 

6 2 
) ( 

2 
3 2 3 2 

0  0 

3 2 2 2 

l l 

l l l 

= ∆ ⇒ = ∆ ⇒ = 

= 
− 

= = = ∫ ∫ 

 dx روش هاي انتگرال گيري براي حل عددي انتگرال
EI 
M m ∫ 

 dx ، حل انتگرال براي محاسبه تغيير مكان هاي الاستيك با استفاده از روش كار مجازي
EI 
M m ∫ اغلب پر زحمت و وقت گير بوده 

 در زير دو روش كه استفاده از آن ها باعث سهولت زيادي در محاسبات و صرفه جويي در وقت . و باعث طولاني شدن محاسبات مي گردد
 . مي گردد ارائه مي شود

 را به هم ضرب مي كنيم و از حاصل ضرب آن ها با استفاده از ) M و M مثلا ( در اين روش دو تابع زير انتگرال : روش تحليلي ) 1
 . قواعد رياضي انتگرال مي گيريم

 ) وحدت مبدا مختصات ( معادلات هر دو تابع زير انتگرال بايد در دستگاه معادلات يكساني نوشته شده باشند *
 پيوست استفاده از جدول هاي موجود در : روش استفاده از جدول ) 2
 . مي باشد x همواره از بار واحد مجازي ناشي مي شود نمودار آن همواره به صورت تابع خطي از m از آن جايي كه لنگر : ر روش مو ) 3

 حال شكل زير را كه در آن توابع
EI 
M و m توجه شود كه هرگاه . ، در نظر بگيريد در زير يكديگر رسم شده اند EI ثابت باشد ، نمودار 

EI 
M همان شكل نمودار M را داراست كه عرض هاي آن بر EI نمودار . تقسيم گشته اند M نيز معمولا بصورت توابع درجه اول ، دوم و يا 

 . است مي باشد كه در شكل زير تابع آن دلخواه انتخاب شده x سوم از
 با . مقادير ثابتي مي باشند K و C بنويسيم كه در آن C+Kx m = مي باشد ، آنرا مي توانيم بصورت x يك تابع خطي از m چون نمودار

 dx گذاشتن اين مقادير در انتگرال
EI 
M m ∫ مي توانيم بنويسيم : 

 = + = + ∫ ∫ ∫ ∫ ) الف (
B 

A 

B 

A 

B 

A 

B 

A 

xdx 
EI 
M K dx 

EI 
M C dx 

EI 
M Kx C dx 

EI 
M M  ) (



Created by meysam Azadmanesh azad university  of  zanjan 

www.azu.ac.ir 

 انتگرال اول سمت راست معادله فوق ، مساحت نمودار
EI 
M بين دو حد A و B و اتگرال دوم لنگر اول سطح زير نمودار 

EI 
M نسبت به نقطه 

A ن به صورت زير نوشت مي باشد و آن را مي توا : 

M 

B 

A 

A x xdx 
EI 
M 

= ∫ 
 ( با توجه به موارد فوق ، رابطه . مي باشد AM تا مركز هندسي A فاصله نقطه x و B و A بين دو حد M سطح زير نمودار AM كه در آن

 : به صورت زير در مي آيد ) الف

M M M 

B 

A 

A x K C A x K CA dx 
EI 
M m  ) ( + = + =  

 
 

 
 
 

∫ 
 ) K C ( ليكن مقدار x + در رابطه فوق نشان دهنده مقدار m در موقعيت مركز هندسي سطح AM مي باشد كه اگر آن را با y ، نشان دهيم 

 : آيد رابطه زير كه موسوم به رابطه مور مي باشد به دست مي

M 

B 

A 

A y dx 
EI 
M m = ∫  ) ( 

 ∫ يعني مقدار انتگرال
B 

A 

dx 
EI 
M m   مساوي حاصل ضرب سطح زير نمودار ) (

EI 
M در مقدار m در موقعيت مركز هندسي سطح زير نمودار 

EI 
M داشته باشيد كه رابطه فوق وقتي صحيح است كه نمودار البته توجه . مي باشد m حتما خطي باشد .
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 از آن جايي كه در استفاده از رابطه مور به استفاده از مركز هندسي اشكال هندسي زياد بر مي خوريم ، در جدول شكل بالا مركز هندسي
 . سطوح ساده نشان داده شده است

 را نمي توان در طول يك ناپيوستگي در هريك از توابع y و AM توجه نماييد كه
EI 
M و يا m يعني هر دو تابع . محاسبه نمود 

 براي
EI 
M و m بين نقاط A و B نواختي برحسب بايستي تابع پيوسته و يك x در صورتي كه هريك از توابع غير پيوسته باشند ، سازه . باشند 

 نتايج حاصل از هر قسمت را مي توان جمع جبري . پيوسته باشند m و M را مي توان به قسمت هايي تقسيم نمود كه در هريك از آن ها
 : نمود تا نتيجه نهايي حاصل گردد يعني

∑ ∫ =  M A y dx 
EI 
M m 

 مثال بروش جدول

مثال براي روش مور
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گام هاي محاسبه تغيير مكان در سازه هاي خمشي
 M ، V ، N ، T حل سازه تحت اثر بارهاي خارجي براي يافتن ) 1 گام
 M V N T حل سازه تحت اثر بار واحد متناظر با تغيير مكان براي يافتن ) 2 گام , , , 
 : نوشتن رابطه تساوي كار داخلي و كار خارجي ) 3 گام

int * 1  W i 
m = δ 

int int int int int 
T V M N  W W W W W + + + = كل سازه 

∑∫ ∑∫ ∑∫ 
= = = ′ 

+ + = 
n

i 

n 

i 

n 

i 

i 
m  A G 

dx V V 
EI 
dx M M 

EA 
dx N N 

1 
0 

1 
0 

1 
0 

* 1 
l l l 

δ 

 خمشي اهميت اساسي دارد ها در سازه هاي ) M ( جمله دوم سمت راست تساوي فوق يعني انتگرال – 1 : چند نكته
 در خرپا اهميت حياتي دارد در سازه هاي خمشي كوچك بوده و صرفنظر مي شود و اين جمله در ) N ( جمله اول سمت راست تساوي – 2

 اساسي در سازه هاي طره اي كوتاه ، تير عميق ، تيرهاي شبكه پي اهميت ) V ( جمله سوم سمت راست تساوي – 3 . اغلب تيرها وجود ندارد
 . اهميت ثانوي دارد و در خرپا اصلا وجود ندارد ) تير و قاب ( دارد در سازه هاي خمشي معمولي

 سمت راست تساوي فوق در كار داخلي مجازي و همچنين در انرژي كرنشي سازه خمشي سهم ) V و N ( عناصر جملات اول و سوم – 4
 به ترتيب EI و Gj و ′ A G محوري را صفر مي كند همچنان كه بي نهايت شدن مقدار كار نيروي EA بي نهايت شدن – 5 . كمتري دارند

 . كار نيروي برشي و لنگر پيچشي و لنگر خمشي را صفر مي كند

 > 4 تير عميق تيري است كخ *
h 
l باشد در اين تير توزيع تنش خمشي در ارتفاع مقطع از رابطه 

I 
M 

E  y 
y = ) ( تبعيت نمي كند زيرا در 

 . دهانه هاي كوچك ، مقدار خمش كوچك و اثر نيروي برشي بزرگ و غير قابل صرفنظر كردن مي شود

) بروش كار مجازي ( را محاسبه كنيد m تغييير مكان قائم نقطه : مثال
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∫ 

∫ ∫ ∫ 

= = 

′ 
+ + = 

l 

l l l 

l 
0 

3 

0  0 0 

3 
* 1 

* 1 

EI 
P 

EI 
dx M M 

A G 
dx V V 

EA 
dx N N 

EI 
dx M M 

v 
m 

v 
m 

δ 

δ 

v ه در تير زير مطلوبست محاسب : مثال
c δ ) بروش كار مجازي ( 

 : حل
 : گام اول

: گام دوم
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x M bc  * 1 − = x k M ab 
l 

* 1 − = 

x P M bc  * − = x k P M ab 
l 

* − = 

1 = bc V 
l 
k V ab  * 1 − = 

P V bc = 
l 
k P V ab  * − = 

0 = bc N 0 = ab N 

0 = bc N 0 = ab N 
 : گام سوم

∫ ∫ ∫ = +
′ 

+ = 
EA 
dx N N 

A G 
dx V V 

EI 
dx M M V 

c δ 

∫ ∫ ∫ ∫ ⇒ +
′ 

+
′ 

− − + − − + − − 
k k 

A G 
dx P 

A G 
dx k P k 

EI 
dx Px x 

EI 
dx x k P x k 

0 0 0  0 

0 ) )( 1 ( ) )( 1 ( ) )( 1 ( ) )( 1 ( 
l l 

l l l l 

) ( ) ( 
3 

2 

2 

2 
2 3 

2 

2 

k A G 
Pk k 

EI 
Pk V 

c 
l 

l 
l 

l l 
l 

+ 
′ 

+ + = δ 

 درجه كاهش يابد ، مطلوبست محاسبه تغيير 15 درجه افزايش و درجه حرارت خارج آن 20 اگر درجه حرارت قاب در شكل زير : مثال
 ) بروش كار مجازي ( D مكان افقي تكيه گاه

h h 
t t α α  35 35 ) 15 ( 20 = 

∆ 
⇒ = − − = ∆
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h h 

h h h 
dx 

h 
t M 

H
D 

H
D 

2 2  70 ) 35 ( 2 

) )( 35 (
2 

) )( 35 ( ) )( 35 (
2 

. * 1 

l l 

l 
l 

l l l 
l 

α α δ 

α α α α δ 

= = ⇒ 

+ + = 
∆ 

= ∫ 

 ) بروش كار مجازي . ( را تحت بارگذاري داده شده محاسبه كنيد D تغيير مكان افقي افقي گره : مثال

 : حل

h 
t 

h 
t 

h 
t 

h 
t dx 

h 
t M D 

α α α α α δ ∆ 
= 

∆ 
+ 

∆ 
+ + 

∆ 
= 

∆ 
= ∫  66 . 61 ) )( 

3 
14 (

2 
5 ) )( 

3 
14 6 (

2 
6 ) 6 )( (

2 
6 * 1 

cm m H
D  4 04 . 0 

10 * 30 
) 20 40 ( 10 * 61066  2 

5 

= = 
− 

= − 

− 

δ 

 قضيه بتي
 . قانون بتي يكي از اصول بسيار مهم مكانيك است و موارد استفاده زيادي دارد

قضيه بتي بيان
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 در هر سازه اي كه ماده آن الاستيك بوده و از قانون هوك پيروي كند  به شرطي كه تكيه گاه هاي سازه غير قابل تغيير شكل بوده و
 يجه ي تاثير سيستم به علت تغيير شكل سازه در نت m P كار مجازي خارجي انجام شده توسط سيستم نيروهاي : درجه حرارت ثابت باشد داريم

 به علت تغيير شكل سيستم در نتيجه ي تاثير سيستم n P برابر است با كار مجازي خارجي انجام شده توسط سيستم نيروهاي n P نيروهاي
 : يعني m P نيروهاي

∑ ∑ =  nm n mn m  P P δ δ  . . 
mn δ : تغيير مكان نقطه m در اثر بار موجود در نقطه n . 
nm δ : تغيير مكان نقطه n در اثر بار موجود در نقطه m . 

 اثبات ساده قضيه بتي
 يك سر گيرداري را در نظر مي گيريم براي اثبات تير

 : بر سازه  وارد مي شود n P فرض مي كنيم سيستم نيروهاي ) الف

 : را به تير وارد مي كنيم m P حال نيروهاي

∑ ∑ ∑ + + = + + = Ι 
nm n mm m nn n 

n m 
ext 

m 
ext 

n 
ext ext  P P P W W W W δ δ δ 

2 
1 

2 
1 , 

 : مي شود بر سازه وارد m P فرض مي  كنيم نيروهاي ) ب

: را به تير وارد مي كنيم n P حال نيروهاي
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∑ ∑ ∑ + + = + + = ΙΙ 
mn m nn n mm m 

m n 
ext 

n 
ext 

m 
ext ext  P P P W W W W δ δ δ 

2 
1 

2 
1 , 

 . كل كار خارجي در حالت الف و ب بايد مساوي باشد زيرا تقدم و تاخر تاثيري در مقدار كار سيستم هاي ارتجاعي خطي نداشته باشد
∑ ∑ = ⇒ = ΙΙ Ι 

mn m nm n ext ext  P P W W δ δ 
 . ارن ماتريس نرمي سازه و حتي ماتريس سختي سازه را نيز توضيح مي دهد قضيه بتي به علت تق

 A در M تحت اثر ممان منفي D باشد تغيير مكان نقطه θ برابر D در نقطه P تحت اثر بار A در تير زير در صورتي كه دوران نقطه : مثال
 ) ′∆ = ? .( چه مقدار خواهد بود

P 
M M P θ θ = ∆′ ⇒ = ∆′ : قضيه بتي 

 . در امتداد آن ايجاد كرده است P در محل اثر بار M تغيير مكاني است كه لنگر : ′∆
θ : تغيير مكاني است كه بار P در محل اثر لنگر M است تغيير مكان متناسب با لنگر دوران . ( ايجاد كرده است ( 

 قضيه ماكسول
 = = 1 اگر در قضيه بتي n m  P P در نظر بگيريم خواهيم داشت : 

nm mn n m  P P δ δ = ⇒ = =  1 
 . پس قضيه ماكسول حالت خاص قضيه بتي مي باشد

 كسول بيان قضيه ما
 تحت اثر بار j در امتداد n در هر سازه ارتجاعي ، هوكي ، با تكيه گاه هاي تغيير ناپذير و دماي ثابت مقدار عددي تغيير مكان نقطه

 ي اثر م j كه در امتداد n تحت اثر بار واحدي در i در امتداد m اثر مي كند برابر است با تغيير مكان نقطه i و در امتداد m واحدي كه در
 . كند

: مثال
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mn nm θ = ∆ از نظر عددي 

mn nm θ θ = 

ji ij θ θ = مقدار عددي
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ji ij θ δ = از نظر عددي 

 تعريف سازه با رفتار خطي
 : در سازه با رفتار خطي دو شرط زير بايد صادق باشد

 . كرنش خطي باشد – مصالح سازه از قانون هوك پيروي كنند يعني رابطه تنش – 1
 . تغيير شكل هاي سازه بايد كوچك باشد نبايد روي عمل و امتداد بارهاي وارده تاثير داشته باشد – 2

مروري بر چند دياگرام نيروهاي داخلي پركاربرد
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 بروش نيرو تحليل سازه هاي نامعين
 ) x ( تعيين درجه نامعيني استاتيكي سازه ) 1 گام
 ) 1 رجوع كنيد به مقاومت مصالح ( انتخاب سازه مبناي مناسب ) 2 گام
 نيروي محوري و برشي و . ( و رسم دياگرام هاي لازم ) مانند حرارت ( حل سازه مبنا تحت بار خارجي يا عامل خارجي ) 3 گام

 0 0 0 صفر خواهند داشت لنگر خمشي زيرنويس , ,  V N M ( 
 نيروي محوري . ( حل سازه مبنا تحت اثر اولين نيروي تعاملي كه مقدارش واحد فرض شده است و رسم دياگرام هاي لازم ) 4 گام

 1 1 1 و برشي و لنگر خمشي زيرنويس يك خواهند داشت , ,  V N M ( 
 نيروي محوري و . ( ك از نيروي تعاملي باقيمانده در غياب بار خارجي و نيروهاي تعاملي ديگر بازاي هري 4 تكرار گام ) 5 گام

 2 2 2 برشي و لنگر خمشي زيرنويس دو خواهند داشت , ,  V N M ( 
 ,...) , , ( محاسبه عناصر ماتريس نرمي سازه ) 6 گام 11 12 13 δ δ δ د كه معادل همان محاسبه تغيير مكان ها مي باش . 
 . نوشتن معادلات سازگاري در محل نيروهاي تعاملي كه بازاي هر نيروي تعاملي يك معادله سازگاري خواهيم داشت ) 7 گام

1 * 0 

10 

10 

1 * 

2 

1 

* 1 1 

2 21 21 

1 12 11 

n n n n n n nn n n 

n 

n 

x 

x 
x 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

− 

− 
− 

= 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

δ 

δ 
δ 

δ δ δ 

δ δ δ 
δ δ δ 

M M 

L 

M L M M 

L 

K 

 نيم ماتريس نرمي ماتريس نرمي و اعضاي آن مستقل از بارگذاري ، نشست و تغيير دماي محيط است و تا سازه مبنا را عوض نك
 . عوض نخواهد شد و بنابراين براي انواع بارگذاري ها از ماتريس نرمي يكسان استفاده مي كنيم

. شرط وجود جواب مخالف صفر بودن دترمينان ماتريس نرمي پايدار بودن سازه مي باشد : نكته
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 كنواخت و غير يكنواخت و نشست هاي تكيه بردار ستوني طرف راست در حالت هاي مختلف نظير بارگذاري ، تغيير حرارت ي
 طرف راست ( گاهي بطور جداگانه محاسبه مي شود يعني طرف راست معادلات در هريك از اين حالات با حالات ديگر تفاوت دارد

 ) معادلات به بارگذاري ، نشست و تغيير دما وابستگي دارد

[ ][ ] [ ] [ ] [ ] 
{ } t c b 

t c b X A 
+ + = 

+ + = 
[ ][ ] [ ] 
[ ][ ] [ ] 
[ ][ ] [ ]   

 
 

 

= 
= 
= 

t X A 
c X A 
b X A 

 x1 , x2 حل معادلات سازگاري و يافتن ) 8 گام , …,xn 
 با يكي از دو روش زير : پردازش ثانوي ) 9 گام

 استفاده از معادلات تعادل سازه پس از قرار دادن مجهولات بدست آمده در سازه اصلي ) الف
 استفاده از جمع آثار مرحله اي ) ب

A=A0+X1A1+ X2A2+ …+ XnAn 

A : اثري بنام A 
A0 : همان اثر تحت بار خارجي 
A1 : همان اثر تحت بار واحد X1 =1 

M
An : همان اثر تحت بار واحد Xn =1 

, x1 مثبت بودن مقادير ) 1 نكته x2  , …,xn يروهاي مجهول را درست نشان نشانه آن است كه بارهاي واحد اعمال شده در سازه مبنا جهت ن 
 . داده و منفي بودن نشانه آن است كه جهت نيروهاي تعاملي بايستي عوض شود

 x1 , x2 ( اگر يكي يا تعدادي از جواب ها ) 2 نكته , …,xn ( منفي آمده باشد در قسمت پردازش ثانوي ، وقتي از قسمت الف استفاده مي 
 جمع آثار ( ر مي دهيم و سپس از معادلات تعادل استفاده مي كنيم ولي وقتي از قسمت ب كنيم جهت درست را در روي سازه اصلي قرا

, x1 استفاده مي كنيم ) مرحله اي x2  , …,xn را با همان علامت بدست آمده در رابطه جمع آثار مرحله اي قرار مي دهيم . 
. عكس العمل هاي تكيه گاهي تير زير را بروش نيرو محاسبه كنيد : مثال
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10 1 11 = ⇒ + = ⇒ − = δ δ : معادله سازگاري 
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q q q M x M M 

q q q R x R R 

A A A 

A A A 
 جمع آثار مرحله اي

 . را با هم جمع كرد M M, 0 1 براي رسم دياگرام لنگر خمشي مي توان

: مي باشد M اي رسم دياگرام لنگر خمشي استفاده از برش زدن و پيدا كردن معادله راه دوم بر



Created by meysam Azadmanesh azad university  of  zanjan 

www.azu.ac.ir 

 حل مثال قبل با سازه مبناي ديگر مثلا با سازه مبناي زير : تمرين

) منظور شود M فقط اثر . ( را هم رسم كنيد M) ( تير شكل زير را به روش نيرو حل كرده و دياگرام لنگر خمشي : مثال
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مطلوبست حل سازه بروش نيرو و رسم دياگرام لنگر خمشي : مثال
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x δ δ سازگاري معادله 

 ناي زير دوباره حل كنيد سازه مثال قبل را با سازه مب : تمرين

 تحليل سازه هاي نامعين در اثر نشست تكيه گاهي
 اگر سازه معين باشد در اثر نشست تكيه گاهي در اعضاي سازه تنش توليد نخواهد شد به عبارت ديگر نيروي داخلي در اثر نشست

 نيز توليد شود نيروهاي داخلي ناشي از نشست مخصوص سازه هايي برابر صفر است ولي اگر سازه نامعين باشد ممكن است در اثر نشست تنش
 : است كه

 نشست هاي آن نه متساوي و نه متناسب باشند ‐ 2 از نظر تكيه گاهي نامعين باشد ‐ 1
 نشست متساوي و متناسب در هيچ سازه اي اعم از معين و نامعين تنش توليد نخواهد كرد

 . خش از نشست كه تنش توليد مي كند نشست موثر ناميده مي شود در نشست هاي نامتناسب و نامتساوي آن ب
 اگر در سازه فقط نشست داشته باشيم معادلات سازگاري به صورت زير خواهد شد

 ) در حالت فقط نشست (
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C1 : عكس العمل تكيه گاهي ناشي از x1=1 ∑  c c 1 : تكيه گاهي در حين اعمال جبري كارهاي خارجي مجموع x1=1 
C2 : عكس العمل تكيه گاهي ناشي از x2=1 

M 
Cn : عكس العمل تكيه گاهي ناشي از xn=1 

 اب مطلوبست نوشتن طرف راست معادلات حاكم بر مسئله در اثر نشست هاي نشان داده شده در روي ق : مثال

) ( * 1 * 1  2 1 2 1 1 φ φ φ φ + − = − − = ∑  c c 

2 1 4 2 4 2 1 2 2  * 1 * * 1 * 1 φ φ l l − + − = + − − = ∑  c c c c c c
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x x x 

δ δ δ 
φ δ δ δ 

φ φ δ δ δ 
l 

 با روش نيرو ) b نشست تكيه گاه ( , P c b مطلوبست حل سازه زير تحت اثر بار : مثال
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 مثال بالا را با سازه مبناي زير حل كنيد : تمرين

 در مسائل تغيير حرارت يكنواخت وغير يكنواخت جمله اول در جمع آثار صفر است زيرا سازه مبنا در اثر نشست و حرارت عكس : نكته
 . العمل و نيروي داخلي توليد نمي كند

∑ 

∑ 
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= + + + + = 

n

i 
mi i m m 
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1 1 1 1 1 1 0 

δ δ δ 

L 

وجود داشته باشد s t فقط در خرپا نيست در هر سازه اي ممكن s t : نكته
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 ∆ t مطلوبست محاسبه عكس العمل هاي تكيه گاهي در اثر تغيير درجه حرارت غير يكنواخت : مثال
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 مطلوبست حل سازه زير تحت اثر حرارت يكنواخت نشان داده شده در روي خرپا با روش نيرو : مثال
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 − = ∆ < 0 1 2 : پيدا كنيد ∆ t عكس العمل هاي تكيه گاهي را در اثر حرارت : مثال t T T 
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 تكيه گاه ارتجاعي در سازه نا معين

K 
X 

K 
R 

K 
X 

K 
M  B 

B 
B 

B 
1 1 = = ∆ = = θ 

 ) 1 ( نرمي فنر . در انتخاب سازه مبنا حتما بايد نيروي فنر جزو نيروهاي زائد تلقي گردد
K با نرمي گره مربوطه سازه جمع مي شود . 

 و قضيه كاستليان
 بيان قضيه دوم كاستليانو

 نسبت به نيرو برابر است با تغيير مكان ) انرژي كرنشي ( در سازه ارتجاعي بدون نشست و با دماي ثابت مشتق انرژي تغيير شكل نسبي
 : نقطه اثر نيرو در امتداد نيرو يعني

) ( ), (  n n  M f U P f U = = : n 
n M 
u θ = 

∂ 
 n و ∂

n P 
u δ = 

∂ 
∂ 

 را ) تغيير مكان ( در محل محاسبه تغيير مكان يا شيب با استفاده از قضيه دوم كاستليانو حتما بايد نيرويي باشد اگر مي خواهيم خيز : توجه
 واهيم شيب را حساب كنيم در نقطه مورد نظر بايد لنگر متمركز داشته داشته باشيم و اگر مي خ ) بار ( P حساب كنيم بايد در نقطه مورد نظر

 . باشيم

∑∫ ∑∫ ∑∫ +
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+ = 
l l l 
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2 

2 2 2  EA 
dx N 

A G 
dx V 

EI 
dx M U انرژي كرنشي كل سازه 

 . بگيريم مشتق Mn يا Pn حساب كرده و بعد از آن نسبت به Mn يا Pn را بر حسب U كافي است n θ يا n δ براي محاسبه
 ساختگي Mn ساختگي و در دومي از Pn باشد در اولي از Mn فاقد n θ و يا محل محاسبه Pn فاقد n δ در مواردي كه محل محاسبه : نكته

 . را صفر مي گذاريم Mn يا Pn استفاده مي كنيم و پس از محاسبه مشتقات مقدار
 . را محاسبه كنيد n ستفاده از قضيه دوم كاستليانو تغيير مكان نقطه با ا : مثال

) : بدون استفاده از قائده زنجيري ( روش اول : حل
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 انرژي كرنشي

 ) : استفاده از قائده مشتق زنجيري ( روش دوم
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 ) استفاده گردد M در محاسبه انرژي فقط از اثر ( a θ ه دوم كاستليانو مطلوبست محاسبه با استفاده از قضي : مثال

 a M : را موقتا در آنجا وارد مي كنيم M1 لنگر متمركزي وجود ندارد لنگر θ چون در محاسبه : حل
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. مساوي صفر قرار مي دهيم و انتگرال ها را محاسبه مي كنيم را M1 در اين مرحله لنگر ساختگي
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 . در تير زير با استفاده از قضيه دوم كاستليانو b θ مطلوبست محاسبه : مثال

 : را وارد مي كنيم Mb لنگر متمركزي نيست لنگر ساختگي b چون در نقطه : حل

l l l 
x 

M 
M M x M x M x M 
b 

b − = 
∂ 
∂ 

− − =  : ) (  0 
0 

EI 
M 

x M x M 
EI 
dx x M x 

M 
M 

EI 
dx x M x 

M 
x 

M 
EI 
dx 

M 
M M 

M 
u 

b 

b b 

b 

b b 
b 

6 

) 
2 3 

( ) )( ( 0 

) )( ( ) ( 

0 

0 

2 
0 

0  2 

3 
0 

0 
0 

0  0  0 
0 

l 

l l l l 

l l l 
l 

l 

l l 

= 

 
 

 
− − = − − = ⇒ = 

− − − = 
∂ 
∂ 

= 
∂ 
∂ 

= 

∫ 

∫ ∫ 

θ 

θ 

θ 

 v مطلوبست محاسبه : مثال
c δ با استفاده از قضيه دوم كاستليانو 

: وارد مي كنيم c را در نقطه p1 بار متمركز وجود ندارد بار متمركز c چون در نقطه : حل
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 ) ( B تغيير مكان قائم نقطه – الف : در تير طره اي مقابل مطلوبست : مثال v 
B δ . چرخش نقطه – ب B ) (  B θ . 

 وارد مي B را در نقطه PB گي بار متمركز وجود ندارد بار متمركز ساخت B ، چون در نقطه B براي محاسبه تغيير مكان قائم نقطه : حل الف
 . كنيم
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 مي باشد PB در خلاف جهت نيروي B علامت منفي نشان مي دهد كه تغيير مكان نقطه
وارد مي كنيم B را در نقطه MB لنگر متمركزي وجود ندارد لنگر متمركز ساختگي B چون در نقطه : حل ب
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 بنابراين با قضيه دوم كاستليانو مي توان تغيير مكان هر نقطه دلخواه ديگري را در صورتي كه بار متمركز نداشته باشد با وارد كردن بار متمركز
 . ساختگي محاسبه كرد

 اصل كار كمينه
 بعد از انتخاب سازه مبنا مشتق انرژي كرنشي را نسبت به نيروهاي تكيه گاهي حذف شده براي حل سازه هاي نامعين كاربرد دارد كه

 اگر مشتق انرژي كرنشي نسبت به واكنش قائم تكيه گاه غلطكي محاسبه شود مقدار آن حتما صفر است چون جابجايي در . مي گيريم
 . گاه گيردار محاسبه شود حتما صفر خواهد بود راستاي قائم ندارد همچنين اگر مشتق انرژي كرنشي نسبت به لنگر تكيه

 . تعيين كنيد ) اصل كار كمينه ( واكنش هاي تكيه گاهي تير زير را با استفاده از قضيه دوم كاستليانو : مثال
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∑ = ⇒ = l q R F  B y  8 
 پردازش ثانوي : 5 0

ميله وسط را در خرپاي زير با استفاده ار اصل كار كمينه محاسبه كنيد نيروي داخلي : تمرين
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 ) با استفاده از قضيه دوم كاستليانو ( را در سازه زير حساب كنيد BC نيروي كابل : مثال
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 : در اصل كار كمينه اگر سازه يك درجه نامعين باشد

 2 1 1 نيروهاي داخلي خرپا برحسب , ,  P P x بدست مي آيد . 

∑ 
= 

= 
∂ 
∂ 
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∂  14 

1  1 1 

0 ) ( . 0 
i 
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u x1 محاسبه مي شود 

 : و اگر سازه سه درجه نامعين باشد
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 بدست مي آيد x3 و x2 و x1 با حل سه معادله سه مجهولي مقادير

. را در سازه نامعين زير با استفاده از اصل كار كمينه محاسبه نماييد B عكس العمل تكيه گاه : تمرين
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 ) ساده سازي روش نيرو براي تيرهاي سراسري ( قضيه سه لنگر
 نيرو است كه براي سادگي و سهولت كاربرد معادلات آن به صورت خاصي در آمده است سازه مبناي اين اين روش همان روش

 در تكيه گاه هاي مياني ) مفصل ( روش كه معمولا براي حل تيرهاي سرتاسري غير مفصلي بكار مي رود از طريق اعمال مكانيزم لنگر خمشي
 . ادلات سه لنگر حداكثر سه جمله موجود مي باشد تير سرتاسري به وجود مي آيد در هر معادله از مع

 براي تيرهاي منحني قضيه سه لنگر بكار نمي رود در اين روش ارتفاع تمام تكيه گاه ها يكسانند يعني تمام تكيه گاه ها در يك تراز قرار دارند
 . ق كند ممان اينرسي در طول يك دهانه بايستي ثابت باشد ولي مي تواند در دهانه هاي مختلف فر

 . مجهولات روش سه لنگري لنگر خمشي ، تكيه گاههاي مياني تيرهاي سرتاسري و گاهي هم لنگر تكيه گاه گيردار انتهايي مي باشد
 : مثال هايي از سازه هايي كه مي توانند با روش سه لنگري حل شوند

: بدست آوردن معادلات سه لنگري از روش نيرو



Created by meysam Azadmanesh azad university  of  zanjan 

www.azu.ac.ir 

 ا نمي توانيم بصورت يك رابطه در آوريم بلكه بصورت يك رابطه و جدول در مي آوريم چون براي طرف راست بارگذاري طرف راست ر
 . لازم است و بارگذاري ها نيز متفاوت مي باشند

 : براي تيري كه فقط داراي بار خارجي باشد چپ و راست معادلات سه لنگر برابر است با

) ( ) ( 2  1 1 1 1 1 1 + + + + + − ′ + ′ − = ′ + ′ + ′ + ′  i i i i i i i i i i i  L R M M M  l l l l l l 
 براي انواع بارگذاري ها در پيوست آخر كتاب ,L R جدول

 معادلات سه لنگر در حالت نشست تكيه گاهي

) 1 ) 1 1 ( 1 ( 6 ) ( 2 
1 

1 
1 

1 1 1 1 1 
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+ 
+ 

− + + + − − + + − = ′ + ′ + ′ + ′ 
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i 
i i 

i 
i 

i c i i i i i i i  c c c EI M M M 
l l l l 

l l l l 

 . يير علامت مي دهيم و اگر نشست رو به بالا باشد تغ ) در فرمول بالا ( نشست به طرف پايين مثبت مي باشد : توجه
 در صورتي كه به همراه بارگذاري نشست هم داشته باشيم طرف راست معادلات شامل طرف راست مربوط به بارگذاري و طرف : توجه

. راست مربوط به نشست خواهد بود

∆ t معادلات سه لنگر در حالت وجود
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 . با استفاده از معادلات سه لنگري ∆ t و رسم دياگرام خمشي تير در اثر M2 ت محاسبه مطلوبس : مثال
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α : از معادلات تعادل 

 . را به روش سه لنگري محاسبه كنيد c و b لنگر خمشي در مقاطع : مثال

 l l = ′ ⇒ = I I c : حل
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 I معادله :
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) ( و ) I ( با حل دو معادله ΙΙ ، Mb و Mc بدست مي آيد . 
 ) . به روش سه لنگري ( ت هاي داده شده در اثر نشس C و B مطلوبست محاسبه لنگر تكيه گاه هاي : مثال

 : حل
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 . مثال قبل را به روش نيرو حل كرده و جواب هاي بدست آمده را مقايسه كنيد : تمرين
a , b مقادير لنگر نقاط : مثال , c , d سبه كنيد را به روش سه لنگري محا . 

 : حل

l l = ′ ⇒ = I I C : ممان اينرسي همه دهانه ها يكسان است .
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. 44 . 3 . 1 . 14 
 با حل معادلات چهار مجهولي : 9 . 58 . 6 . 87 .

كاربرد روش سه لنگري در حالت وجود لنگر متمركز گرهي در تيرهاي سرتاسري

 حذف طره و حذف اثر آن : حل

 ) نقشي ندارد R , L در طرف راست يعني ( معلوم وارد معادله مي گردد m فقط در طرف چپ به عنوان t .m 45 لنگر
. را مي توان به دهانه ي چپ يا دهانه راست داد ما آن را به دهانه راست  داده ايم 2 لنگر خارجي روي تكيه گاه
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 روش لنگر سطح
 قضيه اول لنگر سطح

 در دو ) يا منحني خيز تير يا منحني تغيير مكان تير منحني ارتجاعي تير ( اختلاف شيب مماس هاي رسم شده بر منحني الاستيك تير

 برابر است با مساحت زير دياگرام B و A نقطه
EI 
M در بازه A تا B . 

 : مفصل يا عوامل ديگر ناپيوستگي وجود نداشته باشد B تا A به شرط اينكه در بازه

∫ = − = ∆  B

A 

x 

x A B  dx 
EI 
M θ θ θ 

 ام مساحت زير دياگر
EI 
M در بازه A تا B = A B / θ 

A B لازم به تذكر است كه زاويه / θ و مساحت زير دياگرام 
EI 
M سطحي كه ( داراي علامت يكساني هستند به عبارت ديگر يك سطح مثبت 

 حركت مي كنيم مماس مرسوم بر منحني خيز تير در خلاف جهت B به A دلالت بر اين دارد كه وقتي از ) د ها قرار دار x در بالاي محور
 . و يك سطح منفي نشان دهنده دوران در جهت حركت عقربه هاي ساعت است . عقربه هاي ساعت دوران مي كند

A B / θ زاويه اي است كه بايد مماس در نقطه A بر مماس در نقطه بچرخد تا B منطبق گردد .
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 قضيه دوم لنگر سطح
 A B d كه با ( A از خط يا منحني الاستيك تير نسبت به مماس رسم شده در B انحراف نقطه  برابر است با ممان ) نشان مي دهند /

 استاتيك زير نمودار
EI 
M در بازه A تا B كه در نسبت به محوري B مستقر است به شرط اينكه بين A و B عوامل ناپيوستگي مانند مفصل 

 . موجود نباشد

∫ ∫ ∫ ∫ = = = = 
m 

A A m 

B 

A A B  xdA dx 
EI 
M x d xdA dx 

EI 
M x d  . .  1 / / 

∫ − = ⇒ − = = 
m 

A m A m m  x dx 
EI 
M Am d mZ Am mZ  1 /  . . , . θ δ δ θ : از روي نمودار 

. در تير طره اي زير با استفاده از روش لنگر سطح B θ مطلوبست محاسبه : مثال
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 علامت دياگرام : حل
EI 
M منفي است بنابراين B θ بزرگتر است : 

} 

EI 
P 

EI 
P 

B A B B A A B  2 
) )( (

2 
1  2 

, , 

0 
l l 

l = = ∆ = ⇒ ∆ + = θ θ θ θ θ 

 . را در تير زير با روش لنگر سطح محاسبه كنيد B تغيير مكان قائم نقطه : مثال

 : حل

EI 
P 

EI 
P d  B A B B  48 

5 ) 
6 
5 )( 

2 
)( 

2 
)( 

2 
1( 

3 

/ 
l l l l 

= ⇒ = = δ δ 

. را بروش لنگر سطح محاسبه نماييد C و شيب نقطه C ان قائم نقطه تغيير مك : تمرين
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. را بروش لنگر سطح محاسبه نماييد A خيز نقطه : تمرين
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 ) محاسبه تغيير مكان تير ساده ( روش بار الاستيك
 در اين روش كه براي تيرهاي ساده به كار مي رود نمودار

EI 
M را  رسم كرده و با توجه به علامت آن ) 

EI 
M مثبت را با فلش رو به 

 پايين و
EI 
M در روي تير فرضي قرار مي دهيم تير فرضي با بار الاستيك خاصيت هاي مهم زير را شامل مي شود ) منفي را با فلش رو به بالا : 

 بار ( قطه از تير اصلي برابر است با نيروي برشي تير فرضي در همان نقطه از تير فرضي وقتي كه تحت اثر بار الاستيك شيب در هر ن ‐ 1
EI 
M ( 

 قرار دارد
 خيز در هر نقطه از تير اصلي برابر است با لنگر خمشي تير فرضي در همان نقطه وقتي تحت اثر بار الاستيك قرار دارد ‐ 2
 ايد دقت كنيم كه تكيه گاه ها در تير فرضي همان تكيه گاه ها در تير اصلي است ولي نيروهاي عكس العمل تكيه گاهي در تير فرضي بايد ب

. دوباره محاسبه شود
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s′ : فاصله مركز سطح تا نقطه B 

A 
e 
A 

A A B 

B 

A A 

B 

A A B 

R 

d dx s 
EI 
M R 

s dx 
EI 
M R M 

θ 

θ 

= ⇒ 

= = ′ = ⇒ 

= ′ − ⇒ = 

∫ 

∑ ∫ 

/ 
1 1 

0 . 0 

l l 

l 

 رو به پايين است زيرا علامت جهت بار الاستيك
EI 
M مثبت است . 
 : از سمت چپ x محاسبه نيروي برشي در تير فرضي در فاصله

m 
e 
m 

m

A  m m A A A 
e 
m 

q 

dx 
EI 
M R q 

θ 

θ θ θ 

= ⇒ 

= ∆ − = − = ∫  , 

 : از سمت چپ x محاسبه لنگر خمشي در تير فرضي در فاصله

e 
m M : لنگر الاستيك نقطه m 

m 
e 
m 

m 

m 

A  A m A A 
e 
m 

M 

d x s dx 
EI 
M x R M 

δ 

δ θ 

= ⇒ 

= − = ′ − = ∫  / . 

 . برابر است با لنگر خمشي تير فرضي در همان نقطه وقتي كه تحت اثر بار الاستيك قرار دارد m يعني خيز در هر نقطه از تير مانند نقطه
 B A m θ θ δ با استفاده از روش بار الاستيك : مثال . را محاسبه كنيد , ,
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 : A θ محاسبه ) 1 : حل
EI 

q 
EI 
q R e A A  24 

) * 
8 

* 
3 
2(

2 
1  3 2  l 

l 
l 

= = = θ : روش اول 

∑ = = = ⇒ = − ⇒ = 
EI 

q w w R q R M  e 
A 

e 
A B  24 2 2 

* 1 0 
2 

* 0 
3 l l 

l 

l 
l : روش دوم 

w كل بار مي باشد كه برابر مساحت زير نمودار بارگذاري در تير فرضي است : 
EI 
q 

EI 
q W 

12 8 
* 

3 
2  3 2  l l 
l = = 

 : B θ محاسبه ) 2
EI 

q 
EI 
q 

EI 
q w R q  e 

A 
e 
B B  24 12 24 

3 3 3  l l l 
− = − = − = = θ 

: m δ محاسبه ) 3
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EI 
q 

q 
EI 
q 

EI 
w R M 

m 

e 
A 

e 
m m 

384 
5 

) 
16 
3 )( 

12 
(

2 
1 

2 
* 

24 
4 ) 

16 
3 ( 

2 2 
* 

4 

3 3 

l 

l 
l l l 

l 
l 

= ⇒ 

− = − = = 

δ 

δ 

 m m δ θ مطلوبست محاسبه : مثال . در محل اثر لنگر متمركز با روش بار الاستيك ,
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 : حل

EI 
M 

EI 
M 

w w 
8 

) 
2 

)( 
2 
(

2 
1  1 1 

2 1 
l l 

= = = 

EI 
M 

EI 
M 

EI 
M q R 

A 

e 
A 

e 
A A 

24 

) 
3 
1 * 

8 3 
2 * 

3 
( 1 

1 

1 1 

l 

l 
l 

l 
l 

l 

= ⇒ 

− = = = 

θ 

θ 

EI 
M 

w w R q R  e 
A 

e 
B 

e 
B B  24 

1 
2 1 

l 
= − + = = = θ 

0 0 
6 

* 
8 2 

* 
24 

1 1 = ⇒ = − = =  m 
e 
m m  EI 

M 
EI 

M 
M δ δ l l l l 

EI 
M 

EI 
M 

EI 
M 

w R q  e 
A 

e 
m m  12 8 24 

1 1 1 
1 

l l l 
− = − = − = = θ 

 در وسط دهانه نباشد M1 در وسط دهانه تير واقع مي شود برابر صفر است و اگر M1 وقتي كه لنگر M1 تغيير مكان زير لنگر متمركز : نكته
. هد بود مخالف صفر خوا M1 تغيير مكان زير لنگر
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 روش تير مزدوج يا تير فرضي
 تير فرضي بايد تيري باشد كه از نظر شرايط مرزي وقتي كه تحت بار الاستيك قرار مي گيرد با تير اصلي مطابقت ويژه داشته باشد

 ر اصلي در همان نقطه طبق روش بار الاستيك مي دانيم كه اگر در تير فرضي در يك نقطه تحت بار الاستيك برش وجود داشته باشد در تي
 شيب وجود خواهد داشت و اگر در تير فرضي در يك نقطه تحت بار الاستيك لنگر وجود داشته باشد در تير اصلي در همان نقطه خيز وجود

 و خيز خواهد داشت پس در هنگام انتخاب تير فرضي بايد شرايط مرزي تير اصلي را در نظر بگيريم مثلا اگر در تير اصلي در نقطه اي شيب
 . وجود داشته باشد بايد در تير فرضي در همان نقطه برش و خمش وجود نداشته باشد

 . تير مزدوج تير طره اي مقابل را تعيين كنيد : مثال

 ر نوك آزاد لنگر و برش وجود نداشته باشد چنين شرايطي فقط د A خيز و شيب وجود ندارد پس بايد در تير فرضي در نقطه A در نقطه : حل
 لنگر و برش وجود داشته باشد B خيز و شيب وجود دارد پس براي تامين چنين شرايطي بايد در تير فرضي در نقطه B در نقطه . رخ مي دهد

 . در نتيجه تير فرضي به صورت زير خواهد شد

. نمونه هايي از تيرمزدوج براي انواع تيرها در زير آمده است
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 نمونه اي از تيرهاي نامعين

 ) ( استفاده از روش تير فرضي وقتي سازه معين داراي تغيير حرارت t ∆ باشد 
 مي دانيم

EI 
M 

h 
t 
= 

∆ α با توجه به اين نكته بار الاستيك در هنگامي كه سازه تحت اثر حرارت ، t ∆ تغيير شكل مي دهد و ما مي 
 اگر بخواهيم از روش تير فرضي اين تغيير شكل ها را محاسبه كنيم در اين صورت بار الاستيك . خواهيم تغيير شكل هاي آن را محاسبه نماييم

 قرار گرفته بر روي تير فرضي ، همان دياگرام
h 
t ∆ α محاسبه شيب و خيز در هنگام بارگذاري مي باشد مي باشد و بقيه مراحل همان مراحل . 

 m n θ θ مطلوبست محاسبه : مثال . با روش بار الاستيك t∆ < 0 در سازه زير در اثر ,
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h 
t R 

h 
t R  e 

n n 
e 
m m  2 

, 
2 

l l ∆ 
= = 

∆ 
= = α θ α θ 

 . روش بار الاستيك محاسبه نماييد به t∆ < 0 خيز و شيب انتهاي تير طره اي را در اثر : مثال

h 
t 

h 
t q 

h 
t 

h 
t M 

e 
B B 

e 
B B 

l 
l 

l l 
l 

∆ 
= 

∆ 
= = 

∆ 
= 

∆ 
= = 

α α θ 

α α δ 

) )( ( 

2 
)

2 
)( )( ( 

3


